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1. [3 puNTOS] Dado un tridangulo K de R?, se define el espacio de Raviart-Thomas
de orden 0 sobre K como RTy(K) := [Py(K)]* ® Py(K)x, donde x := (z,x9)"
denota un vector genérico de K. En lo que sigue, v es el vector normal en 0K,
y los lados de K se denotan por Fj, j € {1,2,3}, de modo que vk|r, es un vector
constante de R?* Vj € {1,2,3}.

a)

b)

Pruebe que para cada 7 € RT((K) se tiene que divt € Py(K) y 7-vk|p €
Py(F;) Vje{1,2,3}.

Demuestre que si 7 € RTo(K) es tal que [, 7-vg = 0 Vj e {1,2,3},

J

entonces necesariamente 7 = 0. Use primero integracion por partes para
probar que divT = 0, y luego concluya utilizando el hecho que los vectores
normales sobre los lados de K son l.i. dos a dos.

Para cada ¢ € {1,2,3} defina el funcional m;(7) = [, 7 vk VT €
[H'(K)]?, y deduzca, a partir de b), que existen unicos 7; € RTo(K),
J € {1,2,3}, tales que m;(7;) = d;; Vi,j € {1,2,3}. A su vez, defina el ope-

3
rador de interpolacién I : [H*(K)]?> — RTo(K) por Hg(7) := Z mi(T) T
i=1

V7 € [H'(K)]? y muestre que IIx(7) es el tinico elemento en RTy(K) tal
que m; (kg (7)) =m;(T) Vj e {1,2,3}.

Sea K el triangulo canénico de R2, v sea Fy : R? — R? la aplicacién afin
invertible dada por Fx(X) := BxX + bx VX € R? con Bx € R**? y
bx € R2 tal que K = Fx(K). Luego, dado 7 € [H™(K)]2, m € {0,1},
defina 7 := |det Bi| By T o Fg, pruebe que T € [H™(K))?, y concluya que
existe C' > 0, independiente de K, tal que

7l < CUBEM B |™ [det Bic| Y |7
Inversamente, si 7 € [H™(K)]?, muestre que 7 := |det Bx|™* Bk T o File
[H™(K)]? y que existe C' > 0, independiente de K, tal que

[Tl < ClIBrll | B!l [det B |2 7], & -

Suponga que K es parte de una triangulaciéon 7;, perteneciente a una familia

—

regular, y utilice la identidad Iz (T) = (1) para demostrar que, dado
m € {0,1}, existe C' := C(K,IIz,m) > 0, tal que

|’T—HK(‘T)|m7K < Ch}gm |‘T|17K VT e [HI(K)]Q



2. (3 PUNTOS) Sea 2 un abierto acotado, conexo, pero no necesariamente convexo,
de R™, n € {2,3}, con frontera I' de clase C%!, y considere el espacio de Hilbert
H (div; Q) de vectores en [L?(92)]" con divergencia en L?((2), cuya norma inducida
se denota por [|- || gjy.o- Se dice que 7 € H(div; ) admite una DESCOMPOSICION
DE HELMHOLTZ ESTABLE si existen z € H*(Q), ¢ € H'(Q) con [, ¢ = 0 cuando
n =2 (resp. ¢ € [H(Q)]? con [,¢ =0 cuando n = 3), y una constante C' > 0,
independiente de las variables anteriores, tales que

T=Vz+curly en Q vy IVzlle + llellie < CliTllgivg, (1)

o0 _0p\" 9
donde curly = <8I2’_3I1) b=
V xp si n=23

a) En esta parte se pide deducir (1) para el caso n = 2, procediendo de la
siguiente manera. Introduzca primero un abierto acotado y convexo G
de clase C*! y suficientemente grande tal que Q C G. Luego, dado T €

divr en

H(div;?), defina f, = _ , y considere el problema de
( ) f 0 m o\@ Y p
valores de contorno:
Aw = f; en G, w=0 en JG. (2)
Pruebe que (2) estd bien propuesto, observe que diV(Vw) = divT en

D'(92), y entonces concluya utilizando el resultado que dice que “¢ € [L?*(€2)]?
satisface div ¢ = 0 en D'(Q2) si y sélo si existe ¢ € H'(Q) tal que ¢ = curl¢
en 7, y notando que para n = 2 se tiene que ||curldljpo = |¢

1,0

b) Cuando n = 3 se puede proceder de la misma manera anterior, utilizando
ahora que “¢ € [L*(Q)]? satisface div¢ = 0 en D'(Q) si y sélo si existe
¢ € [H(Q)]® tal que ¢ = curl¢ en 7, pero en tal caso no es verdad que
lcurl |00 = |¢|iq, ¥y por lo tanto la cota de estabilidad (desigualdad al
lado derecho de (1)) sélo resulta valida si el dominio original €2 es convexo.
Con el objeto de subsanar esta dificultad, se propone el siguiente proce-
dimiento, el cual hace uso de la misma geometria ya descrita para definir
una extension apropiada desde €2 hacia todo GG. Maés precisamente, dado
T € H(div; (), denote por n el vector normal interior en 0f2, y considere el
siguiente problema de valores de contorno en G\ Q:

ou

Au=0 en G\Q, n

=7-n en 02, u=0 en O0G. (3)

T en ()

Vu en G\Q
muestre que 7 € H(div;G), y concluya el resultado requerido haciendo
uso primero de (1) para 7 y el dominio convexo G, y luego restringiendo lo
obtenido a 2.

Pruebe que (3) estd bien propuesto, defina 7 := {

GGP/ggp



