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Capitulo 1

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan algunos ejemplos de aplicaciéon que ilustran la utilizacion
de (o la necesidad de utilizar) diversas herramientas del Anélisis Funcional, y se introdu-
cen los conceptos basicos mas importantes relacionados con espacios métricos, espacios

normados, espacios de Banach, espacios de Hilbert y distribuciones.

1.1. Un problema de valores iniciales

Dados un subconjunto abierto A de R?, (to,40) € A, 6 > 0, y una funcién f a va-
lores reales definida sobre A, consideremos el problema de valores iniciales: Hallar
Y € CY((to, to + 8)) N C([to, to + 4]) tal que

P(t) = f(to(t) VYt e (toto+0), P(to) = yo- (1.1)

De acuerdo al Teorema Fundamental del Calculo se deduce que toda solucién ¢ de (1.1)

satisface

o) = vt + [ V©ds e fnta+a),
o bien, reemplazando '(s) por f(s,1(s)) y ¥(to) por yo,
£) = yo + / Fls,0(s)ds Yt € [to,to +0]. (12)

Reciprocamente, no es dificil ver que si ¢ es solucién de (1.2), entonces, evaluando
en t =ty y derivando bajo el signo integral, se deduce que 9 es soluciéon del problema

de valores iniciales (1.1), con lo cual (1.1) y (1.2) resultan equivalentes.
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Motivado por lo anterior, se define inicialmente el conjunto

U :={p € Clto,to+5]:  o(to) = vo } (1.3)

y la aplicacion T : U — U, donde

T(p)(t) == yo + /tt f(s,(s))ds ¥Vt e [to,to+0], Vp e U. (1.4)

No obstante, es importante notar que para que la definicién de T tenga sentido se
requiere que f sea continua en Ay que (s,p(s)) € A Vs € [to,to+3d], Ve € U. Lo
primero se asume en lo que sigue y lo segundo requiere una modificacién del conjunto
U, como se detalla a continuacién. En efecto, de ahora en adelante se supone que existe
M > 0 tal que

|.f(t7y)‘ <M v<t7y)€A y [t07t0+5]><[y0—M5>yo+M(5] QA,
y se redefine
U:={p € Clto,to+0]: ¢(to) = vo, |et)—yo| < Mé Vte[to,to+0]}.

De este modo se observa que T esta efectivamente bien definida, lo cual significa,
en particular, que T'(¢) € U V¢ € U, y por lo tanto queda claro que resolver (1.2)

equivale a encontrar ¢ € U tal que

Y(t) = T)Et)  Vt € [to,to+ 9],

es decir hallar ¢» € U tal que
v o= T). (1.5)
En virtud de la ecuacién de punto fijo para 7" dada por (1.5), nuestro siguiente
propésito es introducir el teorema respectivo debido a Banach. Para ello, recordamos

primero que si U es un conjunto arbitrario, entonces una METRICA (0 DISTANCIA) p sobre

U es una aplicacion p : U x U — R que satisface las siguientes propiedades:
i) p(u,v) >0 VYu vel.
ii) p(u,v) =0 siysolosiu=muv.

iii) p(u,v) = p(v,u) Vu,v e U.
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iv) p(u,v) < p(u,w) + p(w,v) Vu,v, w € U (DESIGUALDAD TRIANGULAR).

En este caso, al par (U, p) se le llama Espacto METRICO, lo cual motiva la introduccién

de algunas definiciones.

DEFINICION 1.1 Una sucesion {u,}nen de un espacio métrico (U, p) se dice de Cauchy

st lim  p(uy, uy) = 0, esto es, si

n,Mm—00

Ve>0, INeN tal que pluy,uy,) < e Yn,m > N.

DEFINICION 1.2 Una sucesion {un, }nen de un espacio métrico (U, p) se dice convergente

si existe u € U tal que lim p(u,,u) = 0, esto es, si
Ve>0, INeN tal que plu,,u) <e ¥Yn > N.

Notar que el concepto de convergencia de una sucesion implica la existencia de un
unico limite de ella. Ademas, el siguiente resultado muestra que una métrica p es continua

por sucesiones en cada una de sus componentes.

LEMA 1.1 Sea (U, p) un espacio métrico y sea {uy, fnen una sucesion en U que converge

aue€U. Entonces  lim p(u,,v) = p(u,v) Vv € U.

DEMOSTRACION. Utilizando la desigualdad triangular (propiedad iv)) y la simetria de p

(propiedad iii)), se obtiene facilmente que

p(un,v) —p(u,’u) S p(un,u) y p(u,v) —p(un,v) S p(un,u),

lo cual equivale a
| p(un,v) — plu,v) | < plug,u),

y luego, tomando lim , se concluye la demostracion. O

n—oo

Los siguientes conceptos se requieren para establecer el teorema ya anunciado y para

aplicarlo posteriormente.

DEFINICION 1.3 Un espacio métrico (U, p) se dice completo si toda sucesion de Cauchy

de U es convergente.

DEFINICION 1.4 Sea (U, p) un espacio métrico y sea V-.C U. Se dice que V' es un sub-

conjunto cerrado de U si el limite de cada sucesion convergente de V' pertenece a V.
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Como consecuencia de estas definiciones, se sigue inmediatamente que todo subcon-

junto cerrado de un espacio métrico completo es también completo.

DEFINICION 1.5 Sea (U, p) un espacio métrico y sea T : U — U. Se dice que la aplicacion

T es una CONTRACCION si existe k € (0,1) tal que
p(T(u), T(v)) < kp(u,v) Vu,veU.

TEOREMA 1.1 (TEOREMA DEL PUNTO F130 DE BANACH) Sea (U, p) un espacio métrico

completo y sea T : U — U una contraccion. Entonces existe un unico w € U tal que
T(w) = w.

DEMOSTRACION. Sea wy un elemento arbitrario de U y definamos la sucesion {w,, }nen,
donde wy; = T(wyp), we = T(wy), y en general w,y1 = T(w,) Vn € N. Asi, si

k € (0,1) denota la constante de contraccién de T', observamos que
p(wn, wni1) = p(T(wn-1), T(wn)) < & p(wn_1,wn),
lo cual, aplicado recursivamente, implica que
p(Wp, wy1) < K" p(wo, wy) VneN. (1.6)

Ahora, dados p, n € N, utilizamos la desigualdad triangular para la métrica p y la

estimacién (1.6), y obtenemos

p—1 p—1
p(wnawn-‘rp) < p(wn+j7wn+j+1) < Z K p(MOawl)
j=0 j=0
e K" (1 — KkP)
= K" Z K p(wo, wr) = 1. p(wo, wi) ,
7=0
de donde
HTL
p(wnvwn-f-p) < 1—k p(w())wl) vpv n € N. (17)

Es facil ver de (1.7) que {wy, }nen es de Cauchy en U, y por lo tanto existe w € U tal
que lim p(w,,w) = 0. Ademds, fijando n en (1.7), tomando lim , y aplicando Lemma
n— o0 p—0o0

1.1, se deduce que

p p(wg, wy) Vn e N. (1.8)
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Veamos ahora que w es el tnico punto fijo de T'. En efecto, usando nuevamente la

desigualdad triangular, se tiene
p(T(w),w) < p(T(w), T(wn)) + p(T(wn), w)

= p(T(w), T(wn)) + plwnir,w) < Kp(w,wn) + plwni,w),

y tomando lim resulta p(T'(w),w) = 0, lo cual significa que T(w) = w. Para la
unicidad, sea w cualquier otro elemento de U tal que T'(w) = w. Entonces, aplicando una
vez mas que T es contraccién, podemos escribir p(w, w) = p(T(w),T(0)) < kp(w,w),

esto es (1 — k) p(w, w) < 0, de donde necesariamente w = 1. O

Es interesante observar aqui que la demostracién del Teorema 1.1 proporciona un
esquema iterativo de punto fijo, a partir de cualquier elemento inicial wy € U, para
construir una sucesion que converja a w € U. Mas aun, la eventual proximidad o lejania
de los elementos de esta sucesién a la solucién exacta w estd medida por (1.8). En
particular, de esta estimacion de error se deduce que el nimero minimo n de iteraciones
que garantiza a-priori que p(w,,w) es menor que una tolerancia dada e > 0, estd dado

por el primer natural n que satisface

e(1—k)
log ( p(wo,w1) )

" log

El siguiente objetivo es aplicar Teorema 1.1 a T': U — U definida por (1.4). Para
este efecto, recordamos primero que el conjunto C/([to, %y + d]) provisto de la métrica

uniforme

p(, ) = max |[Y(t) —pt)] Vi, e C[to, to + 9])

teto,to+4]
es un espacio métrico completo, y puesto que U constituye un subconjunto cerrado de
C([to, to + d]), se deduce que (U, p) también es completo.
Ademas, ahora se introduce el supuesto adicional de que f sea Lipschitz-continua en

su segunda variable, lo cual significa asumir la existencia de K > 0 tal que

|f(t7y1) - f(tva) | < Klyl - y2| V(t7y1)7 (tayQ) € A. (19)

Entonces, utilizando (1.9) y las definiciones de T" y p, se observa que

T(W) @) =T(p) (1) =

[ 456,66 — £t} s

< / F(5.0(5))— F (5, 0(s))| ds
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< K /ttws)—w(s)rds < K(—to)pltng) VI € ltorto+d], (1.10)

lo cual prueba que

p(T(),T(p)) < Ko p(ih,p) Vi, peU.

Esta desigualdad indica que una condicién suficiente para que 7' sea una contraccion
es que K 0 < 1, razén por la cual podemos afirmar que el andlisis anterior ha demostrado

el siguiente resultado.

TEOREMA 1.2 Sea f : A C R? — R continua y supongamos que existen M, K > 0

tales que
i) |f(ty) <M Y(ty) €A
i) | fty) = ftye)| < Kly—wl V(L) () € A

Ademdas, sean (to,y0) € A y § > 0 tales que

1

Entonces la ecuacion integral (1.2) tiene una inica solucion ¢ € U. Equivalentemente,

el problema de valores iniciales (1.1) tiene una tnica solucién ¥ € C((to,ty + 8)) N

C([to, to + 9]).

Ciertamente, Teorema 1.2 garantiza la solubilidad tnica de (1.1) sélo en un sentido
local ya que este resultado ocurre en un intervalo [to, tp + J] cuya longitud estd acotada
superiormente por % En virtud de ello, y con el propdsito de obtener existencia y
unicidad de solucién de (1.1), en un sentido global, se introduce a continuacién una

versiéon mejorada del Teorema del Punto Fijo de Banach.

TEOREMA 1.3 Sea (U, p) un espacio métrico completo y sea T : U — U tal que T™ es

una contraccion, para algin m € N. Entonces existe un unicow € U tal que T'(w) = w.

DEMOSTRACION. Notemos primero que las potencias de 1" se definen recursivamente por
T u) = T(u) y TM(u) = T(T" Y(u)) VYueU, VnéeN, n>2 locual implica
que T (u) € U  VYwu € U. Ahora, de acuerdo a la hipétesis sobre 7™ y a Teorema 1.1,

se sigue que existe un unico elemento w € U tal que T™(w) = w. Veamos que w es
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también un punto fijo de 7"y que él es unico. En efecto, si k € (0, 1) denota la constante

de contraccion de T, se tiene
p(T(w),w) = p(T™H(w), T (w)) = p(T™(T(w)), T™(w)) < & p(T(w),w),

de donde p(T(w),w) = 0, y por lo tanto T'(w) = w. Para la unicidad, sea w cualquier
otro elemento de U tal que T'(w) = . Entonces, aplicando sucesivamente 7" a ésta

identidad (m — 1 veces), se deduce que T™(w) = W, y en consecuencia w = w. O

Del teorema anterior queda claro que no es necesario exigir que 7' sea una contrac-
cion, sino que simplemente requerir que alguna potencia de ella lo sea. En lo que sigue
vemos que esto ocurre precisamente con nuestra aplicacién definida por (1.4). Para este

proposito probamos primero el siguiente resultado.

LEMA 1.2 Dados ¢, ¢ € U, se tiene

@) - 701 < T 0 vie o+, vnen.

DEMOSTRACION. Razonamos por induccién sobre n. Para n = 1 el resultado ya fué es-
tablecido en (1.10). Supongamos ahora su validez para n y probemos que también es

cierto para n + 1. En efecto, de acuerdo a la definiciéon de T' y sus potencias, se tiene

| T @) (1) = T" ) (1) | = | T(T™(¥))(t) — T(T"())(1)
- ‘/ {£(5,T"(W)(s) = f(5, T"(¢)(5)) }ds |,

de donde, aplicando la Lipschitz-continuidad de f y la hipdtesis de induccion, resulta

WWWW—WWMMSKZIWM®—Ww®MS

Kn+1 t Kn-'rl (t . t())n-i—l
— n /t;) (S 0) S p<’l/}7§0) <n+ 1)' P(M@)a
lo cual completa la demostracion. O

Del Lemma 1.2 y de la definicion de la métrica p se sigue inmediatamente que

Ko
@) 1) < BV pwg)  vepev vaen,
. (Ko)" :
y puesto que lim o =0 VK, € R, se deduce que existe m € N tal que

(K 0)"

n!
consecuencia, hemos demostrado asi la siguiente version mejorada del Teorema 1.2.

< 1 V¥n > m, lo cual prueba, en particular, que T™ es contraccién. En
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TEOREMA 1.4 Sea f : A C R? — R continua y supongamos que existen M, K > 0

tales que
i) fty)) <M V(ty) € A

i) [fty) = fty)] < Ky =gl V() (ty) € A

Ademdas, sean (to,y0) € A y § > 0 tales que
iii) [to, to + 0] X [yo — M3, yo + M6] C A.

Entonces la ecuacion integral (1.2) tiene una tdnica solucion ¢ € U. Equivalentemente,
el problema de valores iniciales (1.1) tiene una tnica solucién ¥ € C((to,to + 6)) N
C([to, to + 9]).

Naturalmente, el Teorema 1.4 tampoco garantiza existencia global de solucion del
problema (1.1), pero al menos reduce las restricciones sobre § sélo a lo estipulado en
iii), vale decir  [tg, to + 8] X [yo — Md,yo + MS] C A. No obstante, cuando A = R?
esta condicion se satisface trivialmente para cualquier 0 > 0, lo cual permite establecer

el siguiente resultado de existencia global de solucién para (1.1).

TEOREMA 1.5 Sean f : R*> — R continua, (to,y0) € R? y supongamos que existen
M, K >0 tales que

0 [fty) <M VY(ty) € R%
11) |f(t7y1) _f(t7y2)| < K|y1 _y2‘ V(t,yﬁ, (t,y2> & Rz,

Entonces, para cualquier 6 > 0 la ecuacion integral (1.2) tiene una tnica solucion ¢ €
U. Equivalentemente, el problema de valores iniciales (1.1) tiene una tnica solucion

¥ € CY((to, to + 0)) N C([to, to + d]).

Incluso, en el caso en que A = R? se puede mejorar aun mas lo anterior aplicando
nuevamente el Teorema 1.3 al operador integral 1" sobre el conjunto U definido original-
mente por (1.3). De esta manera, una segunda versién para el resultado de existencia

global de solucién del problema de valores iniciales (1.1) queda dada como sigue.
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TEOREMA 1.6 Sean f:R? — R continua, (to,yo) € R? y supongamos que existe K > 0

tal que

1) |f(t7yl) - f(t7y2)| < K|y1 _y2| V(t,yﬁ, (t7y2> € R,

Entonces, para cualquier 6 > 0 la ecuacion integral (1.2) tiene una dnica solucion i €

U. Equivalentemente, el problema de valores iniciales (1.1) tiene una tnica solucion

Y € C'((to, to +9)) N C([to, to + 0]).

1.2. Algunos conceptos y resultados preliminares

A través de esta seccion suponemos conocido el concepto de espacio vectorial. Asi, dado
un espacio vectorial X sobre el cuerpo K, el cual puede ser C o R, con elemento nulo
6 € X,y con operaciones + : X x X — X (suma de vectores) y - : Kx X — X

(multiplicacién por escalar), se introducen a continuacién algunas definiciones bésicas.

DEFINICION 1.6 Una aplicacion ||-|| : X — R se dice una NOrRMA sobre X si ella satisface

las siguientes propiedades

) [z >0 VeeX y |z =0siysdlosiz =6 (POSITIVIDAD).
i) [|az|| = |af||x| VaeK, VzelX.
iii) lz+yll < [l=] + |yl Vz,y € X (DESIGUALDAD TRIANGULAR).
El espacio X provisto de la norma || - || recibe el nombre de ESPACIO VECTORIAL

NORMADO y se denota (X, [|-||). Al respecto, es importante resaltar que (X, ||-||) constituye
también un espacio métrico (X, p), con p(z,y) = ||z —y| Va,y € X,y por lo
tanto todas las definiciones y observaciones, y todos los resultados dados en la Seccion
1.1 sobre dichos espacios también valen en el presente contexto. No obstante, para una
mayor claridad de la presentacion, algunas de esas definiciones se reescriben ahora en

términos de la norma | - ||.

DEFINICION 1.7 Una sucesion {x,}nen del espacio vectorial normado (X, | - ) se dice
de Cauchy si lim ||z, — x| = 0, esto es, si
n,m— o0

Ve>0, INeN tal que |x,—an| <€ Vn,m > N.
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DEFINICION 1.8 Una sucesion {x, }nen del espacio vectorial normado (X, || - ) se dice
convergente si existe v € X tal que lim |z, — x| = 0, esto es, si
n—oo

Ve>0, INeN tal que |z,—z| <e ¥Yn > N.

Es facil ver que toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el reciproco no es

siempre cierto, lo cual da origen a la siguiente definicién.

DEFINICION 1.9 El espacio vectorial normado (X, || -||) se dice COMPLETO (0 ESPACIO DE

BANACH) si toda sucesion de Cauchy en X es convergente

Al respecto, el siguiente lema establece una condicién necesaria y suficiente para la
convergencia de una sucesién de Cauchy. Ciertamente, la suficiencia es de mucho mayor

interés y aplicabilidad que la necesidad de esta condicién.

LEMA 1.3 Sea {x,}nen una sucesion de Cauchy de (X, | - ||). Entonces {x,}nen €s

convergente si y solo si ella posee una subsucesion convergente.

DEMOSTRACION. Es claro que si {z, }nen €s convergente entonces todas sus subsucesiones
también lo son. Reciprocamente, sea {xg)}ngN una subsucesion de {z, }nen que converge
a x € X. Entonces, dado € > 0, existe V; € N tal que ||x$11) —z|| <e Vn>N;. Asu
vez, como {x, }nen es de Cauchy, existe Ny € N tal que ||z, —zn| < € Vn,m > Ns.
Ahora, para todo n € N existe m > n tal que xle) coincide con z,,. Luego, definiendo

N := max{Ny, Ny}, se sigue que
lzn = 2|l < flan — 2P + ll2f) =2 < 2¢ ¥n > N,

lo cual muestra que {z, }n,en también converge a x. O

EJEMPLO 1.1 Los siguientes son ejemplos de espacios de Banach.

1. C" = {x = (1,22, ...,xy) : x; € C Vie{l,...,n}}, con K= C, provisto de la

norma .
x| =Y ||  VxecC.
j=1
2. C([-1,1)) == {f:[-1,1] = R: f continua}, con K =R, provisto de la norma

IfII = Lnax /()

Ve Co(-1,1).
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3. loo(C) := {u := {uptpen: un € C, suplu,| < oo}, con K = C, provisto de la
N
norma "

lul| = sup |uy,| Vu € ((C).
neN

b
4. L*(a,b) := {f : (a,b) — R : f medible, ,/ If|* < oo}, con K = R, donde
a,b € R, a <b, provisto de la norma ¢

1/2

i ={ e} e ran,

EJEMPLO 1.2 Aqui damos un ejemplo de un espacio vectorial normado que no es Banach. En

efecto, consideremos nuevamente el espacio real C'([—1,1]), pero provisto ahora de la norma

1 1/2
de L?(—1,1), esto es ||f|| = {/1 \f]Q} Vf € C([-1,1]), la cual estd bien definida

ya que C([—1,1]) € L?(—1,1). Ahora, sea {f, }nen la sucesién de C([—1,1]) dada por

0, —-1<t<0
- 1
1, Ll<i<a

: 1 1
Entonces, dados n, m € N, n > m, se tiene -~ < -~y luego

L/n 1/m 9 1 1 1
‘Vn_ﬁNQZtL (n—mﬁﬂdt+ﬂ (1—mt)2dt = IS .

/n " 3n 302 3m  3m 3n

lo cual prueba que { f,, }nen es de Cauchy en (C([—1,1]), ||-]|). Por otro lado, sea f : [-1,1] — R
la funcién de L?(—1,1) definida por

3 0, —-1<t<0
f(t) =
1, 0<t<1

y observemos que { f, }nen converge a f en la norma de L2(—1,1) ya que

n

~ 1/" 1
IIfn—sz/ (t-1dt = - neN.
0

Entonces, si suponemos que existe f € C([—1,1]) tal que {fy}nen converge a f en la norma
de L?(—1,1), necesariamente debe tenerse f = f , lo cual es contradictorio ya que f no es
continua. Esto prueba que { f, }nen no es convergente y por lo tanto (C([—1,1]),]-||) no es un

espacio de Banach.
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A continuacién se introducen los conceptos de espacios Pre-Hilbert y espacios de

Hilbert, para lo cual se requiere previamente la definicién de producto escalar.

DEFINICION 1.10 Sea X un espacio vectorial sobre R. Una aplicacion (-,-) : X x X — R
se dice un PRODUCTO ESCALAR (0 PRODUCTO INTERIOR) sobre X, si satisface las siguien-

tes propiedades:
i) (xr,z) > 0 VeeX y (r,z) =0siysolosix=6 (POSITIVIDAD).
i) (z,y) = (y,x) Va,y € X (SIMETRIA).
i) (ax + By, 2) =a{x,z) +B{y,2) Va,f € R, Vx,y, 2 € X (LINEALIDAD).

En lo que sigue, z, Re(z) e Im(z) denotan el conjugado, la parte real, y la parte

imaginaria, respectivamente, de z € C. A su vez, Z = Re(z) = z, e Im(z) =0, si z € R.

DEFINICION 1.11 Sea X un espacio vectorial sobre C. Una aplicacion (-,-) : X x X — C
se dice un PRODUCTO ESCALAR (0 un PRODUCTO INTERIOR) sobre X, si satisface las

siquientes propiedades:

i) (z,z) > 0 VeeX y (r,z) =0slysolosix=6 (POSITIVIDAD).

i) (z,y) = (y,x) Va,y € X (SESQUISIMETRIA).

iii) (ax + By, 2) =a{zr,z) + B (y,2) Va,B € C, Va,y, z€ X

(LINEALIDAD EN LA PRIMERA COMPONENTE).

Es importante observar aqui que en el caso real las propiedades ii) y iii) garantizan
también la linealidad del producto escalar en la segunda componente. Sin embargo, en

el caso complejo ello no ocurre ya que ii) y iii) sélo implican que
(r.ay +Pz) = alx,y) + B(v,2) Va,B € C, Va,y 2 € X,

lo cual recibe el nombre de SESQUILINEALIDAD.
Una consecuencia directa de la linealidad o sesquilinealidad, al usar simplemente que
6 = 0-0, es el hecho que el producto escalar del vector nulo con cualquier vector de X
es cero, esto es
(x,0) = (f,z) = 0 VzreX. (1.11)
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El espacio vectorial X provisto de un producto escalar (-,-) se denomina ESPACIO
PRE-HILBERT y se denota (X, (-,-)). Uno de los resultados mas importantes sobre estos

espacios esta dado por la siguiente desigualdad clésica.

TEOREMA 1.7 (DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ) Sea (X, (-, -)) un espacio pre-Hil-

bert sobre el cuerpo K. Entonces se tiene
()| < (z,2)? (y,9)"*  Va,ye X.

DEMOSTRACION. Si x = 0 o y = 6, entonces la desigualdad se satisface trivialmente
gracias a (1.11). Ahora, dados z, y € X — {0}, y a € K, las propiedades del producto

escalar implican que
0<(z+ayz+ay =5 +alyz)+alry +aalyy)

= (z,2) + 2Re(a(z,y)) + |af* (y,9).

En particular, para a := — (x,y)/(y, y) se obtiene
2 2 9
(Y. 9) (y,y) (y,y)

de donde, multiplicando por (y,y) y sumando |(z,y)|> a ambos lados de la desigualdad

anterior, se completa la demostracion. O

Ademas del teorema anterior, es interesante constatar que todo producto escalar
induce una norma sobre el espacio vectorial X respectivo. En efecto, se tiene el siguiente

resultado.

TEOREMA 1.8 Sea (X, (-,-)) un espacio pre-Hilbert sobre el cuerpo K, y consideremos
la aplicacion || - || : X — R definida por ||z|| := (x,2)"/? Va2 € X. Entonces | - ||

es una norma sobre X, la cual se llama NORMA INDUCIDA por (-, ).

DEMOSTRACION. La positividad de || - || se sigue de la propiedad respectiva del producto
escalar. Por otro lado, usando la linealidad y sesquilinealidad de (-,-), se sigue que

laz|? = (az,ax) = aalx,z) = |af?||z]]?, y por lo tanto

laz|| = |of ||z VaekK, VrelX.
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Finalmente, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce que
lz+yll* = (z+y.2+y) = [|l=l* + [y]* + 2Re((z, y))
< Nel® +llyl® + 20zl Myl = {ll=ll + Iyl Y Yo,y € X,
lo cual prueba la desigualdad triangular para | - ||. O
El teorema anterior induce la siguiente definicion.

DEFINICION 1.12 Se dice que un espacio pre-Hilbert (X, (-,-)) es un ESPACIO DE HILBERT

st €l es completo con la norma inducida por su producto escalar.

EJEMPLO 1.3 Los siguientes son ejemplos de espacios de Hilbert.

1. R" = {x = (21,22,..,p) : x € R Vie{l,.,n}}, con K =R, provisto del

producto escalar

n
(x,y) == > wmy Vx,y € R".
i=1

2. C" = {x = (z1,22,..,xp) : z; € C Vie{l,..,n}}, con K= C, provisto del

producto escalar

3. L3(C) = {u = {uptpen : u, € C, Z lu,|* < oo}, con K = C, provisto del
n=1
producto escalar

(W, v) = un®,  Yu,v € £(C).
n=1

4. L*(Q) = {f: Q — C: f medible, / |f]> < oo}, con K = C, donde Q es un

abierto acotado de R™, provisto del producto escalar
)= [ f3 Vige @),

5. Mpxn(R) := {A = (ajj)nxn: aij € R}, con K =R, provisto del producto escalar

(A,B) = tr(A'B) VA, B € Muxn(R),
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donde tr(C) and C! denotan la traza y la transpuesta, respectivamente, de una ma-
triz dada C' € My, xn(R). Es interesante observar aqui que el cdlculo explicito de este

producto escalar se reduce a

<A,B> = Z Qi bij VA:= (aij)an7 VB := (bij)nxn S Mnxn(R)7

i,j=1
lo cual equivale a ubicar ordenadamente los coeficientes de estas matrices en dos vectores

de R™ para luego realizar el producto escalar usual entre ellos.

A propésito de los ejemplos 1, 2 y 5 anteriores, podemos establecer ahora el siguiente

resultado més general.

LEMA 1.4 Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo K. Entonces

X es un espacto de Hilbert.

DEMOSTRACION. Sea N € N la dimensién de X, consideremos una base {uy, us, ..., un}
de este espacio, y definamos la aplicacién T : X — K que a cada x € X le asigna sus

componentes con respecto a esta base. Por cuanto T es lineal y biyectiva, la aplicacion
(,): X x X —-K dada por

(,y) == (T(x), T(y)~n Vo,y e X,

donde (-,-)x es el producto usual de KV (ver 1 y 2 en EJEMPLO 1.3), constituye un
producto escalar sobre X. Luego, utilizando el hecho que (K, (-,-)5) es un espacio de

Hilbert, se puede probar facilmente que (X, (-,-)) también lo es. O

Por otro lado, es claro que todo espacio de Hilbert es Banach, pero el reciproco no es
necesariamente cierto. Es decir, existen espacios vectoriales normados completos cuyas
normas respectivas no provienen de ningun producto escalar. Un resultado clasico que

usualmente se emplea para constatar este hecho es el siguiente.

LEMA 1.5 (LEY DEL PARALELOGRAMO) Sea (X, (-,-)) un espacio pre-Hilbert sobre el

cuerpo K, y sea || - || la norma inducida por el producto escalar. Entonces

lz+yl* + llz—yl* =2 {ll«l® + lyl*}  VYo,yeX.

DEMOSTRACION. Basta observar que

lz £ yl* = (& £y, 2 £y) = llz]I” + [ylI* £ 2Re((z, 1))



20 CAPITULO 1. INTRODUCCION

y luego sumar las expresiones con ambos signos. O

En virtud del lema anterior queda claro que si una norma no satisface la ley del
paralelégramo, entonces ella no esta inducida por ningin producto escalar. Un ejemplo

simple de este hecho es el siguiente.
EJEMPLO 1.4 Consideremos el espacio de Banach complejo (¢oo(C), || - ||), donde

lo(C) := {u = {uptnen: un €C, suplu,| < o}

neN
y
lul| = sup |uy,| Vu € ((C).
neN
Para ver que ({o(C), || - ||) no es un espacio de Hilbert, basta mostrar un ejemplo concreto

de elementos de /o (C) que no satisfacen la ley del paralelégramo. En particular, tomemos

u = {Uptnen ¥ V := {Un}nen, donde

1, si n=1 0, si n=1
Uy = %7 si n=2 vy vp = %, si n=
0, si n>3 1, si n>3
Se sigue que |lu|| = ||v|| = [Jlu+v| = [Ju—v| = 1, y por lo tanto

2 {Jlul® + VP } = flu+v]* = Ju=v]* =2 #0,

lo cual prueba que || - || no satisface la ley mencionada. En realidad, no es dificil ver que existe

una infinidad de contraejemplos (ademds del presentado aqui).

1.3. Un problema de valores de contorno en R

Dados Q2 := (0,1) y f € C(Q), consideremos el problema de valores de contorno: Hallar
u € C%Q) N CO(Q) tal que

—u" =f en Q, u(0) =u(l) =0. (1.12)

Nuestro objetivo es presentar un método de solucién para (1.12), distinto del esquema
clasico, y en el cual, en vez de pedir que la ecuacion diferencial se satisfaga en cada
punto x € €2, se requiera solamente que se verifique alguna identidad integral apropiada.

Para este efecto, necesitamos algunos conceptos previos.
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Dado un abierto 2 de R, C*°(2) denota el espacio de funciones a valores reales
infinitamente diferenciables definidas sobre §). A su vez, para cada ¢ € C(£2) se define

su soporte, y se denota sop ¢, como la adherencia de 2 — ¢ ~1({0}), es decir

sopp = {z€Q: px) #0},
con lo cual se introduce el espacio de funciones
C(Q) ={peC™(Q) : sopp escompacto y sopp C Q}.

Notar que el requerimiento de compacidad para el soporte garantiza que las funciones

de C§°(£2) se anulan en alguna vecindad de la frontera de €.

Luego, multiplicando la ecuacién diferencial de (1.12) por una funcién ¢ € C§°(Q2) e

integrando por partes en 2, resulta

/Ofgodx:—/o uwdx:/o u @' dr — u'(1) (1) + u'(0) ¢(0),

de donde, usando que ¢(0) = (1) = 0, se obtiene

1 1
/ u o dr = / fodr Vo € CP(Q). (1.13)
0 0

Para continuar la deduccién de un nuevo esquema de solucién para (1.12), necesita-

mos el siguiente concepto vinculado a la teoria de distribuciones (ver también Seccién

1.6).

DEFINICION 1.13 Dada v € L*(Q), se dice que v' € L*(Q0), en el sentido distribucional,
si existe z € L*(Q) tal que

—/mp'dz = /zgpdm Vo e (),
0 Q0

y en tal caso se escribe v = z.

EJEMPLO 1.5 Considere © = (0,2) y la funcién v(z) = { . Entonces,

dada ¢ € C3°(Q) se tiene ¢(0) = ¢(2) = 0y luego

1 2
—/ v dr = —/ :Bcp'd:n—/ o' dx
Q 0 1
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= /Olsodrc— p(1) = (0(2) —¢(1)) = /Olwdw = /dem,
donde

lo cual prueba que v' = z € L?(Q).
Motivado por la definicién anterior, se introduce el ESPACIO DE SOBOLEV
HY(Q) == {vel*(Q): v el*)}, (1.14)
el cual es un espacio de Hilbert provisto del producto escalar

(v, W) () = / (v +ow)dr Vv, we HY(Q). (1.15)
Q

Se sigue que la norma || - ||g1) : H'(2) — R estd dada por

ol = {/Q ()2 + v?) dm}m Vo e HY(Q).

Por otro lado, se denota por H}(Q) a la adherencia de C§°(Q2) en H'(2), el cual
se caracteriza también como el subespacio de elementos de H'(€2) que se anulan en la

frontera de €2, esto es
HY(Q) == {ve H(Q): v(0) =v(l) =0}. (1.16)

Con estas notaciones, y en virtud de la identidad (1.13), podemos plantear el siguiente
esquema de solucién para nuestro problema de valores de contorno (1.12):  Hallar
u € H}(Q) tal que

/u’@’dx = /fgpd:c Ve (). (1.17)
Q Q

M4s atn, en el siguiente lema probamos, usando la densidad de C5°(Q) en H} (), que

(1.17) se puede reformular como:  Hallar u € H} () tal que

/u'v’da: = /fvd:v Yo e Hy(Q). (1.18)
% Q

LEMA 1.6 Las formulaciones (1.17) y (1.18) son equivalentes.
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DEMOSTRACION. Sea u € H}(Q) una solucién de (1.18). Dado que C5°(Q2) C HL(Q) es
claro que u es también solucién de (1.17). Reciprocamente, sea v € H}(2) una solucién
de (1.17) y consideremos v € H} (). Puesto que C5°(€2) es denso en H}(2) se sigue que
existe una sucesion {¢n}nen € C5°(92) tal que ||v — @yl — 0 cuando n — +o0, y

en tal caso, de acuerdo a (1.17), se tiene

/u’gp}bdaj = /fgpndx VneN. (1.19)
Q Q

Ahora, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L?(2), se obtiene

‘/u'v’dw—/u’gp;dm = ‘/u'(v'—gpﬁl)dm
Q Q Q

< 'l o) 1V = enllz) < Nullai@) v = enllaie)

lo cual implica que lim u' @l dr = / ' v' dx . De manera similar se muestra que
lim fondr = fudz,y asi, tomando lim en (1.19), se concluye que
/ o' de = / fodx,
Q Q
lo cual prueba que u es solucién de (1.18). O

Por otro lado, definiendo H := H(Q), y las aplicaciones A : H x H — Ry
F: H— R dadas por

A(w,v) := / wo'de y F(v) := / fvde NYw,v € H,
Q Q
observamos que (1.18) se reduce a: Hallar u € H tal que
A(u,v) = F(v) Vv e H. (1.20)

En consecuencia, independientemente del problema de valores de contorno (1.12)
que di6 origen a (1.18), podemos pensar en estudiar la solubilidad de formulaciones
abstractas del tipo (1.20). Precisamente, en uno de los capitulos siguientes de este texto
se introduce el TEOREMA DE LAX-MILGRAM, el cual da condiciones suficientes sobre H,
Ay F para que (1.20) tenga una unica solucién. Naturalmente, para llegar a establecer y

demostrar dicho teorema, necesitaremos varios resultados previos de analisis funcional.
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1.4. Un problema de valores de contorno en R”

Sean n € N y Q un abierto acotado de R™ con frontera I' := 90 de clase C!. La
definicién precisa del grado de suavidad de la frontera, incluyendo ciertamente C! y
otras clases de funciones, puede verse en [2], [4], o [13].

Entonces, dada una funcién f € C(£2), nos interesa el siguiente problema de valores
de contorno: Hallar u € C?(Q2) N C(Q) tal que

—Au=f en Q, u=0 en I. (1.21)

Con el objeto de derivar un esquema de solucién para (1.21), anédlogo al de la seccién
anterior, se deducen a continuacién las IDENTIDADES DE GREEN. Para ello, recordamos

primero el Teorema de la Divergencia de Gauss, el cual dice que para un campo vectorial

G € [CHQ) N C(Q)]" se tiene

/didex = /G~I/ds,
Q r

y v = (vy,...,,)" es el vector normal unitario exterior a 2.

"\ 0G;

donde div G :=
— Ox;

1=
En particular, si G tiene todas sus componentes nulas, excepto la i-ésima que es igual a
uv, con u, v € C1(Q) N C(Q), entonces se obtiene

a J
wv)dx = uv v; ds
/Q al’i( ) r

vaudx: —/u
9 Oz Q

la cual se conoce como FORMULA DE INTEGRACION POR PARTES.

o bien

aa;)idx—l—/ruvuids Vie{l,..,n},

Reemplazando u por en la ecuacién anterior, resulta

(93:1-
0*w ow Ov

——dx = —
QO Y (9%2 X Q 5’% (9951

dX—i—/Fg—;Uivyids Vie{l,..,n},

y luego, sumando sobre todos los indices ¢, se concluye la PRIMERA IDENTIDAD DE

/vAwdx = —/Vw-Vvdx—l—/a_wvds, (1.22)
Q Q r ov

GREEN
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la cual es vélida para todo v € C'(Q) N C(Q) y para todo w € C*(2) N C*(Q). Aqui,
N

ow ow
— = —v; denota la derivad 1 sobre I'.
0 ZZI o v enota la derivada normal sobre

Intercambiando los roles de v y w en (1.22) y luego restando la ecuacién resultante

a (1.22) se obtiene la SEGUNDA IDENTIDAD DE GREEN:

/Q(vAw—wAv)dx = /r <vg—7ﬁ—w§—z>dzs, (1.23)

para todo v, w € C?*(Q) N C(Q).

Ahora, consideramos nuevamente el espacio C§°(§2), cuya definicién en el caso n-
dimensional es analoga a la dada en la Secciéon 1.3 para un abierto €2 de R. Multipli-
cando la ecuacién diferencial parcial de (1.21) por una funcién ¢ € C§°(£2), aplicando

la PRIMERA IDENTIDAD DE GREEN (1.22), y usando el hecho que ¢ = 0 on I', resulta

/Vu - Vedx = /fgodx Vo e O (). (1.24)
Q Q

ov
8IZ‘

DEFINICION 1.14 Dada v € L*(R2), se dice que € L*(Q) en el sentido distribucional,

si existe z; € L2(Q) tal que

0
—/v ?ix = /zigodx Vo e 5P (Q),
o Oz Q

y en tal caso se escribe %

U —_—
8!@‘
De acuerdo a la definicién anterior, podemos introducir el ESPACIO DE SOBOLEV

andlogo al dado en (1.14),

ov

HY(Q) = {UELQ(Q) ; pr

€ L*(Q) Vie {1,...,n}} , (1.25)
el cual también es un espacio de Hilbert provisto del siguiente producto escalar

(v, W) g1 ::/Q(Vv-ijva)dx Yo, we HY(Q).
Entonces, la norma || - ||g1) : H'(2) — R estd dada por

1/2
Il == { o + lolfee |~ ¥ve HY(Q),
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donde | - |g1(q) es la semi-norma asociada definida como

1/2 n
ol ) = {/Q HW|!24X} = {Z

=1

2

ov
3@

1/2
} Vo e HY(Q).
()

L2
Al igual que en la Seccién 1.3 se define el espacio Hj(€) como la adherencia de
Cs°(Q) en HY(Q). Puede probarse (ver Capitulo 1 en [13]) que Hg(€2) coincide con el

subespacio de elementos de H'(£2) que se anulan en la frontera en el sentido de trazas,

esto es

Hy(Q) == {veH(Q) :v=0 en 00} .
En virtud de la identidad (1.24) y de la densidad de C§°(€2) en H{(f2), la cual permite

probar un resultado anélogo al dado por Lemma 1.6, el esquema alternativo de solucién

para el problema de valores de contorno (1.21) se reduce a: Hallar u € Hj(f2) tal que

/Vu-Vvdx = /fvdx Vo e Hy(Q). (1.26)
Q Q

Entonces, definiendo H := Hj(Q), y las aplicaciones A : Hx H - Ry F: H —» R
dadas por

A(w,v) = / Vw-Vovdx y F(v) := / fvdx Yw,veH, (1.27)
Q Q
observamos que (1.26) se reduce a: Hallar u € H tal que
A(u,v) = F(v) VveH. (1.28)

Ciertamente, la estructura abstracta de (1.28) coincide con la del problema (1.20)
y por lo tanto los mismos comentarios dados al final de la Seccién 1.3 valen en este
caso. En particular, se reitera una vez mas que el TEOREMA DE LAX-MILGRAM nos
dara condiciones suficientes sobre H, A y F para que formulaciones de este tipo sean

bien propuestas.

1.5. Nociones basicas de distribuciones

En esta seccién se dan algunos resultados bésicos sobre distribuciones, los cuales for-
malizan varios de los argumentos dados en las dos secciones anteriores y proporcionan,
ademads, algunos fundamentos necesarios para los capitulos siguientes. Para este efecto,

consideremos n € N y un abierto ) de R".
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DEFINICION 1.15 Un multindice es una n—upla o = («q, ..., ) donde cada o; es un
n

entero no negativo. La longitud (u orden) de la n—upla a se define como |a| = Z Q.
i=1

Dadas dos n—uplas o, 3, la suma de ellas se define componente a componente, esto es,
si B = (P1,..., On), entonces a+ 3 = (ay + B, ..., n + Br). Ademds, para una funcion
u € C1(Q), se escribe
olely
0" = ———a :
Ox" Oxy? -+ - Oxon

DEFINICION 1.16 El espacio vectorial C§°(SY), provisto de una topologia inducida por una
familia de seminormas (ver detalles en [10]), se denota D(Q2) y se llama ESPACIO DE
FUNCIONES TEST.

EjEMPLO 1.6 Consideremos la funcién ¢ : R — R definida por

0 si t<0,
t) = -
vi) { e~ 1/t si t>0.

No es dificil probar que ¢ pertenece a C*°(R), el espacio de funciones infinitamente diferen-
ciables definidas sobre R. Este hecho sugiere definir entonces la funcién ¢ : R — R dada por
o(z) == (1—||z||*) Ve R lacual, al ser la compuesta de v con una funcién polinomial,

pertenece a C*°(R™). Mas atin, se sigue que

() 0 st Jz||>1,
Xr) =
v e~ 1/(1=]l]?) si |lz) <1,

lo cual indica que el soporte de ¢ es la bola unitaria B(0,1) := {x € R* : |z < 1}
(0 := (0, ...,0)* denota el vector nulo de R"™), y por lo tanto ¢ € C§°(2) para cualquier abierto
Q que contiene a B(0,1). En general, dados € > 0 y 79 € R", la funcién ¢, : R* — R dada

por
0 si |lz—zo >¢€
= Y1 — — 2/e%) = -7
(pE,Ll?O(x) Q/}( Hx ‘:UOH /6 ) { 6762/(627‘@7‘%0“2) Si ”Jj’ _ x()H < €,
también pertenece a C°°(R™) y su soporte se reduce a B(xg,¢) :={x € R": ||z — || < €}

Se concluye asf que @, ., € C§°(2) para cualquier abierto {2 que contiene a B(z, €).

El ejemplo anterior muestra que se pueden construir funciones test en cualquier
abierto de R"™, con soportes tan pequenos como se desee, o tan grandes como lo permita

el dominio respectivo.
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Por otro lado, una consecuencia importante de la topologia de D(£2) es la equivalencia
entre el concepto usual (topoldgico) de continuidad y el de continuidad por sucesiones.

De acuerdo a ello, se introducen ahora las siguientes definiciones.

DEFINICION 1.17 Sea {pk}ren una sucesion en D(2). Se dice que {@pk}ren converge a
la funcion nula en D(RY), si existe un compacto Ko C  tal que sop ¢, C Ko para todo
k € N, y para toda n—upla « se tiene que {0%pk}ren converge uniformemente a cero
sobre Ky, esto es lim sup |[0%pg(x)] = 0.

k—o0 zeKo

DEFINICION 1.18 Una aplicacion u : D(2) — C se dice una FORMA LINEAL $i
u(ap + fY) = au(p) + fu(y)  Va, BeC, Vo, ¢ € D).

DEFINICION 1.19 Una forma lineal u : D(2) — C se llama una DISTRIBUCION SOBRE
Q si ella es continua (equivalentemente, continua por sucesiones). En otras palabras,
u : D(Q) — C se dice una distribucion si para toda sucesion {px}ren € D(Q) que
converge a la funcion nula, se tiene que u(py) converge a cero cuando k — oo. Al
espacio de todas las distribuciones sobre Q) se le denota D'()). Ademds, dada u € D' ()
y » € D(Q), se adopta la notacion u(p) = (u,p).

Un resultado de caracterizacién de las distribuciones, mas facil de verificar que la

definicion 1.19, esta dado por el siguiente teorema.

TEOREMA 1.9 Una forma lineal v : D(Q) — C es una distribucion sobre Q si y solo
st para cada compacto K C §Q, existen un entero no negativo N y una constante positiva
C, tal que
[(w,0)| < C Y sup [0%(x)] V¢ € Di(Q), (1.29)
<N €K

donde Dk () == {¢ € D() : sop ¢ C K }.

DEMOSTRACION. Para la primera implicacién supongamos, por contradiccion, que existe

un compacto K C €) tal que para todo entero no negativo N, y para todo C' > 0, existe

¢ € Dk(Q) tal que |(u,@)| > C Z sup |0%@(x)|. En particular, para C' = N,
la|<N zeK

existe oy € Dk (Q) tal que | (u, pn) | > N Z sup |0%¢n(x)|. Para cada N, definamos
la|<N zeK
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N

————. Se sigue que
[(u, &n)|

la funcién ¢y =

el =1y x> S swp 0wl (1.30)

la|<N zeK
Notemos ahora que soppy = soppy C K. Ademds, dada una n—upla [, se deduce
- N
A}im sup |0°pn(z)] = 0 V3. Esto prueba que la sucesién { ¢n}yen converge a la
X zeK

de (1.30) que para todo N > || se tiene que sup |0°¢n(z)] < —, y por lo tanto
zeK

funcién nula en D(2). Sin embargo, debido a (1.30), {(u, pn)}nen DO converge a cero
en C, lo cual contradice el hecho que u es continua.
Reciprocamente, supongamos que para todo compacto K C Q existen N e NUO y

C' > 0, tales que (1.29) se cumple, y sea {¢gtren € D(£2) una sucesién que converge a
cero en D(Q). Esto significa que existe un compacto Ky C € tal que sop ¢r C Ky para
todo k € N, y para toda n—upla « se tiene

lim sup [0%pk(z)] = 0.

k—oo gek
Luego, aplicando (1.29) con K = K se concluye que {(u, ¢r) }ren converge a cero en C,

probando asi la continuidad de u. O

DEFINICION 1.20 El espacio de funciones localmente integrables sobre 2 se denota por
Ll

loc

(Q) y se define como
L) = {f:Q—C: f medible, / |fldx < co ¥V compacto K C Q}.
K

EjEMPLO 1.7 Las funciones localmente integrables constituyen los ejemplos méas simples de

distribuciones. En efecto, dada f € L}OC(Q), la distribuciéon inducida, que denotamos nueva-

mente por f, se define como

(f0) = /ﬂ fodr Ve € D).

Veamos que f € D'(Q). La linealidad es una consecuencia clara de la misma propiedad de la

integral. Para la continuidad consideramos un compacto K C Q y tomamos ¢ € Dy (). Se

e

sigue que

(f o)l = ‘/Qfsodw

g/ fllelde < [ 1f]de sup o(a)].
K K rxeK
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Por lo tanto, en virtud del Teorema 1.9, basta elegir C' := / |f|dx y N =0, con lo cual
K

[(f,o)l < C > sup [0%(x)].

la|<N zeK

1

loe(€2) se identifica con un subespacio de

El ejemplo anterior muestra que el espacio L

D'(22), lo cual induce la siguiente definicién.

DEFINICION 1.21 Se dice que una distribucion u € D'(§) es REGULAR si ella es generada

por una funcion localmente integrable. En caso contrario, u se dice SINGULAR.

El ejemplo clésico de distribucién singular es el dado por § € D'(R"), llamada DELTA
de DIRAC, y definida como

(0,9) = #(0) Vo e DR").
Mads generalmente, si zy € €2 entonces también se define §,, € D'(2) como
<5x07()0> = 90<x0) vgp € D(Q) :

LEMA 1.7 La distribucion § € D'(R™) es singular.

DEMOSTRACION. Por simplicidad, consideramos el caso n = 1. La demostracién para
n > 1 es andloga. Dada la funcién test ¢.o € D(R) (definida en el Ejemplo 1.6), con
¢ € (0,1), observamos primero que (8, 9. o) = pc0(0) = 7L, |peo(z)] < et VzeR,

Y SOp o = [—¢,¢€]. Supongamos ahora, por contradiccién, que existe f € Lj,.(R) tal

que (4, @) = / fede Yo e DR). Se sigue asi que
R

€ 1
< o / flde = e / Lo |f] de,
—€ -1

donde 1;_.q es la funcién caracteristica del intervalo [—e, €]. Luego, tomando lim y

e—0

aplicando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se obtiene e=! < 0, lo

e = (6 peo) | — \ [ 1o

cual es absurdo. Esto prueba que d no puede ser regular. O
Por otro lado, una de las nociones més importantes sobre distribuciones se refiere
a la derivacion de ellas. Para entender el origen de este concepto consideremos ahora

un abierto  de R™ y una funcién u € C*(2). Puesto que para cada i € {1,...,n}, la
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[ ., . . . ., .,
es una funcién continua, se sigue que ella induce la distribucién

axi

derivada parcial

dada por

ou ou

<a_g;i’¢> = aniwdﬂf Vo eDQ).

Sin embargo, usando la férmula de integracién por partes se obtiene

ou Op

O

Ve € D),

y se observa asi que la diferenciabilidad de u no es una condiciéon necesaria para que
este ultimo término esté bien definido. En efecto, basta que u defina una distribucion
para que esa expresion tenga sentido. De la misma manera se deduce que si 3 es un

multifndice y u € C1?(Q), entonces aplicando integracién por partes |3| veces, resulta
(0", 0) = (1)1 (u,0°0) Ve eD(Q).
Los comentarios anteriores inducen la siguiente definicién.

DEFINICION 1.22 Sean u € D'(Q2) y B un multiindice. Se define la derivada [3-ésima de

u, y se denota O°u, como la forma lineal sobre D(Q) dada por
@ u)(p) = (1) (w,8%)  VeeDQ).

Veamos ahora que para cualquier multiindice 3, 0°u es también una distribucién
sobre Q. En efecto, en virtud del Teorema 1.9 y del hecho que u € D'(Q2), sabemos que
dado un compacto K C (2, existen un entero no negativo N y una constante positiva
C, tal que

[(w,0)| < C > sup [0%p(z)] Ve eDk(Q). (1.31)

la|<N zeK

Se sigue que para cada ¢ € Dk ()

[(0%u,0) | = | (u,0°0)| < C > sup [0°Pp(x)] < C D sup [0%p(x)],

cK cK
la|l<N ¥ la|<N+8] *

lo cual, de acuerdo nuevamente a Teorema 1.9, implica que 8°u € D'(Q).
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1.6. EJERCICIOS

» 1.1 Sea X un espacio vectorial normado y sea S := {x € X : |z|| = 1}. Pruebe que S es

completo si y sélo si X es Banach.

» 1.2 Sean I := (to,to+7), fj : IXR" — R,j € {1,...,n}, funciones continuas, y considere
el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden: Hallar u := (uy,- -+ ,up,)* €

[CH(I) x C(I)]" tal que

du;
= = fitwm@), () Viel oy
(1.32)
uj(to) =n;  Vje{l,...,n},
donde tg, 7, mj, j =1,--- ,n son constantes reales dadas y T es positivo. Suponga ademas que

existe M > 0 tal que
|fi(t,2) — fi(t,w)| < M|z —w|w Vz,w € R", Vtel
Demuestre que (1.32) tiene una tinica solucién u(t) para todo t € I.

» 1.3 Demuestre el Teorema 1.6.

» 1.4 Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y considere una sucesion {z,}nen de H tal que

1 si n=m >
Ty, X = . Pruebe que ) 2 < |lz||? Vo € H. Ademds,
() {Osjn#m ave 3 () P <

n=1
[eS)

dada una sucesion de escalares { ay, }nen, demuestre que g ay, Ty, converge en H si y sélo

n=1
o0
st Z la? < +o0.
n=1

» 1.5 Dado () abierto de R" y m € N, se define el ESPACIO DE SOBOLEV de orden m, como

H™(Q) = {u ceD(Q): 0 € L*Q) Va,laof < m},

1/2
el cual se provee de la norma ||ul| gm(q) = Z ||6au\|%2(9) . Asuma que L?(f)) con
loe|<m
el producto escalar usual <u,v>L2(Q) = / uv dx es un espacio de Hilbert, y demuestre que
Q

H™(Q) también lo es.
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» 1.6 Se dice que un espacio de Banach X es UNIFORMEMENTE CONVEXO si para todo e > 0

existe § > 0 tal que

(wye X, ol <1, Iyl <1 v oyl >ec) =

Demuestre que todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.

» 1.7 Sea H un espacio vectorial normado real. Pruebe que si la norma de H satisface
lz+yll* + e —yI* = 2 {l|lz[* +lly|*} Va.y € H,

entonces ella proviene de un producto escalar.

» 1.8 El TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE BROUWER establece que si S es un subconjunto
compacto, convexo, y no vacio de un espacio vectorial de dimension finita, y T es una aplicacion
continua de S en S, entonces T tiene al menos un punto fijo. Use este resultado de Brouwer
para demostrar que si X es un espacio de Hilbert de dimension finita con producto escalar
(-,-) ynorma || - ||, y si F' es una aplicacién continua de X en X tal que, para algin p > 0,

(F(u),u) > 0 Vue€ X con ||u|| =p, entonces existe uy € X, ||up|| < u, tal que F(ug) = 0.

» 1.9 SeaQ un abierto acotado de R? con frontera suave T, y sea f € [L?(2)]2. EL PROBLEMA
DE NAVIER-STOKES, un problema de suma importancia en mecédnica de fluidos, consiste en

encontrar el vector de velocidades u := (uy,u2)® y la presion p de un fluido, tales que

_Au—i—Zu]g +Vp=f en Q, divu=0 en Q,

= (1.33)

u=0 en T, /pda:—O.
Q

Defina los espacios H = [H}(Q))?, Q = L(Q) = {q c L*(Q): / gdr = O}, y de-
muestre que la formulacién débil de (1.33) se reduce a: encontrar (u,p) EQH x Q tales que:
a(u;u,v) + b(v,p) = f(v) Vv € H
(1.34)
b(u,g) = 0 Vge@,
dondea : HxHxH—-R, b: HxQ — R,y f: H— R, estdn definidas por

a(w;u,v) = Z/Vul Vvldxﬂ—Z/w]a v; dx
L

3,j=1

b(v,p) = —/deivvdx . f(v) :/Qf-vd:c.
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» 1.10 Sea Q un abierto acotado de R? con frontera suave I, y sea f € [L?(Q)]?. EL PRO-
BLEMA DE STOKES corresponde a una version linealizada del problema de Navier-Stokes y
consiste en encontrar el vector de velocidades u := (uy,u2)® y la presién p de un fluido, tales

que
—Au+Vp=f en Q, V.-u=0 en Q,

(1.35)
u=0 en I, /pdx:O.
Q

Utilice el ejercicio anterior para deducir la formulacion débil de (1.35).

» 1.11 Dado 2 abierto de R™ y p € [1,+00), se define

LP(Q) ::{f:Q—>R: fmedib]ey/|f|pdx<oo}.
Q

1/p
Puede probarse que LP(SY), provisto de la norma || f||1»q) = {/ |fIP dz } es un espacio
Q

de Banach. Ademds, dados f € LP(Q2) y g € L9(2), con ;1) + % = 1, se tiene la desigualdad de
Holder

/Q Faldz < 1l 9l

Entonces, dado m € N se define el ESPACIO DE SOBOLEV de orden (m,p), como
WmP(Q) = {u eD(Q): 0% € LP(Q) Va,lal < m},

1/p

el cual se provee de la norma |jullymr) = Z H@auﬂip(m . Demuestre que
lo|<m
W™P(Q) es un espacio de Banach.

» 1.12 Sea Q un abierto acotado de R?* y sea T := {11, T3, ..., Ty} una triangularizacién de

), es decir:
i) T es un tridangulo con interior no-vacio Vj € {1,..,N},
0 TNT =6 Vit y
i) Q = U{T;: je{l,.,N}}.
Defina el subespacio de [L*(Q)]?

H:={7e[l’(W)?: div(r) € LX(T}) Vj e {l,..,N}},
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donde la pertenencia local div(T) € L*(T}) estd dada en el sentido distribucional, es decir en
D'(T}), lo cual significa que existe z; € L*(T}) tal que
—/ Vgo-rdx:/ zj pdx Ve C5(Ty),
7; T;
y en tal caso se escribe z; = div(7) en Tj. Demuestre que H provisto de la norma
1/2

N
Il = S I lfe@pe + D 1Az, VreH,
j=1

es un espacio de Hilbert real.
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Capitulo 2

DUALIDAD

2.1. Preliminares

Sea (V|| - ||) un espacio vectorial normado sobre un cuerpo K (R o C). Toda aplicacién
F 'V — K se llama FUNCIONAL. Note, por ejemplo, que cualquier norma de V' es un
funcional. A continuacion se definen los conceptos de linealidad y acotamiento asociados

a un funcional.

DEFINICION 2.1 Un funcional F' : V — K se dice lineal si
Flav + fw) = aF(v) + §F(w) Va, €K, Yv, weV.

DEFINICION 2.2 Un funcional lineal F' : 'V — K se dice acotado con respecto a una

norma dada || - || de V' si existe una constante M > 0 tal que
|F(v)| < M || VoveV.
EJEMPLO 2.1 Los siguientes son ejemplos simples de funcionales.

1. Dado un espacio vectorial normado (V| - ||), la norma | - || : V' — R es un funcional

no-lineal. En particular, basta ver que para « < 0y x € V, = # 0, se tiene |az| =

ol [lz]l # ellz]].

2. Dados un espacio de Hilbert (V, (-,-)) y € V, la aplicacién que a cada v € V' le asigna
(v,z) € K es un funcional lineal. Ademds, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

se prueba facilmente que este funcional es acotado. Al respecto, es importante destacar

37
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aqui que el Teorema de Representacion de Riesz, resultado que se demuestra luego en la
Seccién 2.2, constituye precisamente el reciproco de este hecho. En otras palabras, dicho
teorema establece que todo funcional lineal acotado F' definido sobre V' admite un tinico

representante x € V' a través de la relacién: F(v) = (v,z) Vo € V.

El conjunto de todos los funcionales lineales y acotados definidos sobre V' se llama

dual de V' y se denota V’. Sobre V' se definen las siguientes operaciones

+: VixV — VvV (2.1)
(F,.G) — F+G, (F+G)(v) == Flv)+Gv) Yv eV, .
KxV' — V
(2.2)
(MF) — AF, AF)(v) := AF(v) YveV.
Entonces, se demuestra facilmente que (V’,+,-) es un espacio vectorial sobre K, cuyo
elemento neutro para la adicién es el funcional nulo © : V' — K definido como ©(v) = 0

para todo v € V.

DEFINICION 2.3 Dado F € V' se define | F||y: como el infimo de todas las constantes
M > 0 que satisfacen la condicion de acotamiento de F segiun se indica en la Definicion

2.2, esto es
|F|ly: == inf{M >0: |F(v)] < M]|vly YveV}.

Se sigue que

F
||F||V’ = sup M \V/F - V/. (23)
0£vEV vl

Igualmente, || F||y: se define también como

[Elly: == sup [F(v)],

veV

[lofl<1
o bien

|Fllvs = sup |F)|.

veV

[[ofl=1
En cualquier caso, se prueba facilmente que efectivamente || - ||y es una norma sobre
V', con lo cual (V',+,-, || - |lv/) constituye un espacio vectorial normado. Mas aun, se

puede demostrar, usando la completitud del cuerpo K, que V' es un espacio de Banach.
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Un resultado mas general, del cual la completitud de los espacios duales es un caso
particular, se probard posteriormente en el Capitulo 3 (ver Teorema 3.1).
En lo que sigue, y cuando no haya confusién al respecto, escribiremos simplemente

|lv|| v [|F|| en vez de ||v||v v ||F||v/, para cadav e V' y F € V'

Al terminar esta seccién nos preguntamos si es posible obtener una identidad dual a

la establecida en (2.3), esto es, si acaso se tiene que:

Fv
loll = sup £

— YveV. 2.4
oS TF] (24)

La respuesta a esta simple interrogante es positiva y estard dada posteriormente como
una de las tantas consecuencias del Teorema de Hahn-Banach, uno de los resultados

clasicos mas importantes del Analisis Funcional.

2.2. Teorema de Representacién de Riesz

El propésito de esta seccién es demostrar el Teorema de Representacion de Riesz, el cual
ya fue anunciado en el Ejemplo 2.1. Para este efecto, necesitamos algunos resultados

previos.

TEOREMA 2.1 (PRIMER TEOREMA DE MEJOR APROXIMACION) Sea U # ¢ un subes-
pacio cerrado de un Hilbert (V,(-,-)). Entonces, para todo x € V' existe un tinico z € U
tal que

— 2| = fof |z — 2.
o=z = it flz—ul, (25)

el cual se llama la mejor aprozimacion de x por elementos de U. Ademds, z € U

esta caracterizado por la relacion de ortogonalidad

(x — z,u) =0 Vu e U. (2.6)

DEMOSTRACION. Sea d := inlf] ||x — u||. Entonces, para todo € > 0 existe u € U tal que
ue

d < ||z — u|| < d+ e. En particular, tomando ¢ = %, con n € N, se deduce que existe

una sucesion {z, tpen € U tal que d < ||z — 2,|| < d+ + y por lo tanto |z — z,|| — d
cuando n — +o00. Ahora, aplicando la ley del paralelégramo a (x — z,) y (x — 2z,), con

m, n € N, se tiene

Iz = 20) + (z = 2)II* + (@ = 20) = (@ = 2z) [ = 2 {llz = 20]* + llz — zaul*} |
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o bien )
o Bt mml e g = 2zl 2l
de donde
2
2w = 2l = 2 = 2l + 2 e — 2 — 4 || - CotEm)
Puesto que 22522 € U resulta ||z — (ZLQZ’")H > d, y luego

120 — 2zl < 21|z = 2al* + 2[l& — 2m||* — 4.

Asi, tomando limite cuando m,n — +o0, obtenemos ||z, — z,,|| — 0, lo que indica que
{zn}nen es de Cauchy en V. Como U es cerrado, se deduce que existe z € U tal que

z, — 2y por lo tanto

d= lim |z—2z] = |z—2].
n—+00
Para la unicidad, sean zj, zo € U tales que ||z — z1]| = ||z — 22| = d. Aplicando

nuevamente los mismos calculos anteriores, se obtiene

(2’1 + 22)

0 < llar= all = 2l = af? + 2ol — 4 [lo - B

‘ 2

2
:4d2_4"x_@‘ <0

con lo cual ||z; — 2] = 0.

Ahora probamos la equivalencia entre (2.5) y (2.6). Sea z € U tal que
d:=|z—z| = inf ||z —ul.
uelU
Se sigue que d*> < ||x —u||* para todo u € U, y en particular, dado que U es subespacio,
& < |z—(z—aw)|? = ||(z—2) +au)|? Va e R, VueU.
Desarrollando la desigualdad anterior se obtiene
P < o= + 20— 5u) + 0 Jul® = @ + 20— 2u) + o [Jul?

de donde
0 <2a{r—=zu) +a|ul* VaeR, Vuecl.
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Luego, dividiendo por o > 0 (resp. a < 0) y tomando limite cuando @ — 0% (resp.
a — 07), resulta (z — z,u) = 0 para todo u € U.
Reciprocamente, sea z € U tal que (x — z,u) = 0 para todo u € U. Se sigue

facilmente que

lz —ull* = ll(z = 2) = (u=2)|I* = [lo = 2|* + [lu— 2|*,
de donde ||z — z|| < ||z — u| paratodouw € Uy ||z — z|| = ||z — u|| siy sblo si u = z,
lo cual completa la demostracion. O

Es importante observar aqui que la misma demostracion utilizada para probar la
existencia y unicidad de la mejor aproximacion z € U, es valida en el caso en que U
es solo un subconjunto convexo y cerrado del Hilbert V. En efecto, el iinico argumento
que en esta parte hace uso del hecho que U es un subespacio de V' es aquel que permite
concluir que el promedio de dos elementos de U sigue estando en U, lo cual naturalmente
también es cierto si U es convexo. No obstante, la convexidad de U no es suficiente para
probar una eventual equivalencia entre (2.5) y (2.6). De hecho, el teorema de caracte-
rizacién correspondiente, que sera detallado més adelante en el capitulo de Problemas
Variacionales, implica una desigualdad en vez de la relacién de ortogonalidad (2.6).

De acuerdo a lo anterior, ahora podemos establecer el siguiente resultado.

TEOREMA 2.2 (SEGUNDO TEOREMA DE MEJOR APROXIMACION) Sea U # ¢ un
subconjunto convezo y cerrado de un Hilbert (V,(-,-)). Entonces, para todo x € V eziste
un unico z € U tal que
— = inf — 2.
lz = =2[| = fnf o —ull, (2.7)
el cual se llama la mejor aprorimacion de x por elementos de U.

EJEMPLO 2.2 Este ejemplo ilustra el caso finito-dimensional del Teorema 2.1.

1. Si U es un subespacio de dimension finita de V', entonces el calculo de la mejor apro-
ximacién se reduce a la resoluciéon de un sistema de ecuaciones lineales. En efecto, si
{u1,ug,...,un} es una base de U, entonces (2.6) es equivalente a

(x —z,u;) =0 Vjie{l,2,..,N}.
N

Asi, siz = E «; u;, entonces podemos escribir
i=1

<xvuj> = <Z7uj> = Z &%) <ui7uj>a

=1
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o bien, matricialmente, se tiene el sistema de Gramm

Ad = b, (2.8)

—

donde A := (a;j)Nxn, con a;j == (uj,uj), @ = (a1, 02,....,an)* yb = (b1,ba,...,bn)",

con b; = (z,uj).

. Sila base {u1,ug,...,un} de U es ortogonal, esto es si (u;,u;) = 0 para i # j, entonces

la resolucion de (2.8) es directa, obteniéndose en tal caso

o = = Vi e {1,2,..,N}, (2.9)
il Jlual|?

con lo cual la mejor aproximacion queda dada por

. Un ejemplo particular de 2. lo constituye la seria finita de Fourier. En efecto, en es-

te caso consideramos V := L?(—m,7) provisto de su producto escalar usual (f,g) :=
s
f(x) g(x) dz, para todo f, g € L*(—m, ), y elegimos U como el subespacio genera-

—Tr

do por las funciones trigonométricas {¢o, v1,¥2, ..., oN, V1, Y2, ..., N }, donde p;(z) =
cos(jz) Vj € {0,1,2,...,N}, y ¥j(z) = sin(jz) Vj € {1,2,...,N}, Vo € (—m, 7). Asi,

dada f € L?(—m, ), su mejor aproximacién por elementos de U queda dada por

N N
fu(@) =) ai cos(iz) + > B sin(iz) V€ (—m,7),
=0 =1

donde los escalares «; y (3;, llamados coeficientes de Fourier, estdn definidos de acuerdo
a (2.9), esto es

/7T f(z) cos(iz)dx i f(z) sin(iz) dx
Q= — T Yy /ﬁl = = T .
/ cos?(i x) dx / sin?(i x) dz

DEFINICION 2.4 Dado un subconjunto S de un espacio de Hilbert (V,(-,-)), se define el

ortogonal de S, y se denota S+, como

Sti={zxeV :{(zx,0) =0 VoeS},

el cual es un subespacio cerrado de V. Notar que S N S+ = {0} para todo S C V tal
que 8 € S.
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Otra consecuencia importante del Teorema 2.1 esta dada por el siguiente resultado,
el cual establece que un espacio de Hilbert puede escribirse siempre como suma directa

de todo subespacio cerrado con su ortogonal.

TEOREMA 2.3 (TEOREMA DE DESCOMPOSICION ORTOGONAL) Sea U # ¢ un subes-
pacio cerrado de un Hilbert (V,(-,-)). Entonces

V =UeoU. (2.10)

DEMOSTRACION. Dado = € V| podemos escribir z = z + (z — 2), donde z € U es la

mejor aproximacién de x por elementos de U y, gracias a la relacién de ortogonalidad
(2.6), (x —2) € UL ]

Puesto que U+ también es un subespacio cerrado del Hilbert V, observamos que
z € U es la mejor aproximacién de x (por elementos de U) si y sélo si (z — z) € Ut
es la mejor aproximacién de z (por elementos de U+). Equivalentemente, si Ps es la
aplicacién (posteriormente se usard el nombre operador) que a cada x € V' le asigna su
mejor aproximacioén por elementos de un subespacio cerrado S de V', entonces (2.10) se
re-escribe como
I =Py + Pyo,

donde [ es la aplicacion identidad de V' en V. Aprovechamos de mencionar, en virtud
de la relacién de ortogonalidad (2.6), que las aplicaciones Py : V — Uy Py : V — U+
se llaman PROYECCIONES ORTOGONALES sobre U y U™, respectivamente. De acuer-
do a esto, el Teorema 2.1 también recibe el nombre de TEOREMA DE PROYECCION
ORTOGONAL.

EJEMPLO 2.3 Los siguientes ejemplos ilustran el Teorema de Descomposicién Ortogonal.

1. Sea  un abierto acotado de R™ y consideremos el espacio de Lebesgue V := L?(f2)
sobre el cuerpo R con el producto escalar usual (f,g) := / fg ¥Vf,g e V.Asuvez,
Q

definamos el subespacio
U:={¢:Q—R: ¢esconstante } = span{pg},

donde ¢y € V es tal que pp(x) = 1 Vo € Q. Se sigue que

U= {feV: (fp)=0)={rev: /szo}.
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Entonces, dada f € V, su mejor aproximacién por elementos de U se reduce a la funcién

constante

o (fs%0) ) = i z
fu(z) = 0. 20) wo(z) Q) /Qf Voe.

De este modo, cada f € V puede descomponerse de manera uinica como

f=1fu + fyr, con fueU y fUl:—<f—|§12‘/Qf>eUL,

. Sea V := R™" el espacio de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes reales,

provisto del producto escalar (A, B) := tr(B* A). Entonces, definimos los subespacios
U ={kl: keR}=span{l} y Uy:={AecV: A=A},
donde I denota la matriz identidad de V. Se sigue que
Ul ={AcV: tr(A) =0} y Uy ={AcV: A" = —A}.

Entonces, dada A € V', se prueba que sus mejores aproximaciones por elementos de Uy

y Us se reducen, respectivamente, a
1 1 N
A = *tl"(A)H y Ay = § (A—l—A )
n
Luego, cada A € V puede descomponerse de manera tinica como
1
A=A + AL, con A el y A = <A—tr(A)H> e U,
n
y también como

A=Ay + Ay, con AryelUy y Ay = -(A-A%)eUs.

DO | —

Un caso particular de esta segunda descomposicién, de gran interés en mecanica de
medios continuos, tiene que ver con el gradiente del vector de desplamientos u de un
solido sometido a ciertas fuerzas de volimen y de superficie. En tal caso, usualmente se

escribe

Vu = e(u) + v(u),

1
donde e(u) := 5 (Vu+ (Vu)®) es el tensor de pequeiias deformaciones y ~y(u) :=

1
3 (Vu— (Vu)*) es el tensor de rotaciones.
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3. Sea € un abierto acotado de R" y consideremos el espacio de Hilbert V := [L?(£2)]"*"
n
sobre el cuerpo R con el producto escalar (o, 7) := / o:7,dondeo : T = Z Oij Tij
Q ij=1
Vo := (0ij)nxn, T := (Tij)nxn € V. Equivalentemente, es ficil ver que o : 7 = (o, T),

donde (-, -) es el producto escalar utilizado en 2. A su vez, definamos el subespacio
U:={kl: keR} = span{l},

donde I es el tensor identidad de V. Se sigue que

Ui:{aev: /Qtr(a')zo}.

Luego, dada o € V, sus mejores aproximaciones por elementos de U y U~ se reducen,

respectivamente, a

1 1
_ t I =0 - — t I
oy ] /Q r(e)l y ope o ] /Q r(o)1,

con lo cual, cada o € V se descompone de manera unica como la suma de un tensor
oy, multiplo de la identidad, y un tensor o 1, cuya traza tiene media nula en 2. Este
resultado, analogo a la primera descomposicién de 2., es también de gran utilidad en
mecdanica de medios continuos, especialmente para el andlisis de formulaciones variacio-

nales mixtas de algunos problemas en elasticidad.

4. Sea Q un abierto acotado de R™ y consideremos el espacio de Sobolev V = H(Q)

sobre el cuerpo R, provisto de su producto escalar usual (w,v) := { Vw-Vv + w v}
Q

Vw, v € V. Ademas, sea U := H}(Q) la adherencia de C§°(Q) con respecto a la norma

inducida por (-, -). Entonces, es facil ver que
Ut ={veV: —Av+v=0 en D(Q)}.

En consecuencia, dado w € V, su mejor aproximacién wy por elementos de U es la tnica

solucién débil del problema de valores de contorno:
—Awyg +wy =f en Q, wy =0 en 0990,

donde f := —Aw + w.

El siguiente lema es un corolario directo del Teorema 2.3.

LEMA 2.1 Sea U # ¢ un subespacio cerrado propio de un Hilbert V. Entonces, eziste
TeV,3#0, tal que x € UL,
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Con los resultados anteriores estamos en condiciones de demostrar a continuacion el

teorema principal de esta seccion.

TEOREMA 2.4 (TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ) Sea (V,(-,-)) un espacio
de Hilbert y sea F € V'. Entonces, existe un tunico x € V tal que F(v) = (v,z) para
todo v €V, y ademds ||F|| = |z|.

DEMOSTRACION. Dado F' € V', definamos U = {v € V : F(v) = 0}. SiU =V
entonces F es el funcional nulo © y en tal caso basta tomar z = 6.

Supongamos ahora que U # V. Puesto que U es un subespacio cerrado de V, se
deduce, de acuerdo al Lema 2.1, que existe Z € V, & # 6 tal que Z € U+. Es claro
entonces que Z ¢ U y por lo tanto F'(Z) # 0. Ademds, para cada v € V' se observa que
F(z)v — F(v)Z € U, y dado que & € Ut se deduce que

0= (F(z)v— F(v)Z,7) VoeV,

o bien
(F(@)v,7) = (F(v)2,2) = F(v) |2,
de donde
Fv) = (v,x) VoeVl,
T3
con T = ”(~xH)2x Para la unicidad de x, si suponemos que existe z € V' tal que
z

F(v) = (v,z) = (v,2) VoeV,

entonces ¥ — 2z € V4t = {0}, y luego x = 2.

Por otro lado, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

FOI_ )]

[F] := sup < =l
ozvev [0l ozeev vl
y ademas, tomando v = x, resulta
(o)l [F ()]
|F] := sup > = =l
otvev  |v]| ]l

con lo cual se concluye que ||F|| = ||z]. O
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Es muy importante observar que el Teorema de Representacion de Riesz induce la

definicién del OPERADOR DE RIESZ

R:V — V
(2.11)
F — R(F)
donde R(F) es el tnico elemento en V, llamado REPRESENTANTE DE F', tal que
Fv) = (v,R(F)) VYvelV.

Notar entonces que R es una biyeccién isométrica.

2.3. Teorema de Hahn-Banach

En esta seccién demostramos uno de los teoremas mas clasicos del Anélisis Funcional.
Para tal efecto, en lo que sigue consideramos (V|| - ||) un espacio vectorial normado
sobre R, y nos hacemos la pregunta esencial que motiva el desarrollo del Teorema de
Hahn-Banach:

Existe algin elemento no nulo del dual V' 7

Para responder parcialmente esta pregunta tomamos un elemento arbitrario xq € V,

xg # 0, y definimos el subespacio de V'
Vo ={azg: a € R} = span{xg},
el cual es claramente de dimension 1. Entonces, se define el funcional

f- Vs — R

ary — flaxy) = a.
Es simple ver que f es lineal. Ademas, dado z := axy € V), se tiene
oo [ 1
[f(@)] = |a| = = ]
o]l lzoll

1
lo cual prueba que f es acotado y | fllv; = ool Luego, la respuesta a la pregunta

Zo

esencial serd afirmativa si f, que es un funcional no-nulo de V, puede extenderse a un
funcional F' € V’. Precisamente, la existencia de esta extensién es lo que garantiza el

Teorema de Hahn-Banach.
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2.3.1. Preliminares

En esta secciéon damos algunas definiciones y resultados previos necesarios para la de-

mostracién del teorema mencionado.

DEFINICION 2.5 Un conjunto M # 0 se dice parcialmente ordenado si existe una relacién

de orden (<) definida sobre un subconjunto de M x M, tal que
» <z Vz € M (REFLEXIVIDAD).
»x<y e y<zr = z=y (ANTISIMETRIA).
m <y e y<z = <z (TRANSITIVIDAD).

El concepto parcialmente enfatiza el hecho que M puede contener elementos x e y
para los cuales ni z < y ni y < x ocurren. En tal caso, x e y se dicen incomparables. En

caso contrario, esto es, si x < y o si y < x, entonces x e y se dicen comparables.

EJEMPLO 2.4 Dado un conjunto A se considera P(A) == {X : X C A} y se define
la relacion de orden X <Y siy sdlosi X CY, con X, Y € P(A). En general, P(A)

es parcialmente ordenado.
DEFINICION 2.6 Sea (M, <) un conjunto no vacio, parcialmente ordenado.

» Se dice que M es totalmente ordenado (o cadena) si no posee elementos incompa-
rables.

» Suponga que M es totalmente ordenado y sea S # () un subconjunto de M. Se dice

que un elemento z € M es una cota superior de S si x < z para todo x € S.

» Un elemento z € M se dice maximal si cada vez que v € M werifica z < x,

entonces necesariamente xr = z.

Notar que M puede o no tener elementos maximales. Ademés, un elemento maximal

no es necesariamente una cota superior. El reciproco si es cierto.

LEMA 2.2 (LEMA DE ZORN/AXIOMA DE ELECCION) Sea (M, <) un conjunto no
vacio, parcialmente ordenado, y suponga que cada cadena de M tiene una cota supe-

rior. Entonces, M tiene al menos un elemento maximal.
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2.3.2. Forma analitica del Teorema de Hahn-Banach

Esta versién del teorema requiere del concepto de funcional sublineal.

DEFINICION 2.7 Sea V' un espacio vectorial sobre R. Un funcional p : V — R se dice

sublineal si

» p(r+y) < px) + p(y) Vo, yeV.

» plaz) = ap(r) VzeV, Va>0.

TEOREMA 2.5 (TEOREMA DE HAHN-BANACH) Sea V' un espacio vectorial sobre R y
sea p .V — R un funcional sublineal. Sea U un subespacio de V y sea f: U — R un

funcional lineal tal que
f(z) < p(x) Ve e U.

Entonces, existe un funcional lineal F': V — R tal que

F(z) = f(x) Ve e U y  F(z) < p(x) Vo e V.

DEMOSTRACION. La demostracion hard uso del Lema de Zorn. Para este efecto, se define

primero la familia F de todas las extensiones lineales de f acotadas por p, es decir

F = {g : D(g9) — R lineal :  D(g) subespacio de V' tal que U C D(g),

g@) = f(x) VeeU, g(x)<p) wewg)}.

Notemos que F # ) ya que claramente f € F. Luego, sobre F definimos una relacién
de orden como sigue: dados g, h € F se dice que g < h si y s6lo si h es una extensién
lineal de g, es decir D(g) C D(h) y h(z) = g(z) Yz € D(g).

Ahora, dada una cadena C C F, se define el conjunto
D:=U{D(): geC},

el cual resulta ser un subespacio vectorial de V. En efecto, notemos primero que D # ()
va que § € D. A su vez, dados A € Ry 2 € D se tiene que z € D(go) para algin
go € D, y por lo tanto Az € D(gp), con lo cual Az € D. Ahora, dados z,y € D,
existen ¢i, go € C tales que © € D(g1) e y € D(g2). Como C es cadena, se tiene que

g1 < g2 0 bien g < g1, y en cualquiera de los dos casos se concluye que = +y € D.
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Definamos entonces

=]

Q:f)
x

—
—

N

(x) := g(z), sixz € D(g), congeC,

y veamos que ¢ estd bien definida. En efecto, si x € D(g1) N D(gz2), con g1, g2 € C, se
tiene que g; < g2 0 bien go < g1, y en ambos casos resulta g;(x) = go(x). Ademads, es
claro que ¢ es una extension lineal de todo ¢g € C, lo cual muestra que g < g Vg € C,
y por lo tanto ¢ constituye una cota superior de la cadena C.

En consecuencia, en virtud del Lema de Zorn se deduce que la familia F tiene un
elemento maximal F'. De acuerdo a la definicion de F, esto significa que F' es una

extensién lineal de f, cuyo dominio D(F') es un subespacio de V', y de modo que
UCD(F), F(x) <plx) VeeDF), y F(x)= f(x) VzxeU.

También, si g € F es tal que F' < g, entonces necesariamente F' = g.

Sélo resta probar ahora que D(F') = V para terminar la demostraciéon. Supongamos,
por contradiccién, que existe y; € V tal que y; € D(F'), y consideremos el subespacio
Y1 := D(F) + span{y, }, esto es

Yi={z=y+ay: yeDF), acR}.

Notemos que y; # 0. Ademads, la representacion de los elementos de Y] es tunica, esto es
Y1 = D(F) @ span{y,} ya que D(F) N span{y,} = {0}. Entonces, podemos definir

el funcional lineal

g1 Y, — R
r=y+ay — gx):=Fy) +ya,

donde v € R es un pardmetro por determinar. Se sigue que g;(z) = F(x) para todo
x € D(F), lo cual prueba que ¢g; es una extensién propia de F (puesto que D(F)
es un subespacio propio de Y;). El siguiente objetivo es probar que = se puede elegir
convenientemente de modo que resulte g;(x) < p(z) para todo x € Y;. Esto mostraria
que g1 € Fyque F < gy, con g1 # F, lo cual contradice el hecho que F' es maximal, y
asi, necesariamente D(F) = V.

Dados y, z € D(F'), podemos escribir

Fly)—F(z) = Fly—=2) < ply—2) = p((y+u)+(~y1 —2)),
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y usando la sublinealidad de p, se obtiene
Fly) = F(2) < ply+u) + p(=y —2),
de donde
—p(=p1—2) = F(z) < ply+w) — Fly)  Vy, z € D(F).

La desigualdad anterior sugiere definir las constantes

m~ = sup {—p(—yl—Z) - F(Z)}>

z€D(F)

m* = inf {p(y+y1) - F(y)},

yED(F)

para las cuales es claro que m~ < m™. Entonces, dado v € [m~, m™] se tiene

—p(=p—2) — F(z) <y Vze DF), (2.12)

vy <ply+y) - Fly) Vye DWF). (2.13)

Ahora, sea z : =y +ay; € Yy, cony € D(F) y a € R. Para probar que g;(x) < p(x)
consideramos tres casos posibles. Si v = 0 se tiene que x € D(F) y por lo tanto la

desigualdad es inmediata. Si a < 0 tomamos 2z = o~ !y en (2.12) y obtenemos
—p=y—aly) = Fla™'y) < v,
de donde, multiplicando por (—«) > 0, resulta

ap(—y1 —a'y) + Fy) < —anv,

o bien

gi(2) = F(y) + ay < (a)p(=p —a"y) = ply+ay) = p(z).
Anélogamente, si o > 0 tomamos y = a 'y en (2.13) y luego multiplicamos por «.
Esto concluye la demostracion. O

El siguiente teorema considera el caso particular en que V' es un espacio vectorial

normado y constituye una de las versiones mas conocidas del Teorema de Hahn-Banach.
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TEOREMA 2.6 (TEOREMA DE HAHN-BANACH EN ESPACIOS NORMADOS) Sea (V, ||-]])
un espacio vectorial normado sobre R y sea f € U’, donde U es un subespacio de V.
Entonces, existe ' € V' tal que

Flx) = f(x)  NYeeU y  |[Fllv = [[fllo

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema 2.5 a f € U’ y al funcional sublineal p: V' — R
definido por p(z) = ||f]lv ||z| para todo z € V| se deduce que existe F': V — R lineal,
tal que

F(z) = f(z) Yo eU y F() < |flo =l Vo eV.

Se sigue que
F(=z) < [fllor | ==l = [ fllee [Tl
de donde, usando la linealidad de F/,

Flz) = = [fllo =l

y por lo tanto
| F(@) | < [[fllor llzl] Yz € V.

Esta desigualdad prueba que F' € V' y ||F|ly: < ||f|lur- Por otro lado, es claro que

F(v F(v flv
Flo — sup PO 5 (o PO @]
vey ||| ver || ver |0
v£0 v#£0 v#£60
lo cual completa la demostracion. O

2.3.3. Otras consecuencias del Teorema de Hahn-Banach

A continuacién presentamos algunos resultados que se siguen del Teorema de Hahn-

Banach y que se aplican con bastante frecuencia en diversos contextos.

TEOREMA 2.7 Sea (V. ||-||) un espacio vectorial normado sobre R y sea xy € V tal que
xo # 0. Entonces, existe F' € V' tal que ||F|| = 1 y F(xo) = ||xo]|-

DEMOSTRACION. Sea S := span{zo} := {axy: «a € R}y definamos el funcional

f: S — R

r=azxy — f(z):=ax.
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Es claro que f es lineal. Ademas, |f(azo)| = |af ||xo|| = ||axo]|, lo cual muestra que f
es acotado y || f]lss = 1. Asi, aplicando Teorema 2.6 se concluye que existe F' € V' tal
que F(x) = f(x) para todo x € Sy ||F|lv: = ||fllsy = 1. En particular, para x5 € S

se tiene F'(xg) = f(xg) = ||wol|, lo cual completa la demostracion. O

Observemos aqui que si V' es estrictamente convexo entonces el funcional F' € V' del

teorema anterior es inico. En efecto, recordemos primero que la convexidad estricta del

dual significa que para todo Fi, Fy € V' tal que F} # Fy y ||[Fi|| = ||Fz|| = 1, se tiene
que ||t Fy + (1 —t) Fy|| < 1 para todo t €]0, 1. Entonces, si suponemos que existen F,
G € V', distintos, tales que |F|| = |G| = 1y F(zo) = G(xo) = ||zo]|, obtenemos
tF(z) + (1-t)G(z tF(xo) + (1—-t)G(x
1> HtF+(1—t)GHV/:sup ( ) ( ) ( ) > (0) ( ) (0) :1’
vev ]l 2o
T#0
lo cual es una contradiccién.
LEMA 2.3 Sea (V.|| - ||) un espacio vectorial normado sobre R y sea v € V tal que
F(v) = 0 para todo F' € V'. Entonces v = 0.
DEMOSTRACION. Se sigue directamente del Teorema 2.7 O

Otra consecuencia importante del Teorema 2.7 esta dada por el siguiente resultado,

el cual ya fue anunciado al final de la Seccion 2.1 (ver (2.4)).

LEMA 2.4 Sea (V)| - ||) un espacio vectorial normado. Entonces
F F
|lvl]] = sup [E()] = méax |F(w) Vv e V.
exrev:  ||F|| ezFev || F||

DEMOSTRACION. Si v = @ el resultado es trivial. Si v # 6, se sigue del Teorema 2.7 que
existe F' € V' tal que | F|| = 1y F(v) = ||v]|, con lo cual

wp O FON
ozrev ||IF] £l
A su vez, es claro que
sup LAQI ol
ozrev: ||F|l ’
lo cual completa la demostracion O

Finalizamos la presente seccién con un resultado que también sera usado con cierta

frecuencia en los capitulos siguientes.
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TEOREMA 2.8 Sea S un subespacio de un espacio vectorial normado (V.|| - ||) v sea

xog € V tal que d = dist(zo, S) = 1’nkfg |zo — || > 0. Entonces existe F' € V' tal que
e

|F|| = 1, F(z9) = d y F(z) = 0 para todo x € S.

DEMOSTRACION. Sea S; := S + span{xg}, esto es
S ={z=x+ax: €S, acR}.

Notemos que la representacion de los elementos del subespacio S; es tunica, esto es
Sy := S @ span{x}. En efecto, si x € S N span{zy} entonces x € Sy x = axg, con
a € R. Se sigue que necesariamente &« = 0 y asi x = 6, ya que en caso contrario se
tendria o = —x € S, lo cual contradice el hecho que dist(xg, S) > 0. De acuerdo a lo

anterior podemos definir el siguiente funcional

f: Sh — R
z=z+axy — f(z) = ad,
el cual es claramente lineal y satisface f(z) = 0 para todo z € S. Ademads, dado

1
z=1x 4+ axg € Sy, con a # 0, se tiene que —x € Sy luego
a

[fZ)] = lad] = |ald < |af

= |12l

1
Tog + — X
o

lo cual muestra que f es acotado y || f|ls; < 1.
Por otro lado, dado € > 0 existe z; € S tal que || — z1 + xo|| < d+ €. Se sigue que
f(=21+20) = d y luego

| f(=21 + 20)] d
| — 1 + xo|| d+e’
con lo cual
f()]  1f (=21 + x0)] d
/1= su > Ve>0,
VIS = S0 T 2 Torml ~ @

de donde, tomando limite cuando € — 0, resulta || f||s; > 1. Asi, || f|ls; = 1y aplicando
el Teorema 2.6 se deduce que existe F' € V' tal que [|F|ly = ||flls; = 1y F(2) = f(2)
para todo z € Sy. En particular, F'(zg) = dy F(z) = 0 para todo = € S. O
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2.3.4. Forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach

Esta version del teorema tiene que ver con la separacion de conjuntos convexos. En lo

que sigue, E es un espacio vectorial normado sobre R.

DEFINICION 2.8 Dado o € R y un funcional lineal f : E — R, no nulo y no necesaria-

mente acotado, se define un hiperplano afin como
H:={zxeFE: f(x)=a},
y se dice que H es el hiperplano de ecuacion [f = a].

LEMA 2.5 El hiperplano [f = | es cerrado si y sdlo si f es acotado.

DEMOSTRACION. Si f es continuo entonces claramente H = f~!({a}) es cerrado porque
{a} es cerrado en R. Reciprocamente, supongamos que H es cerrado. Se sigue que
H¢ = E \ H es abierto y no vacio ya que f es no nulo. Sea entonces zo € H®y
supongamos, sin pérdida de generalidad, que f(z9) < «. Elijamos r > 0 tal que
B(zo,7) C H° Afirmamos que f(z) < a Va € B(xg,r). En efecto, supongamos por
contradicciéon que existe x1 € B(xg,r) tal que f(x1) > . Notar que f(x;) # a ya que
x1 ¢ H. Es claro que el segmento  {(1 —t)z; +txg: t€[0,1]} C B(xg,r) y por lo
tanto
f((1=t)xy +tzg) # a VEe[0,1].

f(z1) — o

f(z1) = f(zo)

A =8) 21 + tao) = (1—1) f(21) + T f(z0) = v,

Sin embargo, dado que f(zy) < a < f(x;) se deduce que t := €10, 1]y

lo cual es una contradiccion. Asi, necesariamente f(r) < a Vz € B(xg,7), 0 equiva-

lentemente f(zg+7rz) < a Vz € B(0,1), de donde

f<moi-rai)<oz Ve e E, x#6,Vee(0,1),

]
o bien .
[f@)] < —(a=flzo))llell V2 € E, Vee(0,1).

Luego, tomando lim nos queda
e—1—

F@) < - (o fao) o Ve e B,
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1
lo cual prueba que f es acotado y ||f||z < . (o — f(x0))-
O

DEFINICION 2.9 Sean A, B C E. Se dice que el hiperplano [f = «] separa A y B en el
sentido AMPLIO si se tiene

flz) <a Ve A y f(x) > a Vz e B.

A su vez, se dice que este hiperplano separa A y B en el sentido ESTRICTO i existe

e>0 tal que
flz) <a—¢ Ve A Y f(x) > a+¢ Vz e B.

LEMA 2.6 (“JAUGE”"DE UN CONVEXO) Sea S C E convero, abierto, tal que 6 € S,
y definamos el funcional de Minkowski p : E — R por:

p(z) = mf{a >0: a'lzxe S} Vo € E.

Entonces p es sublineal y existe M > 0 tal que 0 < p(z) < M|z|| Vz € E.
Ademds
S={zxeE: pl) <1}.

DEMOSTRACION. Puesto que el vector nulo 6 pertenece al abierto S, se sigue que existe

_ x

r > 0 tal que B(#,r) C S. Ahora, para cada x € E, = # 6, se tiene T’H e S.
x

Ademds, dado z € S es claro que p(z) < 1 porque 17!z = 2z € S, y en particular se

x
tiene p (7“ W) < 1. Pero, de la definicién de p se observa que
x

p(Az) = Ap(z) VYA >0,VeeFlE,

y por lo tanto
1
p(z) < —llzll Ve e B, z#0,

lo cual implica la estimacién requerida ya que p(f) = 0.

A continuacién probamos que S = {z € E: p(z) < 1}. En efecto, sea z € S.
Como S es abierto existe £ > 0, suficientemente pequeno, tal que (z +ez) = (1+¢)x
pertenece a S, y luego 1 > p((1+¢)z) = (1 +¢) p(x), de donde

1

p(x) <



2.3. TEOREMA DE HAHN-BANACH 57

Reciprocamente, sea x € E tal que p(z) < 1. Se sigue que existe a €]0, 1] tal que
a™lz € Sy por lo tanto, como S es convexo, a(a™'z) + (1—a)f = x € S.

Resta probar la propiedad tipo desigualdad triangular que caracteriza la sublineali-
dad del funcional p (cf. Definicién 2.7). En efecto, dados z, y € E y € > 0, se observa

primero que

p(p<x>x+ > - p(igxla shyr (p<y>y+ ) - pégyle <
Yy

€ S, y luego, de acuerdo a la convexidad de .S, se

lo cual indica que ,
p(x)+e ply) +e

tiene , -

L U-0Y c g oyiep).

p(x)+e  ply) +e
, p(z) + ¢ T4y
En particular, para t := € 10, 1[, resulta , Y
p(x) +ply) + 2¢ 0.1 p(x) +ply) + 2¢

por lo tanto

T +y p(z +y)

1>p ( ) = Ve >0,
p(z) +p(y) + 2 p(z) +p(y) + 2
de donde p(z +y) < p(z) + p(y).
O

LEMA 2.7 Sea S C E, convexo, abierto, no vacio, y sea xo € E tal que xqo & S.
Entonces, existe f € E' tal que f(x) < f(xg) Va €8, lo cual indica que el hiperplano

de ecuacion [f = f(xo)] separa {zo} y S en el sentido amplio.

DEMOSTRACION. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 8§ € S, y definamos el

funcional de Minkowski p : £ — R por
p(z) = mf{a>0: o'z €S} VrekE.

A su vez, sea G el espacio generado por z, esto es G = {tzg: t € R}, y sea
g : G — R el funcional lineal definido por g(txy) := t para todo t € R. Puesto que
xo & S se sigue del Lema 2.6 que p(xy) > 1. Entonces, para ¢t > 0 resulta

g(txo) =t < tp(xo) = p(to).
A su vez, sit < 0 se obtiene

g(tzg) =t <0 < p(tx),
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y en consecuencia

g(x) < plx) VeQG.

Aplicando la version analitica del Teorema de Hahn-Banach se deduce que existe un
funcional lineal f : E — R tal que f(z) = g(x) Vo € G y f(z) < p(zr) Vz € E.
En particular, se tiene f(z9) = ¢g(xo) = 1. Ademds, de acuerdo al Lema 2.6 sabemos
que 0 < p(x) < M|z|| Vo € E,yluego f(z) < Mlz| Vo € E. A su vez,
— f(x) = f(—z) < M ||z||, con lo cual f(x) > — M ||z||, y por lo tanto

[f(2)] < Mz} Vz e E,

probando asi que f € E’. Por ultimo, utilizando la caracterizacién del convexo S dada
en Lema 2.6, se concluye que f(z) < p(x) < 1 = f(zg) Va € 5, lo cual completa
la demostracién en primera instancia. En el caso en que el vector nulo 6 no pertenece
a S, se considera un elemento arbitrario z € S y se define el conjunto trasladado
S :={x—F: x € S}, elcual ademés de convexo y abierto, si contiene a . Entonces,
= 1y — % que no estd en S, se deduce

que existe f € E' tal que f(z) < f(Zy) Vz € S, estoes f(z) < f(zg) V& e S.
O

aplicando el andlisis anterior a S y al vector Z :

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar las dos versiones geométri-
cas del Teorema de Hahn-Banach, las cuales establecen separaciones amplia y estricta,

respectivamente, de conjuntos convexos.

TEOREMA 2.9 (PRIMERA VERSION GEOMETRICA/TEOREMA DE HAHN-BANACH) Sean A,
B C FE convexos, no vacios y disjuntos, tales que A es abierto. Entonces existe un

hiperplano cerrado que separa A y B en el sentido amplio.

DEMOSTRACION. Sea S = A—B = {z—y: x € A, y € B}. Es claro que S es
convexo ya que Ay B lo son. Ademas, S es abierto yaque S = U{A—{y}: ye€ B}
y el conjunto A — {y} := {z —y: x € A} es abierto porque A lo es. También 6 ¢ S
porque A N B = ¢. Entonces, aplicando Lema 2.7 se deduce que existe f € E’ tal que
f(z) < f(@)=0 VzeS, estoes

flz) < fly) Vo € A, Yy € B.
Definamos ahora

m = sup f(x) y M := inf f(y).

€A yeB
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Se sigue que para cualquier « € [m, M|, el hiperplano H de ecuacién [f = «f separa
A 'y B en el sentido amplio.
O

TEOREMA 2.10 (SEGUNDA VERSION GEOMETRICA/TEOREMA DE HAHN-BANACH) Sean
A, B C E, convexos, no vacios y disjuntos, tales que A es cerrado y B es compac-

to. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B en el sentido estricto.

DEMOSTRACION. Dado € > 0 definamos los conjuntos no vacios
A. == A+ B(#,e) y B.:= B+ B(f,¢),

donde B(#,¢) es la bola abierta de radio ¢ centrada en 6. Es ficil ver, por la convexidad
de A, By B(0,¢), que A. y B. son convexos. Ademds, A. y B. son abiertos ya que
los conjuntos {z} + B(f,e) v {y} + B(f,e) loson Ve € A, Vy € B,y se tiene

claramente
A. = U{{a} + Bll,e): 2z € A} y B. =U{{y} + B(b,e): y € B}.

Probemos a continuacién que existe € > 0 tal que A. y B. son disjuntos. En efecto,
supongamos por contradiccion que no es asi. Entonces, para todo n € N el conjunto
Ay N By, es no vacio, lo cual implica que existen z,, € A, y, € B, u,, v, €

B(0,1/n), tales que x,, + u,, = y, + v,. Se sigue que
n — Yn|l = n — Unl| < —.
o~ vnll =l = vl <

Ahora, como B es compacto, existen una subsucesion {ygzl)}neN C {Yntnen ey € B
tales que yfll) " y, vy de acuerdo a la desigualdad anterior, se deduce que {xq(ll)}neN
también converge a y. Luego, como A es cerrado, necesariamente se tiene que y € A,
lo cual contradice el hecho que A y B son disjuntos.

Entonces, aplicando la primera version geométrica del Teorema de Hahn-Banach a
los conjuntos disjuntos A. y B., se deduce que existe un hiperplano cerrado de ecuacion

[f = a] que los separa en el sentido amplio. Esto significa que
flz+u) < a < fly+v) Ve e A, Vy e B, Yu,v € B(b,e),
y en particular

flx+ez) <a< fly—ez) Ve e A, Yye B, Vz € B(,1),
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o bien
flx) +ef(z) <a< fly) —ef(z) Ve e A, Yye B, Vz e B(0,1).
Finalmente, eligiendo z € B(0,1) tal que f(2z) > 0, se deduce que
flg) <a—ceflz) v [flyyza+ef(z) Veed VyeB,

lo cual prueba que el hiperplano [f = «] separa A y B en el sentido estricto.
(]

Notar que la demostracién del teorema anterior (extraida basicamente de [3]) puede
simplificarse procediendo sélo con los conjuntos A. y B (en vez de B.). En tal caso,
siguiendo exactamente la misma secuencia de razonamiento, se llega a que los conjuntos

Ay B son separados en el sentido estricto por el hiperplano [f = a — § f(2)].

2.4. Un ejercicio simple con tres soluciones

En esta seccion se considera un ejercicio muy simple, aparentemente inofensivo, el
cual, sin embargo, di6é origen a tres soluciones muy distintas, dos de ellas utilizando
resultados del presente capitulo. Los autores respectivos son el autor de este apunte y
los ex-alumnos de la asignatura ANALISIS FUNCIONAL Y APLICACIONES I del Depar-
tamento de Ingenieria Matematica de la Universidad de Concepcion, Sres. Miguel Silva
y Sebastidn Niklitschek.

El ejercicio se describe como sigue. Dados m, n € N, una matriz A € R™*" y un

vector b € R™, b # 60, se define el conjunto soluciéon
S(A,b) :={zeR": Ax=>b},
y se supone que S(A, b) # (). El objetivo es probar que existe z € R" tal que
ety t5 @ > 0

donde (-, -) es el producto escalar usual de R™.
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2.4.1. Solucién 1

Definamos el conjunto A := S(A, B), el cual es claramente convexo, cerrado, y no
vacio (segun se indica en la hipdtesis). A su vez, sea B el conjunto convexo, compacto y
disjunto con A dado por B := {#}. Entonces, aplicando la segunda versiéon geométrica
del Teorema de Hahn-Banach (cf. Teorema 2.10), se deduce que existen f € (R") y
a € R tales que el hiperplano [f = a] separa A y B en el sentido estricto. Esto significa

que existen z € R™ y € > 0 tales que

flx) = (z,z) Vze R",

y ademas
flz) =, z) <a—e<at+e< f(0) =0 Ve A.
Luego, definiendo z := — Z, resulta:
(z,z) > —(a—¢€) > —(a+¢€) >0 Ve A,
de donde

xug&(z, z) > 0.

2.4.2. Solucion 2

Sea N(A) el espacio nulo asociado a la matriz A, esto es
NA)={zeR": Az=0}.
Puesto que S(A4, b) # 0, existe 2o € R™ tal que Azg = b, y luego es facil ver que
S(A, b) ={zo} + N(A) (2.14)

Ahora, sean IT : R® — N(A)y (I — 1) : R* — N(A)! los proyectores ortogonales
respectivos, y definamos z := (I — II)(xg) € N(A)*. Es claro que z # 6 ya que, en caso
contrario, se obtiene xy = II(zg) € N(A), lo cual contradice el hecho que b = A(z) # 6.

Se sigue asi que

nf — inf I—T1I = inf I -1
L ey = b ((T=T)() a0+ y) = @f (7= T)(w0), o)

= (I = 1)(20), w0 ) = ||(I = ) (o) [I* = I|2]I* > 0.



62 CAPITULO 2. DUALIDAD

2.4.3. Solucién 3

Usamos nuevamente que S(A, b) es convexo y cerrado. En particular, notar que lo
segundo se obtiene de la identidad (2.14) y del hecho que N(A) es obviamente cerrado.
Ademés, es claro que 6 ¢ S(A, b) ya que b # 6. Asi, aplicando el resultado de mejor
aproximacién sobre un convexo cerrado (cf. Teorema 2.2), se deduce que existe un tinico
z € S(A, b) tal que

dist(6, S(A, 1) = _inf | Jall = |12} > 0.

Ademas, el resultado de caracterizacion de esta mejor aproximacion, el cual se estable-

cerd mas adelante en el Teorema 77, dice que
0> {0~z 2—2)=|zl"— (2, 2) Yze S(4,0D),

esto es

(z,2) > [z]* Vo€ S(A D),

de donde se concluye que

1> > 0.

f _
:pelsr(lA,b)<Z’ v) =z

2.5. EJERCICIOS

» 2.1 Sea X un espacio vectorial normado y f : X — R un funcional lineal. Pruebe que

f € X' siysélosi N(f) es un subespacio cerrado de X .

» 2.2 Sea V un espacio vectorial normado sobre el cuerpo K (R o C). Demuestre que el dual
V' es Banach.

» 2.3 Sea H un espacio vectorial normado real. Pruebe que si la norma de H satisface
lz +yl? + llz —yll* = 2 {{l«]* + Iy’ } Va,y € H,
entonces ella proviene de un producto escalar.

» 2.4 Sea X := C([0,1]) provisto de la norma uniforme

llu|| := max{|u(t)]: ¢t € [0,1]} Vu e X,
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y dado f € X, fijo, defina el funcional lineal F : X — R como

1
F(u) := /0 u(t) f(t)dt Vue X.

1
Demuestre que F € X'y ||F| = /0 |f(t)] dt.

INDICACION: Para cadan € N considere xz,, € X dada por x,(t) := u,(f(t)) Vt € [0,1],

donde u,, : R — R es la funcién continua

1 si t>1/n,
up(t) =<9 -1 si t < —1/n,
nt si —1/n <t <1/n,

1
1
y luego use x,, para probar que ||F| > / |[f()]dt — —.
0 n

» 2.5 Considere un abierto acotado €2 de R™ con frontera I' suficientemente suave, y defina

el espacio

. n o N Oy
H(div;Q) = {v c[L2Q) : divo = ; 5 € LQ(Q)}

provisto del producto escalar
(v, W) f(divi0) = / v-wdr + / div v div wdz Vv, w € H(div;Q).
Q Q
a) Demuestre que (H(div;Q); (-, ) fr(aiv;0)) s un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que para todo g € [L*(2)]" existe un tinico vy, € H(div;Q) tal que
/ vg - wdr + / div vy div wdxr = / g-wdr Ywe H(div;Q).
Q Q Q
IND.: Dada v € [L?(Q2)]", se dice que div v := z € L*() si
- 0
—Z/ v; L4 dm:/zgpdm Ve CP().
. o Oz Q
i=1

» 2.6 Considere un abierto acotado 2 de R? con frontera I' suficientemente suave, y defina

el espacio
H(rot; Q) := {v:= (v1,v2) € [L*(Q))> : rotv:= — — — € L*(Q)}

provisto del producto escalar

<an>H(rot;Q) ::/

v-wdx+/rotvrotwdx Vv, w e H(rot; Q).
Q Q
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a) Demuestre que (H (rot; 2); (-, ) g(rot;0)) €s un espacio de Hilbert.

b) Pruebe que para todo g € H(rot; Q) existe un tnico v, € H(rot; Q) tal que
/ vg - wdr + / rot vy rotwdr = / rotgrotwdr Yw € H(rot; Q).
Q Q Q

IND.: Notar que v € H(rot;Q) si y sélo si (ve,—v1) € H(div;Q). También, dada v €
[L2(2)])?, se dice que rotv := z € L*(Q) si

—/vgagodx—k/masodx:/zgodx Ve e C5o ().
Q 0 o O Q

1 To
» 2.7 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo C y sea p: X — R tal que
plaz) = la[p(z) y ple+y) <plx)+ply) VaecC Ve, yecX.
Ademas, sean S un subespacio de X y f : S — C un funcional lineal tales que
|f(x)| < p(x) Ve € S.
Demuestre que f puede extenderse a un funcional lineal F' : X — C tal que
|F(z)] < p(x) Ve e X.
» 2.8 Pruebe que todo espacio de Hilbert es estrictamente convexo.

» 2.9 Demuestre que para todo f € (H™(S))' existen funciones f, € L?(), |a| < m, tales
que

flv) = Z /Qfaﬁo‘vd:v Vve H™(Q).

laj<m

» 2.10 Sea X un espacio vectorial normado.

a) SeaY un subespacio no denso de X. Demuestre que existe un funcional no nulo F € X'

tal que F(x) = 0 para todox €Y.

b) Sean xy, x1 € X tal que xy # x1. Pruebe que existe una sucesion {F, }neny C X' tal que
| Full = l|lzo — 21||" y Fu(z1) = Fn(wo) + ||v1 — 20||* ™! para todo n € N.

» 2.11 Sea (V,(-,-)) un espacio de Hilbert y sea J : V' — R un funcional nolineal. Se dice que

J(vtep)—J(v)

J admite una derivada direccional en v € V', en la direccion ¢ € V| si la expresion -

admite un Iimite cuando ¢ — 0. El valor de este Iimite se denota D.J(v,y). Entonces, J se
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dice diferenciable en el sentido de GATEAUX (o G-diferenciable) en v € V, si DJ (v, p) existe
para todo ¢ € V. Ahora, si J es G-diferenciable en v € V' y si DJ(v,-) € V', se concluye,
por el Teorema de Representaciéon de Riesz, que existe un unico elemento z € V tal que
DJ(v,p) = (z,¢) Y € V. En tal caso, se denota z := J'(v) y se llama el GRADIENTE de .J
en v.

Se dice que J tiene segunda diferencial en el sentido de Gateaux env € V, en las direcciones

DJ(UJ'_E/IZ):SD) — DJ(U7<P)

: admite un Iimite cuando ¢ — 0. El valor de

pyY €V, sila expresion
este limite se denota D?J(v, @, ).

a) Sea Q2 un abierto acotado de R" y considere V := L*(Q). Defina Jy : V — R por
Jo(v) = / (v +v)dx YveV
Q

y calcule Jj(v) para todo v € V. Qué puede decir de J|(v) si Jy se restringe al espacio
de Sobolev H(Q) ?

b) Suponga que J es G-diferenciable en (v + aw), en la direccién ¢, para todo « € [0, 1].
Demuestre que existe 3 € (0,1) tal que

Jw+¢) = Jw) + DJ(v+Bep).

¢) Suponga que J es a-convexo, esto es, existe a > 0 tal que para todo u, v € V y para
todo 3 € [0, 1]:

J(1=ByutBo) < (1=B)I(u) + BI@) = 5B B)|lu—wv|’.

Ademads, asuma que J es G-diferenciable en todo v € V. Demuestre que para todo u,

v € V se tiene:
DJ(u,u —v) — DJ(v,u—v) > allu—vl|?
J(v) > J(u) + DJ(u,v —u) + %HU—UHZ.

d) Suponga que J es G-diferenciable en v € V' y que, dada una direccién o € V, D?J (v +
ap, @, @) existe Va € [0,1]. Demuestre que hay una constante (3 € (0,1) tal que

Jwtg) = J)+ DI(,0) + 5 DI(w+ fp.6.9).
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» 2.12 Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y sea V' un subespacio cerrado de H. El anulador

(o aniquilador) de V' se denota por V° y se define como
Ve:={FeH: F(x)=0 VzeV}.

Demuestre que
H =V a&R(V?),

donde R : H' — H denota la aplicacién de Riesz.

» 2.13 Sea X un espacio vectorial normado y sea xg € X tal que | F(xo)| < Cy para todo
F € X' con ||F||x: = 1. Demuestre que ||zo|| < Cp.

» 2.14 Sea V un subespacio de un Hilbert (Y,(-,-)) y defina
Vi={yeY: (y,2)=0 VzeV}.

Si V denota la clausura de V, demuestre que vi=vl Concluya que V es denso en Y siy
sélo si V+ = {0}.

» 2.15

a) Sea S un subconjunto de un Hilbert H y sea M el subespacio cerrado generado por S.
Pruebe que S+ es un subespacio cerrado de H, M+ = S+, y M = (S+)*.

b) Sea V un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que H =V @ V.
» 2.16
a) Sea S un subespacio de un Hilbert H. Demuestre que S+ = S+.

b) Sea Q) un abierto acotado de R™ con frontera suave I', y considere el espacio de Sobolev

H1(Q). Encuentre y caracterice el subespacio V de H(Q) tal que H*(Q) = H}(Q) @ V.

» 2.17 Sea Q un abierto acotado de R"™, y sea k : 0 — R una funcién continua para la cual

existen constantes M, 3 > 0, tales que 3 < k(x) < M para todo x € Q. Defina el conjunto
S = {veHYQ): lolme <1},

y demuestre que para todo u € H}(S2) existe un tinico g € S tal que

/Q 5(z) IVu(z) ~ Vo(o) B do = min /Q (@) | V() — Vo(z)|[3n da
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» 2.18 Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert COMPLEJO, y sean u, v € H, u # v, tales que
|u|| = ||v||. Defina w := u — v y considere la proyeccién ortogonal P : H — S+, donde S es
el subespacio generado por w. Demuestre que

P) = Plu) = T2 4 {iIm((u,v))} .

2 [w]|?

Qué sucede cuando H es un Hilbert REAL 7 Interprete graficamente.

» 2.19 Sea Q := (0,1) x (0,1) C R? y considere el espacio de Hilbert (H(div;), (-,-)),
donde
H(div;Q) := {7 € [L2(Q)]?: div(r) € L*(Q)}

¢, 1) = /C-de + /div(()div(r)dw V¢, T € H(div; Q).
Q Q
Ademas, sea S el subespacio de H(div; ) dado por
S:={r: 7(x)=(a+yx1,B+v22) VX := (21,22) € Q; cona, B, v € R},

y sea o € H(div;Q) definida por o(z) = (r1x2,21 +x2) Va := (x1,22) € Q. Aplique el
teorema de caracterizacion respectivo y encuentre la mejor aproximacion de o por elementos

de S, con respecto a la norma inducida por (-, ).

» 2.20 Seann € Ny X = M, x,(R), el espacio vectorial de las matrices cuadradas de
orden n con coeficientes reales, provisto del producto escalar (A, B) :=tr(A'B) VA, B € X.

a) Demuestre que X = Xgin @ Xasin, donde

Xeim={AcX: A=A} y Xpgin={AcX: A = _-A}.

b) Sea C := (cij)nxn € X talque ¢ =1 Vi>j y ¢ = 0 Vi< j. Encuentre
las mejores aproximaciones de C' por matrices de Xgin ¥ Xasin, con respecto a la norma

inducida por (-, ).

» 2.21 Sea (X,| - ||) un espacio vectorial normado y sea {xi,x2,...,x,} una base de un

subespacio U de X.
a) Demuestre que existen Fi, Fy, ..., F, € X' tales que Fj(z;) = ¢;; Vi,j € {1,...,n}.

b) Pruebe que X = U @ V,dondeV := {x e X: Fjx) =0 Vje{l,..,n}}.
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Capitulo 3

OPERADORES LINEALES

3.1. Preliminares

Sean (X, | - |lx), (Y,] - |lv) espacios vectoriales normados sobre el mismo cuerpo K,
con vectores nulos Ox y fy, respectivamente. Una aplicaciéon A : D(A) € X — Y que
asigna a cada x € D(A) un tnico vector y € Y se llama un operador (o transformacion)

de X en Y. El conjunto D(A) sobre el cual actia A se llama el dominio del operador.
DEFINICION 3.1 Se dice que un operador A : D(A) C X — Y es LINEAL si

» D(A) es un subespacio de X .
» Alax + fz2) = aA(z) + BA(2) Va, 5 € K, Va,z € D(A).
Notar que si A : D(A) C X — Y es lineal se tiene claramente A(fx) = 6Oy.

DEFINICION 3.2 Se dice que un operador lineal A : D(A) C X — Y es ACOTADO si

existe una constante M > 0 tal que

[A@)lly < Mllzllx V& e D(A).

EJEMPLO 3.1

1. Dado un espacio de Hilbert real (H, (-,-)), la aplicacién de Riesz

R: H — H
F — R(F)

es lineal y acotada.
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2. Dada f € L%(2), consideramos u € HE(2) la tnica solucién débil del problema de

valores de contorno:
—Au=f en 2, u=0 en 09,

es decir, u es el tinico elemento en H}(€2) tal que

/Vu-Vv = /fv Vo € HAQ).
Q Q
Entonces, se puede probar que el operador A definido por
A: L*(Q) — HQ)
fo— A =

es lineal y acotado.
En lo que sigue, a menos que se diga explicitamente lo contrario, se asume que D(A) = X.

DEFINICION 3.3 El conjunto de todos los operadores lineales y acotados de X en'Y se
designa por L(X,Y) (o B(X,Y)). En particular, cuando X =Y se escribe simplemente
L(X) en vez de L(X, X). Ademds, notar que X' = L(X,K).

Ahora, sobre el conjunto £(X,Y") se definen las siguientes operaciones:

Y OLXLY) % L(XY) — L(X,Y)
(A,B) — A+4+B, (A+B)(z):=A(zx)+B(z) VereX,
(3.1)

K x £(X,Y) — L(X,Y) 3.9
(A, A) — AA, (ANA)(z) == NA(z) Vo € X.

Entonces, se demuestra facilmente que (£(X,Y),+,-) es un espacio vectorial sobre K|

cuyo elemento neutro para la adicién es el operador nulo © : X — Y definido como

O(z) = Oy para todo = € X.

DEFINICION 3.4 Dado A € L(X,Y) se define ||Allzx,y)y como el infimo de todas las
constantes M > 0 que satisfacen la condicion de acotamiento de A segun se indica en

la Definicion 3.2, esto es

|Allcceyy == mf{ M >0: [A@)y € M|y VoeX}.
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Es facil ver que || - |[z(x,y) es una norma sobre £(X,Y), con lo cual la estructura
(L(X,Y), 4+, || |lzx,y)) constituye un espacio vectorial normado. Més atin, puede mos-
trarse que || - ||z(x,y) se define también como:
Az
||A||£(X7y) = sup M VA - ﬁ(X,Y), (33)
oxzzex |7 x
o bien:
[Allexyy == sup [[A(@)[ly = sup  [JA(2)]y -
zeX rzeX
llzflx <1 llzflx =1

En particular, si (X, (-,-)) es un espacio de Hilbert y A € £L(X), se puede probar que

[Allexy = sup [(A(), 2)]- (3.4)

T, z€X
=]l Izl <1

En general, dado A € L(X,Y), se tiene claramente:
[A@)ly < [[Allexn lzllx Vo e X,
ysi M >0estal que |[|Ax)|y < M ||z||x Vz € X, entonces necesariamente
[Allexyy < M.
Es interesante comentar aqui que el analogo al Lema 2.4, vale decir la identidad

1A Vere X, (3.5)
AEA£7(’£)8Y) ﬁ(X,Y)

también ocurre en este caso. Al final de esta seccién se da la demostracion respectiva.

En lo que sigue, y cuando no haya lugar a confusion, se omitiran los subindices respec-

tivos de cada norma y de los vectores nulos fx y 0y.

DEFINICION 3.5 Un operador A : X — Y se dice continuo en ry € X si para toda
sucesion {x, fnen en X que converge a xy, se tiene que {A(xy,)}nen converge a A(xg) en
Y, esto es ||A(z,) — A(xo)|| — 0 cuando n — oo. Equivalentemente, A es continuo en

9 stVe>0 F6>0 tal que:

|A(x) — A(zo)|| < € Va € B(zo,d) :={zx € X: ||z —xo <d}.
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Es importante observar que si A : X — Y es un operador lineal acotado, esto es
A€ L(X,Y), entonces A es continuo en todo xy € X. En efecto, dada {z, },eny en X

que converge a xg € X, se tiene
[A(zn) = Alzo)l| = [A(zn — zo)l| < [|A[} [ — oll,
lo cual prueba que {A(z,)}nen converge a A(xg) en Y.

Reciprocamente, se tiene el siguiente resultado, hasta cierto punto sorprendente, que
establece que la continuidad en un vector individual de X garantiza el acotamiento de

un operador lineal y por lo tanto su continuidad en todo el espacio.

LEMA 3.1 Sea A : X — Y un operador lineal y sea xqg € X tal que A es continuo en

xg. Entonces A es acotado y por lo tanto continuo en todo X.

DEMOSTRACION. Supongamos, por contradiccion, que A no es acotado. Entonces, para
todo M > 0 existe xpy € X tal que ||A(xp)|| > M ||zp]]. En particular, existe una
sucesion {x,tnen € X tal que ||A(z,)|| > n|lz.|| Vn € N. Notar que z,, # 6 para
todo n € N ya que en caso contrario se obtendria una contradiccion a partir de la
desigualdad anterior. Luego, definiendo

T

Zn = ——— + X VneN,
n ||
. 1 .
se sigue que ||z, — zo|] = —, lo cual prueba que {z,},en converge a xy. Sin embargo,
n
usando la linealidad de A se obtiene que
Alzn)
Az, = + A(xg),
n |zl
de donde 1A
T
[A(zn) = A(zo)|| = ——F— > 1,
n [z,
lo cual contradice la continuidad de A en x. O

3.2. Caracterizacién de L(X,Y)

El propdsito siguiente es caracterizar la eventual completitud del espacio £(X,Y"). Més
precisamente, probaremos que £(X,Y") es Banach si y s6lo si Y es Banach. En particular,
cuando Y es el cuerpo K, lo anterior probara lo afirmado al comienzo del Capitulo 2 en

cuanto a que todos los duales son completos. Necesitamos el siguiente resultado previo.
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LEMA 3.2 Sean X y Y espacios vectoriales normados sobre K y sean xg € X eyg € Y
tales que xo # 0. Entonces existe A € L(X,Y) tal que

Y
Awo) = w0 v nmw=%%.

DEMOSTRACION. De acuerdo al Teorema 2.7 (cf. Seccién 2.3.3 sobre otras consecuencias
del Teorema de Hahn-Banach), sabemos que existe un funcional F' € X' tal que || F|| = 1
y F(zo) = ||zo]|. Luego, podemos definir el operador A : X — Y dado por

mmr—ﬁﬁm

Vee X.

Es claro que A es lineal, porque F' lo es, y A(xg) = yo. A su vez, se tiene que

Al sup 4@ IF@Lol _ ol @] el el
=S T el ol P Tl Tl T ol
zeX zeX 0 0 reEX 0 0
T#6 T#0 x#£0
lo cual completa la demostracion O

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado aunciado.

TEOREMA 3.1 Sean X y Y espacios vectoriales normados sobre K. Entonces L(X,Y)

es Banach si y solo s1' Y es Banach.

DEMOSTRACION. Supongamos que L£(X,Y) es Banach y sean {y,},en una sucesién de
Cauchy en Y y xop € X tal que zy # 6. Entonces, aplicando Lema 3.2 se deduce la

existencia de una sucesiéon {4, },en € L(X,Y) tal que

Yn
o) =y v Al = ”%H WnenN.

Mas precisamente, de acuerdo a la demostraciéon de dicho lema, sabemos que

F
Ay(x) = ﬂyn VeelX,
o]l
donde F' € X' es tal que ||F|| = 1y F(xg) = ||zo||. Se sigue que
F n~— Ym
A= A)@) = 2@ oy A = W=l e X v men,

ol o

con lo cual {A,}nen es de Cauchy en L£(X,Y). En consecuencia, si A € L(X,Y) es el

limite de esta sucesion, se obtiene que

lom — Axo) | = [ An(z0) = Alxo)]| = [[(As — A)a)]| < [4n — Al o]l "= 0,



74 CAPITULO 3. OPERADORES LINEALES

y por lo tanto {y, fnen converge a A(xg) en Y.

Reciprocamente, supongamos que Y es Banach y sea { A, },en una sucesion de Cau-
chy en L£(X,Y). Esto significa que dado € > 0, existe N € N tal que

[An — Anll < € Vn, m > N,
lo cual, en virtud de la Definicién 3.4 y ecuacién (3.3), es equivalente a escribir:
|An(z) — Ap(2)|| < €]l Vee X, VYn, m > N. (3.6)

Se sigue de (3.6) que para cada x € X, {A,(7)}nen es una sucesion de Cauchy y por lo
tanto convergente en Y. De este modo, podemos definir el operador A : X — Y dado
por

Ax) = n%l_r)lclx) Ap(x) Vo e X,

el cual es claramente lineal. Ademas, fijando n > N y aplicando la desigualdad triangular

y (3.6), obtenemos:
[An(z) = A(2)|| < ellz]l + [[Am(z) = A()  Vm =N,

de donde, tomando limite cuando m — oo, resulta:

[An(z) — A(z)|| < ellzf]l  Yee X, Vnz=N. (3.7)
En particular, para e = 1 existe M € N tal que

[An(z) = A(z)|| < =] Vee X, Vn=M,
y en consecuencia

[A@)] < [[A(x) = Au ()| + [[Au @) < A+ [[AulD) [l Ve X,
lo cual prueba que A es acotado y asi A € L(X,Y). Por dltimo, de (3.7) se deduce que
|A, — Al < e VYn > N,

y por lo tanto { A, }nen converge a A en L(X,Y). O

Se concluye esta seccion con la demostracién de la identidad (3.5).
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LEMA 3.3 Sean X eY espacios vectoriales normados sobre el cuerpo K, tales que Y es
no trivial. Entonces
[ A(2)]] [A()]]

x —_ sup = mzix TR
|| H Aigzg/) ||A|| Ae/f;(é)é,Y) ||A||

Vee X. (3.8)

DEMOSTRACION. Si z = 6 la identidad es inmediata ya que A(f) =60 VA e L(X,Y).

Si x # 0, elegimos un vector yg € Y, yg # 0, y aplicamos Lemma 3.2. De este modo, se

sigue que existe Ag € L(X,Y) tal que Ap(z) = yo v || Aol| = ”HyTOIIH’ lo cual implica que
[A@)] _ [[Ao(z)]
sup > = ||=|| VeeX.
aeccey) A [ Ao
A#6
Por 1ltimo, es claro que
Az
sup  A@I Izl Voex,
aeccey) A
A#6
lo cual completa la demostracion. O

3.3. El operador adjunto en espacios normados

Sean X, Y espacios vectoriales normados sobre el cuerpo K, y sea A € L(X,Y). Enton-

ces, dado GG € Y’ definimos el funcional Go A : X — K como
(GoA)(z) := G(A(x)) Ve e X.

Es claro que G o A es lineal y acotado porque G y A lo son, y por lo tanto Go A € X'.

Esto induce la definiciéon del operador

AY — X'
G — A(GQ) = GoA,

el cual se llama OPERADOR ADJUNTO de A.

LEMA 3.4 Dado A € L(X,Y) se tiene A" € LIY', X') y ||A]| = [|4']].
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DEMOSTRACION. La linealidad de A’ se sigue de las definiciones de suma y multiplicacién
por escalares en los espacios duales X’ e Y’ (ver (2.1) y (2.2) para el caso general). Para

el acotamiento de A’ observamos primero que

1A(G)] = [Go Al = sup GAEI

ex |l
TH#£0

< [ Al vGe ey,

lo cual prueba que A’ es efectivamente acotado y ||A’|| < ||A]|. Por otro lado, aplicando

la consecuencia del Teorema de Hahn-Banach dada por Lema 2.4, se obtiene

|G(A(=))] [A'(G) ()|
A(z)|] = sup ——=—"— = sup ——-——
L A TR A T
G+0 G+0
A(G
< @] i e
Gey’ ||G||
G+0
de donde ||A]| < [|A4']|, lo cual completa la demostracion. O

El siguiente lema, cuya demostracion se sigue directamente de las definiciones de
operador adjunto y de la suma y multiplicacién por escalares en £(X,Y) (ver (3.1) y

(3.2)), se deja como ejercicio para el lector.

LEMA 3.5 Sean X, Y, Z espacios vectoriales normados. Entonces
i) (A+ B = A+ B VA, B e L(X,Y).
ii) (¢ A) = aA Vae K, VAeL(X)Y).

iii) (AB) = B'A' VA€ L(X,Y), VBe LZX).

El siguiente ejemplo ilustra el calculo explicito de un operador adjunto.

EJEMPLO 3.2 Sea X el espacio vectorial real de las funciones continuas sobre [0, 1], provisto de

la norma uniforme ||ul| := m[(z)ix] lu(t)] Vue X,y sean {po,pi,...,pn} los n+ 1 polinomios
te[0,1

moénicos de X, esto es p;(t) == ¢/ Vt € [0,1], Vj € {0,1,...,n}. Entonces, se define el

operador A : X — X como
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El objetivo es probar que A € £(X) y encontrar su adjunto A’. Para ello, dado j € {0,1,...,n},

se define el funcional F; : X — R por

1
Fj(u) ::/0 u(t) pj(t) dt Vue X.

Es claro que F} es lineal y acotado. En particular, para el acotamiento se tiene facilmente

1

1
IFy(u)] < /0 u(t)] [p; ()] dt < /O ;O dt ull < Jull,

lo cual prueba que F; € X'y |[Fj|| < 1. Utilizando estos funcionales, podemos redefinir el
operador A como

Au) = Z Fj(u) pj Vue X,

n
=0

<

el cual es claramente lineal y acotado ya que cada uno de los F} lo es. De este modo, dado

G € X'y u e X, se obtiene

A(G)(u) = (GoA)(u) = G(A(u)) = G( Fj(u) pg)
=0
= Fi(uw) Gpj) = Y G(p;) Fj(u) = ( G(p])Fg) (),
j=0 j=0 §=0
con lo cual .
AG) = Glp))F; VG e X'.
7=0

3.4. El operador adjunto en espacios de Hilbert

Sean (X, (-,-)x) e (Y,(-,-)y) espacios de Hilbert sobre K y sea A € L(X,Y). Dado

y € Y definamos el funcional

X — K
z — (A®),y)y,

el cual es claramente lineal y acotado. En efecto, la linealidad se sigue del hecho que A
y la primera componente del producto escalar (-, -)y son lineales. A su vez, aplicando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene que

| (A@), )y [ < [[A@Hyll < ATz Tyl
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lo cual prueba que dicho funcional es acotado y que su norma es menor o igual que
| Al ly]]. Luego, aplicando el Teorema de Representacién de Riesz, se deduce que existe

un unico z € X tal que

Este andlisis induce la definicién del operador

AY — X
. (3.9)
y — A'(y) = z,
el cual se llama ADJUNTO DE HILBERT de A y estd caracterizado por la relacion
(A(x),y)y = (z, A"(y))x Vee X, VyeVY. (3.10)

El andlogo del Lema 3.4 se prueba a continuacion.

LEMA 3.6 Dados X eY espacios de Hilbert y A € L(X,Y), se tiene A* € L(Y,X) y
[A*[] = {[A}

DEMOSTRACION. La linealidad de A* se sigue de la caracterizacién (3.10) y de las pro-
piedades de los productos escalares. En efecto, dados y1, 2 € Y y a1, as € K, se

tiene

(x, A (a1 ph + o y2))x = (A(z), 11 + ao )y = a1 (A(z), 1)y + ao (A(x), y2)y
= ay(z, A"(n1))x + aa(z, A" (y2))x = (z,00 A*(y1) + a2 A*(y2))x Vo € X,

lo cual prueba que A*(ayy1 + asys) = a3 A*(y1) + ag A*(y2). A su vez, usando el
Teorema de Representacién de Riesz en X, la identidad (3.10) y la desigualdad de

Cauchy-Schwarz, se obtiene

* L, A* y) X A YY)y
4@l = sup LA g BV gy vy ey,
x|l x|l
x#0 T#0
de donde A* es acotado y [|[A*||] < ||A]]. Procediendo de manera andloga, usando ahora
el Teorema de Representacion de Riesz en Y, y nuevamente la identidad (3.10) y la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, se demuestra que ||A]| < ||A*||, lo cual concluye la

demostracién. O



3.4. EL OPERADOR ADJUNTO EN ESPACIOS DE HILBERT 79

Por otro lado, notar que los operadores A* y A’ estan relacionados segtn el siguiente

diagrama conmutativo

A
X = Y
A*
Rx 1 T Ry
Al
X — Y,
es decir
A* = Rx o A o Ry,
o bien

DEFINICION 3.6 Sean X un espacio de Hilbert y A € L(X, X). Se dice que A es AUTO-
ADJUNTO si A = A*.

EJEMPLO 3.3 Sean (X, (-,-)x) e (Y, (:,-)y) espacios de Hilbert, y, dado m € N, consideremos
conjuntos {Fy, Fy, ..., Fp} € X', {z1,29,....,z;m} C X, e {y1,92,..,ym} C Y. Entonces se
definen los operadores A: X - Y y B: X — X por

m
ZF] x)yj Ve e X,
=1

<.

NE

B(x) := (x,zj)xx; Vo e X.

<.
Il
-

El objetivo de este ejemplo es calcular A* y luego mostrar que B es autoadjunto. En efecto,
de acuerdo al Teorema de Representacién de Riesz, para cada j € {1,2,...,m} existe un tinico

zj € X tal que Fj(z) := (r,2;)x Vo € X. Se sigue que
=Y (wz)xy VoeX, (3.11)
j=1

y luego, dado y € Y, se tiene

(A(z),y)y = <Z<J%Zj>x Yi Y > = (r,7)x W)y = <$,Z(y,yj>yzj> ;

J=1 J=1 Jj=1 X
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de donde se deduce que .
A () = > Wy e (3.12)
j=1
Por otro lado, puesto que B es un caso particular del operador A (escrito en la forma (3.11)
conY = X yz; =y; = x;), se obtiene directamente de (3.12) que
m
B*(z) = Z (x,zj)x x; = B(z),

Jj=1

lo cual prueba que B es autoadjunto.

3.5. La ecuacion fundamental

3.5.1. Preliminares

Sean X e Y espacios vectoriales normados sobre el cuerpo K, y sea A € L£(X,Y). Dado

y € Y, la ecuacion fundamental consiste en:
Hallar z € X tal que A(z) = vy, (3.13)

es decir, encontrar una pre-imagen de y a través del operador A. Con el objeto de

analizar este problema, se introducen los siguientes conjuntos.

DEFINICION 3.7 Se define el espacio nulo o kernel de A como:
NA) ={xzeX: Alx) =10}.
DEFINICION 3.8 Se define el rango o recorrido de A como:

R(A) = {yeY: existexec X talque A(z) =y}.

Es facil ver que N(A) y R(A) son subespacios de X e Y, respectivamente. Ademas,
puesto que N(A) es la imagen inversa por A de {0}, se sigue que N(A) es cerrado. Por
otro lado, es claro que el operador lineal A es INYECTIVO si y s6lo si N(A) = {6},
lo cual dice que, de haber solucién para (3.13), ella es tnica. A su vez, el operador A
es SOBREYECTIVO si y sblo si R(A) = Y, lo cual significa que (3.13) tiene siempre al

menos una solucion.
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El siguiente objetivo es caracterizar R(A). Para este efecto, consideremos un elemento
y € R(A). Se sigue que existe x € X tal que A(z) = y, y luego, dado G € N(A’), se
tiene que

Gly) = GA@) = A(G)(x) = 6. (3.14)

Lo anterior motiva la siguiente seccion.

3.5.2. Anuladores y ortogonales
Comenzamos con las definiciones clasicas de anuladores.

DEFINICION 3.9 Sea X un espacio vectorial normado y sea S C X. Un funcional F € X'
se dice ANULADOR de S si F(z) = 0 Yx € S. En tal caso, se introduce también el

conjunto anulador de S
SO::{FEX/: F(x) =0 VIES}.

DEFINICION 3.10 Sea X wun espacio vectorial normado y sea T C X'. Un elemento
x € X se dice ANULADOR de T si F(x) = 0 VYF € T. En tal caso, se introduce

también el conjunto anulador de T

“T={zeX: F(x)=0 VFeT}.

De acuerdo a lo anterior, la ecuacién (3.14) es equivalente a decir que y € °N(A'),

y por lo tanto se ha demostrado asi que:
R(A) C °N(A"). (3.15)

En el caso en que (X, (-,-)x) e (Y, (-, )y) son espacios de Hilbert y A € £ (X,Y),
lo anterior se reduce a
R(A) C N(A")*.. (3.16)
En efecto, dado y € R(A) existe x € X tal que y = A(z). Luego, si z € N(A*) se
obtiene
(y, 2)y = (A(2), z)y = (2, A%(2) )x = (z,0)x =0,
lo cual prueba que y € N(A*)L. Con el objeto de deducir eventuales reciprocos de las

inclusiones (3.15) y (3.16), se necesitan algunos resultados adicionales sobre conjuntos

anuladores y ortogonales.
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LEMA 3.7 Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado y sean S C X y T C X'
Entonces S° y °T son subespacios cerrados de X' y X, respectivamente.
DEMOSTRACION. Procedemos a demostrar sélo para °7T'. El caso de S° es analogo. Es
claro que F(f) =0 VF € X' |y en particular F() =0 VY F €T, lo cual prueba que
0 € °T. Asuvez, dados o, 0 € R, z, 7 € °T'y F' € T, se obtiene:

Flaz +07) = aF(z)+F(X) = a-0+5-0 =0,

con lo cual ax + Bz € °T, probando asi que °T" es un subespacio de X. Para ver que
°T" es cerrado, consideremos una sucesién {a:n} C °T que converge a x € X. Asi,

dado F' € T, se tiene:

neN

n—oo

| Fz)| = [F(z) = Flzn) [ = [ F(z —z0) | < [Fl[|2 =20l — 0,
y por lo tanto x € °T. O
LEMA 3.8 Sea (X, (- ,')X) un espacio de Hilbert con aplicacion de Riesz R : X' —
X,ysean S C X yT C X'. Entonces
St =R(S°) y °T = R(T)*

DEMOSTRACION. Se tiene claramente

reSte (s,xy =0 VseS
& R Yx)(s)=0 Vse S

R~ (x)

4

A su vez,

O

Notar que la identidad S+ = R(S°), junto con lo estipulado por Lema3.7 y el
hecho que R : X’ — X es una biyeccién isométrica, garantizan que S+ también es un

subespacio cerrado de X.
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LEMA 3.9 Sea M un subespacio cerrado de un espacio vectorial normado (X || - |)-
Entonces °(M°) = M

DEMOSTRACION. Procedemos por doble inclusion. Sea x € M. Se sigue claramente que
F(z)=0 VF € M°, lo cual indica que x € °(M°), y por lo tanto M C °(M°). Para
la otra inclusién utilizaremos el contrareciproco. En efecto, sea © € X tal que x ¢ M.
Puesto que M es cerrado se tiene que dist (z, M) > 0. Luego, aplicando la consecuencia
del Teorema de Hahn-Banach dada por Teorema 2.8, se deduce que 3 F € X' tal que
|F|| = 1, F(&) = dist(z, M) y F(m) = 0 Vm € M. Esto indica que F € M°, y
dado que F(Z) # 0, se tiene que & & °(M°). De este modo se concluye que °(M°) € M,

lo cual completa la demostracion O

Como corolario de los Lemas 3.8 y 3.9 se obtiene el siguiente resultado.

LEMA 3.10 Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert (X, (-, )) Entonces
(MYt = M.
DEMOSTRACION. Utilizando el resultado del Lema 3.9 y las identidades del Lema 3.8, se

obtiene:
M = °(M°) = *(RT(MY)) = {R(RT (M)} = (MH*.
O

A continuacién se establece un resultado més general que Lema 3.9, en el cual no se
considera un subespacio cerrado vectorial normado sino sélo un subconjunto del espacio

vectorial normado.

LEMA 3.11 Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado y sean W C X y S el subespacio
cerrado generado por W. Entonces W° = 5° y S = °(W°).

DEMOSTRACION. Basta mostrar que W° = S° ya que entonces, de acuerdo a Lema 3.9,
se obtiene °(W°) = °(S°) = S. En efecto, puesto que W C S, es claro que S° C W°.
Resta probar que W° C S°. Para ello, sea F' € W° es decir F' € X'y F(z) =

0 Vz € W. Ahora, dado x € (W), el subespacio generado por W, existen N € N,
N

escalares aq, i, -+ ,ay € C, y vectores x1,29, -+ ,xy € W, tales que x = E ;X
i=1

N N
Se sigue que F'(z) = Z a; F(x;) = Z a;-0 = 0, lo cual prueba que F' € (W )°. Por
j=1 j=1
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tiltimo, para x € S = (W) existe una sucesion {z, }pen C (W) tal que , —> z,y
luego | F(z)| = |F(z) — F(x,)| = |F(x —z,)| < ||F|| ||z — 2n| == 0, de donde
F(z) = 0. Esto demuestra que F' € S°y por lo tanto W° C S°. O

El andlogo del resultado anterior para el caso Hilbert se establece como sigue.

LEMA 3.12 Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y sean W C X y S el subespacio
cerrado generado por W. Entonces W+ = Sty S = (WH)L,

DEMOSTRACION. Aplicando las identidades dadas por Lemas 3.8, 3.11 y 3.10, se deduce

facilmente que:
Wt =R(W°) = R(S°) =S+ y S =(SH)t = (WH*.
O

Finalizamos esta seccién con un par de resultados claves sobre el rango de un operador

lineal y acotado.

TEOREMA 3.2 Sea (X, |- ||x) e (Y, - |ly) espacios vectoriales normados, y sea A €
L(X,Y). Entonces:

1) R(A)° = N(A)
ii) R(A) = °N(A')
iii) R(A) es cerrado si y solo si R(A) = °N(A’).

DEMOSTRACION. Para ) se observa facilmente que

GeY'

G e R(A) & y G(z)=0 Vze R(A)
& GeY y GA@)=0 VeeX
& GeY y AG)(z)=0 VreX
& GeY y AG=0eX
& GeNA).

Luego, aplicando la segunda identidad del Lema 3.11, y notando que R(A) es el sub-

espacio cerrado generado por R(A), se deduce que:

CN(A) = °(R(A)°) = R(A),
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lo cual prueba ii). Finalmente, 7ii) se sigue de i) y del hecho que, de acuerdo al Lema
3.7, °T es un subespacio cerrado de Y VT C Y'. O

La version Hilbert del teorema anterior estd dada como sigue.

TEOREMA 3.3 Sea (X, (-, >X) e (Y, <','>y) espacios de Hilbert, y sea A € L(X,Y).

Entonces:

i) R(A)* = N(A%)

i) R(A) = N(A*)*
ii) R(A) es cerrado si y sélo si R(A) = N(A*)*L.

DEMOSTRACION. La parte i) se puede probar directamente, de manera andloga a la
demostracion de i) en Teorema 3.2. Alternativamente,siRx : X' - Xy Ry : YV = Y
son las aplicaciones de Riesz correspondientes, recordamos primero de la Seccion 3.4 que
A" = Ry o A* o Ry. Sesigue facilmente que N(A’) = Ry (N(A*)), y luego, aplicando

la primera identidad del Lema 3.8 y Teorema 3.2, parte i), se obtiene
R(A)" = Ry (R(A)°) = Ry(N(A)) = Ry (Ry(N(A9)) = N(A"),

lo cual prueba también 7). Entonces, utilizando ahora la segunda identidad de Lema
3.12, se deduce que N(A*)+ = (R(A)*)t = R(A), lo cual prueba ii). Por tltimo, i)

es consecuencia de 74) y del hecho que N(A*)t es un subespacio cerrado de Y. a

En el caso en que Y es de dimensién finita, R(A) es ciertamente cerrado, y por lo
tanto, dado que N(A*)* es también cerrado, el teorema anterior se resume simplemente
con la identidad R(A) = N(4*)*L.

EJEMPLO 3.4 El presente es un ejemplo cldsico en dimensién finita, el cual tiene que ver
con la resolucién de un sistema lineal de ecuaciones. En efecto, sea R"*™ el espacio de las
matrices de orden nxm con coeficientes reales, y sean A € R"*™ y b € R". Entonces,
interesa el sistema lineal: Hallar x € R™ tal que Ax = b. Equivalentemente, si denotamos
X=R" Y=R" y A: X — Y el operador lineal y acotado inducido por A, es decir
A(x):= Az V € X, entonces resolver el sistema se reduce a averiguar si b pertenece o no a

R(A). Para este efecto, recordemos que A* : Y — X estéd definido por A* (y) = Aly Vy €
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Y. Luego, en virtud del Teorema 3.3, el cual en dimension finita se reduce simplemente a la
identidad ~R(A) = N(A*)*, se deduce que Az = b tiene solucién

< be R(A

& be NAHE

< (b,z)pn =0 Vz e N(AY)

& (b,2)gn =0 Vz € R" talque A’z =0.

Es decir, el sistema lineal es soluble si y sélo si el lado derecho b es ortogonal a todas las
soluciones del sistema transpuesto homogéneo. Ahora, en el caso particular en que n = m, es
decir X =Y = R", se tiene que | A| = | A'|, y por lo tanto
RA) =Y & NA)t =Y & NA*) = {0}
S A £ 0 |A]l £ 0 & N(A) = {6},
lo cual prueba que A es sobreyectivo si y sélo si A es inyectivo. Este resultado se conoce como

la ALTERNATIVA DE FREDHOLM en dimensién finita, y puede deducirse también a partir del

Teorema de las Dimensiones, el cual establece que

n = dim N(A) + dim R(A).

3.6. El operador inverso

Sean X e Y espacios vectoriales normados y sea A € L(X,Y). Es claro que la ecuacion
fundamental A(z) = y tiene solucién para todo y € R(A), y esta solucién es tnica si
N(A) = {6}. Estos hechos inducen la siguiente definicién.

DEFINICION 3.11 Sea A € L(X,Y) talque R(A) =Y y N(A) = {0}. Entonces,
se denota A™' 'Y — X, y se llama INVERSO de A, al operador que a caday € Y le
asigna el inico v € X tal que A(x) = y. En tal caso, se escribe x = A~Y(y) Vy € Y.

El objetivo principal de esta seccion es discutir el Teorema de la Inversa Acotada, el
cual da condiciones suficientes para el acotamiento de un operador inverso. Para ello se
prueba primero que este resultado es equivalente al Teorema del Grafo Cerrado. Ambos
teoremas y la equivalencia mencionada se enuncian y demuestran, respectivamente, mas

adelante. Previo a ello se necesita introducir el concepto de operador cerrado.

En lo que sigue, A : D(A) € X — Y es un operador lineal, no necesariamente

acotado, cuyo dominio D(A) es un subespacio de X.
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DEFINICION 3.12 Sea A : D(A) C X — Y lineal. Se dice que A es CERRADO si para
toda sucesion {x,}nen C D(A) tal que z, == z € X y Az, == y € Y, se
tiene necesariamente que x € D(A) y A(x) = y.

A continuacion damos una definicién equivalente de operador cerrado. En efecto,
recordemos primero que el espacio producto X x Y := {(z,y) : x € X,y € Y},

provisto de las operaciones:

+: X xY)x (X xY) — XxY

(w1, 1), (T2, ¥2)) — (71, 1) + (22, y2) 1= (21 + 72, Y1 + o)
R x (X xY) — X xY
(o, (z, ¥)) — a-(z,y):= (az, ay)

es un espacio vectorial. Ademds, provisto de la norma producto (u otra equivalente):
[z, )l =1zl + 1yl Vi, y) e XxY,

X X Y es un espacio vectorial normado. Mas atn, si X eY son espacios de Banach, el
producto X x Y también lo es.

Por otro lado, se define el grafo del operador lineal A : D(A) € X — Y, y se
denota G(A), al subespacio de X x Y dado por:

G(A) := {(z,A(x)) : =z € D(A)}.

Notar que el elemento nulo de X x Y es (0x, fy), y puesto que A es lineal se tiene
Ox € D(A) y A(fx) = by, lo cual muestra que (0x, Oy) € G(A).

En virtud de lo anterior y la Definicion 3.12 es facil ver que el operador lineal A :
D(A) € X — Y es cerrado si y sélo si G(A) es un subespacio cerrado de X x Y.
En particular, notar que si A es acotado, es decir A € L(X, Y), entonces claramente
A es cerrado. El siguiente ejemplo, en el cual se explicita un operador cerrado que no es

acotado, confirma que el reciproco no es necesariamente verdadero.

EJEMPLO 3.5 Sea X = (([0,1]) provisto de la norma uniforme

[w] := méx |u(t)] Vu € X,
te[0,1]
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con la cual sabemos que X es Banach. Definamos el operador dado por la derivada clasica

A: DA CX — X
'

u — A(u) = o

Notemos que D(A) = C1(]0,1]). A continuacién probamos que A no es acotado y que, sin
embargo, A es cerrado. En efecto, dado n € N, sea p, € X el polinomio definido por
pu(t) 1=t Vt € [0,1]. Se sigue que A(p,) = qn, donde @, (t) := nt"t Vt € [0,1],

y luego:
[A@) o [A@I] _ llanll _

zepy el = deall leal
z#£ 0

Vn €N,

de lo cual se deduce que A no es acotado. Ahora, para ver que A si es cerrado, consideremos

una sucesion {z,}nen € D(A) tal que =, — z € X y Ax,) == y € X, esto es

|zn — 2] =30 y | f — yl| == 0. Luego, para cada t € [0,1] se tiene

‘/Ot xh(s)ds — /Ot y(s)ds

t
= / |27,(s) — y(s)|ds <[z, — y| = 0,
0

-1/ ah(s) — y(s)) ds

lo cual prueba que

t t
/ y(s)ds = lim x (s) ds.
0

n—oo 0

Se sigue asi, usando la convergencia puntual de x,, que

I
8
—~
~
~—
|
8
—
(=)
~

/0 y(s)ds = lim {x, (t) — =, (0)}

n—oo

de donde

Esta identidad prueba que z € D(A) y A(z):= 2

I
=

A continuacién presentamos el Teorema de la Inversa Acotado (T.I.A.) y el Teorema

del Grafo Cerrado (T.G.C.), y probamos que ellos son equivalentes.

TEOREMA 3.4 (TEOREMA DE LA INVERSA ACOTADA) Sean X eY espacios de Banach
ysea A € L(X,Y) tal que R(A) =Y y N(A) = {0x}. Entonces At € L(Y,X).

TEOREMA 3.5 (TEOREMA DEL GRAFO CERRADO) Sean X eY espacios de Banach y
sea A 1 D(A) € X — Y wun operador lineal cerrado tal que D(A) = X. Entonces
A e L(X)Y).
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TEOREMA 3.6 T.IA. & T.G.C.

DEMOSTRACION.

(<) Supongamos vélido el T.G.C., y sean X e Y espacios de Banach,y A € L(X,Y)
tal que R(A) = Yy N(A) = {0x}. Entonces, existe el operador inverso A™' : ¥ — X
el cual es lineal y satisface obviamente que D(A™') = Y. Con el objeto de aplicar el
T.G.C. y concluir asi que A™' € L(Y, X), s6lo resta mostrar que A~! es cerrado. Para

ello, sea {yn}nen C Y tal que
g Sy €Y y Aly,) = e X

Como A es acotado, se sigue que  y, = A(A X (y,)) — A(x), y por la unicidad del
limite se deduce que y = A(x), o bien x = A~!(y), lo cual prueba que A~! es cerrado.

(=) Supongamos valido el T.I.A., y sean X eY espacios de Banach, y A: D(A) C
X — Y lineal, cerrado, tal que D(A) = X. Definamos el operador £ : G(A) — X por

E(x,A(x)) =2 Vo € DA)= X.

Puesto que A es cerrado, G(A) es un subespacio cerrado del Banach X X Y, y por lo
tanto G(A) también es Banach. Ademads, es claro que R(E) = Xy

N(E) = {(z, A(z)) : = 0x} = {(6x,0v)}.
A su vez,
[ E(@, Alx)) | = [zl < [zl + [[A(@) [ = [|(z,A(@)) ]| V(z,A(z)) € G(A),

lo cual muestra que E es acotado y || E'|| < 1. Resumiendo, £ € L(G(A),X) y E es
biyectivo, con lo cual el T.I.A. implica que E~! € L(X,G(A)). Esto significa que existe
C > 0 tal que

IEZ @) || < Cllz]l Vo e X,

es decir
| (z, A@@) | = [[z]| + [[Ax)[| < Clz] V2 € X,

de donde || A(z) || < C|| = || Vz € X, probando asi que A € L(X,Y). O

Antes de demostrar uno de los dos teoremas (T.I.A. o T.G.C.), ahora establecemos

una versiéon mas general del Teorema de la Inversa Acotada.
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TEOREMA 3.7 (VERSION MEJORADA DEL T.I.A.) Sean X eY espacios de Banach y
sea A : D(A) C X — Y lineal cerrado tal que N(A) = {0x} y R(A) =Y.
Entonces A™' € L(Y, X).

DEMOSTRACION. Definamos primero || - ||4 : D(A) — R por
[zla:= lzl+ [[A@) [ Yz e D(A),

la cual, es facil verlo, constituye una norma sobre D(A). Probemos que (D(A) || - ||4) es

n,m— 00

completo. En efecto, sea {z,}neny € D(A) tal que ||z, — zm|la  — 0. Se sigue que
|Zn — Zm| "= 0y || Alzn) — A(zn)]| 2= 0, y puesto que X e Y son Banach
se deduce que existe x € X ey € Y tales que 7, —> xy A(z,) —> y. Luego, como

A es cerrado, se concluye de aqui que x € D(A) y A(x) = v, lo cual implica que

2w = 2lla= loa — oll + | AGza) = A@) ]| = N0 — o]l + | Ala) — gl "= 0.
Entonces, sabiendo ahora que (D(A), || - ||a) es un espacio de Banach, se define el

operador A : (D(A), || - |l4) — Y por A(z) = A(z) Vz € D(A). Es claro que A es

lineal, y ademas
[A@) | = [A@) | < [zl +[A@) ]| = llzlla Yz € D(A),

lo cual muestra que A es acotado y || A || < 1. Notemos también que N(A) = N(A) =
{0x} v R(A) = R(A) = Y. Por lo tanto, aplicando el T.LA. se deduce que A~! €
LY, (D(A), || - ||a)), lo cual significa que existe C' > 0 tal que

1A W) la < Cllyll Yy €Y,

es decir
TAT W) [+ Iyl < Cllyll Vy €Y,

de donde || A7 (y) || < C|ly|l Yy € Y, probando asi que A=t € L(Y, X). O

Es importante observar, de acuerdo a la demostracién anterior, que la versiéon me-
jorada del T.I.A. (de ahora en adelante T.I.A.M.) es consecuencia del T.I.A. original
(ver Teorema 3.4). Puesto que claramente T.I.A.M. implica T.I.A., se deduce que ambos
teoremas son equivalentes entre si, y por lo tanto equivalentes también al T.G.C.. De

hecho, es facil ver que en la primera implicacion del Teorema 3.6 basta suponer que
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A:D(A) C X — Y eslineal y cerrado, tal que R(A) = Y y N(A) = {0x}. En efecto,
dada la sucesion {y,}nen C Y tal que

Yo —> y €Y y ATNy) =z € X,

se deduce en tal caso que z € D(A) y A(x) = y, de donde z = A~'(y), probando
asf que A™! es cerrado. En otras palabras, A lineal cerrado y biyectivo implica que A~}
también es cerrado. De este modo, la primera implicacién del Teorema 3.6, modificada
segun se indica aqui, constituye una demostracion alternativa del T.I.A.M., ahora a

partir del T.G.C..

Los teoremas y observaciones anteriores se resumen en el siguiente resultado.

TEOREMA 3.8 T IT.AM. & T.I1.A. & T.G.C.

3.7. Otros dos teoremas clasicos

En esta secciéon demostramos otros dos resultados clasicos del Analisis Funcional, el
Teorema de la Aplicacién Abierta (T.A.A.), el cual, entre otras consecuencias, implica
el T.ILA.) y el Teorema de Banach-Steinhauss, también conocido como el Teorema del

Acotamiento Uniforme. El enunciado respectivo del primero de ellos es como sigue.

TEOREMA 3.9 (TEOREMA DE LA APLICACION ABIERTA) Sean X eY espacios de Ba-
nach y sea A € L(X,Y) tal que R(A) = Y. Entonces, existe r > 0 tal que

By(0,r) C A(Bx(0,1)). (3.17)

Comenzamos el andlisis probando que la inclusién (3.17) implica que A transforma
abiertos de X en abiertos de Y, lo cual justifica el nombre del teorema anterior. Mas

precisamente, se tiene el siguiente resultado.

LEMA 3.13 Sean X eY espacios de Banach y sea A € L(X,Y). Supongamos, ademds,
que eziste r > 0 tal que By (0,7) C A(Bx(0,1)). Entonces, para todo abierto U de X
se tiene que A(U) es abierto de Y.

DEMOSTRACION. Sea U un abierto de X, y sea yo = A(xg) € A(U) con zy € U. Se sigue
que existe § > 0 tal que Bx(z9,0) C U, o bien 2o+ Bx(6,6) C U, de donde, aplicando

el operador A, resulta
Yo + A(Bx(0,0)) € A(U).
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Ahora, de la hipétesis se tiene que By (6,6r) C A(Bx(0,0)). En efecto,

lyl <or = % € By(0,7) = %e A(Bx(0,1)) = y € A(Bx(6,9)).

Luego, se deduce que y € By (yo,0r) = y—yo € By(8,0r) = y—yo € A(Bx(0,9)) =
y € yo+ A(Bx(6,0)) = y € A(U), lo cual muestra que By (yo,6r) € A(U), y en

consecuencia A(U) es abierto de Y. 0

A continuacién se demuestra el T.I.A. usando precisamente el T.A.A.

TEOREMA 3.10 (T.I.A. CON DEMOSTRACION) . Sean X e Y espacios de Banach y
sea A € L(X,Y) tal que R(A) =Y y N(A) = {0x}. Entonces A~* € L(X,Y).

DEMOSTRACION. Puesto que A es sobreyectivo podemos aplicar el T.A.A., deduciendo
asi que existe r > 0 tal que By (0,7) C A(Bx(0,1)). Luego, dado z € X tal que
| A(x) || < r, se tiene que A(z) € A(Bx(6,1)), lo cual significa que existe z € X, || z || <
1, tal que A(z) = A(z). Puesto que A es inyectivo se sigue que = = z y por lo tanto

|z || < 1. Ahora, dado x € X tal que z # 6, se tiene obviamente que

[4(rye) | = <7 vec 0

y por lo tanto, gracias al analisis anterior, se obtiene que

er
H —HA(%’)H:C <1l Vee (0,1),

o bien .
—| A \% 0,1).
Hx||<€7,|| (ZL’)H €€<a )

Asi, tomando lim se concluye que

e—1
1
lell <~ A@) I Ve X,

lo cual prueba que A~ es acotado y || A1 < 2. O

El siguiente ejemplo constituye una aplicaciéon interesante del T.I.A.

EJEMPLO 3.6 Sea X un espacio vectorial y sean || - |1, ]| - || normas sobre X tales que

(X, - l1) v (X, | - |2) son espacios de Banach. Suponga ademds que existe C' > 0 tal que
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|z|li < Cllzll2 Va € X. Entonces |- |1 y ||-||2 son equivalentes, es decir existe otra constante
¢ > 0 tal que
[z]2 < cllz]i VzeX.

Para ver esto, consideremos el operador identidad I : (X, - [2) — (X,]| - [1), el cual es

claramente lineal, biyectivo y acotado, ya que
[ I(z)[l1 = [lz]s < Cllzlls VzeX.

Aplicando el T.ILA. se deduce que I~! también es acotado, lo cual significa que existe ¢ > 0
tal que
[T (@) [l2 = l|lzfl2 < cllzi Vz e X.

El siguiente objetivo es la demostracion del T.A.A., la cual separamos en los lemas
3.15 y 3.16 que probamos a continuacién. El clasico Lema de Baire, que recordamos

ahora, se utiliza para el primero de ellos.

LEMA 3.14 (LEMA DE BAIRE) . Sea X un espacio métrico completo y sea { X, }nen una

sucesion de conjuntos cerrados en X tal que X, = 0 Vn € N. Entonces U X, = 0.
neN

Es importante notar aqui que este resultado se usa habitualmente en el sentido
contrareciproco. En otras palabras, si X es un espacio métrico completo y {X,, },en es

una sucesion de cerrados de X tal que U X, = X, entonces necesariamente existe
neN

l{;GI\Itadque)gk7«'é 0.

Ahora procedemos a enunciar y demostrar los lemas que implican el T.A.A.. Cuando

no haya lugar a confusion se omiten los subindices de las bolas abiertas.

LEMA 3.15 Sean X eY espacios de Banach y sea A : X — Y lineal tal que R(A) = Y.
Entonces, existe r > 0 tal que  B(0,2r) C A(B(0,1)).

DEMOSTRACION. Para cada n € N definamos X,, = n A(B(6,1)). Puesto que A es sobre-
yectivo, dado y € Y existe z € X tal que A(z) = y. Si N € N es tal que ||z]| < N,
entonces y = N A(5) = N A(z) con ||z[| < 1, lo cual prueba que y € Xy y por lo

tanto Y = U X,,. Asi, aplicando el Lema de Baire se deduce que existe k € N tal que
neN
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)gk # (), o bien, equivalentemente, A(B(6,1)) # (). Se sigue que existen yo € Y y r > 0

tales que

B(yo,4r) C A(B(6,1)). (3.18)
En particular, puesto que claramente yo € A(B(0, 1)), existe una sucesion {z, tnen C
B(6,1) tal que yo = lim A(z,), y por lo tanto  (—yp) = lim A(—z,), lo cual indica
que (—yp) también pertenece a A(B(6,1)). A partir de este hecho y de la inclusién (3.18)

se obtiene que

B(0,4r) C A(B(0,1)) + A(B(6,1)) = 2 A(B(6,1)). (3.19)

En efecto, z € B(0,4r) = 2z =z + yo + (—yo) con (z +yo) € B(yo,4r) C A(B(0,1))
v (—yo) € A(B(0,1)). Ademads, es facil ver que la igualdad en (3.19) se sigue de la
convexidad de A(B(#,1)). Finalmente, de (3.19) se deduce que B(0,2r) C A(B(0,1)),

lo cual completa la demostracion. O

LEMA 3.16 Sean X e Y espacios de Banach y sea A € L(X,Y). Suponga que existe
r >0 tal que B(0,2r) C A(B(0,1)). Entonces, B(0,r) C A(B(6,1)).

DEMOSTRACION. Sea y € Y tal que ||y|| < r. Debemos probar que existe z € X tal que
|z < 1y A(z) = y. Sea § > 0 tal que y, := (1 + )y € B(#,r). Puesto que 2y, €

B(0,2r) C A(B(0,1)), se sigue que existe z € X, ||Z|| < 1, tal que ||2y, — A(Z)|| <, o

1
2

puesto que 4(y, — A(z1)) € B(0,2r), existe otro z € X, [|Z]| < 1, tal que

14(y; = A(=z1)) = AG)| <1,

de donde, definiendo 2, = 17, se obtiene que ||z2]| < 1/4 v |ly,— A(z1)— A(z0)|| < r/4.

bien, definiendo z; = 37z, se tiene que ||z1]| < 1/2y ||y, — A(21]|) < r/2. Andlogamente,

Siguiendo de esta forma se construye por recurrencia una sucesién {z,},en C X tal

1 n
que ||z, < o Y lly, — A(z,)|| < 2% Vn €N, donde z,, = Z z;. Dado que la serie
j=1

1
Z on es convergente, se deduce que {x, },en es de Cauchy en X, y por lo tanto existe

n=1

z, € X tal que z, "= z,. Ademis,

n

2%
1

Jj=

n n
1
|z, || = lm ||z,| = lim < lim E l|lz;]] < lim E — =1,
n—00 n—00 n—00 = n—o00 sy 27
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esto es [|z;|| < 1, y de la relacién |y, — A(z,)| < r/2" Vn € N se concluye que
xé :Eé
1+9 146

< 1. O

y, = A(z,), estoesy = A tal que ||z| =

, 0 bien y = A(x) con x =

- <
1+5”$5” 1496

Finalizamos esta seccién con el Teorema de Banach-Steinhauss (T.B.S.), el cual

también es consecuencia del Lema de Baire.

TEOREMA 3.11 (TEOREMA DE BANACH-STEINHAUSS) Sean X e Y espacios norma-
dos tal que X es Banach y sea {A;}icr una familia, no necesariamente numerable, en
L(X,Y). Suponga que

sup [|4;(x)] < o0 Ve X.
iel
Entonces, existe M > 0 tal que

|A(z)| € M|z VYze X, Vie I.

DEMOSTRACION. Para cada n € N definamos el conjunto
X,={re X: |[A(z)| < nVie I}

Es facil ver que X,, es cerrado. En efecto, sea {z;}ren € X, tal que z, "— z € X.

Entonces, Vi € I se tiene que:
[Ai(z)|| = Hm [[As(zp)|| < lim n = n,
k—o0 k—oo

lo cual prueba que x € X,,. Alternativamente, el hecho que X,, es cerrado se sigue de
la identidad X, = m A;7Y(B(6,n)). Ahora, puesto que sup ||4;(7)]| <00 V€ X,

i€l el

se deduce que cada x € X pertenece a algiin conjunto X,,, y por lo tanto X = U X,.
neN

Se sigue del Lema de Baire que existe N € N tal que Xy # 0, lo cual significa que

existe xg € X y r > 0 tales que B(xo,7) C Xy. Asi, dado x € X,z # 6, definimos

z = o+ ﬁx, el cual pertenece a la bola B(xg,r), y por lo tanto a Xy, ya que
x

|z — xo|| = /2 < r. De acuerdo a lo anterior y al hecho que, obviamente, xy € Xy, se
tiene que ||A;(2)|| < N vy ||Ai(zo)|| < N Vi€ I, lo cual implica que

4l = 422 - )| = 2L e - oo

r

2
< H;CH{HA,-(Z)H +lAi@o)l} < Mlz| Vae X, Vie T,
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4N
con la constante M = —. O
r

Dos corolarios interesantes del T.B.S. estan dados por los siguientes lemas.

LEMA 3.17 Sean X e Y espacios normados tal que X es Banach y sea {A,}nen C

L(X,Y) tal que para cada x € X la sucesion { A, (x) }nen s convergente en’Y . Entonces:
a) sup ||A,] < + 0.
neN

b) El operador A : X —Y definido por A(z) := lim A,(z) Vz € X, pertenece a
L(X,Y).

¢) Al < lim inf]| A,

DEMOSTRACION. Puesto que para cada x € X la sucesién {A,(x)},en es convergente,

ella es acotada en Y, esto es

sup |An(2)|| < +o0 Ve X,
neN

y por lo tanto, una aplicacién directa del T.B.S. implica a). Esto significa que existe
M > 0 tal que
|An(z)]| < M||z|| Vze X, VneN,

de donde, tomando lim se obtiene ||A(z)|| < M ||z|| Vz € X. Dado que A es cla-
ramente lineal (por la linealidad de cada A,,), lo anterior prueba que A € L(X,Y), es
decir b). Por dltimo, a partir de la relacion || A, (2)|| < ||An]| [|z]||| Vz € X, Vn € N,

se obtiene que:

@) = lim [A,@)] = lim inf [ 4,(2)]
< lim inf || A, ]| ||z|| = { lim ianAnH} || z|| Ve e X,
lo cual demuestra c). O

LEMA 3.18 Sea S un subconjunto de un espacio vectorial normado X sobre, R, y su-
ponga que para cada F € X' el conjunto {F(x) : x € S} es acotado en R. Entonces S
es acotado, es decir existe C' > 0 tal que ||z|]| < C Vx e S.
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DEMOSTRACION. Aplicamos el T.B.S. al siguiente contexto de espacios:
XX, YR, I+ 8,

y para cada x € S definimos el operador A, : X’ — R por A, (F) = F(z) VF € X"

De acuerdo a la hipétesis se tiene que

sup [ A, (F)| = sup |F(x)] < + oo,
ze S ze S

y por lo tanto, el T.B.S. implica que existe C >0 tal que
A(F) = [F@)| <C|F| VYFeX, Yaes.

De este modo, aplicando una consecuencia del T.-H.B. (ver Lema 2.4), se deduce que

para cada x € S:

F(z)| _
z|| = sup < C,
||l Sup
F£6
lo cual muestra el acotamiento de S. O

3.8. Acotamiento uniforme sin Lema de Baire

En esta seccion proporcionamos los detalles de una demostracion alternativa del Teorema,
de Banach-Steinhauss (cf. Teorema 3.11) que no hace uso del Lema de Baire y que, por
lo tanto, es de caracter autocontenido. Este resultado fue publicado recientemente en el

articulo:

ALAN D. SOBAL: A really simple elementary proof of the uniform boundedness theorem.
The American Mathematical Monthly, vol. 118, 5, pp. 450-451, (2011).

Comenzamos con el siguiente lema preliminar.

LEMA 3.19 Sean X e Y espacios vectoriales normados y sea A € L(X,Y). Entonces,
para todo x € X y para todo r > 0 se tiene

sup [l A(y)l| = [[A]l 7.

ye B(z,r)
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DEMOSTRACION. Sean x € X y r > 0. Entonces, para cada z € B(f,r) se tiene

A = 31AG) + AR = LlIA@+2) - Az - 2)|
< HlA@+ 2 + A -2} < s Aw)),
y€ B(z,r)

y tomando supremo sobre z € B(0,r), resulta

sup |[A(2)|| < sup  ||A(y)]|

z€ B(6,r) y€ B(z,r)
Luego, basta ver que

1
sup [|A(z)[| = sup —[[A(z)]| = sup ) A = r[[A]l

z€ B(0,r) 2€BOr) T z€ B(,1

O

A continuaciéon enunciamos nuevamente y demostramos, usando sélo el Lema 3.19,

el Teorema del Acotamiento Uniforme (o Teorema de Banach-Steinhauss).

TEOREMA 3.12 Sean X e Y espacios vectoriales normados, con X Banach, y sea

{A;}ic1 una familia, no necesariamente numerable, en L(X,Y). Suponga que

sup ||Ai(z)|| < oo Vze X.
i€l

Entonces, existe M > 0 tal que
| Ai(x)|| < M|z Vee X, Vie l
DEMOSTRACION. Supongamos, por contradiccion, que sup ||A;(z)]] = + oco. Entonces

il

existe una sucesion {4, }nen C {A;}icr, tal que ||A,| > 4™ ¥n € N. Aplicando el
lema anteriora A = A, x = 0 y r = 37!, se tiene que
sup  [[Au(y)[l = 37" [|Aul],

y€ B(6,371)

y luego, por definicién del supremo, dado ¢ > 0, 3z, € B(6,37!) tal que

[Ai(z)] + e > sup [[A(y)ll > 371 Al
y€ B(6,371)

En particular, para e = 372 || A;||, se tiene

2 __ _
|Ar(21)]| > 53 Ay la — aol < 37,
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con rp = 6. A su vez, aplicando nuevamente el lema a A = Ay, x = 21 y r = 372,

se tiene que
sup [ Aa(y)[| = 377 (|4l

ye B(:ﬂ1,372)
de donde, dado € = 373||Ay]|, existe zo € B(x1,372) tal que

[Aa(2)[| + 37| Azl = 377 || Aq]),

esto es

2
3
Siguiendo este razonamiento inductivo se construye una sucesién {x, ey € X tal que

[Ao(wo)|| = 5372 Al vy ez — @ < 372
2 —-n —n
IAn(za)ll 2 537 [ Aull ¥ lln = @nall < 37" Vn €N
Veamos ahora que {x, },en es de Cauchy. En efecto, dados n, k € N con n > k, se tiene
[2n — 2l < oo — @l + l2ree = 2]l + -0 + llzn — 20|

< 3—(k+1) + 3—(k+2) 4+ o4 3—(/€+n—k)

=37F(3 + 32+ ... 4 37(h)

n—=k
_ 3—k%{1 - (%) } < %3—‘“ "2 .

Luego, como X es Banach, existe 7 € X tal que ||z, — Z|| — 0. Ademés, de la misma

estimacion anterior se deduce que para todo n,k € N
|nen = @l < 5377
de donde, dejando n € N fijo y haciendo k — oo, resulta
1
|z — z,] < 53_” Vn e N.

Finalmente, se concluye que

[An@)I| = [[An(2n) — An(zn — T)

2 1
> —37"||A,ll = [|A.ll=37"
> 230 A — 4]

1 1 /4\" oo
S3 AL > = (2] X o,
A 2 5 (5) = o
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lo cual contradice el hecho que sup [|4;(T)]| < + 0. O
iel

3.9. Operadores con rango cerrado

El objetivo de esta seccion es caracterizar los operadores lineales que tienen rango ce-
rrado. Al respecto, recordemos primero que si X e Y son espacios vectoriales normados
y A € L(X,Y), entonces el Teorema 3.2 establece que R(A) es cerrado si y sélo si
R(A) = °N(A’). A su vez, en el caso en que X eY son espacios de Hilbert, se tiene
que R(A) es cerrado si y sélo si R(A) = N(A*)t (ver Teorema 3.3). A continuacién
se deducen otras condiciones necesarias y suficientes, mas faciles de verificar, para que
R(A) sea un subespacio cerrado de Y.

Comenzamos nuestro andlisis suponiendo que A : D(A) C X — Y es un operador
lineal cerrado e inyectivo, es decir tal que N(A) = {0x}. Si Y es Banach y R(A) es
cerrado, entonces (R(A),|| - ||y) es claramente Banach. Supongamos ademds que X
es Banach. Entonces, aplicando el T.I.A.M. (ver Teorema 3.7) se deduce que A~ €
L(R(A), X), lo cual significa que existe C' > 0 tal que

A7 W 1< Cllyll Yy € R(A),

o bien

[z] < ClA@) [ Vz e DA). (3.20)

Hemos probado asi que (3.20) es una condicién necesaria para que R(A) sea cerrado.
Reciprocamente, supongamos que A : D(A) C X — Y es un operador lineal,
cerrado e inyectivo, y que existe C' > 0 tal que (3.20) ocurre. A su vez, sea {A(x,)}nen
n—oo

una sucesion en R(A), con {z,},en € D(A), tal que A(z,) — y € Y. Aplicando la
desigualdad (3.20) y la linealidad de A se sigue que

lon = 2wl < Ol A(za) — A(zam)| "7 0,

lo cual prueba que {x,},ecn es de Cauchy en X,y por lo tanto existe x € X tal que
r, 3 z. Finalmente, como A es cerrado se deduce que 2 € D(A) y A(x) = y €

R(A), gracias a lo cual se concluye que R(A) es cerrado.

Resumiendo, hemos demostrado asi el siguiente resultado de caracterizacion.
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TEOREMA 3.13 Sean X eY espacios de Banach, y sea A : D(A) C X — Y un
operador lineal cerrado tal que N(A) = {0x}. Entonces R(A) es un subespacio cerrado

de 'Y siy solo si existe C > 0 tal que

lz]l < CllA@@)| Vo € D(A),

Ahora extendemos el resultado de caracterizacion anterior al caso no inyectivo. Asi,
en lo que sigue consideramos X eY espacios de Banach, y A: D(A) C X — Y un
operador lineal cerrado tal que N(A) # {0x}. El andlisis respectivo requiere de algunos

resultados y conceptos previos.

LEMA 3.20 Sean X eY espacios vectoriales normados, y sea A: D(A) C X — Y un

operador lineal cerrado. Entonces N(A) es un subespacio cerrado de X.

DEMOSTRACION. Sea {z,}nen € N(A) tal que 7, —> z € X. Es claro que
A(.Tn) = Oy iy Oy € Y.

Luego, como A es cerrado, se deduce que z € D(A) y A(xz) = 0y, lo cual prueba que
x € N(A). O

El concepto de espacio cuociente es clave en lo que viene. Mas precisamente, sea X
un espacio vectorial normado, y sea M un subespacio cerrado de X. Entonces se define

la relacion de equivalencia.
~ u,w€e X, u~wv siysélosi u—ve M.
Asi, dado u € X, su clase de equivalencia estda dada por:
[u] = {ve X: u—ve M},

y se dice que u es el representante (no unico) de [u]. Notar que [0] = M . Ademas, es
claro que [u] = [v] si y s6lo si u ~ v. También, [u] N [v] = ¢ siy sélo si u % v. Al
conjunto de todas las clases de equivalencia se le llama ESPACIO CUOCIENTE y se denota
X/M, es decir:

X/M = {lu: we X}.
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A su vez, al espacio X/M se le provee de una estructura de espacio vectorial con las

siguientes operaciones:

v X/M x XM —  X/M
([u], [v]) — [u]+[v] = [ut]

R x X/M  — X/M

(A, [u]) — A=Ay
Veamos que + y - estan bien definidos en el sentido que no dependen de los represen-
tantes de cada clase de equivalencia. En efecto, sean u, @, v, v € X tales que [u] = [u]
y [v] = [0]. Se sigue que u —u € M yv—v € M, con lo cual (u—u)+ (v —7v) =
(u+v)— (u+7v) € M, de donde (u+v) ~ (u+ ), o bien [u+v] = [u+ V). A su
vez, si A € Ry wu,u € X son tales que [u] = [u], entonces u —u € M, y por lo tanto
AMu—1u) = Au— Au € M, lo cual prueba que [Au] = [Au].

De acuerdo a lo anterior, es facil probar que (X/M,+,-) constituye un espacio
vectorial real con elemento neutro dado por [f] = M. Més ain, con la aplicacién
| - ||: X/M — R dada por

| [u] || := dist(u, M) = Ulél]\f;[ |lu—wv| V] € X/M, (3.21)

X/M es un espacio vectorial normado. En efecto veamos que (3.21) esta bien definida

y constituye una norma sobre X /M.
Sean u, u € X tales que [u] = [u]. Se sigue que u —u € M, y luego
dist(u, M) = inf [[u—v| = Inf |[u— (v+u—u)| = Inf ||u— w| = dist(u, M),
veM veM weM

lo cual prueba que no hay ambigiiedad, con respecto al representante empleado, en la
definicién de || [u] ||. Veamos ahora que se satisfacen las propiedades de norma. En primer
lugar, es claro que ||[u]|| > 0 V[u] € X/M ya que el conjunto {|ju —v| : v e M}

estd acotado inferiormente por 0. Ademas
|[u]|| =0 < dist(u, M) =0 < u e M < [u] =0
Ahora, dadas [u], [z] € X/M se tiene

Il + 2] = [ [u+z][| = inf [lut+z—o]
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lu+z—(v4+w)| Yowe M

<|
< flu—v|+ lz—wl| VYov,we M,

de donde, tomando infimo sobre v € M y luego sobre w € M, se deduce que
< B . B _
1 + 1< fof u—ol+ inf [z —w] = | ] | + 1] ],

lo cual prueba la desigualdad triangular. Por tltimo, sean A € Ky [u] € X/M.Si A= 0

es claro que

ALl [ = [[Aul [ = [O1 = 0= A- ],
y si A # 0 se tiene
I = = fnf [ Au=v | = inf A= /)|
= i W=/l = N af =l = (A f]]
Hemos probado asi que (X/M, || [-] ||) es un espacio vectorial normado. M4s atin, se tiene

el siguiente resultado.

TEOREMA 3.14 Sea X un espacio de Banach y sea M un subespacio cerrado de X.
Entonces (X/M, || []||) también es Banach.

Habiendo establecido lo anterior, ahora estamos en condiciones de volver a nuestro
interés original de caracterizar los operadores, no necesariamente inyectivos, con rango
cerrado. Para este efecto, recordemos que tenemos dos espacios de Banach X e YV y
un operador A : D(A) C X — Y lineal y cerrado. Ademds, puesto que N(A) es un
subespacio cerrado de X (ver Lema 3.20), se tiene por Teorema 3.14 que X/N(A) es

Banach. Luego, definimos el operador
A:D(A)C X/N(A) - Y

por
A(lu)) = A(u) V[u] € D(A),

donde D(A) := {[u] : wu e D(A)}. Notar que si [u] = [2] se tiene que A(u) = A(z)
ya que u — z € N(A), lo cual muestra que A esta bien definido. Observemos también

que D(A) es un subespacio de X/N(A) (ya que D(A) es un subespacio de X) y que
por lo tanto A es lineal (ya que A también lo es). A su vez, es claro que R(A) = R(A).
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~ A

Por otro lado, veamos que A es inyectivo y cerrado. En efecto, sea [u] € D(A) tal
que A([u]) = Oy. Se sigue que fy = A(u), lo cual indica que u € N(A), de donde

~

[u] = [0], y luego N(A) = {[f]}. Para ver que A es cerrado consideremos una sucesién
{[tn]}nen C D(A) tal que [u,] = [u] € X/M y A([un]) = A(u,) — y € Y. Se

sigue que para cada € > 0 existe n € N tal que
| [, —u] || : = dist (u, —u, N(A)) <e Vn> N,

lo cual implica que para cada n > N existe z, € N(A) tal que ||u, —u — 2z, || < €, de
donde se deduce que (u, — 2,) —> u. A su vez, como A(u, —2,) = A(u,) — y €Y
y A es cerrado, se concluye que u € D(A) y A(u) = y, esto es [u] € D(A) y A([u]) = y.
Resumiendo, tenemos X/N(A) e Y espacios de Banach y A : X/N(A) — Y un operador
lineal cerrado con N(A) = {[f]} y R(A) = R(A). En consecuencia, aplicando el Teorema
3.13 a la presente situacién se deduce que R(A) es un subespacio cerrado de Y si y sélo

si existe C' > 0 tal que

~

1]l < CIA(D |l ¥[u] € D(A),
esto es
dist (u, N(A)) < C||A(u) || Yue D(A).
Hemos probado asi el siguiente resultado.

TEOREMA 3.15 Sean X eY Banach, y sea A : D(A) C X — Y un operador lineal

cerrado. Entonces R(A) es cerrado en'Y si y sélo si existe C > 0 tal que:
dist (u, N(A)) < C|| A(u) || Vue DA). (3.22)

Notar que si N(A) = {0} entonces dist (u, N(A)) = [[u]|, y en tal caso (3.22) se

convierte en la caracterizacién particular dada por el Teorema 3.13.

Dentro del contexto de operadores con rango cerrado es importante establecer tam-
bién que esta propiedad se traspasa al adjunto de un operador. Mas precisamente, se

tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 3.16 Sean X e Y espacios de Banach y sea A € L(X,Y) tal que R(A) es
cerrado en Y. Entonces R(A") = N(A)° y por lo tanto R(A’) es un subespacio cerrado
de X'.
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DEMOSTRACION. Demostremos por doble inclusién. En primer lugar, dado F' € R(A’),
existe G € Y’ tal que F' = A'(G). Luego, para cada z € N(A) se tiene que

F(z) = A(G)(x) = G(A(x)) = G(0) = 0,

lo cual prueba que F' € N(A)°. Reciprocamente, sea F' € N(A)°, es decir FF € X'y
F(x)=0 Vze€ N(A). Queremos probar que existe G € Y’ tal que F' = A'(G). Para

este efecto comenzamos primero definiendo el funcional g : R(A) — R por
9(y) = F(x) Vye R(A),

donde x € X es tal que A(x) = y. Dada otra pre-imagen por A de y, esto esz € X
tal que A(Z) = y, se sigue que z —x € N(A) y por lo tanto F(z) = F(7), lo cual
muestra que g esta bien definido. Veamos a continuacién que g es lineal. En efecto, dados
a,a € R, y,ye R(A) vy z,x € X tales que y = A(z) y y = A(Z), la linealidad de

A establece que ay +ay = A(az + az). Se tiene asi que
glay+ay)= Flax+ ar)= aF(z)+ aF(z) = agly) + ag(y).

Por otro lado, dado y = A(x) € R(A)y z € N(A), se obtiene que

9l = |F(2)] = [Flz=2) < [ F [z = =],
de donde

gl < [1F]l_inf Jlo—z] = [| F[|dist(z, N(A)),
z€ N(A)

lo cual, usando que R(A) es cerrado y el Teorema 3.15, implica que

W)l < CIEITA@) | = CIE Tyl Yy e R(A).

Asi, g € R(A),y por lo tanto, aplicando el Teorema de Hahn-Banach (versién andlitica)
se deduce que existe G € Y’ tal que |G |lyr = | g|lr@y ¥ Glra) = g. Esto significa
que G(y) = g(y) Yy € R(A), o bien para cada z € X:

lo cual prueba que F' = A'(G). O

La version Hilbert del teorema anterior esta dada como sigue.
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TEOREMA 3.17 Sean X e Y espacios de Hilbert y sea A € L(X,Y) tal que R(A) es
cerrado en'Y . Entonces R(A*) = N(A)Y y por lo tanto R(A)* es un subespacio cerrado
de X.

DEMOSTRACION. Hacemos uso del Teorema 3.12, de la identidad A* = Rx o A’ o R;l,
donde Rx y Ry son las aplicaciones del Riesz respectivas, y del Lema 3.8, el cual
establece que Rx(S°) = S+ VS C X. En efecto, puesto que R(A) es cerrado se tiene
que R(A") = N(A)°. Luego z € R(A*) siy solo si:

JyeY talque z= Rx(A(Ry'(y)))
JyeY talque Ry'(z)=A(Ry'(y))

3G = Ry'(y) €Y' talque Ry'(z) = A(G)
Ry'(z) € R(A) = N(A)°

v € Rx(N(A)°) = N(A)*.

(R R

3.10. Un problema de teoria de aproximaciones

En esta seccién aplicamos algunos de los resultados anteriores de este capitulo al pro-

blema de teoria de aproximaciones dado por la caracterizacién de las FUNCIONES SPLINE

DE INTERPOLACION. M4s precisamente, sean €2 :=|a,b[,n € N, y {t1,ta, -+ ,t,} C Q
tal que a < t; < ty < --- < t, < b. Entonces, dado m € N, se consideran los espacios
reales:

X =H"Q), Y =L*Q), Z=R"

y se definen los operadores T': X — Y y A: X — Z, respectivamente, por

T(u) = u™ VYue X, (3.23)
y
u(t)
Aly) — u(t2)
(u) = Vue X. (3.24)
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Es facil ver que T' y A son lineales y acotados. En particular, para el acotamiento de

T se tiene:

m 1/2
1T (u)| 20y = [ 20 < {Z !Iu(])\!i2<g)} = lullzm@  Vue X
=0

A su vez, aplicando el Teorema de Trazas en abiertos acotados de R, se deduce que:
|u(tj)| <c ||u||H1(}a’tj[) < c ||u||Hm(Q) Yu €& X, V] - {1, cee ,TL},

lo cual muestra que cada uno de los operadores componentes de A, y por lo tanto A, es
acotado. Por otro lado, se puede probar también que 7"y A son sobreyectivos, es decir

R(T)=Y y R(A) = Z. Por ejemplo, para la sobreyectividad de A observamos primero,

de acuerdo al T.R.R., que existe un conjunto {uy,us, - ,u,} € X = H™(Q) tal que

u(tj) = <U,Uj>Hm(Q) \V/U - X, VJ & {]., s ,n}, (325)
esto es:

u) = (u, uj) pm@y €, Yu € X,
j=1

donde {ej,es--- ,e,} es la base candnica de Z = R™. A continuacién notamos que
{uy, u2 -+ u,} es linealmente independiente. En efecto, sean oy, as--- ,a, € R tales
que Z a;u; =0 € H™(Q). Paracadaj € {1,2,--- ,n} podemos construir una funcién

©; E C’OO(Q) C H™(Q) tal que p;(t;) = 1 ysopy; = E(tj,rj) C Jtj_1,tj41[, donde

denotamos to = a 'y t,41 = b. De este modo se obtiene para cada j € {1,2,--- n}:

n

0= <()0jvz ai7ui>Hm(Q) = Z Q; <90],uz Hm(Q) = Z Q; goj = aj,
i=1

i=1
lo cual confirma dicha independencia lineal. En consecuencia, dado que se demuestra
facilmente que:

n

A*(z) = Z (€5, 2)gn uj = Z ziu; Vze Z=R", (3.26)

J=1 Jj=1

se concluye que A* es inyectivo y por lo tanto R(A) = N(A*)t = R™.
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Habiendo establecido lo anterior, definimos ahora la FUNCION SPLINE DE INTER-
POLACION CON RESPECTO A T Y A como la solucién, si es que existe, del problema
siguiente. Dado z € R", hallar v € X tal que:

1T ()| = min{HT(v)H L ve X, Aw)= z}, (3.27)

o bien, equivalentemente, hallar u € X tal que:

(0
) a (3.28)
= min {/ {fo™ @) 2dt: v e H™Q), v(t) = z Yie {1,2,-- ,n}} :

En lo que sigue analizamos en detalle el problema (3.27). En particular, deduci-
mos condiciones necesarias y suficientes para la existencia y unicidad de tal u € X,
y obtenemos también una caracterizacion de esta solucion, gracias a la cual élla puede
calcularse explicitamente.

Comencemos nuestro andlisis observando, gracias a la sobreyectividad de A, que

existe vg € X tal que A(vg) = z, y por lo tanto

AT ({z)) = {v € X: A(v) = z} = {uo} + N(A).

Se sigue que A7!({z}) es un subespacio cerrado de X (porque N(A) lo es) , y ademds
es facil ver que T (A71({z})) es convexo. De este modo, el problema (3.27) puede refor-

mularse, equivalentemente, como:

min Tw)| = min , 3.29
i 7@ = iyl (320

donde:
T(A™({z})) = {T(vo)} + T(N(A)).

En virtud de lo anterior, podemos establecer el siguiente resultado preliminar.

LEMA 3.21 El problema (3.27) (ver también (3.29)) tiene solucién para todo z € Z si
y solo si T(N(A)) es cerrado en'Y'.

DEMOSTRACION.

(<) Supongamos que T(N(A)) es cerrado. Se sigue que T(A7!({z})) también lo es

Vz e Z,y dado que ya observamos que este conjunto es convexo, el resultado de mejor
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aproximacion respectivo (ver Teorema 2.2), implica que existe un unicoy € T(A™'({z}))

tal que

vl = min )
o= il

Luego, todo elemento v € A™({z}) tal que T'(v) = ¥ constituye una solucién de (3.27).

(=) Supongamos ahora que el problema (3.27) tiene solucién para cada z € Z,y asu-
mamos, por contradiccién, que T (N(A)) no es cerrado. Entonces, existe yo € T(N(A))
tal que yo & T(N(A)), lo cual implica que el problema

min — = min + 3.30
yeT(N(A))Hy Yol o ly + yoll (3.30)

no tiene solucién. Ahora, como 7" es sobreyectivo, existe ug € X tal que T'(ug) = yo. Se
sigue que yg € T(A™'{20}), donde 29 = A(up) € Z. Luego, en virtud de la hipdtesis de
la presente implicacién, existe 1y € A™({z}) tal que

T(ug)|| = min T(v)],
1T = i 7))

o bien, denotando yo := T'(ug), se tiene

ol = min = min + , 3.31
Gl = min = iyl (331

donde hemos usado que
T(A™ ({20})) = {T(uo)} + T(N(A)) = {yo} + T(N(A)).

Puesto que yo — yo = T(ug — ug) € T(N(A)), ya que A(ug) = A(ug) = 2o, se deduce
que el minimo en (3.31) se alcanza en y = 9y — yo, lo cual contradice la no existencia
de solucién del problema (3.30). O

Por otro lado, con el objeto de establecer otra condicién necesaria y suficiente para
que T(N(A)) sea cerrado, necesitamos introducir el operador lineal y acotado T :=
TNy : N (T)* — Y. Es sabido, gracias a la sobreyectividad de T', que T es biyectivo,
y por lo tanto, el T.I.A. asegura que T-! ¢ L(Y,N(T)%). Ademds, se tiene el siguiente

resultado técnico.

LEMA 3.22
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DEMOSTRACION. Sea y = T'(v) conv € N(A),ysean Py Pt los proyectores ortogonales
de X sobre N(T) y N(T)*, respectivamente. Se sigue que v = P(v) + P*(v), y luego
y = T(v) = T(P+(v)) = T(P+(v)), donde P-(v) = v — P(v) € (N(A) + N(T)) N
N(T)*. Reciprocamente, sca y = T(v) con v € (N(A) + N(T)) N N(T)*, y sean
we N(A)y z€ N(T) tal que v = w + z. Entonces se obtiene:

y=Tw)=T(w+z2)=T(w) e T(N(A)).

Ahora podemos probar el siguiente resultado de caracterizacién.

LEMA 3.23 El espacio T(N(A)) es cerrado si y solo si N(A) + N(T) es cerrado.

DEMOSTRACION.

(=) Supongamos que T(N(A)) es cerrado, y sean {w,}neny € N(A)y {zn}tnen C
N(T) tales que v, := w, + z, — v € X. Por la continuidad de 7" se tiene que
T(v,) = T(w,) — T(v) € Y,y dado que {T(w,)}nen € T(N(A)) se deduce que
T(v) € T(N(A)). Luego, existe w € N(A) tal que T'(v) = T(w), de donde resulta
v=w+ (v—w) € N(A)+ N(T).

(<) Supongamos ahora que N(A)+ N(T') es cerrado. Se sigue claramente que el espacio
(N(A) + N(T)) N N(T)* también es cerrado, y por lo tanto la misma propiedad vale
para

T(N(A4) = (T ((N(4) + N(T)n N(T)").

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de los lemas anteriores.

TEOREMA 3.18 Una condicion necesaria y suficiente para que exista al menos una
funcion spline de interpolacion con respecto a los operadores T y A, para cada z € Z,
es que N(A)+ N(T) sea cerrado en X.

Maés atn, el siguiente teorema caracteriza la unicidad de dicha funcién spline.

TEOREMA 3.19 La funcion spline de interpolacion con respecto a los operadores T y A,
cuya existencia para cada z € Z estd garantizada st N(A) + N(T) es cerrado en X, es
tnica si y solo si N(A)N N(T) = {6}.
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DEMOSTRACION.
(=) Supongamos la unicidad de la funcién spline de interpolacién para cada z € Z, y
seav € N(A)N N(T),esdecirv € X, A(v)=0¢€ Z,y T(v)= 6 € Y. Se sigue que:

min Tw)|| = |T(v)| = 0,
_min T = [76)]

y por la unicidad de solucién de este problema, necesariamente v = 6.

(<) Supongamos que N(A)N N(T) = {0}y, dado z € Z, sean vy, vy € A™'({z}) tales
que T'(vy) = T(vy) = y, donde

vl = min :

19l L. [yl
Entonces, es claro que v; — vy € N(A)N N(T'), y por lo tanto v; = vs. O

Con el objeto de confirmar que los operadores T'y A definidos en (3.23) y (3.24)
satisfacen las hipdtesis de los Teoremas 3.18 y 3.19, necesitamos establecer dos resultados
preliminares. En primer lugar recordamos que la suma de dos subespacios cerrados de
un Banach es cerrado si uno de los subespacios es de dimension finita. Luego, tenemos

el siguiente lema.

LEMA 3.24 Si alguno de los espacios N(A) o N(T') tiene dimension o bien codimension
finita, entonces N(A) + N(T') es cerrado de X.

DEMOSTRACION. Basta razonar con uno de estos espacios. Si N(T') tiene dimensién finita
entonces claramente N(A) + N(T') es cerrado. Ahora, supongamos que X/N(T) es de
dimension finita. Puesto que R(T) = Y, se tiene que el operador lineal T : X/N(T) —
Y definido por T([z]) = T(z) V[z] € X/N(T) es un isomorfismo, y por lo tanto Y
también es de dimensién finita. Se sigue que T'(N(A)) es cerrado, y aplicando Lema 3.23
se deduce que N(A) + N(T') es cerrado. O

En el caso particular de nuestros operadores T'y A (cf. (3.23), (3.24)) tenemos que
R(T)=Y = L*(Q),R(A) = Z=R", y N(T) = P,,_1(), el espacio de polinomios de
grado < m — 1 definidos sobre 2. Notar ademés que X/N(A) es isomorfo a Z = R™.
Asi, ya sea utilizando que dim N(T) = m o bien que dim X/N(A) = n, se concluye por
el Lema 3.24 que N(A) + N(T) es cerrado de X. Por otro lado, sea v € N(A)N N(T).
Se sigue que

ve P, 1(Q2) y ot)=0 Vie {1,2,---n}.
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Luego, en virtud del Teorema Fundamental del Algebra, se deduce que una condicién
necesaria y suficiente para que v se anule en 2, y por lo tanto concluyamos que N(A)N
N(T) = {0}, es que n > m.

En lo que sigue suponemos entonces que n > m, lo cual, de acuerdo a los Teo-
remas 3.18 y 3.19, garantiza que para cada z € Z existe una unica funcién spline de
interpolacién u con respecto a Ty A. El objetivo siguiente es caracterizar y calcular

explicitamente u.

Dado z€ Z=R" seanuec A7'({z})yy = T(u) € T(A7*({z})) tales que:

T(u)|| = min T = min yll = |y]l.
17 = _min IT@I = win = (7]

Puesto que T (A71({z})) es cerrado y convexo, se puede demostrar que la proyeccién de

0 sobre este conjunto, vale decir ¥, estd caracterizada por la desigualdad:

(0-T,y —J)y <0 Vye T(A({z}),

donde (-,-)y denota el producto escalar de Y = L%*(2). Mds aun, es facil ver que la

relacién anterior se re-escribe como:
(T(u), T(v—u))y >0 Vve A{z}),
o bien, notando que A(v) = A(u) = z,
(T(u), T(w))y >0 Ywe N(A),
lo cual, usando que N(A) es subespacio, se reduce, equivalentemente, a

(T(u),T(w))y =0 Ywe N(A). (3.32)

Hemos demostrado asi que, dado z € Z = R™, u € A™'({z}) es la funcién spline de

interpolacion con respecto a los operadores Ty A si y sélo si ocurre (3.32), esto es:
(T*(T(w),w)x =0 Yw e N(A),
lo cual es equivalente a requerir que:

T*(T(u)) € N(A): = R(A%).
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De este modo, utilizando la expresiéon para A* dada en (3.26) se concluye que existe
A= (A, A0 A\t € Z =R" tal que:

T(Tw) = AN = Ny

Ahora, como R(T) = Y = L*(Q) es obviamente cerrado, se tiene que R(T*) también lo
es, de donde R(T*) = N(T)*, y por lo tanto

T*(T(u)) = i Nju; € N(T)™. (3.33)

Asi, dado que N(T') = P,,_1(Q2), se tiene que
(T*(T(u)),p)x =0 Vpe Pp_y(Q). (3.34)

Por otro lado, para cada v € X = H™(Q2) podemos utilizar el desarrollo en serie de

Taylor con resto integral y escribir:

oty = 3 L@ar / =) b gy

J! (m —1)!

=0
donde s, denota la parte no negativa de s € R. Notemos que la expresion dada por la
sumatoria en la ecuacién anterior constituye un elemento de P,,_1(€2), y definamos:
b (t . S)m—l U(m)(S)
o +
vy (t) := /a (m =11 ds  Vte [a,b].
Luego, utilizando (3.33), (3.34), y (3.25), se deduce que:

)
(T(u),T(v))y = (T(T(u),v)x = (T"(T(u)),vys )x

= Z Ay ve)x = ) A (v )x = Z Aj v+ (t5)
- bt —s) ol (s L ti— )t m
:;Aj/a ( (77);_1)! ()ds:/a {;Aj—<(m_)l+)! }v( ! (s) ds

lo cual implica, dado que R(T) = Y, que:

T(u)(s) := ul™(s) = Z % Vs € a,b].

La identidad anterior permite demostrar el siguiente resultado de caracterizacion de wu.
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TEOREMA 3.20 La funcion spline de interpolacion u verifica las siguientes propiedades:
1) u|[a,t1] € ]Pm—l([a7 tl]) ) u|[tn,b} € Pm—l([tnv b])
i) ulig g, € Pamo1([tica, ) Vi€ {2,3,--,n}.

i) uwe C*™2(Q).
DEMOSTRACION. Notamos primero, de acuerdo a (3.33) y (3.34), que:
0= (T*(T( Vx = Z Ap(ty)  Vpe Pn_i(Q). (3.35)
Ahora, dado s € [a, t1], se tiene:
“L\(t — )T "Nt —s)mt SN
(m) _ J\"J + _ JI\") _ .
Jj=1 j=1 j=1
con (¢ — gyt
— S m—
p(t) := ——— € P,,1(Q),
y luego, de acuerdo a (3.35), u™(s) = 0, lo cual muestra que | € Ppoi([a,t1]). A

su vez, dado s € [t,, 1], se tiene:

zn:)\]t —smlzo’

j=1

vaquet; < s Vje {1,2,---,n},yluego uly, s € Pmo1([tn,b]).

Por otro lado, para s € [t;_1,t;], coni € {2,3,--- ,n}, se tiene:
“\(t — )™ "Nt — )™t
(m) — J\"] + — J\"J cP. (Q
™ (s) ; (m—1)! ; (m —1)! m-1(82);
y luego u [ti1,ti] € P2m—1([ti—1a tz])

En lo que sigue suponemos primero que m > 2. Entonces, derivando u(™, m — 2

veces, se obtiene:
u®m=2) (s) =0 Vs € [a,ti],
U(Qm_Q) (S) = (_1)m72 Z )\j(tj — 8) Vs e [tifl,ti], Vie {2, 3, cee ,n},
ulm= (s) = (=1)" > Nty —s)  Vs€E [titin], Vie {1,2,--- ,n—1},

J=i+1
u®m=2 (s) =0 Vs € [tn,b].
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A partir de las identidades anteriores, y usando en la segunda ecuacién la ortogonalidad

dada por (3.35), se deducen los siguientes limites:

lim u(?™=2)(s) = 0,

s€ty

lim w72 (s) = (-1)"7? DNt —t) = (D)™ Nt —t) =0,

sty j=2 J=1

limﬁu@m’m(s) = (_1)m—2 Z /\j(tj - tz) = (_1>m—2 Z )\j(tj - tz) Vi e {2,3, e, N — 1},
s—1; = j=i+1

lfm u®m=D(s) = (=1)"> Y N(t; —t;) Vie {23, ,n—1},

s—tF S

T ]—l—‘rl
lim u(?m=2)(g) = (=1)"2 Ni(t; —t,) =0
T (s) = (<17 3D A 1) = 0,
J=n

y

lim u®™~2)(s) = 0,

s—»tz
todos los cuales implican que u(*"~2? es continua en ¢; Vi € {1,2,---,n}, y por lo

tanto u € C*™~%(Q)). Sin embargo, derivando una vez m4s se obtiene:

uPm () = (=)™ YN Vs € [t t], Vie {23, n},
j=1

u(?m—l)(s) = (_1)m_1 Z >\j VS € [tiati-l-l]a VZ € {1727 N — 1}7
G=i+1
de donde:
lim w1 (s) — lim uPmV(s) = (=)™ N Vie {2,3,---,n—1},
s—>t2._ s—

(2m-1)

lo cual prueba que u no es continua.

Por tultimo, para m = 1 se obtiene 2m — 2 = 0, y en tal caso la continuidad de u en
Q se sigue del hecho que u € X = H'(Q) y del Teorema de Inclusién de Sobolev que
establece, precisamente para dominios Q C R, que H'(Q) C C (Q). O

3.11. EJERCICIOS.

» 3.1 Sean X, Y, Z espacios vectoriales normados y sean A € L(X,Y), B € L(Z,X).
Demuestre que (AB) = B’ A’. Suponga que A es invertible y demuestre que A’ también lo
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es, con (A))~1 = (A1),

» 3.2 (INVERSO A IZQUIERDA). Sean E, F espacios de Banach y sea T € L(E, F) tal que

N(T) = {0}. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Existe S € L(F,E) talque ST = 1: E — E.

b) R(T) es cerrado y posee un suplemento topoldgico en F'.

» 3.3 Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0, 1] provisto de la norma uniforme.
Dados Ios polinomios p; € X, j € {0,1,...,n}, con p;(t) =t/ YVt € [0,1], se define el operador
A: X — X como

n

A(u) =) {/01 u(t)pj(t)dt} p; VueX.

§=0
Demuestre que A € L(X, X) y encuentre explicitamente el operador adjunto A" : X' — X'.
1
IND.: Para todo j € {0,1,...,n} defina F; : X — R por Fj(u) := / u(t)pj(t)dt Vue X, y
0
observe que Fj € X'.

» 3.4 Considere dos espacios vectoriales normados X e Y.

a) Sea Ay € L(X,Y) tal que A;* € L(Y, X). Demuestre que existe un operador
To € LIL(X,Y), L(Y, X)) tal que TyAo = A" y || Tol| = [|A[I/1| Aol

b) Pruebe que si Y es Banach yT € L(L(X,Y), LY, X)) es un operador biyectivo,
entonces T+ € L(L(Y', X'), L(X,Y)).

» 3.5 Sean X,Y espacios vectoriales normados y considere A € L(X,Y).
a) Demuestre que R(A)? = N(A') y que
N(A')={0} siysolosi R(A) =Y.
b) Pruebe que si N(A) = {0} y R(A) =Y, entonces (A')~! = (A1)

» 3.6 Sea M un subespacio cerrado de un espacio vectorial normado X. Pruebe que el ani-

quilador de (3})" coincide con M.

» 3.7 Sean X,Y espacios vectoriales normados y sea T : X' — Y’ un operador lineal cerrado

y biyectivo. Demuestre que T~' € L(Y', X").
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» 3.8 Sean X,Y espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal. Pruebe que si GA €
X' VGeY', entonces A€ L(X,Y).
IND.: Utilizar el TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS.

» 3.9 Sea X un espacio de Banach y sea A € L(X,X), con ||A|| < 1. Demuestre que (I + A)

es invertible y que

o0
(I+A)7" =) (-)rAm,
n=0
donde la serie es absolutamente convergente en L£L(X, X). Muestre también que
1
NI+ A7 <
1= [[A]

» 3.10 Sean X,Y espacios de Banach y seaT : D(T) C X — Y un operador lineal. El grafo

de T se denota por G y se define como
Gr ={(z,y) e X xY: 2e€D(T), y="Tx}

Suponga que D(T') y G son subespacios cerrados de X y X x Y, respectivamente. Demuestre

que T' es acotado sobre D(T)).

» 3.11 Sean X,Y espacios vectoriales normados y T : D(T) C X — Y un operador lineal.
Un operador lineal T : D(T) € X — Y se dice una extension de T si D(T) € D(T) y
Tz =Tz Yz D(T).

DEFINICION. Se dice que T : D(T) C X — Y es la CLAUSURA de T, si:

i) T es un operador lineal cerrado
ii) T es una extension de T

iti) SiT:D(T) C X — Y es cualquier operador con las propiedades 1) y ii), entonces T es

una extension de T'.

Sean X,Y espacios de Banach, y sea T : D(T) C X — Y un operador lineal. Pruebe que T

tiene una clausura T si y sélo si la siguiente condicién se satisface
{zn}nen € D(T), xy — 0, Tay — y = y=0.

» 3.12 Sea X el espacio de las funciones continuas sobre [0, 7| provisto de la norma uniforme.
Dadas las funciones trigonométricas p;, ¢; € X, j € {0,1,...,n}, con p;(t) = sen (jt) y ¢;(t) =
cos (jt), Vt € [0, 7], se define el operador A : X — X como

n

Au) =) {/07r u(t)pj(t)dt}pj +§:o{/0ﬂ u(t)qj(t)dt}qj VueX.

J=0

Demuestre que A € L(X, X) y encuentre explicitamente el operador adjunto A’ : X' — X'.
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» 3.13 Sean X,Y espacios de Hilbert y considere A € L(X,Y). Se define el operador adjunto
de Hilbert de A, y se denota A*, como A* : Y — X, donde para cada y € Y, A*y € X es
el tinico elemento (dado por TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESzZ) tal que (Az,y)y =
(x, A*y)x V2o e X.

a) Pruebe que A* € L(Y, X), ||A*|| = ||A]| y que (A*)* = A.
b) Demuestre que A* es inyectivo si y solo si R(A) es denso en Y.

c) Suponga que existe f > 0 tal que i%f(A) ||z —z|| < B||Az|| Vz € X,y demuestre
S
que R(A) = N(A*)*.

d) Pruebe que A* = Rx A’ R;l, donde Rx : X' — X y Ry : Y' — Y denotan las
aplicaciones de Riesz. Concluya ademas que °N(A') = N(A*)*.

» 3.14 Sean U un espacio vectorial normado y V un espacio de Banach. Ademads, sea P :
U’ — L(U,V) un operador lineal cerrado tal que N (P) es el funcional nulo sobre U y R(P) =

L(U,V). Demuestre que existe una constante a > 0 tal que
allFllur < ||P(F)llcwyy VE € D(P).

» 3.15 Sean X,Y espacios de Banach y A : X — Y un operador lineal. Pruebe que si
GAe X' VGeY', entonces A€ L(X,Y).

IND.: Hacer una demostracion alternativa utilizando el TEOREMA DEL GRAFO CERRADO en
vez del TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS.

» 3.16

a) Sea (H,(-,-)) un espacio de HILBERT. Dados n € N, {p1,pa,...,pn} € H y un conjunto
de funcionales {Fy, Fs, ..., F,} C H', se define el operador A : H — H como

A(u) = ZFj(u)p] Vue H.

Demuestre que A € L(H, H) y encuentre explicitamente el operador A* : H — H.

b) Sea (H,{-,-)) el espacio de HILBERT L?(0,1) provisto del producto escalar

1
(u,vy := /0 u(t)v(t)dt Vu, ve H.
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Dados los polinomios p; € H, j € {1,...,n}, con pj(t) = t/ Vt € (0,1), se define el

operador A : H — H como
n 1
A(u) ::Z {/ u(t)pj(t)dt}pj Vue H.
j=1 70
Demuestre que A es lineal, acotado y AUTOADJUNTO, esto es A € L(H,H) y A= A*.

» 3.17 Sea M un subespacio cerrado de un Hilbert H. Por el Teorema de Proyeccién, cada
x € H puede escribirse tinicamente en la forma x =y + z, cony € M y z € M*. El punto
y € M se llama la PROYECCION de x en M, y el operador P := X — M, Px =1y, se llama

la proyeccion sobre M. También se denota P := Py; y se dice que P es una proyeccion.

i) Pruebe que si P es una proyeccién, entonces P es autoadjunto, P> = P, y |P| = 1 si
P # 0.

ii) Pruebe que si P € L(H,H) es autoadjunto y P? = P, entonces P es una proyeccién

sobre algiin subespacio cerrado de H.

» 3.18 Sean (H, (-, )r) y (@, (-,-)q) espacios de Hilbert, y sea B € L(H, () con espacio nulo
V:=N(B).

B.ge _ B0

a) Demuestre que sup VqgeQ
verr 0]l veve  lvlla
v#£0 v#£0
B
b) Suponga que existe 3 > 0 tal que  sup W > Bllallo Yq € Q,y pruebe que
vevl UllH
v#£0

H=RB)aV.

» 3.19 (PSEUDO-INVERSA DE MOORE-PENROSE). Sean X, Y espacios de Hilbert, A €
L(X,Y) tal que R(A) =Y, y sea V.= N(A). Dado el operador de proyeccién ortogonal
P:X —V, considere B:Y — X tal que B(y) = x — P(x) para todoy € Y, donde x € X es
tal que A(x) = y.

a) Demuestre que B estd bien definido y que B es una biyeccién lineal y acotada de Y en
V+. Pruebe, ademds, que B es un inverso a derecha de A, esto es AB(y) = y para todo

yev.

b) Defina Ay : V+ — Y como Ag(z) = A(x) para todo x € V*, es decir Ag = AlyL, y
pruebe que Aal = B.
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c) Extienda los resultados anteriores al caso en que R(A) es un subespacio CERRADO propio
deY.

» 3.20 Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea P € L(H, H), no trivial. Se dice que P es un PROYEC-
TOR si satisface P?> = P. En tal caso se dice que P es un PROYECTOR ORTOGONAL si ademés
verifica que (u,v) =0 VYu € R(P), Yve N(P).

a) Demuestre que si P € L(H, H) es un proyector entonces H = N(P) @ R(P) y ||P|| > 1.
b) Demuestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) P es un proyector ortogonal.

ii) R(P) = N(P)*.

iii) P es autoadjunto
¢) Demuestre que si P € L(H, H) es un proyector ortogonal entonces || P| = 1.

» 3.21 (CLAUSURA DE OPERADORES). Sean X e Y Banach. Se dice que un operador lineal
A : D(A) € X — Y admite una clausura si existe un operador lineal B : D(B) C X — Y

tal que B es una extensién de A y G(B) = G(A). Demuestre que A admite una clausura si
n—oo

y sdlo si para toda sucesion {x,}nen C D(A) tal que (xn, A(zy)) — (0,y), cony € Y, se

tiene necesariamente que y = 0.

» 3.22 Sea (H,(-,-)) un Hilbert y sea A : D(A) C H — H un operador lineal tal que D(A)

es denso en H.
a) Seay € H y suponga que existe § € H tal que
(A(z),y) = (z,9) Ve eD(A).
Demuestre que dicho 3 es uinico.
b) Considere el conjunto
D(A):={y € H: existe j € H tal que (A(z),y) = (z,§) Yz € D(A)},

y defina el operador A : D(A) — H dado por A(y) := § Yy € H. Demuestre que A

es lineal y cerrado.
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» 3.23 Sea (H,(-,-)) un Hilbert y seaP € L(H, H), no trivial, distinto del operador identidad
I: H — H, y tal que P> = P. EI objetivo de este ejercicio es probar que IPllceer,my =

IT — P||z(#,m), Para cuyo efecto proceda como se indica:

a) Sea S un subespacio de dimensién 2 de H y sea Q € L(S,S), no trivial, distinto del
operador identidad I: S — S, y tal que Q*> = Q. Pruebe que S = R(Q) @ R(I- Q) y
concluya que existen vectores no nulos p, q, r, s € S que satisfacen (p,q) = (r,s) = 1,

tales que

Q(v) = (g,v)p y I-Q)(v) = (s,v)r Yoes.

b) A partir de la identidad v = Q(v) + (I-Q)(v) Vv € S, deduzca que ||p|?||lq||* =

7|1 [s||> = 1 — {p,7) (g, s) y concluya asi que
1Qllzes,s) = IIT— Qllcs,s)-

¢) Dado x € H tal que ||z|| = 1, considere el subespacio S generado por los vectores = y
P(z) y defina Q := P|s. Demuestre que Q € L(S, S), observe que la dimensién de S es
< 2, y luego pruebe, usando b), que [|(I — P)(z)|| < ||P|lzm,m)-

d) Concluya, a partir de c), que HPHE(H,H) = |I— PHC(H,H)~

» 3.24 Sea (H, (-,-)y) un espacio de Hilbert complejo y considere H x H provisto del producto

escalar
(w,v), (z,w))gxH = (W, 2)5 + (v, W)H v (u,v), (z,w) € Hx H.
Ademaés, dado A € L(H,H), defina el operador B : H x H — H x H por
B((u,v)) := (1 A(v),—1A%(u)) V(u,v) € Hx H.
Demuestre que ||B|| = ||A]| ¥ que B es autoadjunto.

» 3.25 Sean E y F espacios de Banach, y sea T : E — F un operador lineal cerrado con

dominio D(T) e imagen R(T). Demuestre que son equivalentes:

a) El operador T es inyectivo, y T~' es acotado sobre R(T).
b) Existe una constante positiva C tal que ||Tx| > C||z|| para todo x € D(T).

¢) R(T) es cerrado en F', y T es inyectivo.
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» 3.26 Sea Q un dominio convexo y acotado de R? con frontera poligonal I', y sean (-, -) 12(Q)

¥ () H1(q) los productos escalares de L2(Q) y HY(Q), respectivamente.
a) Pruebe que para todor € L?(f)) existe un tinico z € H(Q) tal que

(z,w) ) = (nw)eg) —Yw e H(Q).

b) Deduzca que z es la tinica solucién débil del problema de valores de contorno:
—Az+z =1 en Q, Vz-vr=0 en I,

donde v es el vector normal sobre I', y observe (no lo demuestre) que la convexidad de

Q) garantiza que = € H?(1Q).

¢) Defina un operador lineal apropiado y demuestre, utilizando el Teorema del Grafo Ce-

rrado, que existe C' > 0 tal que

l2lm2) < Cllrllz) — ¥r € L(Q).

» 3.27 Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert real y sea A € L(H, H) el operador inducido por
una forma bilineal y acotada a : Hx H — R. Ademads, sea Il la proyeccion ortogonal de H sobre
un subespacio cerrado S, y suponga que existe « > 0 tal que a(v,v) > a(v,v) Yv € S.

Demuestre que ITA : S — S es una biyeccién lineal.

» 3.28 Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y sean Vi, Va, ...,V subespacios cerrados mu-
tuamente ortogonales de H, esto es v; L v; Yv; € V;, Yv; € V}, Vi # j. Demuestre que
[-P =P +Py+--+Py,donde P: H— VinVin.-..nVE y Pj: H— V; son los

proyectores ortogonales respectivos.

» 3.29 Sea Q un abierto acotado de R™ y considere el espacio de Hilbert V := [L?(£2)]"*"

sobre R con el producto escalar (o, T) := / o : T, donde
Q

n
o:T = Z 0ijTij Vo := (0ij)nxn, T = (Tij)nxn € V.
ig—1

A su vez, defina el subespacio U := {aA + 8B: «,p € R} = ({A,B}), donde A :=

(aij)nxn ¥ B := (bij)nxn estan definidos por
1 sij=i—1 1 sij=i+1
ajj = y bij =
0 e.o.c. 0 e.o.c.

Encuentre U~ y defina explicitamente los proyectores ortogonales sobre U y U+. Qué sucede

con estos proyectores si U se reemplaza por ({A,B,1}), donde I es el tensor identidad de V' ?
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» 3.30 Sean (Hy,({-,-)1) y (H2,(:,-))2 espacios de Hilbert sobre C con normas inducidas || -1
v |- |2, respectivamente, y sea T € L(H1, H2) tal que |T(z)||2 = ||z]1 Va € H;. Demuestre
que (T'(z),T(y))2 = (xr,y)1 Vz,y € Hi.

IND.: Considere las expresiones nulas | T(z + y)||* — ||z + y|* ¥ | T(z + iy)||* — ||z + iy||*.

» 3.31 Dado € un abierto acotado de R™, defina el operador A : H*(Q) — L?(§)) por
N
A(w) = {/ vu-vuj} v; Yu € HY(Q),
Q

j=1

donde {uy,ug,...,un}y € HY(Q) y {v1,va, ...,un} C L*(Q2). Demuestre que A es lineal y acotado

y encuentre el operador adjunto A*.

» 3.32 Sea X := (|0, 1] provisto de la norma uniforme, y sean {p;};jen, {qj}jen C X tales

o0

que la serie Z p;(s) qj(t) converge uniformemente a una funcion continua K : [0,1] x [0,1] —
j=1

R, es decir

N
1, 2 K t) — . (t = .
Niriloo (s,t)e%%?x[o,l] (5:1) ]Z; P;(S) qj( ) "

1
A su vez, sea F; € X' definido por Fj(u) := / gj(t)u(t)dt VYu e X. Pruebe que para todo
0

oo

G € X', la serie Z G(pj) Fj es convergente en X'. Identifique el valor del limite respectivo
j=1

en términos del adjunto de un operador conveniente.

» 3.33 (LA CONDICION INF-SUP CONTINUA ). Sean (X, (-,-)x) e (Y, (-, -)y) espacios de Hilbert

y considere A € L(X,Y). Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) A es sobreyectivo.

ii) A*:Y — X es inyectivo y de rango cerrado.

A
iii) Existe a > 0 tal que [|A*(y)||x := sup [{A@). yiv | > allylly VyeY.
reX ]l x
€T

iv) Existe un operador B € L(Y,X) tal que AB = I enY y BA = 1— P en X, donde
P : X — N(A) es el proyector ortogonal.
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» 3.34 Dado € un abierto acotado de R™, defina el operador A : H*(Q) — H'() por

Alu) = ji::l {/QAuAuj} v; Yu € H*(Q),

donde {uy,uz, ..., uny} C€ H*(Q) y {v1,v2, ...,uny} € HY(Q). Demuestre que A es lineal y acotado

y encuentre el operador adjunto A*.

» 3.35 Sean (H, (-,-)) un espacio de Hilbert sobre C y A : H — H un operador lineal tal que
(A(z),y) = (z, A(y)) Vx,y € H. Pruebe que A es acotado.

» 3.36 Sean V y W subespacios cerrados de un Hilbert (H,(-,-)), y sean P : H — V y

Q : H — W los proyectores ortogonales respectivos. Demuestre que
(Q—P)(z),z) >0 VaeH siysdlosi VCW.

» 3.37 Dado € un abierto acotado de R™, defina el operador A : H*(Q) — H?(S)) por
N
A(w) =) { vu-vuj} v; Yu € HY(Q)
j=1 -7’9

donde {uy,uz, ....,uny} € HY(Q) y {v1,v2, ...,uny} € H*(Q). Demuestre que A es lineal y acotado

y encuentre el operador adjunto A*.
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