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Introduccion

A mediados del siglo 20, el inglés Alan Turing (1912-1954) y John Von Neumann (1903-1957)
fueron los pioneros en el estudio abstracto de la computacién contribuyendo separadamente en
el diseno de las primeras maquinas programables; este tltimo exploro el area de la computacién
motivado por sus estudios en dindamica de fluidos, la que es modelada matematicamente por
medio de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, Von Neumann vislumbré la estrecha
relacién que tendrian las computadoras y los métodos no analiticos para resolver tales ecua-
ciones. Su caracteristica interdisciplinaria lo llevé a finales de la década del 40 a desarrollar
la teoria de los autématas, motivado por entender los limites de la légica y la esencia de los
sistemas naturales. Lamentablemente, su prematura muerte impidié que pudiera terminar sus
trabajos en teoria de autématas, sin embargo, estos sistemas fueron presentados dentro del
campo de la fisica computacional en el ano 1966 en el libro péstumo Theory of Self-reproducing
Automata [13], editado y completado por Arthur Burks, un matemético del area de las ciencias
computacionales quien trabajé en la construccién de ENIAC, una de las primeras computado-
ras.

Un autéomata celular, puede ser pensado como una coleccién de celdas coloreadas en una grilla
de forma especifica, esta configuracién evoluciona a pasos discretos de acuerdo a un conjunto
de reglas bien definidas, estas reglas se aplican de manera iterativa tantas veces como se quiera.
Sus aplicaciones se encuentran en el area de la biologia, donde son utiles modelando dindmica
de poblaciones bacterianas, o en general modelando el funcionamiento de sistemas biolégicos.
También en el area de la fisica, quimica, computacién donde se busca construir un autémata
que sea capaz de desarrollar un proceso en especial, por ejemplo la creacion de fondos para
disenos artisticos, procesamiento de imagenes, encriptacién de datos, etc.

Los automatas tratados aqui son una clase particular llamados maquinas con un cabezal, pues
cuentan con un cabezal capaz de leer la informacion almacenada en la casilla en la que se
encuentra y recorrer la grilla leyendo la informacién de cada casilla. Estas maquinas son capaces
de modificar la configuracion de la grilla, cambiando solamente el color de la celda por la que
pasé el cabezal, asi la configuracién va cambiando celda por celda en cada iteracién (esto
a diferencia de autématas que actualizan todas la celdas en cada iteracién) estas maquinas
son ttiles para la exploracién de grafos en forma automatica, en la programacién interna de




robots, y junto con los sensores son indispensables para procesos como contadores, detectores de
presencia, detectores de objetos, biusqueda de patrones; en esta tltima aplicacién, juega un rol
preponderante el reconocimiento de figuras, labor que puede ser llevada a cabo por autématas
con cabezal, los que con la capacidad extra de marcar las casillas de la grilla son més poderosos
a la hora de buscar patrones.

En el primer capitulo trabajamos con dos autématas que se mueven en una grilla bidimensional,
mas especificamente, dos reglas distintas en una clase particular de autématas con un cabezal
que denominaremos abejas. Estos autématas fueron introducidos por Gajardoy Dorbec [4] y son
una generalizacion a la hormiga de Langton, sistema discreto que fue definido por Christopher
Langton en el ano 1986 en el contexto de la vida artificial con una regla muy sencilla: si lee
blanco dobla a la derecha y si lee negro dobla a la izquierda cambiando el color de la celda. De
forma similar, en 1985 Gunn y Orturio [8] definieron una versién discreta del gas de Lorentz, en
donde una particula se mueve por un ambiente con obstaculos. Luego Cohen tomo este modelo
y le dio a la particula la capacidad de modificar el ambiente en el que se mueve, ddndole una
complejidad distinta y resultando en la hormiga de Langton.

La simplicidad en la definicién de la hormiga no la hace limitada ni sencilla de abordar, el
ano 2000 Gajardo, Moreira y Goles demostraron una construccion capaz de calcular cualquier
férmula booleana mediante el uso de circuitos logicos recorridos por sélo una hormiga, dotandola
con esto de la capacidad de hacer computo universal. Por otra parte se puede ver en las simula-
ciones de esta regla en un espacio celular monocoloreado, que la dinamica es muy compleja en
las primeras 10.000 iteraciones, para luego de esto comenzar un movimiento repetitivo acotado
a una banda; se cree que esta secuencia de estados es un atractor para la hormiga lo que atin no
ha sido probado, pero si se probd que independiente de la configuracién inicial, la trayectoria
de la hormiga en Z? es no acotada, esto fue probado por Bunimovich y Troubetzkoy [2].

El funcionamiento de estos sistemas dinamicos, para el caso particular de las abejas, consiste
en un cabezal que se mueve en la grilla, el cudl lee el color de la celda en la que se encuentra y
toma una decisién dependiendo de cudl sea este color. Al igual que la hormiga, luego de tomada
la decision seguin una regla determinista, se mueve y cambia el color de la casilla que dejo atras,
modificando asi el ambiente en el que se mueve. Aunque los estados a los que una abeja puede
acceder, a diferencia de los de la hormiga de Langton que hacen que su izquierda y derecha sean
invariantes, le dan a la abeja la capacidad de voltearse, cambiando asi la nocién de derecha e
izquierda, proporcionandole una complejidad, en principio, distinta a la de la hormiga.

En el segundo capitulo trataremos con otra clase de autématas, similares en el sentido que se
mueven en la misma grilla y tienen un cabezal, pero que no son capaces de modificar los colores
del plano, aunque si son capaces de leer tales colores y tomar decisiones influenciadas por esta
informacion, ademas cuentan con un stock de marcadores, a los que denominaremos piedras.
Estas piedras pueden ser depositadas en la grilla y recogidas de esta, ademés estan enumeradas
o coloreadas, es decir son piedras diferenciables una de otra.
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Estos autématas fueron introducidos por Blum y Hewitt [1] en el afio 1967 con la motivacién de
reconocimiento de figuras en una parte finita de la grilla, se introdujeron asi, los automatas con
piedras abstractas, que pueden hacer uso de sus piedras cuando quieran sin importar en que
posicién estas se encuentren, es decir, si un piedra esta en alguna celda de la grilla, distinta de
la celda en la que el autémata se encuentra, en el momento que este necesite usar la piedra ya
sea para ponerla en otra posicién o simplemente recogerla, esta desaparece de la posicion en la
que estaba para ahora cumplir la labor que la regla del autéomata dicte. También se definieron
los automatas con piedras fisicas o reales, que sélo pueden usar una piedra si esta fue antes
recogida por el autémata, teniendo que, para realizar esta labor, ir a la posicion en donde estaba
la piedra. Ellos prueban que ambos autématas tienen el mismo poder y que hay una jerarquia
entre las figuras acotadas, relacionada con la cantidad de piedras necesaria para reconocerla.
En esta memoria se trabajara con piedras reales.

En el ano 1999, Delorme y Mazoyer [3] retomaron estos automatas, pero ahora moviéndose
en el plano infinito, probando que en este caso la jerarquia colapsa con 3 piedras, es decir,
que una figura reconocida por un autémata con més de tres piedras puede ser reconocida por
un autémata con exactamente 3 piedras, resultado que estd estrechamente conectado con la
existencia de un autéomata con tres piedras que es capaz de hacer el cémputo universal; sin
embargo, si el autémata cuenta con dos piedras, se observa que su movimiento es bastante
restringido, aunque tiene mas libertades que un autémata con una o sin piedras.

Dado que estos autéomatas con un cabezal sélo pueden cambiar los colores de las celdas por las
que pasan, la dinamica de coloraciéon de la grilla puede ser estudiada desde la perspectiva de
la dindmica del movimiento que seguira el cabezal. En esta memoria abordaremos un concepto
introducido por Gajardo y Mazoyer [7], llamado t-shift. Consiste en seguir la trayectoria de
una magquina registrando la secuencia de estados y simbolos leidos; tal secuencia esta ligada a
las transiciones de la méquina, asi podemos entender el ¢-shift como el conjunto de secuencias
asociadas a trayectorias validas para el autémata.

Por otra parte, se han realizado estudios con maquinas en n dimensiones, los que han conseguido
tipificar las maquinas cuyo lenguaje, en el contexto de la dindmica simbdlica, es regular. También
en dimension 1 se han caracterizado las maquinas cuyo lenguaje es reconocido por un autémata
con una pila. El objeto de estudio en el tercer capitulo serd la maquina con 2 piedras en dos
dimensiones y vamos a tipificar en detalle su ¢-shift.



Definiciones previas

Definicién 1 Diremos que un grafo finito es un par (V,E), donde V es un conjunto finito

llamado conjunto de vértices y E C V x V, es llamado conjunto de aristas. Un camino de

G, es una secuencia {s;}ico1,2,.n) de vértices de V' de largo mayor a uno tal que para cada

ie{l,2,...,n}, (si_1,s) € E, y diremos que un ciclo, es un camino de G tal que so = Sy,.

Aclaremos que de la misma forma se puede definir un grafo no finito en el que V' no sea un
conjunto finito.

Definicién 2 Diremos que un grafo etiquetado G, es una tupla (V, E, h, X), donde (V,E) es
un grafo, X es el conjunto de etiquetas y h : E — X, es la funcion que a cada arista le asigna

una etiqueta. A h se le denomina etiquetado.

Definicién 3 Sea G = (V, E, h, X) un grafo etiquetado. Si denotamos por vy a un nodo especial

de V' llamado nodo inicial, decimos que (x;);cr es secuencia vdlida para el grafo si existe una
) VXIS

secuencia de vértices (v;)icqoyur, satisfaciendo que para cada i € {0} U I, (vio1,v) € E y
h(vi_1,v;) = x; (donde I = {1,2,...,n — 1,n} es un intervalo de N, o I el conjunto N,

resultando en una secuencia finita o infinita respectivamente).

Si queremos analizar la dindmica simbdlica de cierta maquina, debemos poner atencién en
los automatas que son capaces de definir “secuencias de simbolos”, veremos que la nocién de
grafo nos ayudara cuando se trate de clarificar como es que estos autématas trabajan, esto
sera explicado luego de definir bien qué son estas “secuencias de simbolos” y algunos objetos
relacionados con ellas.

Definicién 4 Un alfabeto es un conjunto finito, X; para cada n € N se define X" como el

conjunto de todas las secuencias de largo n de elementos de ..

Definicién 5 Se define la operacion x sobre algun alfabeto 3, denominada estrella de Kleene

de la siguiente forma:
o0
=z
n=0
Donde X0 = {e} y € representa la secuencia vacia.
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Definicién 6 Una palabra o cadena sobre el alfabeto ¥ es un elemento w de ¥, y un lenguage

sobre el alfabeto > es un subconjunto L de *.

Definiciéon 7 Dadas u, v € ¥*, con u = u1vy...u; v = v1V2. ..V, se define la concatenacion

de a con v, por:

UV = U2 . . . UjV1V2 ... Vg

Asimismo, dado i € N, se define u' como la concatenacién de u consigo misma i veces.

Definicién 8 Dados a € ¥ y L C ¥*, se define la concatenacion de a con L, por:

alL={we¥/FJvel, w=av}

Definicién 9 Un autémata finito determinista es una tupla (Q,%, qo, 0, F), donde:

= () es un conjunto finito llamado conjunto de estados.

= Y es un conjunto finito llamado alfabeto de entrada.

qo € @ se denomina estado inicial.

0:Q XX — Q es denominada funcion de transicion.

= P CQ es el conjunto de estados de aceptacion.

Esto puede ser visto como un grafo etiquetado, (Q,E,h,Y), donde E = {(p,q) € Q*/3a €
%, 0(p,a) = q} y para cada (p,q) € E, h(p,q) = a < 6(p,a) = q.



Definicién 10 Un autdmata a pilas es una tupla (Q, %, T, qo, 8, F, Zy), donde:

Q@ es un conjunto finito llamado conjunto de estados.
= Y es un conjunto finito llamado alfabeto de entrada.

= ' es un conjunto finito, en donde se encuentran los simbolos de pila.

qo € Q) se denomina estado inicial.

§: QXL XTI — Qx ({e} x T xT'?) es denominada funcién de transicion.

» FCQ es el conjunto de estados de aceptacion.

Zy € T' se denomina simbolo de fondo de pila.

Los autéomatas recién definidos, funcionan leyendo una palabra sobre el alfabeto de entrada,
en cada iteracion leen un caracter a de X y cambia de estado interno ¢, esto forma parte del
argumento ingresado a la funcién ¢ para calcular la siguiente transicién, en la siguiente iteracién
leerd el siguiente caracter de la palabra y asi hasta terminar de leerla. Estos autématas aceptan
o rechazan estas palabras de entrada si al terminar de leer la palabra lo hace concluyendo
en un estado de aceptacién, o no; dado un autéomata A, el conjunto de todas las palabras
aceptadas por él, se denota L(A) y es llamado el lenguaje de A. Para el caso de un autémata
finito determinista esto puede ser visualizado desde el grafo etiquetado que lo representa, de la
siguiente forma:

Una palabra w sera aceptada si y sélo si, es una secuencia finita véalida para el grafo,
y la secuencia de vértices asociada a esta comienza en ¢y y concluye en un nodo de
aceptacion.

Definicién 11 D = { 7,—i, j,—j}.
Definicién 12 Se define el espacio celular como el grafo infinito G = (V, E), donde V =7Z* y

E={(z,z4+d) | z€V,de D}.

» Se define el subgrafo inducido por un subconjunto Va de Z?, como Gy, = (Va, Ev,), donde
VACV, Ey, ={(x,x+d) | 2€Vs, x+dEeVy, deﬁ}.
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= Diremos que un subconjunto Vo del espacio celular estd conectado, si cada casilla de Va
puede ser alcanzada desde cualquier otra casilla de V4 mediante un camino totalmente

contenido en Gy, .

= FEn otro caso, un subconjunto V4 del espacio celular estd desconectado.

Definicién 13 Dado C' un conjunto finito, llamado el conjunto de colores, diremos que una

coloracion de V', es una funcion ¢ :'V — C, cualquiera.
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Capitulo 1

Abejas en 2D, una generalizacion de la
Hormiga de Langton

En este capitulo estudiaremos ciertas reglas particulares dentro de una clase de autématas con
cabezal denominados abejas y en general definidos sobre un espacio n-dimensional, coloreado
en blanco y negro; las reglas que estudiaremos se definen en un espacio bidimensional.

En la hormiga de Langton, el estado (cuerpo) puede ser entendido como una flecha apuntando
en alguna de las direcciones canodnicas, si pensamos a la hormiga con su cabeza en la punta
de la flecha y la cola donde comienza la flecha, se podra distinguir una direccién derecha y
una izquierda. En virtud de esto la regla se define dependiendo del estado (hacia donde mira
el cuerpo) y el color que se lea, como girar a la izquierda si se lee blanco y a la derecha si lee
negro, ademas en la trayectoria de la hormiga, ésta va cambiando los colores de las casillas que
visita.

Las abejas tienen un estado que guarda mas informacién, este estado tiene la forma de un
par ordenado que contiene una flecha en cada componente. En la primera componente esta la
flecha que dictara hacia donde sera el movimiento en la iteracion y en la segunda hay una flecha
perpendicular a la anterior, la que al efectuar la transicién, pasara a la primera componente
con algun signo que dependera del color que esté viendo y sera reemplazada por la flecha de la
primera componente con algin signo que también dependerd del color que esté viendo; de este
modo podemos deducir que el movimiento descrito por estos autématas es de tipo zig-zag, en
el sentido que nunca se mueve por la misma direccién en dos iteraciones seguidas.

Puede ser muy dificil determinar la trayectoria que un autémata como la abeja, es capaz de
seguir; dado que puede pasar por casillas que ya han sido visitadas en el pasado, es decir, que
es posible que pase por casillas que no tengan el mismo color que en la coloracién inicial, sin
embargo, en las simulaciones experimentales con coloraciones al azar estas abejas exhiben un
comportamiento bastante simple con ciclos no muy largos.
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Este capitulo estudiaremos que restricciones tienen estas abejas en su movimiento y, dado que
se abordan dos reglas bastante parecidas, estudiamos si hay alguna relacién entre ellas o si son
realmente dos reglas diferentes, es decir que una no simula a la otra.

1.1. Definiciones

Definicién 1.1 El conjunto de estados estard dado por:

Q={(q1, %) € D? / a1, @} es una base de Z7}.

Definicién 1.2 Definamos el sistema dindmico de la siguiente manera. Sea C' = {B, N}, la
transicion de una abeja estard definida por su posicion en la grilla, x € 72, su estado interno,
q € Q y la coloracion c € C% del espacio celular. El espacio de fase, serda X = CZ x 72 x Q.
Ast, un elemento de este conjunto, (c,x,q), serd llamado estado del sistema. La dindmica
estard definida por la funcion de transicion de estados F : X — X.

Definicién 1.3 La funcion de transicion de estados actia de la siguiente forma:
F(C,l’, Q> = (Claxla q,)7 donde q= (q17 Q2>7 q/ = (qaa QQ> Y

1. 2/ =z +q,

2. ¢ = 0cwy(1)ge,
3. ¢y = 0@ (2)qu,
4. d(2') # c(2'),

5. Yy # ', c(y) = c(y).

Donde o y oy, son funciones, cuyo dominio y recorrido son respectivamente los conjuntos
{1,2} y{—1,1}, y 1 es la velocidad asumida por la abeja.

Observacién 1.1 Cada par, (op,0n) de funciones, define una regla.
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Definicién 1.4 Definamos la regla 1 con las funciones og y oy Siguientes:

= (0p(1),05(2) = (1,1)

= (on(1),0n(2)) = (1,-1)
Y la regla 2 con las funciones op y on siguientes:

= (05(1),08(2)) = (1,1)

= (on(1),0n(2)) = (=1, 1)

Observacion 1.2 Para cada i € {1,2}, nos referiremos al autémata de regla i, por el nombre
abeja i. En un abuso de notacion, cuando mos refiramos a la posicion de la abeja t, nos
referimos a la posicion del cabezal del automata de regla i.

1.2. Construcciéon del grafo

La regla de la abeja 1 y ¢ € @, definirdn un estado sucesor ¢’ el que dependerd del color
la casilla visitada por la abeja 1; para este efecto definiremos B(q) y N(gq), como el estado
alcanzado por la abeja 1 luego de una transiciéon en el caso que la casilla visitada por la
abeja 1 sea de color blanco y negro respectivamente. En adelante, nos referiremos al estado
q = (p,r), con la notacién de subindice ¢ = p,.

Esta notacion se presenta en el cuadro 1.1 donde aparece en notacion de subindice y en la
representacién de flechas. La representacion de flechas para los estados, se introduce en el
cuadro 1.1.

Dadas las funciénes N(-) y B(-) que fueron definidas al comienzo de la seccién y se presentan
tabuladas en el cuadro 1.2, se define el grafo de interaccion, G = (V, E,(,{B, N}) de la figura
1.1, del siguiente modo:

V=0 E={(ap,de) / ay=qA(de=B(q)Vde=N(q))}

13



La funcién ( es de la siguiente forma:

_J B sig=a,NB(q) =d.,
C(abade)_{ N siq:ab/\N(Q):de’

qg=( ¢, g¢2) | Notacién de flechas | Notacion de subindice

(77 Ly g

—j =

<
-«
—
(59 t G
v
v
4

2

<
4

Cuadro 1.1: Representaciones del estado interno.

Una secuencia finita de estados conectados (camino en G) serd denotada por: (aj;)ief1,2,...n}-

Proposicién 1.1 Sea S = (s%, s, s%,...,5"), una secuencia que alterna elementos de los con-
juntos I = {—i,i}, J = {—j,j}, entonces las secuencias, ST = (s%,sk,,s%,... st s%) y
S™=(s%, s, 8%, ... st s L), donde s* € I < s"71 € I, son caminos de G y son los tinicos

con los que la abeja accede a la secuencia de velocidades S.
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g=(q, @) |Bl@)=0a @) | Nqo=(7 o

> t )
« 4 t
“ v v
> v v
t > >
v > Ly
v “ !
4 « “

Cuadro 1.2: Transiciones posibles para el estado.

Demostracién.

Digamos que, /?/ =/ —?/ =1, //]\/ =/ —;/ =7, notemos que:

(ap,de) € E=d=by [a) = [e/

Entonces, puesto que S alterna elementos de I y J, para cada k € {1,2,3,...,n}, podemos
escribir que /s*72/ = /s¥/ y con esto verificar que el arco 315“;21, sljk_ ! pertenece a E, ademas,
como /sk71/ = /s*/ = [—s*/, los arcos (s" ', sk) y (s%71, s .) también pertenecen al conjunto

de arcos de G.
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En conclusién, las secuencias S~ y St son caminos de G y son los tinicos de los que se obtiene
la secuencia de direcciones S.

En efecto, la tinica forma de obtener la direccién s° seguida de la direccién s' es con el estado
0

531 .
Sea ahora 0 < k < n; los tinicos estados con los que la abeja toma la direccién s* luego de haber
asumido la direccién s*~! en la iteracién anterior, son s, y s* .., donde /s**!/ = /s1/.

k+1 en el siguiente paso, el estado no puede ser s* o1, con lo

Ademas, para tomar la direccion s
que nos queda sélo la posibilidad de acceder a la velocidad s* con el estado s’;kﬂ. Por 1ltimo,
los tinicos estados con los que la abeja puede acceder a la direccion s™ luego de haber asumido
la direccién s"7! en la iteracién anterior son s% y s".., donde /s*/ = /s"71/ o dicho de otra

forma s®* € [ < s" 1 e I.

Figura 1.1: Grafo de interaccion.

En la figura 1.1, los arcos con etiqueta B tienen la punta de flecha con color blanco y los arcos
con etiqueta IV tienen la punta de flecha con color negro, ademas se encapsularon los vértices
en circulos y hexagonos, lo que nos permite visualizar claramente que el grafo es bipartito.

1.3. Construccion de ciclos de largo arbitrario

Con el grafo construido en la seccién anterior, daremos a Z? una coloracién tal que las ve-
locidades (dependientes del estado) a las que la abeja 1 accede, hacen que siga el camino
deseado.
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INPUT: {aj; }ie(1,..n}
Hacer x = (0, 0), i=1, y ¢ la coloracién blanca.

Mientras 71 <n

Si ((a},,a;) = B, hacer ¢(z +a') = B.
Si ((ai,,a;f,) = N, hacer ¢(z+a')=N.
r=z+ad
1=1+1

Fin.

QUTPUT: ¢

Cuadro 1.3: Esquema de coloracion para el espacio celular, a este procedimiento le llamaremos

rutina *.

Proposicién 1.2 Sea (a};)ic(12,..n} un camino de G, tal que para todo par (k,t) conk <t <n
se cumple:

Zai #0 (1.1)

Entonces la rutina x definida en el cuadro 1.3 con entrada (afﬂ)ze{l,g, n}, entrega una colo-
racion ¢ tal que la abeja de regla 1 con la configuracion inicial (¢, (0,0),a'), sequird la secuencia
de direcciones (a')ieq1,2,...n}-
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Demostracion.

Sea (ai%e{l,g’m’n} un camino de G usado como entrada para la rutina x. Vemos que la variable
x de este procedimiento, representa la posicion del autéomata, relativa a la posicién inicial, en
cada tiempo. Si ((ai;, a;}) = B, quiere decir que el autémata con estado interno a;, debe leer
blanco para pasar al estado aZ;t}l y si ¢ (aéi, aiﬂl) = N, quiere decir que el automata con estado
interno a;j; debe leer negro para pasar al estado a;ﬁ}l.
Como de la ecuacién 1.1, la abeja no visita una casilla dos veces durante este itinerario, si
T = Zf:_ll a’ y ¢ es la coloracién de la salida de la rutina =, cuando se llegue a la casilla z + a¥,
esta tendra el color ¢(x + a*) pues es la primera vez que la abeja la visita, es decir fue escogido
de la siguiente manera:

El color de la posicién z+a* serd blanco si ¢ (a'gk, a’;,jfl) es B y negro en otro caso. Lo
que justamente lleva a la abeja 1 al estado a];:irll. Entonces la abeja 1 seguira la
secuencia de estados (ay;)ic{1,2...n} ¥ €n consecuencia, la secuencia de direcciones
(al)ie{l,Z,...,n}'

Corolario 1.1 Dada una secuencia de velocidades que alterna elementos de los conjuntos
I'={—i,i} yJ={—34,7} y no repite casillas; entonces existe una coloracion para el espacio
celular y un estado, con la cual la abeja 1 recorre tal camino.

Demostracién.
Es directo de combinar el resultado de la proposicion 1.1 con la proposicion 1.2.

Sean los caminos Py, Py, Ps, Py, de largo n en el grafo G (cada uno, un ciclo de largo 2 repetido):

1P1:(327/Z\§73z7/2\37 7517?}\)
2. P, = (_/Z\ 7 /j_’{u _/Z\ 39 /j_’{, 7_/2.\ I }\—?)
3 Py (T Ga TG )
4 P4 = ( /Z\_;a _3\ i /2.\_57 _3\ T 5 /Z\_;? _/]\ '{)



Sea P construido a partir de P;, P, P3 y P, de la siguiente forma:

P:( Pla 57’{7 P27_/Z.\7/T P37_5A

77 '

P47 /Z\j]\)

Escribamos P = {pgi}ie{l,...,4(n+1)}- Notar que p’ es la velocidad (direccién) que asumird la
abeja 1 en la iteracién .

Proposicién 1. 3 Sea P la entrada para la rutina x y ¢ su salida, entonces dada la configuracion
inicial (¢, (0,0),5 3), luego de 4(n + 1) iteraciones, la abeja 1 wvolverd a la casilla (0,0) sin
antes haber visitado alguna casilla dos veces.

Demostracién.

Como la secuencia P es de largo 4(n + 1), la rutina x realizard esta cantidad de iteraciones
examinando la secuencia P, ademads es facil ver que para cada par (k,t) con k <t < 4(n+ 1)
se cumple:

4(n+1)

ZP%O A ZP—O

En efecto, la secuencia P; s6lo agrega i's y j's, luego, en esa parte de la secuencia no se puede
anular la suma. En la siguiente porcién de P, (j_» 3 Py, —i_ ) tampoco se puede anular la

suma, pues se restan i's pero se siguen sumando j's. Hasta aqui, tenemos n + 1 j sy —i,
finalmente, examinando la secuencia Pij, ] 2, P, vemos que solo se restan n+ 1 j's y no

cambia la cantidad de i's, entonces sélo al final de esto, se anulé la suma de j 's, pero aun la
suma no es nula pues es —12, lo que con el tultimo estado se anula.

Por esto, de la proposicién 1.2, al final de la rutina x, la variable x de éste vuelve a ser (0,0) y

es la primera vez que esto sucede durante la rutina; asi, la maquina vuelve a la casilla donde
comenzd.

De esta proposicion se concluye el siguiente teorema de forma directa.

Teorema 1.1 Para cada n € N, eziste ¢ € {B,N}*" y q € Q, tal que la abeja 1, desde la
casilla (0,0), con la coloracion inicial ¢ y estado inicial q, hace un ciclo de largo mayor que n.

En conclusion, la abeja 1 puede hacer ciclos de largo arbitrario mientras no repita casillas.
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1.4. Una regla diferente

El resto de las reglas de esta clase de autématas ya ha sido estudiada en [4], obteniendo en
3D que la mayoria de ellas tiene un movimiento restringido a un plano y de tales reglas en
2D, la mayoria resultaron ser isomorfas a la Hormiga de Langton, a excepcion de la abeja 1
y abeja 2. Nos interesamos en estudiar que relacion hay entre la abeja 1, trabajada en las
secciones anteriores y la abeja 2, pues son las tnicas reglas bidimensionales que en las simu-
laciones experimentales mostraron comportamientos distintos de la Hormiga de Langton. Nos
concentraremos en saber si son isomorfas en algin sentido; es decir, si dada una configuracion
¢ cualquiera para la abeja 1, existe alguna coloracién ¢; de Z2?, posicién y estado iniciales
(z,q) € Z* x Q, de modo que la abeja 2 sea capaz de efectuar los mismos movimientos que la
abeja 1 con la configuracion ¢; veremos que no es posible.

Figura 1.2: Configuracion Cy

Sea la configuracion C; de la figura 1.2, donde los grises pueden ser blanco o negro y esto no
afectard la secuencia de los primeros 32 estados que nos interesa. La secuencia de estados a

los que accede la abeja 1 con esta configuracion, se divide convenientemente en tres partes,
51, 52, S3:

51 = (_j W 2737 -] 5 1 37 J 5 0 37 J_5 1 37 J-5 _2737 —J1_5 _Zf'j)
S9 = (_] W 1 /jv .]_?7 Z_jv ]_Za - _5)
83 = (_jf/[a Zf’]\a ]7/7,\7 27;7 J 3 7]7_] 3 3 37 J 3 ? 37 J 3 ? /J\J J 3 ? /J\)
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Proposicién 1.4 No existe configuracion inicial, tal que la abeja 2, genere la misma secuen-
cia de velocidades generada por la secuencia concatenada (sy, Sa, S3).

Demostracién.

Para probar esto, lo haremos poniéndonos en todos los posibles casos. Para empezar, necesi-
tamos un estado inicial de la forma —3 2, 0 —}7;, pues de otra forma la velocidad inicial no
sera —3. En segundo lugar, necesitamos una coloraciéon tal que la secuencia de los primeros
12 estados, genere la misma secuencia de velocidades que genera s;, esto se logra con las 4
configuraciones iniciales presentadas en la figura 1.3.

Config. 1 Config. 2

Config. 3 Config. 4

Figura 1.3: Configuraciones para lograr la misma dindmica en las 12 primeras iteraciones.

21



Pero sélo la primera de éstas logra hacer que la secuencia de los primeros 18 estados accedidos
por la abeja 2, genere la misma secuencia de velocidades que genera la secuencia concatenada
(s1, 82). La forma en la que lo hace, queda descrita en la figura 1.4, donde el cuadro A muestra los
primeros 12 estados de la secuencia, las posiciones del cabezal y la coloracién inicial, el cuadro
B muestra la coloracion en el tiempo 12 y los siguientes tres estados, el cuadro C muestra los
ultimos tres estados y la coloracién luego de las primeras 15 iteraciones. Finalmente, el cuadro
D muestra el estado y configuracién en la que queda el autéomata luego de concluir la secuencia
de 18 estados; aclaremos también, que la flecha de punta blanca marca el punto de partida de
la trayectoria.

<!
| 4 3
Ly

1

Cuadro A Cuadro B

Cuadro C Cuadro D

Figura 1.4: Aqui se representan los cambios de estado y posicion que sufre el autémata.

Por ultimo, para lograr la coincidencia con las siguientes 13 velocidades (las de la secuencia s3
sin contar el dltimo estado) se debe colorear como la figura 1.5, a esta coloracién le llamamos

Ch.

En la figura 1.6 se puede ver que el estado nimero 32 (representado para ambas reglas con
la flecha de punta blanca) en la secuencia accedida por la abeja 2 serd necesariamente —i )
por lo tanto, la secuencia de velocidades generada por (s, s, $3), discreparia de la secuencia
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generada por la abeja 2 con la configuracién inicial escogida, en su tultimo elemento. Notar
que el estado nimero 31 esta representado con una flecha con punta gris.

Figura 1.5: (5, coloracion necesaria para hacer coincidir s1s2s3.

Cuadro 1 Cuadro 2

Figura 1.6: En el cuadro 1 se ve la coloracion Cy en la iteracion 32 de la abeja 1, con sus ultimos dos
estados representados con flecha de punta gris y flecha de punta blanca respectivamente, en el cuadro
2 se ve la coloracion Cay en la iteracion 32 de la abeja 2, con sus ultimos dos estados representados
con flecha de punta gris y flecha de punta blanca respectivamente.
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1.5. Relacion entre las dos reglas

Llamaremos F; y F5 a las funciones de transicién global, correspondientes a las abejas 1y 2
respectivamente, donde el espacio de estado es X = CZ x 72 x Q.

Definicién 1.5 Sean (F, X) y (G,Y) dos sistemas dindmicos, diremos que son conjugados si
existe una aplicacion biyectiva, T : X — Y tal que To F =GoT [11].

Definicién 1.6 Dado c € {B,N}”, se define ~ ¢ € {B, N}** como:

Vo € 7%, ~ c(x) # c(x)
Para efectos de notacién, diremos que ¢ = (q1,¢2) v ¢ = (¢}, ¢5)-
Proposicién 1.5 (F; ', X) y (Fy, X) son conjugados.

Demostracién.

En efecto, sea T' definida de la siguiente manera:

T X — X
(Q7xuc) — T((an7c>): <_q7x+q17NC)

Escribamos lo siguiente:

(Fo0T)(q,x,¢) = F5(—q, x4+ q1,~ ¢) = (¢, T, )

De la definicion de la abeja 2 tenemos:

T=r+q —q =1,

= (—q,—q), si~c(r)=DB,esdecir,sic(r)=N,
7= q,—q), si~c(x)=N,esdecir,sic(z) =B,

c(u,v) =~ c(u,v) < (u,v) # .
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Por otra parte:

(T o Fy ) (g, x,¢) = T(Fy (g, z,¢)) = T(q,2',¢),

donde, ¢’ = (¢}, ¢5) vy Fi(¢d,2', ) = (q,x,¢), es decir:

=( &, ¢), sid(x)=5B,
¢=( ¢, ~d1), sic(z)=N,
c(u,v) =d(u,v) & (u,v) # x.
Si miramos esto desde otra perspectiva, podemos escribir:
—
¢=( @, q) sid(z)=DB,esdecir,sicx)=N,
¢ =(—q, q), sid(x)=N,esdecir,sic(z)=DB,
d(u,v) = c(u,v) & (u,v) # x.
Por tltimo, calculamos T'(¢',2',¢') = (—=¢', 2" + ¢}, ~ ¢) = (¢, 7, ¢).
Primero analizamos ¢:

c(u,v) # d(u,v) = c(u,v), si(u,v) # x, luego,

c(u,v) =~ c(u,v), si(u,v)#x.

c(u,v) # d(u,v) # c(u,v),  si(u,v) =z, luego,

~

(u,v) = c(u,v), si(u,v) =x < cu,v) #~ c(u,v), si(u,v)=uz.

o

Como consecuencia:

c(u,v) =~ c(u,v), & (u,v) # .
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Ademas,

7
Z]\: _q/ = (_q27 _(11)7
a\: _q/ = ( q2, _(11>7

Asi podemos ver que:

=7,
q=4q,
c=7¢

Finalmente, T o F; ' = Fy o T y los sistemas (F; ', X) y (Fy, X) son conjugados.

En conclusion, la abeja 1 es capaz de hacer ciclos de largo arbitrario; conectando esto con
el hecho que la abeja 2 es capaz de simular a la inversa de la abeja 1, podemos decir que
ambas abejas son capaces de hacer ciclos de largo arbitrario. Ademds, presentamos una forma
de colorear el espacio celular para conducir a la abeja 1 por cualquier circuito que no repita
casillas, lo que conectado también con el hecho que la abeja 2 es capaz de simular a la inversa de
la abeja 1, proporciona un método para configurar el espacio y llevar a la abeja 2 por cualquier
circuito que no repita casillas. Al probar que estas abejas son diferentes, en el contexto de la
relacién de conjugacion, se establece que estas abejas no son simétricas con respecto al tiempo

[6].

2 + ¢} = x, esto es directo de (),

si d(z) = B & c(x) = N,
B

sid(x) =N & c(z) =
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Capitulo 2
Maquina a piedras

En este capitulo trataremos con un autémata que llamaremos maquina a piedras, esta se mueve
en un espacio celular bidimensional y cuenta con una cantidad finita pn; de piedras enumeradas.
Estas piedras pueden ser dejadas en diferentes casillas de la grilla para luego, ser o no, recogidas
por la maquina. Se ha probado anteriormente que una maquina que cuente con tres piedras
es capaz de simular a cualquier maquina con piedras y que es el nimero minimo de piedras
necesarias para lograrlo [3]. Nuestro objeto principal de estudio es la méquina con 2 piedras, esta
tiene fuertes restricciones en su movimiento, por ejemplo, no es capaz de hacer un itinerario que
recorra todo el plano, esto fue probado por Marianne Delorme y Jacques Mazoyer [3]. En este
capitulo presentaremos estas maquinas y haremos un recuento de algunos resultados previos.

Una maquina moviendose en el plano monocromatico puede ser influenciada de formas distintas
por el hecho de encontrarse con alguna de las piedras en su camino dependiendo de la carga
que lleve. En general, una maquina con cabezal puede tener un comportamiento muy complejo
ya que el cabezal le permite interactuar con la informacion que hay en el espacio celular,
en cambio, en el contexto de un plano monocromatico, el comportamiento esta determinado
exclusivamente por los estados internos y las posiciones de las piedras, asi podriamos imaginar
que el comportamiento es mas simple. En este capitulo estudiaremos que tan complicada puede
ser la dindamica en este contexto. En un abuso de notacién nos referiremos indistintamente al
cabezal y a la regla del autémata, como la maquina M.

2.1. Definiciones previas

La méquina a piedras fue introducida por Blum y Hewitt [1], pero en una porcién finita de la
grilla. Las siguientes definiciones le dan a la maquina la libertad de moverse en la grilla infinita
y fueron introducidas por Marianne Delorme y Jacques Mazoyer [3].
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Definicién 2.1 Una mdquina con piedras es una 5-tupla
M= (Qa 27 57 Aa @M)

Donde:

1. Q es el conjunto finito de estados.
2. % es el conjunto de letras o colores que rellenan la grilla, también es finito.
3. om es la cantidad de piedras con las que cuenta la mdquina.

4.0 : @ x Y — @, funcion local de transicion de estados,
AQ XY — {0, 1}$8 x D, funcidn local de transicion de casillas,
donde Q = Q x {0,1}#, 5 = % x {0, 1}om.
Estas funciones deben satisfacer una condicion de conservacion:
Para todo q € Q,(r1,...,70,,) € {0,1}M a € X, (n1,...,M,,) € {0,1}9M si
6(q, ™1, Torn @ My Mon) = (@55 77,025 75,,)
Y
M@ Ti o Tors @ My Moy) = (0750515, ™),
entonces para todo i € {1,..., oM}, r7+nf =1+ 1 < 1.

Es decir, una piedra no puede ser acarreada por la mdquina y a la vez estar en el plano, y
st una piedra estd en la casilla que se encuentra el cabezal o es acarreada por la mdquina,
entonces en la siguiente iteracion, tal piedra serd acarreada por la mdquina o habrd queda-
do en la casilla recién visitada.

El par (0, \) es llamado funcion de transicion local.
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Definicién 2.2 Sea M = (Q, X, 6, \, pm) una mdquina con piedras y o : Z? — ¥ una
coloracion de la grilla bidimensional.

1. Una configuracion de la maquina (M, o), es un elemento
(@, 9), (r1,---,7op)s @ S), perteneciente a 1, = Z* x {0, 1} x Q x ({0, 1}om)%° tql
que:
a) (T, y) es la posicion de la maquina M,
b) (r1,...,7p,) representa la reserva de piedras que posee M,
c) q es el estado interno de M,

d) para cada (z, y) € 72, s(z, y) = (s(x, y)1,...,s(x, Y),,) representa la reserva de
piedras de la posicion (x,y) y para cada i € {1,2,3,..., pm} se cumple

T + Z(a}, y)GZz S(l‘7 y)’l S ]-7
e) finalmente, para cada (x, y) € 72, Zi€{1,2,... ot} s(z, y); < 1, es decir, no puede
haber mds de una piedra en cada casilla.

2. La funcion de transicion global G para esta mdquina es G : 1,,, — 1 definida como

©m
Sigue:
Si
mC= ((xM7 yM)7 (Tb cee 7TpM>7 q, 8)
. 5((]7 (rlw"arpM)a O-<xM> yM)7 (S<xM> yM)h"' 7S(xM> yM)KJM)) =
(g, (ry,... ,T;)M))
. A(Qa (Tla--'arpM)a U(:EMa yM)7 (8<xM7 yM>1,---,5(33M, yM)WM)) =

(1, smp,,), m)

Entonces:

G(C) = ((xM7 yM) +m, (TI? s 7T;M)7q*75*>: donde 8*(xM7 yM) = (77{? s 777?p(M) Y
s*(z, y) = s(z, y), para cada (x, y) # (Tpmr, Ym)-

Observacion 2.1 En adelante estudiaremos el caso en que el plano estd monocoloreado, en
consecuencia, en las funciones de transicion no se considerard la parte del argumento que
wnvolucra el color de la casilla.
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Observacién 2.2 En adelante, 6 = (0,0) y representa el origen de Z>.

Definicién 2.3 Diremos que una vecindad de x € Z? de radio r € N, denotada por B(x,r), es
el congunto de puntos x + (a,b) de Z?, tales que ||(a,b)||1 = |a| + |b] < r (ver figura 2.1).

Definicién 2.4 Dada una vecindad de x € Z? de radio r € N, denotada por B(z,r), denotare-

mos sus bordes como sigue:

Byve ={z +(a,0)/lal + [0 =7, a, b€ Zg}

» Byvo ={z+ (a,b)/]a| +|b| =7, a€Zy, bEZ{}

Bso = {z+ (a,b)/|a| + 1] =7, a, bEZ;}

Bsp = {z + (a,b)/]a| + |b| =7, a € ZJ, b€ Zy}

Ademds definamos el recubrimiento exterior de cada borde por:

By ={z+ (a,b)/|a| + 0] =7+1, a, bEZ{}

Byvo = {z+(a,b)/la| + b =r+1, a € Z~, be Zt}

Bso = {z + (a,b)/]a| + |b| =7+ 1, a, be Zg}

Bsp={x+ (a,b)/a| +|b|=r+1, a € Z", beZ}

(Ver figura 2.1).

Definicién 2.5 Diremos que una vecindad para X C Z* de radio r € N, denotada por B(X,r),
es el conjunto de puntos {x + (a,b) € Z?/||(a,b)|y <r, z € X} (ver figura 2.2).

Aclaremos que si el grafo inducido por el conjunto de nodos X estd desconectado, B(X,r)
podria también estarlo.
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Figura 2.2: Vecindad de radio r = 4 para el conjunto marcado en oscuro

2.2. Restricciones en el caso, pn < 2

Una maquina que cuente con cero piedras, digamos My, atribuye su dindmica solo a sus estados
internos, en consecuencia, las secuencias de estados asociadas a la evolucién de esta maquina
podran ser reconocidas por un autémata finito, lo que estd estrechamente relacionado con
la proposicién 2.1. El caso en que agregamos una piedra a la méaquina, en principio, es mas
complicado, pues un estado particular no significard lo mismo dependiendo de las diferentes
configuraciones relativas a la piedra. Sin embargo, las secuencias de estados asociadas a la
evolucion de una maquina con una piedra son, al igual que si no tuviera piedras, reconocibles
por un autémata finito.

Con el propésito de introducir al lector en la forma usada en esta memoria para estudiar a las
maquinas con piedras, en esta seccion presentamos demostraciones méas detalladas de algunos
resultados de Delorme y Mazoyer, partiendo con la siguiente proposicion que corresponde a la
ndimero 6 de [3].
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Proposicién 2.1 [8] Sea M = (Q, 4, \,0) una mdquina sin piedras, entonces ezisten enteros
a1, (o, a3, Oy, tales que:

» La secuencia de velocidades accedidas por la mdquina es ultimamente periodica, donde el
periodo y el transiente son menores o iguales que |Q|.

. ’al| S |Q|7 |O[2’ S |Q|7 |C¥3| S 2|Q|2a |O[4| S 2|C2|2

» si (zp, ym) denota la posicion relativa de la mdquina respecto a su punto de partida,
entonces:

o |z + oym| < as

® (p— Yn =

Ademdas podemos distinguir el vector ¥ = (g, —aq) que representa la direccion de la banda
{(x,y) € Z*/|cnzp+oym| < as} y el vector x que representa la direccion neta del movimiento

transiente.
Demostracién.
Usaremos | - | para denotar || - ||;.

Como la maquina no tiene piedras, cada configuracién se reduce a un par ((zm, ym), ¢), posicion
y estado. Suponiendo que la méquina comienza con la configuracién inicial ¢g = ((0,0), go),
denotamos por ¢; a la configuracion ((z;, v;),q), donde (x¢, y;) es la posicién de la maquina
luego de t iteraciones y ¢; es el estado interno en ese mismo momento. Consideremos la secuencia
{((ze—2¢-1, Ye—Yi-1), Gt) tnen, dado que | Q| es finito y la maquina es determinista, esta secuencia
es ultimamente periddica, es decir, existen ty, m < |Q|, tales que luego de ty iteraciones, la
secuencia es periddica de periodo 7.

Denotemos por (X;, Y;), a la posicién de la maquina en el tiempo tq + im, puesto que
((xy — 21, Yo — Y1), q) es de periodo m, X; — X; 1 v Y; — Y;_1 son enteros constantes, de
magnitud menor que 7y, escojamos oy = —(Y; — Y1) y ae = X; — X;_1.

En un movimiento ultimamente periédico las posiciones de la méaquina pueden ser escritas
como la suma de la parte transiente del movimiento mas cierta cantidad de repeticiones del
perfodo més una porcién de este, asi, es facil ver que para cada t, existe a; = (a¥,a}) € Z*
con |lag||s < moy ke € N tales que (xy,y) = (x4, + ko + a¥,y, — keon + af); ky representa
la cantidad de repeticiones del periodo y a; representa el movimiento neto de una porcion que
resta del periodo. Entonces:
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|($t, yt)(ah 042)| = |(37to + krorp + af)ozl + (yto — ko + ai’)a2|,
|zi,00 + afon + Yy + aj an),

§ t07T0+7T07T0+t07T0+7T07T0,
= 271'(2) +2t07’l’0,

= 27T0<t0 +7T0),

< 2QP,

Asi, podemos escoger ag = 2mo(to + o).

Por otra parte:

y 2 2
T, Qg + af ey — Yo — aj oy + k(o] + a3),

QoTy — Yy =
)
> Ty Qg + Ay g — YO — Ay O,

Asi, podemos escoger:

_ x Yy
Qy = Ty + ay Qig — Yy — Qy Qi

ademas:

)
|z + af g — Yro1 — aj o],
Zf07T0 + ToTo + to’/To + oo,
27'('(2) + 2t07T0 S 2’@‘2,

|y

A I

Finalmente ¥ = (a2, —a1) ¥ X = (%4,, Yto)
|

En la proposicién 6 de [3] se proponen las siguientes cotas para as y au, |asz| < [Q), |as| < |Q,
estas no son correctas, en particular |as| puede ser mayor que |@|, tal como lo muestra el ejemplo
de la figura 2.3. Es facil ver que son necesarios 60 estados para que una maquina sin piedras
exhiba un comportamiento como el de la figura 2.3, asi |@Q| = 60, ademads, usando a; y ap como
fueron definidos en la proposicién 2.1, obtenemos oy = 8 y as = 0, luego, para la posicién
(16,0) accedida por la maquina y marcada en gris claro, |z, + asy:| = 128 > 60 = |Q)|.

En lo que sigue analizaremos en detalle el movimiento descrito por una maquina sin piedras,

con el fin de usar tales resultados en el estudio de la dindmica de una maquina con una piedra
para las iteraciones en las que no esta usando su piedra.
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Figura 2.3: La figura muestra el movimiento descrito por una mdquina sin piedras separado en su
parte transiente con flechas de punta blanca y el periodo con flechas de punta negra.

Definicién 2.6 Dados x = (x1,%32), y = (y1,92) en Z escribiremos el rectingulo de vértices x
ey como:

Ryy = {(21,22) € Z/Vi € {1, 2}, min{z,,y;} < 2z < max{z;,y}}.

Lema 2.1 Dada M = (Q, 4, \,0), una mdquina sin piedras, entonces existe una sucesion de
rectdngulos (R;)jen C Z* yr < |Q| tales que en la j— ésima repeticion del periodo, el movimien-
to de la mdquina estd acotado a la vecindad §2; = B(R;,r), satisfaciendo que £2; = £2;_1 + V.

Demostracién.

En una iteracién ¢, si la distancia entre la maquina y el punto de partida llega a ser por primera
vez |@| 4+ 1, la maquina ha debido pasar por al menos |Q| 4+ 1 estados, habiendo repetido en
este proceso al menos un estado. Se deduce que ya ha comenzado un movimiento periédico de
algiin largo 7. En este movimiento periédico, antes de la primera realizacién del periodo, se
puede distinguir un movimiento que no se volvera a repetir llamado transiente y cuyo tamano
(el nimero de estados necesarios para realizarlo) denotaremos por 7.

El movimiento neto 9 se descompone en la suma de los vectores vy, v, . . .0, pertenecientes
a D, accedidos en una repeticién del periodo, ademas, digamos que la minima cantidad de
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vectores de D necesarios para lograr el movimiento neto ¥ es [y, notemos que esto coincide con
la norma 1, es decir ||¢||; = ly, entonces existen n; < ny < ... <ny, <7, donde:

ly
E Up, =0
i=1

Asi, es claro que:

™ ly
E v; — E Up, =0
i=1

i=1

Ahora podemos definir el conjunto M = {1,2,...,7} — {ny,na,...,ny,}, escribirlo como M =
{my,ma,...,mr_;,} y luego concluir que:

T—ly

U, = 0
i=1

De este modo, como m < |@Q] — 7, en una repeticién del periodo el movimiento estard acotado

Q|-7—1y
2

a una vecindad de radio { J del conjunto de todas las trayectorias de largo 1y que unen

la posicion  donde comienza la repeticién del periodo con x + 9, aclaremos que el conjunto de
tales trayectorias es el tinico rectdngulo de Z? cuya diagonal estd definida por z y x + 9 (ver
figura 2.4).

Finalmente, podemos escribir el rectangulo como:

Rj = Ryijo.x+(j+1)0

y denotar la vecindad como sigue:

(Ver figura 2.4)
Ademas, de la construccion de §2;, es facil ver que §2; = §2,_1+1. Asi, en la j —ésima repeticion

del periodo el movimiento puede ser entendido como avanzar en la direccion 1, sin poder alejarse
més de LMJ unidades del rectdngulo R;.
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Definicién 2.7 Definamos la familia de rectas {ry, }mez, donde 7, = {(t+m,t) € Z*/ t € Z}

Observacion 2.3
VYmVx € rpy, d((0,0),x) > |m]|. (2.1)

Donde d es la distancia de Manhattan o en norma 1.

Definicién 2.8 Se define la siguiente banda:

Sr=Jr

i=m

(A) (B)

Figura 2.4: (A) representa la trayectoria de la mdquina enmarcada en la vecindad §2; (gris claro) del
rectangulo R; (gris oscuro), se distingue en blanco al vector V. (B) muestra la vecindad §2; enmarcada
en el conjunto Sa§ representado por las casillas achuradas.

Proposicién 2.2 Sea M = (Q,d,\,0) una mdquina sin piedras en la posicion inicial (0,0),
entonces si la mdquina sale de B((0,0),|Q|) por el borde 85, existe | € N tal que 2,1 C SHQQll

Q|
y LS

Demostracion.

La posicién de la méquina justo al final del transiente es y, luego d(x,Bsg) > |Q| — 7. De este
modo, la maquina se habra acercado a Bz a lo sumo 7 unidades, quedando a una distancia

;. . ;. . , )=l
minima || — 7, con respecto a 85g, ademds la maquina no puede alejarse més de LMJ
unidades de Ry, asi, desde la posicién en la que quedé luego del transiente, puede avanzar hacia

, —7)—=1 . ,. . . )
Bsg a lo mas {MJ + ly unidades, luego, la minima distancia con respecto a 85z a la que
puede acceder la maquina en la primera repeticién del periodo es:

36



Q| +1— QGQ\—;)—mJ i, +T> _ {(|Q\—Tg—lﬁ+2J -0

Asi 2y C S_‘l%l|7 ademds como la méaquina sale por Bgg, existe n € Ny (2, — S_||QQ“ # @ en
consecuencia, puesto que {2, = {2y + nv, mientras j < n, ¥ tiene el efecto neto de acercar {2; a
Q| y entonces existe [ € N tal que {2;_; estd totalmente contenida en S_%| y §2; intersecta al

exterior de S_l%‘ :

Observacién 2.4 Para cada §2;, existen a; y b;, donde para todo i € {a;,a;+1,. .., bj—1,b;},
riN§2; # D y se cumple que (2; C Sg; (Ver figura 2.4 (B)).

Lema 2.2 Sea M = (Q, 0, \,0) una mdquina sin piedras, entonces, en virtud de la observacion
2.4, bj —a; es constante y b; —a; < |Q)|.

Demostracion.
Dado que §2; es una traslacién de {2y, es evidente que b; — a; es constante.
Aclaremos que b; — a; corresponde a la distancia entre las rectas rq; y 73,, las que contienen a

dos de los lados del poligono {2}, los que estan separados a lo mas por 2 veces el radio de (2; y
el largo de una de las trayectorias que definen al rectangulo R;, asf:

b —a; < |19t | 4 | QD | gy < (1Q| = 7) — 1y + 1y = Q] — 7 < Q)

Proposicién 2.3 Sea M = (Q, 9, \,0) una mdquina sin piedras que parte en el origen. En-
tonces, si la mdquina llega a tomar una distancia mayor que |Q| con respecto al origen, esta
no volverd a pasar por él.

Demostracién.

Sin pérdida de generalidad, pensemos que la maquina sale por primera vez de la vecindad
B((0,0),1Ql) por Bsg.

Como R; es conectado, £2; también lo es y existen a;,b; € Z tales que a; < b; y Vi € {a;,...,b;},
N # 2y VieZ—{aj....b}, 2N =2
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Sea SZ; la banda que naturalmente cada vecindad {2; tiene asociada, donde del lema 2.2, b; —a;
es constante y estd acotado superiormente por |Q| (ver figura 2.4).

De la proposiciéon 2.2, existe [ € N tal que £2;_; esta totalmente contenida en S_l%‘ y {2, intensecta

al exterior de S_'%‘, con esto b1 < |Q| vy b > |Q| v asi a;—1 < a;. Definamos con esto ¥, =
a; — ai—1 > 0, ademds a; > 0 pues by —a; < |Q| y b > |Q|. De esta forma la secuencia {a;};en,
satisface aj 11 = a; + U, con lo que {a;};en, es creciente. Como de la ecuacién 2.1, para todo
Jj >1,d((0,0),£2;) > a;, la maquina no volverd a pasar por el origen (ver figura 2.5).

Corolario 2.1 Sea M = (Q,0, A\, 1) una mdquina con 1 piedra, entonces, si la mdquina llega
a tomar una distancia mayor que |Q| con respecto a la piedra, la mdquina no volverd a pasar
sobre ella.

Demostracion.

Supongamos que la maquina llega a tomar distancia |@Q| con respecto a la piedra, claramente
antes de que esto ocurra la maquina hizo una tultima visita a la piedra, esto porque paso sobre
ella o simplemente cuando la dejé. Luego de esa tultima visita a la piedra, el movimiento de la
méquina es como el de una méquina sin piedras con un conjunto de estados de tamano |Q)|,
asi podemos concluir el resultado directamente de la proposicién 2.3 (Ver figura 2.6).

Proposicién 2.4 Sea M = (Q,0,\, 1) una mdquina con 1 piedra y |Q| > 2, entonces en a lo
mds |Q|® iteraciones comenzard con un movimiento periddico.

Demostracién.

Si la maquina ha pasado por encima de la piedra méas de |Q] veces, como luego de |Q| veces se
repitié alguno de los estados con los que aborda la piedra, la maquina se habra encontrado con
una configuracién idéntica a una ya accedida en el pasado. Por el determinismo de la regla la
maquina ya habra comenzado un movimiento periddico en el que nunca se aleja demasiado de
su piedra.

Por otra parte, una vez dejada la piedra en estado ¢, en el caso que toma mas iteraciones para
volver a la piedra, ocurre un movimiento ultimamente periddico en cuyo transiente, de tamano
7,, la maquina se aleja a lo sumo 7, unidades de la piedra. Puesto que solo quedan |Q| — 7,
estados para volver a ella y en el peor de los casos este movimiento puede resumirse de forma
neta en acercarse una unidad a la piedra, habria que repetirlo 7, veces antes de la siguiente
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Figura 2.5: Representacion de la trayectoria de la mdquina, enmarcada en una vecindad de radio

|Q| del punto de partida marcado con negro, donde |Q| = 18, 7 =8, m =10, ly = 4, se distingue el
. o0 . . . . .

conjunto recto Uj:() 2; que contiene al movimiento de la mdquina.

visita, con lo que dependieno de 7,, se deben realizar a lo sumo 7, + 7,(|Q| — 7,) iteraciones; ya

(s y 1
que el maximo de esta funcién es alcanzado cuando 7, = QL

2 )
1)2 . . . . ‘ . .
sumo W iteraciones antes de recojer la piedra, para luego hacer no mas de |Q| iteraciones

concluimos que se realizaran a lo

. . . 1)2 ;
antes de volver a dejar la piedra. Si |@Q| > 2 observamos que W + Q] < |QJ*. Asi, en no
més de |Q|? iteraciones, una maquina con una piedra comenzard un movimiento periédico.

Haciendo un andlisis caso a caso se puede ver que cuando || = 2, en menos de 8 iteraciones
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ya se realizé un periodo.

Si la maquina pasa por encima de la piedra una cantidad N menor a |@Q)| de veces, entonces se
tendra un movimiento cuyo periodo es menor que el ya calculado, pues el andlisis es el mismo.
En consecuencia, se podrdn hacer no mas de N|Q|? iteraciones antes de ya haber realizado un
periodo.

=

0 S O
I N B
QP%

Figura 2.6: Caso en que la trayectoria de la mdquina pasa por la posicion de la piedra antes de alcan-
zar la distancia |Q|, las flechas de punta blanca representan los ciclos realizados antes del movimiento
ultimamente periddico representado con flechas de punta megra.
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Definicién 2.9 En el contexto de las maquinas a piedras, dadas las mdquinas A y B, diremos
que A simula a B si para cualquier configuracion inicial ¢ € 1,, en un plano monocoloreado,
existe una configuracion ¢ € 1, tal que la trayectoria sequida por B con la configuracion inicial
¢ el plano monocoloreado es igual a la trayectoria sequida por A con la configuracion inicial ¢
en un plano monocoloreado.

A continuacién se demuestra la observacién 3 de [3], la que enuncia que dada una méquina con
una piedra, existe una sin piedras capaz de hacer lo que hace la maquina con piedra. Haremos
la construcciéon propuesta en tal observacion, lo que es factible debido a que existe una cota
para la distancia relativa de la maquina y su piedra si es que esta la usa de forma indefinida.

Proposicién 2.5 Sea M = (Q, 0, \, 1) una mdquina con 1 piedra, entonces existe una mdquina
sin piedras My = (Qo, do, Ao, 0) que es capaz de simular a M (en el contexto de la definicion
2.9) partiendo de una configuracion inicial (qo, (1),(0)) en un plano monocoloreado.

Demostracién.

La evoluciéon de M consta de los siguientes pasos en el caso que use su piedra una cantidad
arbitraria de veces:

1. Desde el estado inicial (gg, 1,0), se movera en el plano con su piedra a cuestas para dejarla
en no mas de |Q)| iteraciones.

2. Una vez que la piedra esta en el plano, M se movera dentro de una bola, de centro la
posicién de la piedra y radio |Q)|.

3. Luego tomard la piedra para moverse con ella a cuestas, la dejard en no més de |Q)|
iteraciones y volvera a 2.

Para que una méaquina sin piedras simule a una con una piedra deberia tener acceso a una
piedra virtual para asi poder emular el efecto que tiene esta en las transiciones de la maquina
con piedras, para este fin, la maquina debe almacenar en memoria interna la posicién de la piedra
virtual relativa a la posiciéon de M; esta serda denotada por d. Dado que la memoria interna
debe ser finita, el almacenamiento de la informacion correspondiente a la posicién relativa d,
se hara de la siguiente manera:

» side B(6,|Q|), se guardara el vector d,

» sid ¢ B(6,|Q|), se almacenard d = occ.
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Ya que en virtud de la proposicion 2.1, la maquina con piedras no volvera a usar la piedra si
se aleja mucho, no sera necesario seguir teniéndola en memoria. La siguiente funcion sera de
utilidad en la traduccién de la informacion contenida en el estado interno de My, informacién
que servird para emular la transiciéon de M y tomara el valor uno si y solo si M se encuentra
sobre la piedra.

022U {oo} — {0,1}

0 siz= o0,
n(w) =14 1 silal =0,
0 si0<|z] <|Q|

A continuaciéon daremos la construccion de My a partir de la definicién de M; primero cons-
truiremos el conjunto de estados Q)q, el que nos ayudara en la simulacion de la piedra virtual.

Qo ={lg,d]/q € Q, d € B(6,]Q])} U{lg,]/g € Q}UQ

Hay que entender las siguientes tres posibilidades en términos de los estados de ()o.

1. La piedra es llevada por M (estado de la forma g € Q),

2. la piedra estd en el espacio celular en una posicién diferente a la de M (estado de la forma
[9.d], € Qy d#9),

3. la piedra estd en el espacio celular en la misma posicion que M (estado de la forma
lg.d], g€ Qy d=0).

En el cuadro 2.1 se presentan las transiciones correspondientes a la maquina sin piedras que
simula a la maquina con una piedra.

Probaremos que Mj tiene el mismo comportamiento que M, antes estableciendo por inducciéon
en la cantidad de iteraciones, que si se corren M y M, de forma paralela, en cada iteracion se
cumplen los siguientes cinco puntos:

1. Dado que la piedra estd en la casilla p, My estd en estado [g, d], con |d| # 0 si y solo si M
se encuentra en la posicion p + d, en estado interno ¢ y nunca estuvo a distancia mayor
que |@| de la piedra.

2. M, estd en estado [g, 0] si y solo si M estd en la misma casilla que la piedra y se encuentra
en estado interno gq.
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3. My esta en estado ¢ si y solo si M lleva la piedra y se encuentra en estado interno gq.

4. M esta en estado [g, 00| siy solo si M dej6 la piedra, estuvo o estd a una distancia mayor
que |@] de ella y se encuentra en el estado interno g.

5. La direcciéon que toma My, es la misma que asume M en esa iteracion.
Base:
Si la cantidad de iteraciones es 0, la secuencia de estados accedida por My es {qo} y por ser

la iteracién inicial de M, esta lleva su piedra y se encuentra en estado interno ¢y. Los demas
puntos se cumplen por vacuidad.

do(q) =7 d(q,1,0) = (g,1),
., &
Ao(q) =m A(g,1,0) = (0,m)
do(q) = [g,—m] d(¢,1,0) = (q,0),
. &
Xo(q) =m Ag,1,0) = (1,m)
do([g, d]) = [g.d —m] d(g,0,n(d)) = (g,0),
, & Ma,0,n(d)) = (n(d),m),
Xo([g,d]) = m [d—m| <|Q|
do([g.d]) =17 d(q,0,n(d)) = (g, 1),
, =4
Xo([g,d]) = m Ag,0,n(d)) = (0,m)
do([g, d]) = [g, o] d(g,0,n(d)) = (g,0),
, & Mg,0,n(d) = (0,m),
Xo([g, d]) = m [d —m| > Q)
do([g, 00]) = [g, o0 d(¢,0,0) = (q,0),
. &
Ao([g, 00]) =m A(g,0,0) = (0,m)

Cuadro 2.1: Transiciones posibles para M.
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Hipétesis:
En la iteracién k, se cumplen los cinco puntos.

Tesis:

En la iteracion k + 1, se cumplen los cinco puntos.

» Si en la iteracién k 4 1, M estd en estado [g,d] con d € (B(6,|Q]) — {0}), significa que
en la iteracion anterior, la maquina pudo haberse encontrado en dos situaciones:

e Sien la k—ésima iteracién M, estaba en estado ¢, la transicion se efectuara segin el
célculo de 0(q,1,0) y A(g,1,0) de acuerdo al cuadro 2.1, con lo que tomard la misma
direccién que M y obtendremos que en la (k + 1) — ésima iteracion:

M, estard en estado [g,d] con d € (B(6,|Q|) — {#}), si y solo si d(q,1,0) =
(7,0) y Mq,1,0) = (1,m), asi d = —m, de la hipétesis de induccién, en
la iteracion k la piedra era llevada por M. En consecuencia, en la iteracion
(k+1), M estd a distancia relativa m de la piedra y como |—m| =1 < |Q|, M
se encuentra en una casilla perteneciente a B(p, |Q|) — {p} y se encuentra
en estado interno . Ademas, del corolario 2.1, la piedra no puede haber
estado antes de la iteracién k a distancia mayor que |@|, de lo contrario no
llevaria la piedra a cuestas, probando asi el primer punto para este caso.

e Sien la k — ésima iteracién, My estd en estado [¢,d] con d € B(0, |Q)|), su transicién
se efectuard segin el célculo de 0(q,0,7(d)) v A(g,0,7n(d)) de acuerdo al cuadro 2.1,
con lo que tomara la misma direccién que M y obtendremos que en la (k+1) —ésima
iteracion:

M, estara en estado [g,d] con 0 < |d| < |Q|, si y solo si 6(g,0,1(d)) = (g,0),
Mgq,0,m(d)) = (n(d),m) y 0 < |d—m| < |Q|, donde d = d—m de la hipétesis
de induccién, en la iteracion k la piedra se encontraba a distancia d relativa
a la posiciéon de M; ademads, la maquina no estuvo antes a distancia mayor
que |Q| de la piedra. En consecuencia, ya que |d —m| > 0, [g, d] representa
que M se encuentra en una casilla perteneciente a B(p,|Q|) — {p} y se
encuentra en estado interno g, ademas la maquina no estuvo antes ni en
la iteracién k + 1 a distancia mayor que |@| de la piedra, probando asi el
primer punto para este caso.

= Sien la iteracion k + 1, My estd en estado [g, 0], significa que en la iteracién anterior, la
maquina pudo haberse encontrado en solo una situacién (a distancia 1 de la piedra):

e Es decir, en la k — ésima iteracion, My estaba en estado [¢,d] con d € B(6,|Q)),
entonces su transicién se efectuara segun el calculo de 6(q,0,n(d)) vy Mg, 0,n(d)) de
acuerdo al cuadro 2.1, con lo que tomard la misma direcciéon que M y obtendremos
que en la (k + 1) — ésima iteracién:
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M, estard en estado [g, 6], si y solo si 0(g,0,n(d)) = (g,0), A(¢,0,n(d)) =
(n(d),m), |d —m| =0 < |Q|, de la hipdtesis de induccién, en la iteracién k
la piedra se encontraba a distancia d relativa a la posiciéon de M; asi d — m
representa que M se encuentra a una distancia d —m de la casilla en la que
esta la piedra, es decir sobre ella, ademéds se encuentra en estado interno g,
probando asi el segundo punto.

= Si en la iteracién k + 1, My esta en estado ¢, significa que en la iteracion anterior, la
maquina pudo haberse encontrado en dos situaciones:

e Sien la k — ésima iteracion My estd en estado ¢, la transicion se efectuara segin el
célculo de 0(q,1,0) y A(g,1,0) de acuerdo al cuadro 2.1, con lo que tomard la misma
direcciéon que M y obtendremos que en la (k + 1) — ésima iteracion:

M estard en estado g, si y solo si d(q,1,0) = (g, 1) y A(g,1,0) = (0,m), de
la hipdtesis de induccién, en la iteracion k la piedra era acarreada por M,
lo que implica que en la iteracion k+ 1, M lleva la piedra y se encuentra en
estado interno g, probando asi el tercer punto para este caso.

e Sien la k —ésima iteracién, M estd en estado [g, 6], su transicién se efectuara segin
el calculo de d(q,0,7(8)) y A(¢,0,1(8)), de acuerdo al cuadro 2.1, con lo que tomara la
misma direccién que M y obtendremos que en la (k + 1) — ésima iteracién:

M estard en estado @, si y solo si d(q,0,7m(0)) = (g, 1), de la hipétesis de
induccion, en la iteracién k& M se encuentra encima de la piedra, en conse-
cuencia, M recogié la piedra y se encuentra en estado interno g, probando
asi el tercer punto para este caso.

» Sien laiteracion k + 1, My estd en estado [g, 0o], significa que en la iteracién anterior, la
maquina pudo haberse encontrado en dos situaciones:

e Sien la k—ésima iteracién, My estd en estado [g, 00|, su transicién se efectuard segin
el calculo de 6(q,0,0) y A(q,0,0) de acuerdo al cuadro 2.1, con lo que tomar4 la misma
direccién que M y obtendremos que en la (k + 1) — ésima iteracion:

M estara en estado [g, 0o] si y solo si d(g,0,0) = (g, 0), A(¢,0,0) = (0,m),
de la hipotesis de induccion, en la iteracién k, M estuvo, o estd a distancia
mayor que |@Q| de la piedra; es decir, [g, co] significa que en algin momento
anterior a la iteraciéon k + 1 pasé de un estado del tipo [¢*,d] (con d €
B(6,|Q|)) a un estado [¢*, 00|, concluyendo que en algiin momento estuvo
en una casilla cuya distancia a la piedra, es mayor que |Q|, probando asf el
cuarto punto para este caso.

e Sien la k — ésima iteracion, My estd en estado [¢,d] con d € B(0,|Q)|), su transicién
se efectuard segun el célculo de 0(g,0,7(d)) y A(g, 0,7(d)), de acuerdo al cuadro 2.1,
con lo que tomara la misma direccién que M y obtendremos que en la (k+1) — ésima
iteracion:
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M, estard en estado [g, 0o, si y solo si 0(g,0,n(d)) = (g,0), Mq,0,n(d)) =
(0,m) y |d — m| > |Q|, de la hipdtesis de induccién, en la iteracién k
M estaba a distancia igual a |@| de la piedra; es decir, [, 0o] significa que
justamente en la iteracion k+1, M se encuentra en una casilla cuya distancia
a la piedra es mayor que |Q|, ademés se encuentra en estado interno g,
probando asi el cuarto punto para este caso.

Con esto quedan demostrados los cinco puntos para cada caso, ademas en cada iteracion la
direccion que tomara M sera la misma que asumird M en esa iteracion y los estados internos
de My guardan la informacién necesaria para efectuar las transiciones de M, probando asi que
M, se comporta como M.

Corolario 2.2 Sea M = (Q, 4, A\, 1) una maquina con 1 piedra, entonces existen enteros
a1, o, (g, ay Y p tales que:

= La secuencia de velocidades accedidas por la maquina es ultimamente periodica, donde los
largos del periodo y el transiente son menores o iguales a p.

w || <p, Jao| <p, |as| < 2p% o] < 207

» Si(zp, ym) denota la posicion relativa de la mdquina con respecto a su punto de partida,
entonces:

o |ayzpr+ coym| < ag,

® (opr — O1Ypr Z Qy.

Ademds, si la piedra se distancia mds de |Q| unidades de la posicion de la mdaquina, esta no
volvera a visitar la piedra.

Demostracién. Combinando la proposicién 2.1 con la proposicién 2.5, se obtiene el resultado
directamente, en efecto, la maquina sin piedras que simula a M tiene un conjunto de estados QQo;
de la demostracion de la proposicion 2.5, Qo = {[q,d]/q € Q, d € B(0,|Q|)}U{[q, >0]/q € Q}UQ
ademis [{[a,d)/q € Q, d € B(9,QN}| = 2|QI* +2|QI> +]Ql, con lo que [Qo| = 2IQJ* + 2/QI* +
3|Q|, asf podemos escoger p = 2|Q|*> + 2|Q|* + 3|Q|.

Notar que estas cotas son superiores a las cotas dadas en la proposiciéon 7 de [3]. Esto se debe

a que esta demostracion esta apoyada en la construccion de la proposicion 2.5, la que da cotas
mas groseras. Haciendo un analisis fino se llega a las mismas cotas.
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Capitulo 3
Maquina con 2 piedras

En el capitulo anterior se abordé el caso de méaquinas con 0 o 1 piedra, tal tipo de maquina
seguird siempre un movimiento ultimamente periédico. En el presente capitulo estudiaremos
en detalle el comportamiento que puede tener una maquina con dos piedras. Si una maquina
cuenta con dos piedras y en algiin momento deja de usar una de ellas, la maquina caeria en uno
de los dos casos estudiados en el capitulo anterior. En este capitulo pensaremos que la maquina
usa sus dos piedras indefinidamente. Una maquina con dos piedras tiene una evolucion que
consta de varias etapas, éstas fueron descritas por Marianne Delorme y Jacques Mazoyer en
[3]. En algunas etapas la mdquina usa una sola de sus piedras, en otras no usa ninguna, por
lo que el desarrollo del presente capitulo se apoyarda fuertemente en el trabajo del capitulo
anterior.

Tomaremos el enfoque de la dindmica simbdlica introducido en [7], el cual asocia un subshift
a cada méaquina. El trabajo central de este capitulo consistira en definir un autémata de dos
pilas determinista que reconoce este subshift para el caso de las maquinas con dos piedras.
Esto tiene interés, puesto que las méquinas en dimensién 2 en general no tienen un subshift
reconocible con un autémata de pilas. La idea central consiste en registrar la posicién relativa
de cada piedra respecto a la cabeza en cada pila, lo cual serd posible gracias a que si la maquina
ha depositado una de sus piedras en el plano, su movimiento sera rectilineo o estara acotado en
un conjunto finito y, por lo tanto, la posicién relativa de la piedra abandonada es un multiplo
de un vector conocido. Para concluir, usando el Lema del Bombeo para gramaticas de libre
contexto, demostraremos que una pila no es suficiente para reconocer el shift de una maquina
de dos piedras, mostrando asi que el resultado previo es éptimo.
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3.1.

Resultados preliminares

El siguiente resultado fue establecido en [3], y aqui aparece en detalle, pues es importante para
el lector entender que tan compleja puede ser la dinamica de una maquina con dos piedras.

Proposicién 3.1 [3/ Sea M = (Q, 0, \,2) una mdquina con 2 piedras, entonces comenzando
con una configuracion inicial de la forma (q, (1,1),(0,0)):

= Se mueve como una mdquina sin piedras, o bien

» desde un tiempo t,

toma la piedra 1 que fue dejada anteriormente y la mueve de la posicion en la que
se encontraba,

luego se comporta como una mdquina sin piedras, para ir en la busqueda de la piedra
2,

toma la piedra 2 que fue dejada anteriormente y la mueve de la posicion en la que
se encontraba,

luego se comporta como una maquina sin piedras, para, nuevamente, ir en la busqueda
de la piedra 1,

y se repite este procedimiento indefinidamente, donde la distancia entre las piedras
crece arbitrariamente.

Demostracion.

Para probar este resultado debemos ponernos en algunos casos; para entender la naturaleza
de estos casos construiremos un grafo que llamaremos grafo de configuraciones, con el que
explicaremos los cambios de configuraciéon que tendra una méquina con dos piedras, M.

Se define el grafo de configuraciones, Gy = (Qur, E), de la siguiente manera:
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(12 2 2 1 1 )
s Qu = {a( ), aj, as,a*, ay, ai, a', a}, donde:

e a1?): representa el estado inicial (con ambas piedras a cuestas).

e Los superindices indican que luego de la transicion, la o las piedras, son acarreadas
por M.

e Los subindices indican, que luego de la transicion, la piedra se encuentra en el lugar
en el que estd la maquina.

e Si algtin nimero no estd como subindice ni superindice, la piedra con esa numeracion
se encuentra en el plano en alguna posicién distinta de la de M.

= Kl conjunto de arcos esta representado en la figura 3.1.

Notacién de subindice | Figura representativa

a2

A
A
ar A.
A
A
A

a](1,2) A.O

Cuadro 3.1: Representacion de los posibles escenarios en los que la mdquina se puede encontrar.
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Figura 3.1: Grafo de configuraciones G yr. Representa los posibles cambios en la configuracion interna
de M al hacer la transicion (esto dependiendo de la configuracion del plano).

Notemos que a la dindmica de la maquina M, le corresponde un tinico camino en el grafo G;.
Por otra parte, si este camino pasa una cantidad infinita de veces por el nodo a(*?), la maquina
se comportara como si no tuviera piedras, en efecto:

Sin pérdida de generalidad, digamos que M acaba de dejar la piedra g, en la casilla
x mientras lleva go, entonces, mientras no haga uso de g, ni recoja a g, estara con-
finado a una bola de radio |@Q| y centro x. En otro caso, puede dejar y tomar una
cantidad finita de veces a g; antes de dejar a gs, esta cantidad no puede exceder
|Q|, pues en ese caso, M entraria en un ciclo repetitivo, comportandose como una
maquina sin piedras y nunca dejaria gs.

En cambio, si usa g, para poder alejarse de g;, combinando la proposicion 2.5 con la
proposicién 2.3 y el corolario 2.2 podemos concluir que si queremos que la maquina
vuelva a buscar a g; no puede alejarse més de 2|Q|® + 2|Q|? + 3|Q| de la casilla
x, en consecuencia, la distancia entre M y sus piedras estaria acotada y de forma
muy similar a la construccién de My en la proposicién 2.5, podriamos construir una
maquina sin piedras que simule a M .
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De este modo, si una maquina con dos piedras va a tener una complejidad distinta
a una sin piedras, el camino del grafo asociado a su dindmica, debera pasar una

cantidad finita de veces por el nodo a*?.

Habiendo aclarado esto podemos eliminar el nodo a"? de G;. Quedan dos casos por analizar.

Caso I La secuencia pasa una cantidad finita de veces por el nodo a.

Esto quiere decir que, M, deja sus dos piedras en el plano una cantidad finita de veces,
en consecuencia, luego de un tiempo finito tampoco pasara por los nodos a; y as, pues la
unica forma de llegar a ellos es desde a. De esta forma, luego de una cantidad finita de
iteraciones de la maquina, la secuencia solo pasara por los nodos a3, a?, al y a', asi, luego
de un tiempo finito solo se usara la parte del grafo de transicién de estados presentada
en la figura 3.2.

Figura 3.2: Porcion del grafo de transicion de estados accedida por M en caso que pase una cantidad

finita de veces por a y a2,

De esta forma, ya que el grafo de la figura 3.2 es disconexo, la maquina usara indefinida-
mente solo una de sus piedras mientras la otra es acarreada, lo que lo hace equivalente a
un maquina con una piedra y en consecuencia, de la proposicién 2.5, equivalente a una
con cero piedras.
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Caso II La secuencia pasa una cantidad infinita de veces por el nodo a.

R

AN

Figura 3.3: Porcion del grafo de transicion de estados accedida por M para el caso en que pasa
infinitas veces por a y recoge a g1 una cantidad finita de veces.

1. a) Sirecoge la piedra g; una cantidad finita de veces, la secuencia solo pasa por los
nodos a?, a?, as, a, ay, ver figura 3.3, entonces pueden pasar dos situaciones:

= Si la méquina pasa infinitas veces sobre g;, una vez que g; fue depositada
en el plano, hay 2 posibilidades:

e La distancia entre M y ¢; es no acotada, caso en el que M se movera por
una banda, alejandose de g; y luego de encontrar a g, volviendo a g;. En
cada repeticién de este comportamiento, g, se aleja de go,

e la distancia entre M y ¢; es acotada, caso en el que quedara confinada a
una bola de algun radio y serd equivalente a una méaquina sin piedras.

= Si pasa una cantidad finita de veces sobre ella, serd una maquina que solo
hace uso de una piedra mientras la otra esta en el plano sin ser siquiera

visitada por M, es decir, es equivalente a una maquina sin piedras.

b) Si solo pasa por aj, a', ay, a, az, es andlogo.
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2. La secuencia pasa infinitas veces por todos los nodos de Gy, excepto por al?),

Notemos que el nodo a une la parte de arriba con la parte de abajo, asi, se tendra una
alternancia de macro-pasos en los que:

M lleva g; mientras g, esta en el plano.

= M deja a g; en el plano y se va sin piedras en busqueda de gs.

M lleva g, mientras g; esta en el plano.

M deja a g9 en el plano y se va sin piedras en busqueda de ¢;.

Luego itera este comportamiento.

Todavia falta un ultimo analisis en esta sucesién de macro pasos.

= Siexistemm € Ny (t;")jGN, de modo que la distancia entre g; y g2 en el tiempo ¢7",
es menor que m, para todo 57 € N. Sin pérdida de generalidad, supondremos que
los tiempos 7", son todos los tiempos en los que M dej6 alguna de sus piedras
y la distancia entre g; y g2 en el tiempo 7", es menor que m:

Sea la secuencia (t');en, la de todos los tiempos en los que la maquina
deja una piedra y la distancia entre las piedras es menor que m. Entre
los tiempos 7" y ¢7 |, la evoluciéon de M dependerd de cual fue la piedra
gi que boté en el instante 7", del estado ¢ en el que se encontraba M
al momento de dejarla y de la distancia d a la otra piedra; esto, pues
el estado con el que M llega a la otra piedra depende de la distancia
relativa entre las piedras. Ya que las distancias en los tiempos 7" estén
acotadas por m, las configuraciones (g, d, 7) donde ¢ es el estado interno,
d es la distancia a la otra piedra e i es la piedra encontrada, pertenecen
a un conjunto finito, por el determinismo de la regla, el nimero de
posibles situaciones con los que la maquina puede ir de una piedra a

otra serda menor que una constante que depende de m y |Q)|.

En consecuencia, luego de un tiempo finito la dindamica serd repetitiva y
existiran jo, Jr, tx, tales que para todo j > jo y £ > 0 la evolucién de M
entre los tiempos £ ; ;v tﬁjw(ﬂl), seréd la misma; ademds 7y ;= t;+1,.
Entonces, M sera equivalente a una maquina sin piedras y estara acotada
a una banda.

Entonces, para que la maquina tenga una complejidad distinta a la de una maquina
sin piedras, la distancia entre las piedras no puede ser acotada.
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Figura 3.4: Representacion del movimiento tipico de un mdquina que usa sus dos piedras y las bandas
por las que se mueven las piedras son no paralelas.

3.2. Lenguajes y subshifts

3.2.1. Definiciones

La dinamica simbédlica ha mostrado ser una herramienta t1til en el estudio de los sistemas
dindmicos pues permite relacionar propiedades dindmicas con nociones de complejidad y aplicar
la teoria de lenguajes formales. En dindamica simbdlica se estudian los llamados subshifts. Las
siguientes definiciones pueden encontrarse por ejemplo en [10].
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Definicién 3.1 Dado un alfabeto 3, se denota por XN al conjunto de secuencias infinitas de
elementos de X. En este conjunto se define la métrica d(z,y) = 27 Inkznrumt parg x £y, la
cual hace compacto al conjunto. La funcién shift, o : 3N — YN definida por o(x); = 241 es
continua en la métrica considerada y asi, el par (XN, ) es el sistema dindmico conocido como
full shift.

Un subshift es un conjunto S C XN que es cerrado topoldgicamente e invariante para o, es
decir, tal que o(S) C S.

Dada una palabra infinita x € XN, una palabra v € X* se llama factor de x (v C x) si v aparece
como subsecuencia de x, es decir, si existen w € X* y z € XN tales que x = wvz.

Todo subshift S define un lenguaje:

L(S)={v|(FxeS) vz}

Reciprocamente, la teoria dice que todo lenguaje £ define un subshift:

Se={z| (MW Cuz)veL}
La teorfa demuestra que Sgg = S, asi, el lenguaje asociado a un subshift, lo caracteriza

completamente.

A continuacién se define un subshift asociado a una maquina M con g\ piedras, tal como lo
hace Anahi Gajardo para el caso de las maquinas de Turing.

Recordemos que una configuracién en una maquina con pny piedras estd dada por
(T, 9), 7, ¢, 8) € Z* x {0,1}"™ x Q x ({0,1}"™)%",

donde {0,1} = {0, 1}, (7, y) es la posicién de la cabeza, r representa el conjundo de piedras
que carga, ¢ es su estado interno y, para cada (x, y) € Z?, s(z, y) representa el conjunto de
piedras que hay en la posicién (x,y). El conjunto de estados lo llamamos J y la funcién de
transicién de estado del sistema la llamamos G : J — 1.

Una técnica comun en el area de sistemas dinamicos es la de proyectar el estado en un conjunto
finito (alfabeto) para luego observar la dindmica completa a través de este proyector. En nuestro
caso el alfabeto estd dado por:

EM = {(Q7 (7‘1,7“2), (7]1;772)) € Q X {07 1}2 X {07 1}2/Vi € {172}7 T + 1 S 1}-

Aqui, definimos el proyector 7 : 3 — Xz por 7((Z, ¥), 7, ¢, ) = (¢,7,s(Z, 7)), que extrae sélo
la informacion visible desde la cabeza.
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Luego, a cada configuracién ¢ € J se asocia la secuencia infinita (7(G*(c)))en. El conjunto de
estas secuencias define un subshfit, que llamaremos Sy; C @ x {0,1}¥M x {0, 1}*™. Consider-
aremos también su lenguaje asociado: Lyt = L(S).

Mientras el ¢-shift de las maquinas en Z puede ser reconocido con un autémata determinista con
dos pilas en tiempo real, el t-shift de las maquinas en Z?, en general, no puede ser reconocido
con un autémata determinista con pilas en tiempo real [7]. Por otra parte, segiin un resultado
previo, una maquina M tiene un subshift reconocido por un autémata finito si y sélo si el tiempo
entre dos visitas sucesivas a una celda estd acotado por una constante [5], lo cual sélo ocurre
cuando la maquina tiene serias limitaciones en su capacidad de movimiento. Las maquinas
con 0 o 1 piedra cumplen esta caracteristica, de hecho, su movimiento esta siempre acotado a
una banda, tal como se demuestra en [3] y se repasa en el capitulo anterior. En este capitulo
estudiaremos el ¢-shift de las méquinas con 2 piedras avocandonos a precisar su complejidad en
la jerarquia de reconocimiento en tiempo real introducida en [12].

3.2.2. Una maquina con un t-shift complejo

En esta seccion estamos interesados en estudiar la complejidad del lenguaje de una maquina
particular, probaremos que el lenguaje asociado a la maquina que se definird, no es de libre-
contexto, o equivalentemente, no se puede construir un autéomata determinista con una pila
capaz de reconocerlo. para probar esto, aplicaremos un resultado clasico conocido como el lema
del bombeo para lenguajes de libre-contexto (ver por ejemplo [9]), probando asi que, en general,
no podemos construir un autémata con una pila que reconozca el lenguaje de una maquina con
2 piedras. El Lema del Bombeo se enuncia como sigue.

Lema 3.1 Si £ es un lenguagje reconocido por un autémata con una pila (de libre contexto),
entonces existe un entero n tal que para cualquier palabra z € L de largo mayor o igual que p,
existen palabras u, v, w, x ey tales que:

" 2 = uvwry
v jowz] <n
m VL F e

» Vi >0, 2 = wlwrly € L
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Ejemplo 3.1 Para entender a grandes rasgos que significa bombear una palabra veamos el
siguiente ejemplo:

Sea z € {0,1}*, z = 11011011001010, se escogen cualquier v y x factores de z, para este caso
escojamos v = 11, y x = 010 luego, bombear v y x consiste en lo siguiente:

Primero Separamos z como se muestra.

u v w T Yy
SN AN AN AN AN
z=110110 11 0 010 10

Bombear la palabra z, es escoger i > 0 y transformar z en la palabra uwv'wz'y. A continuacion
se muestra z bombeada con i = 3:

3 - 23
AH\A/_M/')U\
z=110110111111 0 010010010 10

u v

A continuacién se define la maquina con dos piedras cuyo lenguaje no es reconocible por un
automata con una pila, tal como se demostrara mas adelante.

M* = (Q,%, 4, 2), donde:

L. Q = {QO7 42, Qizq;, erch}-

2. ¥ = {blanco} es el conjunto de colores que rellenan la grilla y solo cuenta con un color.

3. § y A se presentan en el cuadro 3.2, solo para las configuraciones accedidas cuando se
comienza en una configuracién del tipo (qo, (1,1), (0,0)), el resto de las transiciones es
irrelevante para la demostracién y podemos definirlas como:

= si no se encuentra una piedra, moverse en la direccion —j y conservar el estado,

= si se encuentra alguna piedra, recojerla, moverse en la direccién —j y conservar el
estado.

Haciendo un estudio caso a caso se puede ver que si la maquina se encuentra en una configuracién
no considerada en el cuadro 3.2, se movera eternamente hacia abajo, o caera en alguno de los
casos del cuadro 3.2. La figura 3.5 muestra una simulacion de la maquina cuando parte con
ambas piedras a cuesta y en estado qg.
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(¢, (ri,m2), (m,m2)) | 0(q, (ri,72), (M,m2)) | Mg, (r1,72), (11,72))
(g0, (1,1), (0,0)) (g2 (0,1)) ((1,0),4)
(40, (0,0), (0,0)) (qaren, (0,0)) ((0,0),4)
(40, (1,0), (0,0)) (g2, (1,0)) ((0,0), =)
(2, (0,0), (0,0)) (40, (0,0)) ((0,0),7)
(g0, (0,1), (0,0)) (g2, (0,1)) ((0,0),4)
(2, (0,1), (0,0)) (gizq> (0,0)) ((0,1),—3)
(2, (1,0), (0,0)) (g2, (0,0)) ((1,0),1)
(daren> (0,0), (0,0)) (daren: (0,0)) ((0,0),7)
(qaren, (0,0), (0,1)) (0, (0,1)) ((0,0), =)
(Gizg> (0,0), (0,0)) (Gizq> (0,0)) ((0,0), =)
(¢izg, (0,0), (1,0)) (0, (1,0)) ((0,0), =)

Cuadro 3.2: Funciones locales de transicion, para M®
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Figura 3.5: Dindmica de movimiento de M": se observa una alternancia en el movimiento debida al

uso de las piedras; g1 estd representada por una estrella y go por un circulo.
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Proposicion 3.2 FEl lenguaje asociado a la mdquina M, Ly, no es de libre-contexto.

Demostracidn.

Vamos a aplicar el Lema del Bombeo a una palabra que parte con el caracter (go, (1,1), (0,0)),
es decir, parte en estado gy con ambas piedras a cuestas. Partiendo de tal situacion solo se usan
los caracteres del cuadro 3.2. Abreviaremos este conjunto de caracteres mediante letras tal como
se indica en el cuadro 3.3. El alfabeto asf obtenido es entonces ¥, = {0, a,b, c,d, e, f,1,7,1,7}.

Caracter Color de la flecha que la
(q, (r1,72), (m,m2)) | correspondiente | mAaquina seguird luego de la
para el alfabeto ¥, | entrada (¢, (r1,7r2), (71,72))
(g0, (1,1), (0,0)) 0 Negro
(g2, (0,1), (0,0)) f Azul
(g0, (1,0), (0,0)) a Rojo
(g2, (1,0), (0,0)) b Rojo
(g2, (0,0), (0,0)) ¢ Rojo
(90, (0,0), (0,0)) d Verde
(90, (0,1), (0,0)) e Amarillo
(qarens (0,0), (0,0)) r Verde
(qarens (0,0), (0,1)) T Amarillo
(¢izg, (0,0), (0,0)) l Azul
(¢izg, (0,0), (1,0)) l Rojo

Cuadro 3.3: Esta tabla muestra una abreviacion de los caracteres asociados a la dindmica simbdlica

de M°®.
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Se puede ver en la figura 3.5 que con respecto al cédigo de colores, el movimiento de la maquina
se compone de las siguientes partes:

1- Deja la piedra g1 y se mueve en la direccién de la flecha negra (a la derecha).

2- Se mueve en la banda compuesta por las flechas rectas azules hacia la izquierda.
3- Encuentra la piedra g; y la toma.

4- Usa las flechas rojas para moverse hacia abajo e izquierda.

5- Deja la piedra g; en el plano.

6- Usa las flechas rojas para moverse a la derecha y arriba.

7- Comienza un movimiento periddico en el que usa las flechas verdes hacia la derecha.
8- Encuentra la piedra go y la toma.

9- Usa las flechas amarillas para moverse hacia abajo y luego a la derecha.

10- Deja la piedra g5 en el plano.

11- Ahora se mueve en la banda compuesta por las flechas azules hacia la izquierda.
12- Luego itera este procedimiento desde el paso 2.

Aclaremos, que para asumir las direcciones explicadas en el parrafo anterior, la maquina
debe comenzar con una configuracién de tipo 0 y luego continuar con la secuencia
flabedre flllabedrrTe . . ., donde los caracteres [ y r estan relacionadas con los movimientos
hacia la izquierda y derecha respectivamente.

Ahora definamos w; = abedr?~Y7e fI*1, donde para todo i € N, el largo de w;, |w;| = 4i +6 y
también definamos wy = ¢ y W de la siguiente forma:

W:Oﬂﬁwi (3.1)
i=0

Entonces, la palabra infinita W de la ecuacién 3.1 es la que le corresponde a M*® partiendo de
una configuracién (go, (1,1), (0,0)); con esto definamos L = {w € X}/w es prefijo de W}.

Supongamos que Lyge es de libre contexto. Digamos que n € N es el dado por el lema del
bombeo, y consideremos la palabra z = 0fI];_, w;, entonces existen u, v, W, =,y tales que:

"z = UDWIY

lvwzx| <n

VT # €

» Vi >0, z = wwr'y € Ly
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Observamos lo siguiente:

» Como los caracteres [ y 7 alternan su aparicién, si tomamos la secuencia que se encuentra
entre un [ y un 7 debe contener exactamente la misma cantidad de {’s y 7’s.

= Kl tnico prefijo de W que concluye en la secuencia w, es z, en consecuencia, este es el
tinico que termina con la secuencia fI?"1.

= Una palabra que comienza con 0, estda en Lye, si y solo si, esta en L.
Existen 3 casos, dependiendo de la posicién que ocupa vwzx dentro de z:

1. La palabra z no tiene interseccion con w,.

En este caso v tampoco intersecta a w,, y entonces y contiene a w,, como sufijo. Vemos que
wwry # w’wz?y, pero como uv*wz*y comienza con 0 y termina con y (en consecuencia
con wy,) w?wzrty ¢ L —+—.

2. La palabra x tiene interseccion con w, y v no esta totalmente contenida w,,.

Entonces v tiene interseccién con w,_1, dado que |vwz| < ny |w, 1| = 4n + 2, la parte
de vz que intersecta a w, es de la forma abedr®, con k < n — 3.

Con esto podemos concluir que wvwzy v uvwaz'y terminan en la secuencia fI*™l, asi,
puesto que wvwry # w/@xdy = uwy, vy ¢ L —<—.

3. La palabra x tiene intersecciéon con w, y v esta totalmente contenida en w,,.

Entonces como |[vwz| <n < 4n+ 6 = |w,|, la palabra vwz puede:

= Comenzar con a, caso en el que nuevamente, la palabra vwz intersecta a w, en
abedr®, con k < n — 2, concluyendo que uv’wz’y ¢ L.

= No comenzar con a, caso que se divide en otros dos sub-casos.
e La palabra vz termina con el caracter [, caso en el cual existe k < n — 1y
vz = IFl; asi, escogiendo i = 2, uwv*way ¢ L, en efecto:

o Si z # €, x concluye con el caracter [ y la palabra uv?*wz?y termina con
la secuencia abedr?™ Ve fIF11¥], donde k> 2n v k < k, contradiciendo el
hecho de que entre un [ y un 7 debe haber exactamente la misma cantidad
de I's y 7's.

o Siz=¢yw = ¢, la palabra uv*wz?y termina con la secuencia
abedr?™=VFe f127=k[k[[F], contradiciendo el hecho de que entre un [ y un 7
debe haber exactamente la misma cantidad de I's y 7’s.
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o Siz=¢cyw+# ¢ existe m < n tal que v = I™, con lo que uv?wz?y concluye

con la secuencia abedr?™V7e f127~™>™] lo que claramente no es un prefijo

de W

e La palabra vz no termina con el caracter [, caso en el que uv
efecto:
En L estan solo los prefijos de W, con esto las palabras de L solo pueden ser de la
forma 0, 0f, 0f, Oﬂ(Hf:_Ul w;)w*?) | para algin k € N, donde |w®!)| =t < 4k+6
y w* es un prefijo de wy.
Escribamos w,, = aAvwzBl, donde A y B son factores de w,, de esta forma,
en la secuencia AvwzB no hay a’s, ni I’s en consecuencia Av?*wWz?B tampoco
tendrd a’s, ni I’s. Asf, para que la palabra 0fI([]/-, w;)aAv*Wz*Bl esté en L,
aAv*wz? Bl deberd ser igual a w,; pero como |aAv*wa?Bl| > 4n + 6 = |w,|,
aAv*wz? Bl # w,
Asf w*wa’y ¢ L —+.

2wy ¢ L, en

3.3. Construcciéon de un PDA que reconoce el t — shift
de una maquina con 2 piedras

En este estudio del lenguaje asociado a una maquina con dos piedras, se construye un PDA
capaz de simular la iteracion de la maquina con piedras; la dificultad de esta simulacion radica
en recordar la informacién relevante almacenada en el espacio, es decir, la posicién de cada
piedra relativa a la posicién de la maquina. Veremos que la palabra que el PDA lee puede
comenzar en un caracter del tipo (g, (1,1),(0,0)), caso en el que desde un principio el PDA
podra almacenar la posiciéon de cada piedra. En cambio. si comienza con un caracter del tipo
(q,(0,1),(0,0)), o (q,(1,0),(0,0)), o (g, (0,0), (11,72)), donde 7; puede ser cero o uno, el PDA
no sabra la posicion de las piedras hasta que la palabra leida dicte un encuentro, caso en el que
debemos ser muy cuidadosos a la hora de decidir si la posicién en la que la piedra finalmente
es encontrada es una posicién coherente con la informacién ya recibida, es decir, que estén en
una casilla no visitada previamente.

En la construcciéon del PDA se construye al conjunto de estados en dos partes, la primera
contempla los casos en que el autéomata no tiene la infomacién completa de las posiciones de
la piedra, y en la segunda parte se construira un conjunto de estados de modo que se pueda
almacenar la informacién correspondiente a las posiciones relativas de las piedras con respecto
a la maquina.
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Definicién 3.2 Dada una mdquina con 2 piedras M = (Q,%,0,A,2), se define Ly como el
t — shift asociado a M, y el siguiente automata a pilas:

PD, = (Q,%,T,A, Zy, F)

u Q:QOUQD
u ZZZM}
T ={-1,1,%},

A OxEXTERIXT=ICl 5 QX SIRIXT=IR es [ funcidn de transicion que serd descrita
luego para los estados de ()1,

Zy, es el simbolo de final de pila,

F C Q, son los estados de aceptacion F' = Q — {[R]}.
El conjunto de estados y las transiciones de este automata serdn descritas en lo que sigue.

Observacion 3.1 Es bien sabido que el modelo de automata a pilas en el que se puede agregar
o quitar mas de un caracter, es equivalente con el modelo usual que solo permite agregar o quitar
un elemento; en este caso usamos el modelo mas permisivo, lo que se visualiza en la funcion
de transicion:

A:Qx¥x rslel y psiel 9 x el s il

El caso en que la méquina parte sin las piedras puede dividirse en tres diferentes situaciones:

1. la maquina no se encuentra con piedras en su trayectoria,
2. la maquina se encuentra con solo una de las piedras durante su trayectoria,

3. la maquina se encuentra finalmente con ambas piedras en su trayectoria.

Aqui se estudiara el tercer caso como un caso general que engloba a los dos anteriores.
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Si queremos ser consecuentes con la transicion de una méaquina con dos piedras, debemos
procurar mantener la coherencia del espacio, es decir, si la méaquina visita una casilla que
ya fue visitada anteriormente, en esta casilla no puede haber algo diferente de lo que quedd la
ultima vez que la visitd. Para verificar esta coherencia, ya que en la trayectoria de una maquina a
piedras hay movimientos repetitivos, el automata a pilas hara uso de ventanas que le permitiran
tener en memoria interna las casillas ya visitadas que pueden volver a ser visitadas en un
tiempo proximo, lo que complementado con el uso de las pilas le dard el poder de almacenar la
trayectoria de la maquina practicamente completa. Estas ventanas evolucionaran de acuerdo a
funciones de shifteo de diferentes tipos; estas funciones se definen a continuacién:

Definicién 3.3 Dado i € {1,2}, se define =i como ~i=1sii1=2y—i=2sii=1.

Definiciéon 3.4 En virtud de la definicion 2.4 del capitulo 3, dada una vecindad de 6 de radio
R en norma 1: B(0, R), se define la siguiente funcion:

BNO U BSO sid= —/Z'\,
XR(d)— BNEUBSE Sid:/{,
) ByeUBno sid= ja

BSE U BSO Si d = —j,
Definicién 3.5 Dados R€ N, d € {—i,4,7,—j},

ob: P(B(O,R)) — P(B(O,R))
W — ok(W)={r—de B(0,R)/xc W)}

Esta funcion shiftea el contenido de W en la direccion d.
Definicién 3.6 Dados R €N, d € {—i,i,7,—j},

HL: P(B(,R) — P(BO,R))
W — HYW)={z—de BO,R)/xecWU{0})

Esta funcién shiftea el contenido de W en la direccion d y agrega la iltima casilla visitada.
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Definicién 3.7 Dados R €N, d € {—i,4,5,—j}, D € B(6,|Q]?),

—
PFi. P(B(,R) — PXE
— PFaW)={z e X}/3keN, x+d+kDeW}

Esta funcién hace aparecer las casillas del borde de la ventana, solo en los bordes que el
movimiento peridédico neto deja atras.

Definicién 3.8 Dados R €N, d € {—i,i,7,—j}, D € B(0,|Q]?),

bFri. P(B(O,R) — PX)
— %(W)z{xEXf‘/EIkEZ, r+d+ kD e W}

Esta funcién hace aparecer las casillas del borde de la ventana en ambos sentidos.

Definicién 3.9 Dados R €N, d € {—i,i,7,—j}, D € B(0,|Q]?),

DHi. P(BO,R) —> P(B(6. 1)
— PHR(W) = Hp,(W) UPF(W)

Ver figura 3.6.

Definicién 3.10 Dados R €N, d € {—i,i,5,—j}, D € B(6,|Q]?),

Pl . P(B(O,R) — P(BO,R))
W Pal(w) = ol(W) UPFW)

Definicién 3.11 Dados Re N, d € {—i,i,7,—j}, D € B(6,|Q*),

bod . P(BO,R) —
W s e w) = o (W) UPEL(Y)

Ver figura 3.6.
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Figura 3.6: En esta figura se observa la aplicacion sucesiva de la funcion (3’_1)Hg partiendo con el
conjunto del cuadro 1. Las lineas negras representan la trayectoria de la mdquina, los circulos blancos
son la vecindad de radio 5, los circulos negros son las celdas (pertenecientes a la vecindad) que han
sido wvisitadas, los circulos marcados con una X son los puntos agregados a la frontera por la accion

R
de G Fi,

3.3.1. Parametros de los movimientos repetitivos

Cuando una maquina no lleva piedras o lleva algunas de ellas sin usarlas, se comporta como
una maquina sin piedras, por otra parte si usa alguna de sus piedras, también tendra un
comportamiento que puede ser simulado por una maquina sin piedras; asociado a cada uno de
estos comportamientos hay un set de pardametros ttiles a la hora de almacenar la informacion
necesaria para reproducir la trayectoria asociada a cada comportamiento. Los parametros que
seran de interés son los siguientes:
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(37—1)031 partiendo con el

Figura 3.7: En esta figura se observa la aplicacion sucesiva de la funcion
conjunto del cuadro 1. Las lineas negras representan la trayectoria de la mdquina, los circulos blancos
son la vecindad de radio 5, los circulos negros son las celdas (pertenecientes a la vecindad) que han

sido visitadas, los circulos marcados con una X son los puntos agregados a la frontera por la accion

de (3’_1)]:?.

» nf, cantidad de iteraciones correspondiente a la parte periédica cuando M parte sin
piedras en estado interno g,

= n!, cantidad de iteraciones correspondiente a la parte periddica cuando g; parte en la
casilla en que esta la maquina y esta se encuentra en estado interno g,

1 tidad de iteraci diente a 1 te transient do g; part 1

1., cantidad de iteraciones correspondiente a la parte transiente cuando g; parte en la

casilla en que esta la maquina y esta se encuentra en estado interno g,

7

» v}, vector director del movimiento periédico cuando M parte sin piedras en estado interno
4,

» ! vector director del movimiento periédico cuando g; parte en la casilla en que estd la
maquina y esta se encuentra en estado interno g,
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» 7/, vector director del movimiento transiente cuando g; parte en la casilla en que estd la
maquina y esta se encuentra en estado interno ¢,

= d] es el vector que va desde la posicién en la que comienza el periodo, hasta la posicién
en la que quedo g; la dltima vez que fue dejada cuando la maquina parte en la casilla en
que esta g;, esta se encuentra en estado interno ¢ y el movimiento involucra tomar y dejar
una cantidad finita de veces a g;.

El calculo de estos parametros es posible de la siguiente manera:

1. Sila maquina no usa piedras, nos fijamos en el primer momento en que se repite un estado;
la cantidad de iteraciones entre la primera vez que aparece el estado que se repitié y la
segunda vez es n%.. Por otra parte, ya que no se usan piedras, a cada estado hay asociada
una direccion. La suma de las direcciones correspondientes a los estados del periodo, es
A

b

2. Si la maquina encuentra la piedra g; en estado ¢, tenemos dos posibilidades:

= e Toma la piedra y se va con ella en un movimiento dltimamente periédico en que
no la suelta.
e Toma la piedra y se va con ella en un movimiento ultimamente periédico que
usa la piedra infinitas veces,
Los parametros calculados aqui son: (n], v, n?;, 7/)
= Toma la piedra, luego de un tiempo finito la deja y se va sin ella en un movimiento
ultimamente periddico.

4 ! . q q q q 79
Los pardmetros calculados aqui son: (nf, v, nl, 7 d})

T,0)

En estos ultimos casos se usa una piedra, por la proposicion 2.5 hay una maquina sin
piedras que simula a la que tiene piedras; asi, para calcular los parametros de interés
podemos hacerlo como en el caso 1.

Otro caso importante para el cual debemos definir sus parametros, es el caso en que la maquina
lleva a cuestas la piedra g-; y en estado interno ¢ se encuentra con g;; en este caso los parametros

son: ((Twy)d, (Cwy)d).

Si la distancia entre las piedras se mantiene menor que |Q|3, se pueden dar varias situaciones y
los pardametros que se definen son ((7'v;)4, ("';)%) = (0,0), pero si dicha distancia supera |Q|?,
solo pueden darse dos situaciones:

= la maquina dej6 definitivamente una de las piedras, usando la otra piedra una cantidad
finita o infinita de iteraciones. Se definen los pardmetros ((™'v;)1, ("'1;)d) = (00, 0) en caso
que la piedra que se dejé definitivamente es g1 y ((7'v;)4, ("'v;)3) = (0, 00) en caso que la
piedra que se dejo definitivamente es gs,
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» dado k£ € {1,2}, la mdquina comenzé una dindmica de ida y vuelta entre las piedras,
habiendo dejando la piedra g, con un movimiento ultimamente periddico cuyo periodo es
representado de forma neta por el vector u;, € Z?, para cada k € {1,2}, caso en el que se
definen los parametros ((‘v;)?, (‘'v;)%) = (6,0).

Para establecer la calculabilidad de estos pardmetros, dada la tripleta (g;, ¢, g—;), representando
que se lleva a g; v en estado interno ¢ se encuentra a ¢-;, debemos hacer el siguiente analisis:

Ya que que en el caso en que la distancia entre las piedras es acotada superiormente
por |@Q|® hay una cantidad finita de configuraciones (posicién de g; respecto a M,
posicién y estado interno de M, posicién de g—; con respecto a M), por el deter-
minismo de la regla, la secuencia resulta ser iltimamente periddica y su transiente
estéd acotado superiormente por la cantidad de configuraciones posibles' C'. En con-
secuencia, para verificar si la dinamica se encuentra en este caso o no, basta con
correr la maquina por un tiempo C' + 1 y chequear si durante todo este proceso las
piedras estuvieron o no a una distancia menor que |Q[?.

En caso que durante todo este proceso las piedras si estuvieron a una distancia
menor que |Q3, los pardmetros a usar son (0,0).

En otro caso, hay que verificar si es que una vez dejada la piedra g;, la maquina
vuelve a esta antes de estar a distancia mayor que |Q|?, o no.

En caso negativo, se decide que los pardmetros a usar son ((™v;)%, ("'v;)3) = (00, 0)
si la piedra que se dej6 para no ser visitada denuevo es g1 y (704, ("'v3)3) = (0, 00)
en caso que la piedra que se dejé para no ser visitada denuevo es gs.

En otro caso, escogemos ((7'v;)?, (Tiv;)%) = (0,0).

3.3.2. Un lema técnico

En las secciones siguientes se definira el autémata a pilas que reconoce a Ly;. Este autémata
guardara la informacién sobre las celdas recorridas y la posicién de las piedras usando la pila
y un vector adicional que guardard en memoria interna. Como la memoria interna es finita,
este vector no puede ser muy grande. En la pila guarda repeticiones de un mismo vector,
correspondientes al movimiento que la maquina hace durante su desplazamiento repetitivo,
la informacién en la pila representa puntos en una recta, el vector adicional representara la
distancia desde esta recta a la cabeza de la maquina.

0= L 2|9 e |9 2|19 e 9 el o L +1an+viQi+2e | 192+
2| 95|+ v2lQl+ Q)
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El siguiente lema muestra que no es necesario mantener vectores demasiado grandes en memo-
ria interna, pues si la cabeza se llega alejar demasiado de la recta correspondiente al tdltimo
movimiento repetitivo con que se alejo de una determinada piedra, entonces ya no volvera a
encontrar tal piedra, y entonces podremos olvidar tal informacion.

Proposicién 3.3 Sea R = {zo+ra/r € R} una recta con vector director a, B un conjunto con-
vexo de R? de modo que BNR # (), m € N y 8 un vector de R?. Entonces, si (B +mB3) N R # 0,
se cumple que Vk € {0,1,2,...,m}, (B+kB)NR #0.

Demostracion.

Dadas las hip6tesis de la proposicién, sea x1 € BN Ry xo € (B + mf) N R, entonces existen
n1 y ng tales que podemos escribir:

T = 2o+ N To9g = To + No

definamos también 7o = x5 — mf, notemos que T, € B, como B es convexo, el segmento de

recta que une los puntos z1 y To: S = {x; + r(Ty — x1)/r € [0,1]} estd contenido en B; este
conjunto puede ser escrito como:

S = {xo +na—r(mB + (ng —ng)a)/r € [0,1]}.
Sea k €{0,1,2,...,m — 1}, se definen los siguientes conjuntos:

B, = B+ kB, Si =S + kB, es facil ver que el segmento de recta que une los puntos x1 + kS y
To+ kB, es Sk, v ya que By es convexo, Sy C By. A continuacion probaremos que S} intersecta
la recta R.

Sk = {xo + nia+ kB —r(mpB+ (ny — ny)a)/r € [0,1]}.

Ya que 0 < % <1l,z=ux+nma+kB— %(mﬁ + (n1 — ng)a) € Sy; simplificando algunos
(m—k)ni+kna

— «, de donde claramente = € R.

términos podemos escribir x = zy +

Corolario 3.1 Sea R = {zg+ra/r € R} una recta con vector director o, B un conjunto con-

vezo de R* de modo que BNR # 0, m € N y 8 un vector de R*>. Entonces, si (B +mB3) N R =,
se cumple que Vk € {m,m +1,m+2,...}, (B+kB)NR=10.
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Demostracion.

Dadas las hip6tesis del corolario, supongamos que existe M > m tal que (B + M) N R # 0,
por la proposicién 3.3 tenemos que Vk € {0,1,2,..., M}, (B + kB) N R # (0, en particular si
E=m —<+.

Lema 3.2 Sea una mdquina con 2 piedras M = (Q, %, 6, \,2). Supongamos que la mdquina se
desplazo de la posicion de g; a la posicion de g-; haciendo un movimiento repetitivo con vector
a y luego de wisitar g-; comenzo otro movimiento repetitivo resumido netamente por el vector
B. Si en algun momento la posicion de la mdquina relativa a la posicion de g;: D, es tal que
Iglelgll 1D —na — Bl|1 > 2(|Q® +1Q|), entonces la mdquina no volverd a encontrar a g;.

Demostracidn.

Si g #6:

Definamos algunas cosas antes de comenzar, una vez que se deje a g; en la posicién P;, se
comienza un comportamiento ultimamente peridodico que podemos resumir con los vectores
netos del transiente y el perfodo, d; y « respectivamente, notemos que ||d;||1 < |Q|. Dado que
la maquina encuentra a g-;, la posicion P-; puede ser escrita de la siguiente forma:

P;=P +d +Na+d,

donde N € Ny d, corresponde al desplazamiento realizado durante una fracciéon del periodo.
Vemos que ||d; + dp|[1 < |Q|. Luego de encontrar a g-;, la dindmica de la méquina cambiard y
separaremos el movimiento en una primera parte transiente que resumiremos en el vector d,
y el segundo periodo resumido en [ (en adelante cuando hablemos del periodo, nos estaremos
refiriendo al segundo periodo). Notar que ||d- + B8]y < |Q*, ||d-||» <|Q] y [|B|l1 <|Q]® y que
ademds, para cualquier porcién del periodo (resumido netamente por el vector f3;), se satisface
ld: + Bills < 1QP-

Dados los parametros definidos al comienzo, podemos escribir la posicién de la maquina con
respecto a la piedra justo después del segundo transiente, como:

Dy=P,+d, =P+ (d +dy,+d;)+ Na,
donde claramente, ||d; + d, + d;||1 < |Q] + |QP vy ||d: + d, + d- + Bi||1 < |Q| + |Q]*. Notemos

ademas que los vectores (d;+d,+d,) y (di+d,+d,+ ;) representan la posicion de la maquina
con respecto a P, + Na justo antes de la primera realizacién del periodo y la posicion de la
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maquina con respecto a P;+ Na en un momento arbitrario de la primera realizacion del periodo,
respectivamente. De esto podemos concluir que en una vecindad de radio |Q| + |@Q|* del punto
P, + Na estan contenidas todas las casillas visitadas en la primera realizacion del periodo.

Supongamos que D es la posicion de la maquina en algiin momento después de haber dejado a
g-i Y que satisface ml’lg I|D — na — Bll; > 2(]Q]® + |Q]). Por lo dicho més arriba, tenemos que
ne

existe m € Z tal que D —mf =z € B(P, + N, |Q| + |Q|?). La situacién esté ilustrada en la
figura 3.8.

Dado n € N, consideramos las vecindades B,, = B(z +nf3,|Q| + |Q|?). Como
r € B(P,+ No,|Q| + |Q|?), entonces By N {P; + ra/r € R} # 0.

Como para cada p € {P; + ra/r € N}, d(p, D) > 2(|QJ* + |Q|), entonces para cada
p e {P +ra/r e R}, d(p,D) > 2|Q|> + |Q], en efecto:

Sean € Nyp e {P + (n+a)a/a €]0,1[}, es decir, p pertenece al segmento de
recta que une los puntos P; +na 'y P, + (n+ 1)a.

Definamos los siguientes vectores:

v=PFP,+na—D

u=p— (P +na)

Tenemos que [[v]|; > 2(|Q]® + |Q]), ademés, existe a €]0,1] tal que u = acq, en
consecuencia, ||ull; = [laally = al|a||; ¥y dado que ||a||1 < |Q] se cumple que

|ull; < 1Q].
De este modo:

P — DIl [[v + uly
[oflr = [|ullx

2(1QF +1QI) — |
21QF + 1@

IRV AVAR

Luego, ya que D = = +mf, B,, N{P; +ra/r € R} = 0. Ya que By es un conjunto convexo,
del corolario 3.1 tenemos que para todo k > m, By N {P; + ra/r € R} = (), ademds, como
{P,+ra/r € N} C {P;+ra/r € R} se cumple que para todo k > m, B,N{P;+ra/r € N} = ()
ast, (Upsm Be) N{P; + ra/r € N} = 0.
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Como la trayectoria seguida por la maquina después de pasar por la casilla D esta contenida
en el conjunto J,,, B(z + kS, |Q|?), el que a su vez estd contenido en el conjunto

Uis B + kB, Q| + |Q?), concluimos que la trayectoria seguida por la méquina después de
pasar por la casilla P no contendra puntos del conjunto {P, + ra/r € N}, en particular no
contendra a P;.

<
N Punto B, fuera del rango
Punto x correspondiente a P
en la vecindad inicial

Figura 3.8: La figura muestra la recta L = {P; + ra/r € R}, con los puntos del conjunto

{P;+ra/r € N} marcados con rojo y cada uno enmarcado en una vecindad punteada de radio |Q|+|Q|>
y otra vecindad verde de radio 2(|Q| + |Q|®), ademds se representa el seqgundo movimiento periédico
enmarcado en una banda de radio |Q|3.

Finalmente, si § = 0, la secuencia periédica no le permite a la maquina visitar casillas distintas
a las ya visitadas en la primera realizacion del periodo. Asi la maquina no se puede alejar més
de |Q|? unidades de donde se encontré a g—;, lo que contradice las hipotesis. —<—

3.3.3. Descripcion de los estados de ()

En virtud de almacenar la informacién necesaria para la transicién, se construye el estado del
siguiente modo:

P = [(Q7T7 77)7 (adee>7 (‘/07 V,V, U7U>7 (nF7 VFaTF)v (n17n27d)7 dv; ((n‘l‘?nB)? (TBa vp, dB))admin7p7 S]
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P e Qo= [((QUINY) % {0,132 x{0,1, ®}2)x {v, 1, FY3x (P(B(8,4t)) x P(B(6, 1)) x P(B(0, 2¢)) ¥
P(BO,1)) x P(B(0,2t)) x ({0,1,....]1Q|} x B,|Q]) x B(6,3t)) x ({0,1,....t} x {0, B} x
(B(8,3)U{x}) x BO,1QI) x ({0, 1, ., |QIP}2 x B(6, [QF)2 x B(8, |Q1)2) x B(6,10t) x {0, 1, 2} x
{0,0, 2} U{[R]}

Donde:

[R] es el estado de rechazo,

t=1Ql + QI

P(U) representa el conjunto de partes del conjunto U,

B(8, R) representa la bola de centro (0,0) y radio R en la norma 1,

(q,r,7m) es utilizado para guardar la coherencia, estado, espacio y carga de piedras,

la palabra (abcde) indica cuales ventanas estan activas, a corresponde a Vg, b corresponde
a V', ¢ corresponde a V', d corresponde a U, e corresponde a U,

(Vo,V,V,U,U) son las ventanas de informacién, indican el conjunto de casillas que ya
han sido visitadas,

(ng,ve, Tr), son los pardmetros del movimiento tltimamente periédico del comienzo,
(n',d) son un contador y una variable vectorial para almacenar posiciones relativas,
n? es un avisador de cambio de etapa,

dy es una variable para almacenar posiciones relativas,

((nr,ng), (18,vp,dp)) son los parametros del movimiento ultimamente periédico del final,

dmin €s una variable vectorial que sera de utilidad al momento de volver a visitar las
casillas que fueron visitadas en un comienzo, un argumento similar al usado en el lema
3.2 justifica el rango usado para D,

p servira para almacenar cudl fue la piedra que se encontro,

S servird para saber si la maquina se lleva o no, la piedra.

A modo de abreviacién, en adelante nos referiremos por (¢*, 7%, n*, m), a las imagenes siguientes:

. 5(6’ (Tla T2)7 (771’772)) = (q*7TI’T§>
q 7 (1, m5,m)

u
R
<
[
<
no
~—
—~
P
=
=
no
~—
~—
Il
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En el comienzo el estado es:

Py =1[(,0,(®,®)), (vllll), (0,0,0,0,0), (0,0,0),(0,0,6), 6, ((0,0), (6,6,6)),0,0,0]

Luego de leer el primer caracter, digamos (q,7,7) = (qo,0,0), Py cambiard a un nuevo estado:
Py, el que serd preparado en virtud de que el siguiente caracter sea valido; esto es, que sea
consecuente con la funcién de transicién de la méquina con dos piedras; el caso (7,7) # (6,0)
se explicara al final de la seccién 3.3.4, bajo el titulo Casos particulares.

Pl = [(q*ar*a ((I), (I)))a (U”ll>7 (HE<@)> 07 ®7 wa @)7 (n(}lga Vg?oa (9)7 (07 Oa m)a 97 ((07 O)a (97 07 0))7 97 07 O]

Figura 3.9: Representacion de las ventanas usadas en los estados de Qg
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3.3.4. Transiciones para los estados de ()

Para la evolucion del autémata, serd necesario chequear que el caracter leido es realmente el
que seguiria en la dindmica de la maquina a piedras. El chequeo de la coherencia con el estado
interno en la maquina a piedras es facil y solo requiere verificar, en cada iteracion, si se satisface:

(@, (71,72)) = (q, (r1,72))

Si esta condicion no se satisface, el autémata debe pasar al estado de rechazo. El chequeo de la
coherencia con el espacio, es decir, (77;,7,), es mas dificil y requiere de almacenar la informacién
correspondiente a la trayectoria de la maquina.

El protocolo que serd descrito aqui tiene el objetivo de poder verificar si, segin la palabra leida,
la piedra hallada estaba en una posicion valida; esto es:

Si segtn la secuencia leida se encontré la piedra en una posicion que ya fue visitada,
y en la visita anterior la piedra no estaba ahi, evidentemente la secuencia leida no
es valida para la maquina a piedras y debe ser rechazada; esto se verifica revisando
en las ventanas activas en la iteracién, si es que la posicién actual (el centro de las
ventanas) es un punto perteneciente a las mismas, o no.

Para chequear la validez de las posiciones de las piedras, las variables (1, 72) evolucionarén de
acuerdo con las ventanas. A continuacién se define la relacion que debe satisfacer el caracter
leido y el estado para que se verifique la coherencia y asi no pasar a estado de rechazo.

Definicién 3.12 Dado 7 € {0,1}? yn € {0,1,d}?,

n>n< (Vie{l,2}, Vaec{0,1}, 7, = a = n; € {a, ®})

De esta forma, en cada iteracién se verificard si es que (7,,7,) > (91,12), si esta condicién no
se satisface, el automata debe pasar al estado de rechazo. Entenderemos el simbolo ¢ como un
grado de libertad en el sentido que 7; = ® si la casilla no ha sido visitada previamente; asi, g;
puede estar o no en la casilla y de todas formas seria valido.

Las transiciones del PDA se describen en etapas (donde algunas etapas pueden ser vacias), del
siguiente modo:

1. En el comienzo, hay un pequeno transiente seguido por un movimiento periédico, ambos
de tamano no mayor que |@|, el autémata estara en esta etapa mientras la distancia, |d|,
al punto de partida sea menor que 3t,
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2. el movimiento periédico contintiia hasta encontrar a g;,
3. después comienza otro movimiento tltimamente periédico de periodo no mayor a |Q|?,

4. en el que finalmente encuentra la segunda piedra y se pasa a usar un subconjunto de
estados totalmente diferente llamado ()1, en el que se solo se almacenan las posiciones de
las piedras, relativas a la posiciéon de la maquina.

En la primera etapa, mientras (7;,7,) = (0,0):

= Se usa d para guardar la posicién relativa al punto de partida, actualizandola de acuerdo
a la direccién asumida por la maquina en cada iteracién, es decir, se hace d = d + m,

= se usa la ventana Vj para guardar las casillas visitadas mientras las demés ventanas
permanecen desactivadas, la actualizacién de Vj se hace aplicando la funcién H}},

» sif € Vjse hace n = (0,0), en otro caso, n = (¢, P),
= (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién § de (g, (71,72), (71, 72)),

s Jas deméds variables se mantienen sin cambios.

Si aun en la primera etapa la piedra g¢; es encontrada por la maquina, es decir,
7, = 1 y 7., = 0, entonces se verifica si 6 ¢ Vj, en caso que esto se satisfaga (77 > n)
la casilla en que se encontro la piedra, es valida.

Entonces entramos en una sub-etapa llamada etapa 1’, en esta etapa, mientras
7, = 0 se hace lo siguiente:

» La palabra (abede) pasa a (vf fff), es decir, seguird con Vj activa y las demés
se fijan,

= Dependiendo del estado ¢ con el que se abordo la piedra y de cual piedra fue
la abordada, el movimiento ultimamente periddico serd diferente; una de las
diferencias podria ser el hecho de llevar su piedra en el movimiento o no. Esto
quedara almacenado en la variable S, tomando el valor ® si se va con la piedra
y @ si no se va con la piedra. La informacion de cuél fue la piedra encontrada
se almacena en p, asumiendo el valor ¢ si la piedra encontrada fue g;.
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SiS=o:
e Como fue explicado en la seccién 3.3.1, las variables ((n,,ng), (78, VB, dg)),
114 q q q q A9
asumirdn los valores (nd,nf ), (74, v4,d?)),

e al contador n! se le suma 1 en cada iteracién:
o Mientras n! < n, y n? = 0, se usa la variable d, inicialmente como
d = —m, para almacenar la posiciéon de la piedra g; con respecto a
la posicion de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m, si

la piedra es recogida o es llevada por la maquina, entonces se asigna
d = *. En funcién de d se actualiza n de la siguiente forma:

_ : _ 02
o n-p =P, 510 ¢V, en otro caso -, =0
o 1, =1sid=#, en otro caso 1, = 0,3
o cuando n' = n, significa que terming la parte transiente y comienza
a contar (desde n! = 1) para ahora poder verificar cada vez que se
complete un perfodo (n! = np) y asi agregar un 1 a la pila p, ademds
se hace n? = B:
d = m, es decir, d comienza de “cero” para almacenar en cada
instante, la posicion con respecto a la ultima casilla visitada en
la 1ltima repeticién del periodo, es decir, se actualiza como d =
d + m. Para verificar los periodos completados lo hace con la
condicién n! = ng y asf vuelve a d = m.
o nop =P, 10 ¢V, en otro caso n-, =0
omn, =04
e (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién 6 de (g, (T1,72), (77;,75)),
e las demas variables se mantienen sin cambios.
SiS=00:
e Se hace vg = 1/,
e se comienza a usar la variable d, inicialmente como d = —m, para alma-
cenar la posicién de la piedra g; con respecto a la posicion de la maquina,
es decir, se actualiza como d = d — m, si la piedra es recogida o es llevada

por la maquina, entonces se asigna d = x. En funcién de d se actualiza n
de la siguiente forma:

o 1., =, si6 ¢V, en otro caso n-, =0,
o1, =1sid=0,en otro caso 1, = 0,
e (¢,r) se actualiza como la imagen por la funcién ¢ de (g, (71,72), (77;,7,)),

e las demas variables se mantienen sin cambios.

2La coherencia con respecto a esta piedra serd verificada con las casillas que ya fueron visitadas.
3La coherencia con respecto a esta piedra solo serd verificada con d.
4Notemos que en esta parte de la evolucién la maquina no vuelve a encontrar a 9p-
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Observacion 3.2 Notemos que en este caso sucede lo siguiente:

e 3iS =0 yn?=0, se tiene que d almacena la posicion de la piedra relativa
a la posicion de la maquina.

e 5iS =, n?>=DByN eslasuma de 1s o -1s de la pila p, se tiene que
d — dg + Nvg almacena la posicion de la maquina relativa a la posicion
de la piedra.

e 51 S = ©, se tiene que d almacena la posicion de la piedra relativa a la
posicion de la mdquina.

o Ademas si una casilla fue visitada en el pasado por la mdquina a piedras,
entonces en el automata a pilas la ventana que estd activa contiene la
casilla 0.

Si ninguna piedra fue encontrada antes de haber avanzado de forma neta 3t
unidades, pasamos a la segunda etapa, mientras (7;,7,) = (0, 0).

En la segunda etapa, la inicializacién es del siguiente modo:

= Se activa V, es decir, (abede) cambia a (vvlll), la que se usard para almacenar el movimien-
to periddico y comenzara como V = B(6,t) N Vj,

= se agrega la casilla del centro a Vj y la palabra (abede) cambia a (folll), es decir, se fija
Vo,

= luego se fija Tr = d,

» comenzamos a usar el contador n! partiendo de n! =1,

= d =m, es decir, d comienza de “cero”,

» sif €V se hace n = (0,0), en otro caso, n = (¢, ),

» (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién § de (g, (71,72), (71,75) ),

» Jas demads variables se mantienen sin cambios.
Luego se itera el siguiente procedimiento:

» comenzamos a usar el contador n' sumando 1 en cada iteracién. Cada vez que n' = np
se agrega un 1 a ambas pilas y n! vuelve a ser 1,

» Jla ventana V' se actualiza aplicando la funcién % H]",
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= d almacenard en cada instante, la posicion de la maquina con respecto a la ultima casilla
visitada en la ultima repeticién del periodo, es decir, se actualiza como d = d + m; para
verificar los perfodos completados lo hace con la condicién n! = ny y d vuelve a ser m,

si @ € V se hace n = (0,0), en otro caso, n = (P, D),
= (q,7) se actualiza como la imagen por la funcién § de (g, (71,72), (771, 72) ),

las deméds variables se mantienen sin cambios.

Observacion 3.3 Notemos que si una casilla fue wisitada en el pasado por la mdquina a
piedras, entonces en el automata a pilas la ventana que esta activa contiene la casilla 6.

Si durante esta etapa de la evolucién se encuentra la piedra g;, es decir, B, = 1y 1, = 0,
entonces se verifica si ¢ V, en caso que esto no se satisfaga, el autémata pasa a estado de
rechazo; en caso que si se satisfaga pasamos a la tercera etapa, la casilla en que se encontrd la
piedra, es valida. Luego mientras 77_; = 0 se hace lo siguiente. En la inicializacion, el estado se
reestructura del siguiente modo:

» La palabra (abcde) cambia a (flvlv), activando las ventanas V' y U, que parten con U = ()
yV ={z € B(6,2t)/3k € Ny, = + kvp € V}; ademés las ventanas V y U quedan en
estado de latencia. La ventana V servird para recuperar la informacién almacenada en V'
y las pilas y luego actualizarla de forma correcta, es decir, tener la informacion necesaria
para que en el futuro la ventana V' sea coherente con la realidad de las casillas que fueron
visitadas en el pasado, y la ventana U tiene la misma ttilidad.”?

= Dependiendo del estado ¢ con el que se abordo la piedra y cudl piedra fue la abordada,
el movimiento tultimamente peridédico sera diferente; una de las diferencias podria ser el
hecho de llevar su piedra en el movimiento, o no, esto quedara almacenado en la variable
S, tomando el valor ® si se va con la piedra y @ si no se va con la piedra. La informacion
de cudl fue la piedra encontrada se almacena en p, asumiendo el valor 7 si la piedra
encontrada fue g;.

SiS=0o:

e Se resetea la pila p (agregandole Zy),

e como fue explicado en la seccién 3.3.1, las variables ((n.,ng), (75,v5,dp)) se fijan
como ((ng,n7 ), (7, v, df)),

5Notar que las ventanas U y V se actualizan de distinta manera; U agrega las casillas que se visitan, mientras
V' solo va actualizando segun las casillas que fueron visitadas antes de encontrar la piedra.
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® d,,;n se actualiza como d,,;, = d + m, esta variable nos ayudara a la hora de extraer
o agregar 1s a la pila —p durante el movimiento ultimamente periddico que sigue de
haber encontrado la piedra g;,

e ¢l contador n' comienza de 1 nuevamente,

e se comienza a usar la variable d, inicialmente como d = —m, para luego almacenar
la posicion de la piedra g; con respecto a la posicién de la maquina, si la piedra es
recogida o es llevada por M, entonces se asigna d = . En funcion de d se actualiza
71 de la siguiente forma:

on.,=%®, s60¢VUU, en otro caso 1-, = 0,
o n,=1sid=0, en otro caso 1, = 0,
e también se comienza a usar la variable dy; donde inicialmente dy; = m, que sera tutil

cuando necesitemos volver a usar la ventana V' y se comience a usar U, desactivando
las ventanas V' y U,

e (q,7) se actualiza como la imagen por la funcién 6 de (g, (71, 72), (771, 75)),

e las demas variables se mantienen sin cambios.
SiS=00:

e Se resetea la pila p (agregandole Zj),

e d,,in se actualiza como d,,;, = d + m, esta variable nos ayudara a la hora de extraer
o agregar 1s a la pila —p durante el movimiento tltimamente periddico que sigue de
haber encontrado la piedra g;,

e se comienza a usar la variable d, inicialmente como d = —m, para luego almacenar
la posicién de la piedra g; con respecto a la posicién de la maquina, si la piedra es
recogida o es llevada por M, entonces se asigna d = . En funciéon de d se actualiza
n de la siguiente forma:

on.,=%®,s60¢VUU, en otro caso 1-, = 0,
o n,=1sid=0,en otro caso n, = 0,
e se comienza a usar la variable dyr donde inicialmente dy; = m, que, al igual que en el

caso anterior, serd tutil cuando necesitemos volver a usar la ventana V' y se comience
a usar U desactivando las ventanas V' y U, se actualiza como dy = dy + m,

e (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién 6 de (g, (71, 72), (71, 75)),

e las demas variables se mantienen sin cambios.

Observaciéon 3.4 Hasta ahora, hemos separado los casos en que S = @ y S = ©. A grandes
rasqos esta separacion de casos se hace pues si la mdquina se va con la piedra, no es necesario
el uso de la pila para saber donde estd, ya que de la proposicion 2.1, la distancia a la piedra
esta acotada. Ast, basta tener una memoria finita.
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Atn en la tercera etapa, se itera el siguiente procedimiento. Hay dos subpartes: inicialmente se
usan las ventanas V' y U, y luego de esto se usan V' y U.

1. Mientras |dy;| < 2t se hace lo siguiente.
518 = o:

Se actualiza dy; como dy = dy + m,

Vi Th

se actualiza la ventana V' aplicandole la funcién "# o}y,

se actualiza la ventana U aplicandole la funcion Hj},

al contador n' se le suma 1 en cada iteracion:

e Mientras n' < n, y n? = 0, se usa la variable d, inicialmente como d = —m, para
almacenar la posicién de la piedra g; con respecto a la posicién de la maquina,
es decir, se actualiza como d = d —m, si la piedra es recogida o es llevada por la
maquina, entonces se asigna d = . En funcién de d se actualiza n de la siguiente
forma:

on.,=®,s60¢VUU, en otro caso 1-, = 0,
o 1n,=1sid=0,en otro caso 1, = 0,

e cuando n' = n, significa que terminé la parte transiente y comienza a contar
(desde n' = 1) para ahora poder verificar cada vez que se complete un periodo
(n' = npg) y asf agregar un 1 a la pila p, ademas se hace n? = B:

d = m, es decir, d comienza de “cero” para almacenar en cada instante, la
posicion con respecto a la ultima casilla visitada en la tultima repeticién
del periodo, es decir, se actualiza como d = d 4+ m. Para verificar los
periodos completados lo hace con la condicién n' = np y asi vuelve a
d=m.
on.,=®s60¢VUU, en otro caso 1-, = 0,
o n,=0.
= el vector d,,;, se actualizara del siguiente modo:
dpin = argmin{|u|/dpim + m = u + kvg, k € Z} donde el nimero k que
logra el minimo, dictard cuantos 1s se agregan o se quitan de la pila —p en
los casos k > 0 y k < 0 respectivamente.

= (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién § de (g, (71,72), (77;,75) ),

s Jas demas variables se mantienen sin cambios.
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SiS=@®:

» se actualiza dy;, como dy = dy +m,
» se actualiza la ventana V aplicandole la funcién *# 02“;,
» se actualiza la ventana U aplicandole la funcion H3},

= se usa la variable d para almacenar la posicién de la piedra g; con respecto a la
posicion de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m; si la piedra es
recogida o es llevada por la méquina, entonces se asigna d = . En funcion de d se
actualiza n de la siguiente forma:

e 1n.,=® s60¢VUU, en otro caso 1-, = 0,
® 7, =1sid=0, en otro caso 1, = 0,
= el vector d,,;, se actualizard del siguiente modo:

Apin, = Aargmin{|u|/dyin + m = u+ kvg, k € Z} donde el nimero k que
logra el minimo, dictara cuantos 1s se agregan o se quitan de la pila —p en
los casos k > 0 y k < 0 respectivamente.

(q,r) se actualiza como la imagen por la funcién § de (q, (71,T2), (71, 7)),

las demaés variables se mantienen sin cambios.

Observaciéon 3.5 Notemos que en este caso sucede lo siguiente:

» $i S =0 yn?=0, se tiene que d almacena la posicion de la piedra relativa a la
posicion de la mdquina.

» $iS=0,n?>=DByN eslasuma de 1s o -1s de la pila p, se tiene que d—dg+ Nvp
almacena la posicion de la mdquina relativa a la posicion de la piedra.

» 515 =0, se tiene que d almacena la posicion de la piedra relativa a la posicion de
la mdquina.

= La posicion en la que se encuentra la mdquina con respecto al origen estd almacenada
en Tr, dpin, y la pila —rho y es especificamente Ty + dpin + N-phoVr, donde N_,p,
es la suma de los elementos que hay en la pila —rho.

» Ademads si una casilla fue visitada en el pasado por la mdquina a piedras, entonces
en el automata a pilas la ventana que esta activa contiene la casilla 6.
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Observacién 3.6 Si en esta etapa de la evolucion, la pila —p se vacia, entonces la
maquina estd proxima al lugar de partida; es por esto que prontamente se deberd ac-
tivar la informacion almacenada en Vy de forma coherente con la posicion en la que se
encuentre la mdquina al momento del vaciamiento de la pila. Para quardar esta coheren-
cia se usardn los vectores dpyn Y Tk, los que guardan la posicion de la mdquina relativa
al comienzo del movimiento; la forma de actualizar las variables en esta situacion es si-
milar a lo explicado antes. Para no romper la continuidad de las etapas que estan siendo
explicadas, este caso se explica al final de la seccion bajo el titulo Caso especial.

2. Cuando |dy| = 2t.
SiS = o:

» la palabra (abede) cambia a (fvfuf),

» V=V nNDB(0,t). Con esta actualizacién de V', se asegura que el trayecto periddico
que fue usado para encontrar a g;, atraviesa la ventana V' y con esto lo correcto
serda actualizar esta ventana con la funcién “#o;",

o (V),

» se actualiza V' como V = "Foy

» U =UnNB(0,t). Con esta actualizacion de U, se asegura que el trayecto periédico
usado luego de encontrar a g;, atraviesa una parte de la ventana U y con esto lo

correcto sera actualizar esta ventana con la funcion “2 H)",

. —
» se actualiza U como U ="2H™(U),
= al contador n! se le suma 1 en cada iteracién. Cada vez que n' = np agrega un 1 a

la pila pb,

= d almacenara en cada instante, la posiciéon de la mdaquina con respecto a la 1ulti-

ma casilla visitada en la tltima repeticion del periodo, es decir, se actualiza como

d = d + m; para verificar los periodos completados lo hace con la condicién n! = ng

y d vuelve a ser m, ademas se hace:
e 1n,=o,si0¢VUU, en otro caso 1, = 0,
e 7,=0.
= ¢l vector d,,;, se actualizara del siguiente modo:

Apin = argmin{|u|/dpim + m = u + kvg, k € Z} donde el nimero k que
logra el minimo dictard cudntos 1s se agregan o se quitan de la pila —p en
los casos k > 0 y k < 0 respectivamente.

» (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién § de (g, (71,72), (7,,7,) ),

Snotar que en esta parte del movimiento la maquina ya se encuentra en la parte periédica, y por esto, solo

se verifica la condicién n' = npg
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las demaés variables se mantienen sin cambios.

SiS=@®:

la palabra (abcde) cambia a (fvfvf),

V =V N B(0,t); con esto se asegura que el trayecto peridédico que fue usado para
encontrar a g;, atraviesa la ventana V' y con esto lo correcto serd actualizar esta
ventana con la funcién “* otﬁz,

S _h

se actualiza V' como V = "Fg]*(V),

U = UNB(0,1), con esto se asegura que el trayecto periédico usado luego de encontrar
a g;, atraviesa la parte trasera de la ventana U y con esto lo correcto sera actualizar
esta ventana con la funcién Y2 H]",

. —
se actualiza U como U ="5H]"(U),
se usa la variable d, para almacenar la posicién de la piedra g; con respecto a la
posicion de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m, si la piedra es

recogida o es llevada por la maquina, entonces se asigna d = . En funcion de d se
actualiza 7 de la siguiente forma:

e 1n,=®s160¢VUU, en otro caso n-, =0,
e 1,=14d=0,en otro caso 1, = 0,
el vector d,,;, se actualizara del siguiente modo:

dpin = Argmin{|u|/dyin + m = u + kvg, k € Z} donde el nimero k que
logra el minimo dictara cuantos 1s se agregan o se quitan de la pila —p en
los casos k > 0 y k < 0 respectivamente.

(q,r) se actualiza como la imagen por la funcién ¢ de (g, (T1,72), (77;,75)),

las demés variables se mantienen sin cambios.

Observacion 3.7 Notemos que en este caso sucede lo siguiente:

S1S =y N eslasuma de 1s o -1s de la pila p, se tiene que d—dg+ Nvg almacena
la posicion de la mdquina relativa a la posicion de la piedra.

S1 S = O, se tiene que d almacena la posicion de la piedra relativa a la posicion de
la mdquina.

La posicion en la que se encuentra la mdquina con respecto al origen estd almacenada
en Tr, dpin, Yy la pila —rho y es especificamente Ty + dpin + N-phoVr, donde N_,p,
es la suma de los elementos que hay en la pila —rho.

Ademas si una casilla fue visitada en el pasado por la mdquina a piedras, entonces
en el automata a pilas la ventana que esta activa contiene la casilla 6.
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Si durante esta etapa se vacia la pila p, entonces debemos activar la informacién almace-
nada en Vj de la siguiente manera:

Si dppin + T + m > 3t, entonces se actualiza d,,;, como d,;, = dpyin + m,

ademas:

SiS = o:
» se actualiza V' como V = <”F—aﬁ(V),
» se actualiza U como U = W(U),

= al contador n' se le suma 1 en cada iteracién. Cada vez que n' = np agrega

un 1 a la pila p,

» d almacenard en cada instante, la posicién de la maquina con respecto a
la iltima casilla visitada en la ultima repeticion del periodo, es decir, se
actualiza como d = d + m; para verificar los periodos completados lo hace
con la condicién n' = ng y d vuelve a ser m, ademds se hace:

e 1n,=®,si0¢VUU, en otro caso n-, =0,
e 1,=0.

= (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién § de (g, (71,72), (771, 72)),

= las demads variables se mantienen sin cambios.

SiS =@
» se actualiza V' como V = 'W(V),
—
» se actualiza U como U ="BH"(U),

= se usa la variable d, para almacenar la posicion de la piedra g; con respecto
a la posicion de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m, si la
piedra es recogida o es llevada por la maquina, entonces se asigna d = *.
En funciéon de d se actualiza n de la siguiente forma:

e 1n,=® si0¢VUU, en otro caso n-, =0,

e 1, =1% d=10,en otro caso 1, = 0,
» (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién § de (q, (71,72), (7,,7) ),
= las demds variables se mantienen sin cambios.

Si dyin + T + m < 3t, entonces se encaja el movimiento con Vy, es decir,
Vo= VUV —dmin)) N B(0,4t) v de aqui en adelante:
= se actualiza la ventana U aplicando la funcién ”BT[”,
» se actualiza la ventana Vj aplicando la funcién o},
= SiS=0:
e al contador n! se le suma 1 en cada iteracién. Cada vez que n! = ng
agrega un 1 a la pila p’,

"notar que en esta parte del movimiento la maquina ya se encuentra en la parte periédica, y por esto, solo

se verifica la condicién n' = npg
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e d almacenara en cada instante, la posicion de la maquina con respecto
a la ultima casilla visitada en la ultima repeticién del periodo, es decir,
se actualiza como d = d + m; para verificar los periodos completados
lo hace con la condicién n! = ng y d vuelve a ser m, ademés se hace:

on.,=®,s6¢V,UU, en otro caso -, =0,
on,=0.

e (¢,7) se actualiza como la imagen por la funcion § de
(q7 (Tb ?Z)a (ﬁl:ﬁQ))a

e las demas variables se mantienen sin cambios.

SiS=@:

e se usa la variable d para almacenar la posicion de la piedra g; con respec-

to a la posicion de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m;

si la piedra es recogida o es llevada por la maquina, entonces se asigna
d = *. En funcién de d se actualiza n de la siguiente forma:

on.,=%®,s86¢V,UU, en otro caso n-, =0,
o n,=1sid=0,en otro caso n, = 0,
e (¢q,r) se actualiza como la imagen por la funcion § de

(67 <?1’ ?2)7 (ﬁ17ﬁ2))7
e las demas variables se mantienen sin cambios.

Por otra parte, independientemente del momento en el que se encuentre la segunda piedra, el
autémata debe entrar en un comportamiento diferente del explicado hasta aqui, pues ya conoce
la posicion de las piedras, e independientemente de cuales han sido las celdas visitadas hasta
ahora, la aparicién de piedras en lugares distintos a los registrados corresponde a un error, en
consecuencia la palabra leida por el PDA debe ser rechazada.

Por las observaciones 3.2, 3.5 y 3.7 para cada caso particular el protocolo descrito hasta aqui nos
lleva a concluir el siguiente resultado:
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Lema 3.3 Dada u € Ly tal que en u aparecen ambas piedras y la sequnda que aparece, lo hace
justo al terminar de leer u, entonces al terminar de leer u se satisface:

Cuando d # :

» $iS =0 yn? =0, d almacena la posicion de la piedra g, relativa a la posicion de la
mdquina,

» $iS =0, n*=DByN eslasumade 1s o -1s de la pila p, dg — d — Nvg almacena la
posicion de la mdquina relativa a la posicion de la piedra gp,

» 5iS =0, d almacena la posicion de la piedra g, relativa a la posicion de la mdquina,

y en todos los casos, d = * representa que g, es llevada por la mdquina.

Caso especial:

Cuando |dy| < 2t.

Si dppin + Tr + m > 3t, entonces se actualiza d,,;, como dp,i = dpin + m y las
ventanas U y V seran actualizadas aplicando las funciones H3} y “Foy;, ademas:

SiS=0Q:

» Se actualiza dy como dy = dy + m,
» al contador n' se le suma 1 en cada iteracién:

e Mientras n! < n, yn? = 0, se usa la variable d, inicialmente como d = —m,
para almacenar la posicion de la piedra g; con respecto a la posicion de la
maquina, es decir, se actualiza como d = d — m, si la piedra es recogida
o es llevada por la maquina, entonces se asigna d = . En funcién de d se
actualiza 7 de la siguiente forma:

on.,=®,s60¢VUU, en otro caso 1-, =0,
o 1n,=1sid=0,en otro caso 1, = 0,

e cuando n! = n, significa que terminé la parte transiente y comienza a
contar (desde n' = 1) para ahora poder verificar cada vez que se complete
un perfodo (n' = np) y asf agregar un 1 a la pila p, ademés se hace n? = B:

d = m, es decir, d comienza de “cero” para almacenar en cada
instante, la posicion con respecto a la tltima casilla visitada en la
ultima repeticién del periodo, es decir, se actualiza como d = d+m.
Para verificar los periodos completados lo hace con la condicion
n' =npg y asi vuelve a d = m.
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o n,=,s10 ¢ V UU, en otro caso n-p =0,
O T]p:()

= (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién § de (g, (71,72), (71, 72)),

» las demds variables se mantienen sin cambios.

SiS=@®:

se actualiza dy7, como dy = dy + m,

se usa la variable d para almacenar la posicién de la piedra g; con respecto a
la posicién de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m; si la piedra
es recogida o es llevada por la méaquina, entonces se asigna d = x. En funcién
de d se actualiza n de la siguiente forma:

e 1n.,=® s0¢VUU, en otro caso 1-, = 0,
e 1), =1sid=0,en otro caso 1, = 0,
(q,r) se actualiza como la imagen por la funcién ¢ de (g, (T1,72), (77;,75)),

las demés variables se mantienen sin cambios.

Si dmin + TF + m < 3t, entonces se encaja el movimiento con Vp, es decir,
Vo= (VU Vo — dpmin)) N B(0,4t) y de aqui en adelante:

» se actualiza la ventana U aplicando la funcién HJ},

» se actualiza la ventana Vj aplicando la funcién o7},

s SIS =0:

o Mientras n

e Se actualiza dy; como dyy = dy +m,

e al contador n! se le suma 1 en cada iteracién:

L' < n, yn? =0, se usa la variable d, inicialmente como

d = —m, para almacenar la posiciéon de la piedra g; con respecto a
la posicion de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m, si
la piedra es recogida o es llevada por la maquina, entonces se asigna
d = x. En funcién de d se actualiza 1 de la siguiente forma:

o Ny =®,810¢&VyUU, en otro caso 1-, = 0,

o 1, =1sid=0,en otro caso 1, = 0,

cuando n' = n, significa que terminé la parte transiente y comienza
a contar (desde n' = 1) para ahora poder verificar cada vez que se
complete un perfodo (n' = np) y asi agregar un 1 a la pila p, ademds
se hace n? = B:
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d = m, es decir, d comienza de “cero” para almacenar en cada
instante, la posicion con respecto a la tultima casilla visitada en
la ultima repeticion del periodo, es decir, se actualiza como d =
d + m. Para verificar los periodos completados lo hace con la
condicién n! = ng y asf vuelve a d = m.
o n-p=,510 ¢ Vo UU, en otro caso 1, = 0,
o n, =0.
e (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién 6 de (g, (T1,72), (77;,75)),
e las demads variables se mantienen sin cambios.
SiS=0o:
e se actualiza dy;, como dy = dy + m,
e se usa la variable d para almacenar la posicion de la piedra g; con respecto
a la posicién de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m; si la

piedra es recogida o es llevada por la maquina, entonces se asigna d = x.
En funcién de d se actualiza n de la siguiente forma:

on,=o,s160¢1V, U U, en otro caso N-p = 0,

o n,=1sid=0,en otro caso 1, =0,
e (g,7) se actualiza como la imagen por la funcién 6 de (g, (T1,72), (77;,72)),
e las demas variables se mantienen sin cambios.

Cuando |dy| = 2t.

Si dpin + Tr +m > 3t, entonces se actualiza d,,;, como d,,;, = dpmin + m, ademas:
SiS=q:

» la palabra (abede) cambia a (fvfuf),

» V = VN B(0,t). Con esta actualizacion de V, se asegura que el trayecto
periddico que fue usado para encontrar a g;, atraviesa la ventana V' y con esto
lo correcto serd actualizar esta ventana con la funcién *#o}",

o (V),

» se actualiza V' como V = "Foj

» U = Un B(0,t). Con esta actualizacion de U, se asegura que el trayecto
periédico usado luego de encontrar a g;, atraviesa una parte de la ventana U

y con esto lo correcto serd actualizar esta ventana con la funcién 2 H",
e
HNU),

» al contador n' se le suma 1 en cada iteracién. Cada vez que n! = np agrega
un 1 a la pila p8,

s se actualiza U como U =

8notar que en esta parte del movimiento la maquina ya se encuentra en la parte periédica, y por esto, solo

se verifica la condicién n' = npg
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d almacenara en cada instante, la posiciéon de la maquina con respecto a la
ultima casilla visitada en la 1ltima repeticién del periodo, es decir, se actualiza
como d = d+m; para verificar los periodos completados lo hace con la condicién
n' = ng y d vuelve a ser m, ademés se hace:

e n,=®5s160¢VUU, en otro caso n-, =0,
[ ] np = O
(g,7) se actualiza como la imagen por la funcién § de (g, (T1,72), (71, 75)),

las demés variables se mantienen sin cambios.

SiS=@:

la palabra (abcde) cambia a (fvfvf),

V =V N B(0,t); con esto se asegura que el trayecto peridédico que fue usado
para encontrar a g;, atraviesa la ventana V' y con esto lo correcto sera actualizar
esta ventana con la funcion o; ;,

Se _h

se actualiza V' como V = "Fg]*(V),

U =UnNDB(0,t), con esto se asegura que el trayecto periédico usado luego de
encontrar a g;, atraviesa la parte trasera de la ventana U y con esto lo correcto
sera actualizar esta ventana con la funcién ¥z H]",

—
" HMU),

se usa la variable d, para almacenar la posiciéon de la piedra g; con respecto a
la posicién de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m, si la piedra
es recogida o es llevada por la méaquina, entonces se asigna d = x. En funcién
de d se actualiza 1 de la siguiente forma:

se actualiza U como U =

e n,=®s160¢VUU, en otro caso n-, =0,
® 7, =1%d=10,en otro caso n, =0,
(g, ) se actualiza como la imagen por la funcién § de (q, (71,T2), (71, 7)),

las demaés variables se mantienen sin cambios.

Si dppin + Tr + m < 3t, entonces, si aiin no se activan las ventanas U y V', se hace
igual que antes:

la palabra (abede) cambia a (fvfvf),
V =V NnB(0,t),
U=UnDB(0,1),
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luego se encaja el movimiento con Vp, es decir, Vo = (V U (Vo — dimin)) N B(0,4t) v
de aqui en adelante:

» se actualiza la ventana U aplicando la funcién *® H]",

» se actualiza la ventana Vj aplicando la funcién o},

n SiS=0:
e se actualiza V como V = ”Fatm(V),
e se actualiza U como U ="2H™(U),

al contador n! se le suma 1 en cada iteracién. Cada vez que n' = np agrega
un 1 a la pila p,

d almacenara en cada instante, la posicion de la méaquina con respecto a
la ultima casilla visitada en la 1ltima repeticién del periodo, es decir, se
actualiza como d = d + m; para verificar los periodos completados lo hace
con la condicién n' = ng y d vuelve a ser m, ademds se hace:

on.,==o,s160¢VUU, en otro caso n-, =0,
o n,=0.
(q,r) se actualiza como la imagen por la funcién ¢ de (g, (T1,72), (77;,75)),

las demés variables se mantienen sin cambios.

SiS=@®:

se usa la variable d para almacenar la posicion de la piedra g; con respecto
a la posicién de la maquina, es decir, se actualiza como d = d — m; si la
piedra es recogida o es llevada por la méquina, entonces se asigna d = *.
En funcion de d se actualiza n de la siguiente forma:

on.,=®,s160¢VyUU, en otro caso n-, =0,
o n,=1sid=0,en otro caso 1, =0,
(q,r) se actualiza como la imagen por la funcién § de (q, (71,72), (71, 75)),

las demés variables se mantienen sin cambios.

Casos particulares:

Recordemos que el protocolo descrito en esta seccion pre-supone un estado inicial de la maquina

a piedras de la forma (g, 0,0), aqui damos una breve descripcién de los demds casos.

» Si para cada i € {1,2}, r; +n; = 1, entonces, desde un comienzo el autémata puede
guardar la informacion relativa a las piedras, en consecuencia, no sera necesario el uso
de ventanas. En este caso el autémata comienza en un estado de ()1, coherente con la

transicion de argumento (qo, 7, 7).
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» Siexiste i € {1,2}, tal que r; +n; = 1y r—; + n—; = 0, entonces, el autémata solamente
debe almacenar el movimiento iltimamente peridédico definido por el estado inicial qg y
la informacién de g; hasta encontrar a g-;, esto lo hard como en la etapa 1’°, partiendo
con un estado P;, coherente con la transicién de argumento (qo,7,7), esto es:

3.3.5.

e Sir,=1ymn =0, el estado (qo,7,1) define el movimiento tdltimamente periédico

que seguird la maquina sacando a la piedra g-; del espacio. en consecuencia, también
define si serd usando indefinidamente la piedra o no, definamos S* como @ si se va
usando la piedra y @ en otro caso. Ademaés, define el vector v/* director del movimiento
periédico y su tamano n’, el vector 7° director de la parte transiente y su tamano
ni, y la posicién en la que comienza el periodo respecto a la posicién de la piedra
d'; con esto podemos escribir el estado inicial:

Py = [(q",r", (@, ®)), (0f 1), (HE(0).0,0,0,0), (0,0,6), (0,0,m), 6,

((nt,nb), (", v, d")),0,i,5"].

Sir; =0y mn =1, el estado (go,7,71) define el movimiento dltimamente periédico
que seguird la maquina sacando a la piedra g—; del espacio. en consecuencia, también
define si serd usando indefinidamente la piedra o no, definamos S; como ® si se va
usando la piedra y @ en otro caso. Ademsés, define el vector v/* director del movimiento
periédico y su tamano n’, el vector 7 director de la parte transiente y su tamano
n’, y la posicién en la que comienza el periodo respecto a la posicién de la piedra
d'; con esto podemos escribir el estado inicial:

Pl : I:('q*’ r*" (q)’ @))’ (vffff)7 (Hﬂ(®)7 ®7 ®7 @, ®)7 (O’ 0’ 0)’ (O’ 07 m)? 0?

((nt,nb), (", v, d")), 0,1, S;].

Descripciéon de los estados de @, (4* etapa)

Una vez que la méaquina encuentre la piedra g-,, el autémata debe verificar si es que el origen
es 0 no una casilla perteneciente a alguna de las ventanas activas de la etapa en la que se
encontrd. En caso positivo, la piedra fue encontrada en un lugar no valido, en consecuencia
el automata debe pasar al estado de rechazo; en otro caso, la informaciéon con respecto a la
piedra g, estd almacenada en la memoria del PDA (en las variables dg, d y en la pila p); es por
esto que desde este momento ya no sera necesario continuar con el uso de las ventanas, pues
la posicion de cada piedra ya esta determinada. En la pila —p puede o no haber informacién,
cualquiera sea el caso, esa informacion ya no es relevante para la transicion, en consecuencia,
la borraremos; ahora el estado debe ser reformulado.
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?1 :}{)[gv d1>d2701702]/q S Qa 01, 02 € (B(@, |Q’3) U {07 OO}), dlv dy € (B(072(|Q’ + ‘Q|3)) U

= ¢ representa el estado en que deberia estér la maquina luego del estado (g, 7,7),

= d; es la parte de la distancia de g; relativa a la posicion de la maquina que no esta alma-
cenada en la pila 1,

= g; es el vector director del periodo en el movimiento tltimamente periédico seguido de
dejar a g; en el plano.

Como veremos més adelante, el radio 2(|Q| + |Q]*) queda justificado por el lema 3.2. El esta-
do [(q,7), (abede), (Vo, V,V, U, U), (ng, ve, Tr), (n',n%,d), dw, ((nr, 1), (T8, vB, dB)); dmin, p; S]
con el que se encontrd la segunda piedra, se transforma en el estado inicial para esta nueva
etapa como sigue:

Recordemos que:

. 6(Q7 (7’1, T2)7 (7717 7]2)) = (q*a T’f, 7’3),

= Aq, (r1,72), (M, m2)) = (07, M3, m),

donde m € {—4,7,7,—}.

El estado inicial es [q, (d1, ds), (01, 02)] como se construye a continuacién dependiendo de los
casos:

» Sir, =1, la maquina encontré a g-, con g, a cuestas y en estado interno ¢, entonces el
estado inicial se construye del siguiente modo:

b (017 02) = ((pyﬁp)% (pyﬁp)g)a
e sirX, # 1, entonces: d-, = —my d, = x,
e sirX, =1, entonces: d-, = *,

3 * . J—
o sir; =1, entonces: d, = x,
o si r; =0, entonces: d, = —m,

e g sera el estado que determina la funcién § en el momento actual, es decir, ¢ = ¢*.
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» Sir, #1:

e Para cada k € {1,2}, si 7} = 1, entonces dj = *,

e si 77 # 1, dependiendo de los valores de las variables, dg, d, p, n* y S sabremos
qué hay que poner en d; y oy,

o si.S =@y n? =0, significa que la mdquina dej6 la piedra g, atrds y la distancia
de la piedra g, relativa a la maquina estd almacenada en la pila p y las variables,
dp y d. Entonces, d, = dg —d —m, d-, = —m, 0, = vp, 0, = V%, pues se
encontré a g-, en estado interno g,

osiS=0o(S=0yn?= B),significa que la maquina viene con un movimiento
que involucra la piedra g,, en consecuencia la pila no guarda informacién con
respecto a la posicion de la piedra y en d estd exactamente la posicién de la
piedra g, relativa a la de la maquina. Entonces, d, =d —m, d-, = —m, o, = 0,
o-p =12 > bues se encontro a g-, en estado interno ¢,

e ¢ sera el estado que determina la funcién 6 en el momento actual, es decir, ¢ = ¢*.
Observacion 3.8 Por el lema 3.3, el estado [q, (d1,dz), (01, 02)] construido aqui es tal que:

» para cada i € {1,2}, d; # oo,

» st N esla suma de 1s o -1s de la pila p, d,— Nvg es la posicion relativa de g, con respecto
a la maquina,

» para cada i € {1,2}, d; = * significa que g, es acarreada por la mdquina,

3.3.6. Transiciones para los estados de (); (4* etapa)

En esta parte del autémata, es importante la posicién relativa de las piedras con respecto a la
méquina, es decir, las variables (dy, ds) y los elementos de las pilas; esto se verd traducido en
un ((r1,72), (M1, m2)), que tal como en la primera parte, nos servirdn a la hora de chequear la
coherencia, la relacion que deberan satisfacer es la siguiente:

u lelﬁ(dlz*yXZ:ZO)

n =18 (di=0y X;=2)
Para escribir las transiciones, digamos lo siguiente, si el autémata se encuentra en estado interno
lq, d1, da, 01, 09] leyendo el caracter (g, (T1,72), con las pilas como X7 y Xs, entonces, dado que los

valores ((r1,72), (71,m2)), son calculados en funcién de ((dy, ds), (X1, X2)) como se explicé més
arriba, se hace lo siguiente:
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w si (g, (T1,72), (71, 75)) # (g, (r1,72), (71, 1m2)), entonces no hay coherencia y se pasa a estado
de rechazo.

w si(q, (71, 72), (71,75)) = (¢, (11, 72), (M1, 12) ), entonces si hay coherencia, y se pasa a estado
lq,d,,d,, 0, 0b], vy las pilas cambian a (X}, X}). Cada uno de estos elementos serd expli-
cado en lo que sigue.

Definiremos el segundo caso, es decir, cuando no se entra en un estado de rechazo. Primera-
mente, definamos un par de funciones:

(: 72U {x,00} — R

|d| sid¢ {x, o0},
l(d) =< oo sid= oo,
—1 sid=~

n:Z?U{*,00} — {0,1}

1 sid(d) =0,
n(d) = { 0 sif(d)#0.

Si queremos saber qué es lo que debe hacer PDs, primero debemos preguntarnos qué es lo que
haria M con la informacion almacenada en el estado y pilas de PDs, lo que traducido a los
términos de la méquina a piedras es (q, (r1,72), (71, 72)), nuestro interés es saber cuales son los
valores de ¢/, d}, dy, 0,04, X] y X5.

Primero definamos ¢’ = ¢*, luego, para definir d; debemos ponernos en algunos casos:

( * sil(d)=0yrf=1,
—m sil(d;))=0yrF=0,
* sil(d)=—-1yrr=1,
—m sil(d))=—-1yrr=0,
argmin{|u|/ si l(d;) # 0, 0(d; —m) #0

u=d; —m+no;, n € Z} yargmin{|u|/u=d; —m+ no;,

n € Z} < 2(Q| +1QP),

00 si Argmin{|u|/u = d; — m + noy;,
n €2} > 2(|Q| +1QF) o d; = oo,
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Agreguemos que cuando o; = 0, seguira siendo 0 para siempre y para efecto de calculo se usa
0; = 0,y cuando 0; = o0, seguira siendo oo para siempre y significa que la piedra g; no volvera a
ser visitada, para efectos de calculo también se usa o; = 6.

La informacién en las pilas, se actualiza de la siguiente forma: de la funcién Argmin se desprende
n;, de modo que n;o; = Argmin{|d|/d = d;—m+no;, n € Z}—(d;—m), esto siempre y cuando
d; ¢ {x,o0}. La dindmica de la pila dependera del signo de n;, como se detalla a continuacién.

n; —veces

] Xi:'—1—1—1~~-—fX{,...sisz’gno(ni):—i—yX,-:—l,

i—veces

» X/ =111...1X;,...sisigno(n;) =+y X; #—1,
n;—veces

w X;=111...1X/ .. .sisigno(n;) =—y X; =1,

n; —veces

s X/ ="1—-1—1---—1X,,...sisigno(n;)=—y X; #1,

v 0l =0y,...51d, #0,

s ol =vl. . sid, =0, X =2y, d;#xy o ¢ {0,00},

s sid =0, X! =2y, d,=xyo; ¢ {000}, ..entonces (o},0%) = (("'wi)d, ("'1)d).

» sid, =0, X! # Z,...entonces o; = o;
Teorema 3.1 Dada M una maquina con dos piedras, n € N y el automata PD definido mas
arriba. St w = (¢*, (r},r%), (i, mb)), es tal que existe u € X% satisfaciendo que:

= justo al terminar de leer u, las dos piedras han aparecido en u,

= uw € Ly,
entonces la secuencia de estados de Q1 que genera la dindmica de PDy al leer w:
(¢, di, dy, 0%, 08), (XT, Xa))™, satisface los siguientes puntos:

« V(. 0) € (1,2} x {1,2,..n}, di £ 0 = n(d}) =i =0,

w V(j,7) € {1,2} x {1,2,...n}, dj- =0= (n; =1 <:>X; = Zy),

= V(j,0) € {1,2} x {1,2,...n}, di =% = (X; =Zo A1} =1).
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Demostracion.

Dadas las hipotesis del teorema, para probar estos tres puntos, definamos N; como la suma
de todos los 1s o -1s que tiene la pila j en el instante i, y D} = dj — N’o’. Probaremos por
induccién en i, que para todo i € {1,2,...,n} se satisfacen los siguientes puntos °:

s Si d; ¢ {*, 00}, entonces D;« es la posicién relativa de g; con respecto a M en el instante
i

= si dé‘ = %, entonces g; es llevada por M,

= si dé» = 00, entonces g; fue dejada atras por M y no volverd a ser visitada.

Probaremos I pues de I se puede concluir el teorema, en efecto:

Supongamos que dado I < n, para todo i € {1,2,...,1} se satisface I, entonces
Vie{1,2}, i €{1,2,3,...,1}:

= Si d} # 6 tenemos 3 casos:
e Sid ¢ {,%, 00}, se tendrd que D} = d: — Njo* # 6, pues d} no puede ser
multiplo de a} por la forma de calcularlo, es decir, M se encuentra a una
distancia no nula de g; en el instante 7 y en consecuencia:

nj = 0=n(d;).
. S'} d;'- = 00, g; fue dejada atras por M y no volvera a ser visitada. Luego,
;=0 =mn(00) = n(d;).
o Si d; = %, significa que la piedra es acarreada por la maquina y en conse-
cuencia 1} = 0 = n(x) = n(d’).
= Sid; =0, se tendrd que D} = —Nio}, y como D) es la posicién de g; relativa
a la maquina se cumple:

N=1Di=0&N;=0& X, = 7.

= Si d; = *, significa que la piedra es acarreada por la maquina y en consecuencia
ri = 1. Ademds, antes de haber sido recogida tuvo que pasar por encima de
ella, por lo que la pila esta vacia, es decir, X = Z.

9A este conjunto de proposiciones le llamamos afirmacién I
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Base:

Si i = 1, se estd leyendo el caracter: wy = (q,(r1,72), (m,72)). La secuencia de estados es,
{(X], X3, (¢, di, db, o1, 03]), (XE, X2, [¢%,d3,d3,0%,03])}, v por la construccién del estado ini-
cial, de la observacion 3.8, una vez encontradas las dos piedras se cumple que:

] djl- ¢ {x, o0}, entonces Djl- representa la distancia relativa de g; con respecto a M en el
instante 1,
= si djl- = %, entonces g; es llevada por M,

= dj # oo en la iteracion.

Hipétesis:
Se cumple que Vi € {1,2,...,k}, j € {1,2}:
= Si d} ¢ {*, 00}, entonces Dj- representa la posicién relativa de g; con respecto a M en el
instante 1,
= si d; = %, entonces g; es llevada por M,

= si d; = 00, entonces el estado representa que g; fue dejada atras por M y no volvera a ser
visitada.

Aclaremos que como parte de la hipotesis de induccién, también podemos decir que
Vie{l,2,...,k}, j € {1,2} se satisface [

Tesis:
Se cumple que Vj € {1,2}:
= Si df“ ¢ {*, o0}, entonces D;‘f“ representa la posicién relativa de g; con respecto a M
en el instante 1,
n si df“ = %, entonces g; es llevada por M,

m Si . = 00, entonces el estado representa que ¢g; fue dejada atras por Nno vo verzi a
dit! , ent ] estado rep ta que g; fue dejada atras por M y ]
ser visitada.
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Definamos primero m'*t = II3(A(¢, (v}, %), (1, 1%))), donde I3 representa la proyeccién en la

tercera componente.

En efecto, sea j € {1, 2}:

d?“ = 00 —¢—; a contin-

Si df“ ¢ {*, 00}, entonces d? # 00, en efecto, si dg? = oo entonces

uacién se analiza cada situacion:

= Supongamos que Nf # 0, notar que por H.I. d;? =# x, por otra parte, al hacer la iteracion

dk—i—l k+1
J

correspondiente, se calcularan y n;"" mediante la funcién Argmin, satisfaciendo que:

o d"* = Argmin{|d|/d = df — mM! + ottt n ez},

k+1
;

o Bl gt kgt

k
es tal que dj —m ;o

Entonces podemos escribir:

DML —  ghtl _ NkHlghH
J J
— d;:—i-l _ n§+10_;§+1 . Nko-’?"'l
— +1 +1 _k+1 k -k
— dj —Nn. O-] - Nj O-] .................................... (].)
= df — ]\f]ka;-c — mktl
Déc _ mk+1

La igualdad (1) es verdadera pues, como Nj'-“ # 0 entonces X J’“ # Zy, en consecuencia

af = af“. Por la hipétesis de induccién la posicién relativa de g; con respecto a M en

el instante k es Df , en consecuencia la posicion relativa de g; con respecto a M en el

instante k + 1 es Dé? — mktl = D;?“’

= si, Nf = 0y df = %, la tinica posibilidad es que Df“ = df“ — Nf“af“ = —m** lo

que es la posiciéon relativa de g; con respecto a M en el instante k + 1,

= si, NJ' =0y df # %, puede pasar lo siguiente:

° df = 0, esto significa que la maquina en la k—esima iteracion se encontraba sobre g;,
la tinica posibilidad que existe para este caso, es Df“ = df“ — Nf“af“ = —mhkt!,
lo que claramente es la posicion relativa de g; con respecto a M en el instante £+ 1,

dlf:-i-l k+1
J

) df # 6, en este caso en la iteracién correspondiente, se calcularan y n;

mediante la funciéon Argmin, satisfaciendo que:
o d*' = Argmin{|d|/d = d¥ — m**! 4 nol*, n e 7},

k+1 E+1 dlﬁl . l§+1al§+1
J

k _
o nj" estal que dj —m n; o,

entonces podemos escribir:
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DEFL gkl kAL R+

7 k
_ +1 k+1 _k+1
= d% — n O (2)
— D;i’ _ mk—i—l

Laigualdad (2) es verdadera puesto que N ]k’ = 0. En consecuencia, D;.“H es la posicion
relativa de g; con respecto a M en el instante £ + 1.

Si d?“ = 00, hay dos posibilidades:

s d¥ = 00, caso en el que la H.I. justifica que no se visitard la posicién en la que se encuentra
¥l )
g; en iteraciones posteriores.

s db £ o0, esto es, d¥ < 2(1QP + |Q|) y Argmin{|d|/d = df —m" + nottt ne Z} >
2(|Q> +1Q)), v el lema 3.2 justifica que no se visitard la posicién en la que se encuentra
g; en iteraciones posteriores.

Si d?“ = %, hay dos posibilidades:

] df = %, lo que significa que la piedra era llevada antes de la iteracion k£ + 1 y segun la

transicién del autémata, la inica posibilidad de obtener df“ = x es que la maquina lleve

a g; en la iteracion k + 1,

] d;‘? # x, esto es, d;? = 6 ya que en este caso, es la unica posibilidad de que df“ sea *, lo
que significa que en la iteracién k, la maquina se encontraba en la misma casilla que g;.
Para que haya cambiado de 0 a %, g; debe haber sido recogida.

Este teorema nos asegura que el estado de la segunda parte del autémata es esencial a la hora
de calcular la informacién subyacente al espacio celular y con esto poder efectuar la transicién
correcta de la maquina a piedras.
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3.4. Movimiento paralelo

El movimiento entre las dos piedras se hace sin piedras, mediante un movimiento repetitivo
que avanza en una direccién fija que depende de los estados que se estan repitiendo. Como el
conjunto de estados es finito, el conjunto de direcciones realizables es finito también. Cuando las
piedras estan muy alejadas, el vector asociado al movimiento de ida y el asociado al movimiento
de vuelta no pueden ser muy diferentes. En esta seccion probaremos que sobre cierta distancia,
los vectores de traslacion deben ser paralelos.

Cuando la maquina deja una piedra, digamos g;, para ir a buscar la otra, como ya fue explicado,
lo hace con un movimiento que estd acotado en una banda que denotaremos B%?. Si en la
dindamica exhibida por la maquina, esta se encuentra con g-;, la maquina seguird un movimiento
que también estd acotado en una banda, la que en principio es distinta a la usada luego de dejar
a ¢;; a esta banda la denotaremos por B*“"®. Para que la trayectoria seguida por la miquina
luego de dejar a g_;, pase por la posicién en la que quedé g;, es necesario que B “!® contenga
a la posicién en la que yace g;; a continuacién analizaremos el caso en que las bandas tienen
direcciones diferentes.

Primero definamos algunos vectores, sin pérdida de generalidad, pensemos que la piedra g-; fue
encontrada en el origen:

1. u es el vector que va del origen a la posicion en la que se encuentra g;, como se muestra
en la figura 3.10,

2. v es el vector que va del origen a la posicion en la que comienza el movimiento periédico
luego que la maquina haya pasado por el origen, como se muestra en la figura 3.10.

Hay que entender, que mientras mas agudo es el angulo que forman las bandas de ida y vuelta,
mas lejos se pueden encontrar las piedras; es por esto, que si queremos dar una cota para tal
distancia debemos hacerlo poniéndonos en el caso del angulo mas pequeno, para esto, digamos
que los vectores directores de las bandas son a 'y §; el dngulo A(«, ) que forman ambas bandas

estd caracterizado en funcién de o'y § por A(a, ) = arc cos (ﬁﬁﬂ) En virtud de esto se define

el siguiente angulo en funcién de Q:

A =min{\(a, B)/ay € B(6,|Q|) y a no es multiplo de 5}.

Sea:

= (@, ) = argmin{\(a,8)/ay B € B(6,|Q|) y a no es miiltiplo de 3},
= R={u+rB/r eR},
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» U = argmin{||v||s/v € R},

_ [QI+IQIP+1
= A=t

» w de tal modo que sea una porcién del periodo y exista n € N con v +nf +w = D,
como se muestra en la figura 3.10.
Es claro que las siguientes desigualdades se cumplen:

= Jvllz < vl < QP

o+ wlle < o+ wll < |QF + QL

Como (v +w) +nB = u € R tenemos que |[7]]z < |Jv +wl|s < |Q + Q)|
Supongamos que ||u||; > dv/2.

= |[ul]z > d,
= |Pll2 > |Q +|QF + 1,
= [[vllz > Q| + |QF,
lo que es una contradiccién; en consecuencia ||ul|; debe ser menor que dv/2. Ver figura 3.10
o
\
\
! u
\
\
\‘ w
\ -
\‘ v 7\‘ ’—”,—
o e
v --"7
\ -
\
\
\
\ -
\ .-
IO
=N
,’—’ \

Figura 3.10: En la figura, la piedra g; se representa por la estrella y g—; por el circulo.
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Q*+Q+1

Ql*lQl+1 in )

B C

Figura 3.11: La figura muestra el tridngulo ABC' rectingulo en B, con sus medidas extremas.

Observacién 3.9 Notar que de la figura 3.11, si AC > [QIHIOP+L o tonces se tiene que
7 sin(A)
AB > Q| +|Q|? + 1, todo esto en distancia euclideana.

Hemos demostrado asi, la siguiente proposicion:

Proposicién 3.4 Dada una mdquina con 2 piedras M = (Q, 3,0, A, 2), si las piedras estin a
3

una distancia mayor que ﬂ% y no existen v € Z2, Niga € Z Y Nyueta € 7 tales que

B = n,i.v y B = n i, entonces la trayectoria de la mdquina no volverd a pasar por

la posicion de g;.
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Conclusion

En esta memoria, se analizaron dos tipos de méaquina. Esto con la motivacion de estudiar
la complejidad del ¢t — shift asociado a ellas. En el primer capitulo tratamos de probar que
las maquinas estudiadas solo eran capaces de hacer ciclos de largo acotado, por el contrario
se establece que las dos abejas abordadas en el primer capitulo, son capaces de hacer ciclos
de largo arbitrario, lo que abre la pregunta: jes posible tener trayectorias acotadas? Ademas,
proporcionamos un protocolo que nos permite colorear el espacio celular con el propdsito de
encaminar a una de estas abejas en un recorrido cualquiera, siempre y cuando éste no repita
casillas; lo que es un primer paso para construir circuitos logicos capaces de calcular férmulas
booleanas y con esto demostrar la universalidad de estas maquinas, lo que parece ser posible.

Por otra parte, dado que las abejas del primer capitulo son bastante parecidas en su regla,
estudiamos cudl es la relacion que guardan, concluyendo que son diferentes bajo la relacion de
isomorfismo y una de las reglas es isomorfa a la inversa de la otra; finalmente, pudimos concluir
directamente que las abejas estudiadas no son simétricas con respecto al tiempo.

En el segundo capitulo empezamos a tratar con maquinas con piedras y nos preocupamos de
revisar y detallar ain mas algunos resultados previos de estas maquinas, ademas de dar, en la
proposicién 2.5, la construccion de una maquina sin piedras My que simula una maquina con
una piedra M, donde la nocién de simulaciéon propuesta en la definicién 2.9 es diferente a la
nociéon de la definicién 1.5 del capitulo 1 pues como M simula la posicién exacta de la piedra
solo mientras ésta se encuentra a distancia menor o igual que |@|, cuando la piedra estd més
lejos, My no sabe la posicion exacta de tal piedra, en consecuencia, no se puede reproducir
la configuracion de la maquina M a partir de cualquier configuracion de My. Ademas, la
simulacion solo pretende seguir la trayectoria en una grilla monocromatica.
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En el tercer capitulo se caracterizo la complejidad del lenguaje asociado a la dinamica simbdlica
de una maquinas con 2 piedras, como reconocible por un autémata determinista con 2 pilas.
Este resultado estd basado en la construccion de un PDA capaz de efectuar la transicion de
una maquina con 2 piedras y no perder la informacion relevante para asi guardar la coherencia
en el tiempo, con este fin se construyeron ventanas que permiten al PDA tener en memoria
interna las casillas visitadas en el pasado cercano, lo que apoyado en los resultados del capitulo
dos nos permitié hacer uso de las pilas para almacenar los movimientos repetitivos de forma
correcta.

Usando el lema del bombeo para lenguajes de libre contexto, se probd que el t — shift de una
maquina con 2 piedras, no es un lenguaje de libre contexto. Como ya fue estudiado por Kurka
y Maass en [12], existe una jerarquia para los subshifts REAL-TIME dada por la cantidad de
pilas necesarias para reconocerlo, donde se definen las familias R(n) y Q(n) como los lengua-
jes reconocidos por un autémata con n pilas en tiempo real, determinista y no determinista
respectivamente. En este contexto, los resultados del capitulo tres sitian al ¢ — shift de una
méquina con dos piedras en R(2) — Q(1).
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