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Resumen

El espesamiento es un proceso muy importante, tanto en la industria minera (del cobre)

como en el tratamiento de aguas servidas, pues está dedicado a la recuperación de agua, para

volver a ser usadas o bien devolver a cuerpos de agua.

Para modelar la sedimentación al interior de un espesador (ver Figura 0.1) es necesario

encontrar una función de flujo fb a través de ensayos batch de laboratorio. Existen dos méto-

dos, uno global paramétrico, el cual dado algunas curvas a priori de fb(φ), ajusta parámetros

artificiales a través de un perfil de sedimentación h(t). Este método es el más utilizado en la

actualidad, sin embargo está sujeto errores de sensibilidad. Otro método es una estimación

local cerrada, esto es, a través de un perfil de sedimentación h(t), se encuentra una fórmu-

la algebraica cerrada de la función de flujo fb(φ). Este método es preciso si se conoce una

forma analı́tica del perfil de sedimentación. Como esto no es posible, pues son mediciones

experimentales, se hace un ajuste por mı́nimos cuadrados de esta nube de puntos y luego se

aplica la forma algebraica antes mencionada. El error de sensibilidad en este caso es reducido

drásticamente debido a que el ajuste de parámetros se realiza en un mismo espacio, más aún si

el ajuste se hace por subintervalos. En esta memoria validamos la teorı́a de una construcción

de fb a través del método local mediante datos experimentales propios y datos obtenidos de

la literatura. Además entregamos algunos criterios y reconstrucciones en caso de no poder

realizar el test de Diehl, el cual es de difı́cil implementación.
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Figura 0.1: Esquema muestra los pasos necesarios para implementación de un simulador
continuo.

Posteriormente se entrega un método numérico para implementar un simulador de sedi-

mentación continua, que admita una función de flujo reconstruida a trozos (por subintervalos)

como fue calculada previamente y se muestran ejemplos numéricos. Finalmente se entrega
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documentación de tres ensayos de espesamiento con material de relave final de cobre, para

ser tratados en futuros métodos para validación.

Cabe destacar que los resultados son muy favorables para muestras ideales en diferentes

materiales, además, la implementación del simulador puede admitir en algún futuro software

en lı́nea para la industria, debido a que los parámetros de entrada son datos que corresponden

a la operación del dı́a a dı́a de un espesador (Figura 0.1).





Capı́tulo 1

Introducción: La importancia del agua

“El agua y el saneamiento son uno de los principales motores de la salud

pública. Suelo referirme a ellos como Salud 101, lo que significa que en cuanto se

pueda garantizar el acceso al agua salubre y a instalaciones sanitarias adecuadas

para todos, independientemente de la diferencia de sus condiciones de vida, se

habrá ganado una importante batalla contra todo tipo de enfermedades1.

Actualmente, uno de cada nueve habitantes del planeta no tiene acceso a agua potable,

al rededor de 800 millones de personas. Al dı́a, mujeres y niños, gastan 200 millones de

horas transportando agua [109]. El problema del agua potable es mundial y dı́a a dı́a se hacen

esfuerzos para proteger el recurso hı́drico. La presente memoria se preocupa precisamente de

la recuperación del agua a través de un tanque de sedimentación denominado espesador. El

agua clara obtenida de la separación del sólido finoinicialmente en suspensión inicialmente,

puede ser reutilizada, por ejemplo en el caso de la industria minera, o bien ser devuelta a

cuerpos de agua, en el caso del tratamiento de aguas servidas.

1.1. La recuperación del agua en el proceso minero

La industria minera del cobre en Chile es la industria más grande que posee el paı́s,

aporta un tercio de la producción mundial. Es parte importante del crecimiento alto y soste-

nido que ha tenido la economı́a chilena en las últimas décadas y es innegable su importancia
1Dr. LEE Jong-wook, Director General, Organización Mundial de la Salud [113]
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para el desarrollo de nuestro paı́s. Geográficamente hablando, la minerı́a en Chile se desa-

rrolla principalmente en zonas desérticas y muy remotas, especı́ficamente en el Desierto de

Atacama, el desierto más árido del mundo, donde el agua es un recurso escaso, pero a la vez

vital para la separación de los metales, como el cobre y la roca dinamitada, por esta razón la

recuperación del agua y la investigación en nuevas tecnologı́as que permitan obtener procesos

más eficientes son de interés público y deben ser estudiados.

La sedimentación continua de suspensiones de partı́culas sólidas finas dispersas en un

fluido viscoso es un proceso que recupera el agua utilizada en los procesos de conminución

(reducción de tamaño) y flotación (separación del mineral deseado de la ganga) en las plantas

de beneficio de minerales de cobre sulfurados. La primera y más importante etapa de recu-

peración de agua es el espesamiento, es decir, la sedimentación continua, donde se utilizan

grandes estanques cilı́ndricos en los cuales se produce la separación de sólidos y lı́quidos por

efecto de la gravedad. Aquı́, junto con desear recuperar la mayor cantidad posible de este

recurso después del proceso de sedimentación, también se busca generar un relave lo más

seco posible para que en su posterior depósito en lugares de acopio este minimice los ries-

gos de producir contaminación a las napas subterráneas por medio de lı́quidos percolados. El

objetivo es desarrollar un modelo matemático para la simulación, el diseño y el control de la

sedimentación continua.

1.2. Tratamiento de aguas servidas

El tratamiento de aguas residuales consiste en una serie de procesos fı́sicos, quı́micos y

biológicos que tienen como fin eliminar los contaminantes presentes en el agua efluente del

uso humano.

En Chile, el tratamiento de las aguas servidas se ha incrementado sustancialmente en los

últimos años, alcanzando un nivel de cobertura cercano al 99.8 % respecto a las aguas servidas

recolectadas de la población urbana nacional, lo cual ha posibilitado la descontaminación

paulatina de los cursos de aguas marı́timas y continentales.

Las aguas residuales son lı́quidos que normalmente provenienen de lavamanos, baños,

cocinas, industrias, comercios, etc; los cuales son desechados a las alcantarillas o cloacas.

Estas alcantarillas desembocan en una planta de aguas servidas que tiene diversos niveles
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Nivel de tratamiento Descripción

Preliminar Remover los objetos grandes tales como trapos, palos, ele-
mentos flotantes, arena y grasa que pueden causar proble-
mas de mantenimiento u operacionales en los procesos si-
guientes.

Primaria Eliminación de una porción de los sólidos y materia orgáni-
ca suspendidos del agua residual.

Primaria avanzada Eliminación mejorada de sólidos y materia orgánica suspen-
didos. Tı́picamente acompañado por una adición de algún
quı́mico o un proceso de filtración.

Secundario Eliminación de material orgánico biodegradable (en solu-
ción o suspensión) y sólidos suspendidos. Desinfección es
también tı́picamente incluido en la definición de un trata-
miento secundario convencional.

Secundario con elimi-
nación de nutrientes

Eliminación de material orgánico y sólido suspendido bio-
degradable y nutrientes (nitrógeno, fósforo, o ambos).

Terciario Eliminación de sólidos suspendidos residuales (después del
tratamiento secundario).

Avanzado Eliminación de material disuelto y suspendido después de
un tratamiento biológico normal, cuando se requiere reuti-
lizar el agua para ciertas aplicaciones.

Tabla 1.1: Niveles del tratamiento de aguas residuales [87].

de tratamiento (ver Tabla 1.1), devolviendo a los causes de agua un agua procesada menos

contaminada que en un comienzo.

El proceso de espesamiento ocurre en los tanques de sedimentación secundaria (SST,

Secondary settling tank, por sus siglas en inglés) y corresponde al paso final de la etapa se-

cundaria del tratamiento, en donde se retiran los flóculos biológicos del material previamente

filtrado, y se produce un agua tratada con bajos niveles de materia orgánica y materia sus-

pendida. Una vez que la masa biológica es removida, el agua resultante, es descargada (o

reintroducida) de vuelta al cuerpo de agua natural (corriente, rı́o o bahı́a) u otro ambiente

(terreno superficial o subsuelo), etc. De ser necesario, antes de descargar se puede aplicar un

proceso de desinfección adicional.

El proceso se lleva a cabo en una Planta de tratamiento de aguas residuales, en la

Figura 1.1 se muestra una vista esquemática del proceso del tratamiento biológico de una

planta [101].
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Figura 1.1: Vista general de un tratamiento biológico de aguas residuales simplificado [87].

Además de estos dos procesos mencionados, existen otras aplicaciones, por ejemplo, en

la industria papelera y quı́mica, medicina, vulcanologı́a, bioreactores, entre otras áreas donde

una suspensión inicial homogénea debe ser separada en un lı́quido clarificado y un sedimento

concentrado dentro de un tanque acondicionado para el proceso. En todos estos casos, se

considera que la suspensión inicial homogénea está compuesta por partı́culas sólidas y finas,

las cuales son pequeñas comparadas con las escalas tanque que las contiene.

Los modelos de sedimentación y espesamiento que serán tratados son de carácter ma-

croscópicos y poseen la ventaja que pueden ser capaces de predecir el comportamiento de un

espesador dado en un tiempo y espacio relativamente grandes, por el contrario, la información

microscópica tal como la posición de una partı́cula dada en cada instante, no es posible de ob-

tener y y tiene poco interés práctico en un proceso de grandes escalas. Para estos modelos, se

utilizan consideraciones que representan las partı́culas sólidas y lı́quidas como fases continuas

superpuestas dentro del tanque; en especı́fico, se tiene una fase lı́quida, la cual se llama a la
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zona del agua clarificada y una (o varias) fase sólida (fases sólidas), en donde se encuentra el

sedimento que decanta.

1.3. El espesador

El espesador es un equipo inventado por John Van Nostrand Dorr (1872–1962) en 1905

para las plantas concentradoras de oro en Dakota del Sur y significa el comienzo de la era

moderna de espesamiento [35].

El concepto de espesamiento es muy simple y radica en la decantación; consiste en

dejar una mezcla lı́quida y homogénea dentro de un tanque y que las partı́culas sólidas finas

se acumulen en el fondo sólo por efecto de la gravedad, separando ası́ el material sólido,

del lı́quido clarificado en la parte superior. Existen evidencias de este proceso en la cultura

egipcia, aproximadamente 2.500 años A.C. [2].

Antes de la innovación de Dorr, los estanques solo poseı́an un proceso de decantación,

es decir un sistema batch de sedimentación, el cual es un proceso semi continuo, según docu-

menta Agrı́cola ya en le año 1556 [1]. El aporte de Dorr radica en ser el primero en evolucionar

este proceso semi continuo de decantación, a un proceso continuo de espesamiento; el cual

consiste en un tanque que es alimentado por una tuberı́a inserta en él, llamada alimentación,

la cual agrega continuamente material y éste sedimenta por efecto de la gravedad, obteniendo

ası́ en el fondo una mezcla más espesa, la cual es retirada por una tuberı́a en el fondo del

tanque, llamada descarga, mientras que el agua clara, que se produce en la parte superior, se

retira mediante una canaleta, llamada efluente [52].

1.3.1. Modelos Macroscópicos

La modelación matemática para procesos de espesamiento y clarificación nace de la

mano de Hazen en 1904, [72], quien hace el primer análisis de los factores que afectan la se-

dimentación de partı́culas sólidas en una suspensión diluida en agua. Este trabajo demuestra

que la variable del tiempo no es un factor a considerar en el diseño de estanque de sedimen-

tación, como si lo son las variables espaciales, especı́ficamente muestra que las porciones de

sólido removidas son proporcionales al área superficial del estanque, a las propiedades fı́sicas



10 1. Introducción: La importancia del agua

(a) Esquema de un Espesador de Dorr. (1) Alimenta-
ción de la mezcla, (2) efluente de agua clara, (3) des-
carga de material espesado.

(b) The Dorr thickener of the Nemacolin preparation
plant. (June 1946 image courtesy of the National Ar-
chives)

Figura 1.2: Espesador de Dorr en 1905.

de las partı́culas e inversamente proporcional al flujo volumétrico del estanque. Posteriormen-

te, con el espesador ya inventado, en 1912 Mishler, [85], es el primero en demostrar mediante

experimentos, que la velocidad de sedimentación de la pulpa es diferente para suspensiones

diluidas que para las concentradas. Mientras la velocidad de asentamiento de suspensiones di-

luidas es generalmente independiente de la altura de la columna de sedimentación, sedimentos

densos son gobernados por diferentes leyes y, en este caso, la velocidad de asentamiento in-

crementa aumentando la altura de la columna. Con esta hipótesis, Mishler deduce una fórmula

para obtener la capacidad de un espesador industrial, basado en experimentos de laboratorio.

Por otra parte, Coe y Clevenger (1916), [32], realizan en forma independiente un resultado

similar a Mishler, pero recomiendan usar experimentos batch de laboratorio para establecer el

área unitaria de un espesador.

Luego, en la década de los ’20 y ’30, numerosos trabajos en el área fueron publicados,

[96, 114], pero no realizan contribuciones importantes, como lo que sucede en la próxima

década.

En la década del 40’, Comings y colaboradores presentan un importante descubrimien-

to: Demuestran la existencia de cuatro zonas en un espesador continuo. Una zona superior de

agua clara, una zona de sedimentación, una zona de compresión y una zona de acción de las

rastras (en el caso de haber). Algunas de sus principales conclusiones son:
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En un estado estacionario de un espesador continuo, la concentración de la zona de se-

dimentación es constante y depende del flujo y no de la concentración de alimentación.

Para un mismo flujo de alimentación, la concentración de descarga se puede controlar

aumentando o disminuyendo la altura del sedimento, lo que corresponde a un aumento

o disminución del tiempo de residencia del material en el equipo.

1.3.2. La contribución de Kynch

La década de los 50’ está marcada por una teorı́a de sedimentación de Kynch [77], quien

plantea que la sedimentación está basada en una ecuación diferencial parcial hiperbólica,

en donde el dato inicial, la concentración inicial, se propaga mediante ondas a través del

tiempo, formando el perfil de sedimentación. Él resuelve la ecuación explı́cita del modelo y

muestra que conociendo la concentración inicial de la suspensión y la densidad de flujo del

sólido, se puede obtener una solución de la ecuación por el método de las caracterı́sticas,

resultando en zonas donde la concentración varı́a continuamente (ondas de rarefacción) y en

discontinuidades (ondas de choque).

Trabajos posteriores demuestran la validez de la teorı́a de Kynch para partı́culas incom-

presibles y esféricas, por ejemplo bolitas de vidrio. A éstas partı́culas se les denominó sus-

pensiones ideales, [103]. Pero también se establecieron las limitaciones sólo a estas partı́culas

y se muestra que no es aplicable para suspensiones que sufren compresión en el sólido, como

las suspensiones floculadas, [69, 70, 71, 92, 93, 94, 104, 116]. En particular, Behn [? ] es el

primero en relacionar la compresión en el espesamiento con el proceso de consolidación en la

composición de suelos. Richardson y Zaki en 1954, [91] proponen una ecuación empı́rica para

describir la velocidad de sedimentación de una suspensión de cualquier concentración. Final-

mente, Petty en 1975, [90] propone extender la teorı́a de Kynch a la sedimentación continua

y en la que se propone por primera vez una condición de contorno adecuada en el fondo del

espesador. Por otra parte, en la industria surgen nuevos avances en el diseño de espesadores,

como el método de Tamalge y Fitch [100] para el área mı́nima de un espesador.

Los esfuerzos de Kynch fueron seguidos por clasificaciones sistemáticas de soluciones

cualitativamente diferentes [67, 108]. Basado en los trabajos de Ballou, [? ], K.S Cheng [31] y

H. Liu [83] (ver [28]), Bustos y Concha [27] y Diehl [46] fueron incorporando apropiadamente

estas construcciones dentro de la teorı́a de soluciones entrópicas de una ley de conservación
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escalar con flujo no convexo. El interés en la teorı́a de Kynch no se hizo esperar, tanto en

el procesamiento de minerales, como en el tratamiento de aguas servidas (donde el tema es

conocido como la teorı́a de flujos de sólidos [49]) y otras áreas de aplicación. Se puede ver

una discusión más extensa en el tema en los trabajos [25, 50] y [28].

1.4. Contribución

En el año 2008 Diehl propone fórmulas de representación para dos perfiles de sedi-

mentación que pueden ser obtenidos mediante experimentos. Con éstas fórmulas, se puede

deducir una ecuación explı́cita para la función de flujo fb [48]. Luego en el 2014 se presenta

una un método para reconstruir el perfil de sedimentación y se plantea el problema como un

el problema inverso [14]. En la presente memoria, se valida ésta teorı́a a través de:

Quince ensayos de sedimentación batch con cuatro materiales diferentes. Se hacen si-

mulaciones y en ellas se identifica una función de flujo única para cada material.

Revisión bibliográfica de más de 80 publicaciones, en los últimos 50 años [7, 8, 33, 34,

40, 41, 51, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 65, 66, 75, 88, 89, 93, 94, 102, 104].

Además, siguiendo la Figura 0.1, una vez construida una fórmula para fb, se implementa

un simulador de espesamiento continuo [15, 16] adaptado para una función de flujo continua a

trozos. Finalmente son incluidos datos de espesamiento con material de relave final de cobre,

con y sin floculante, para su uso en trabajos futuros.

Esta memoria dio origen a la siguiente publicación (ref. [10]):

F. Betancourt, R. Bürger, S. Diehl and C. Mejı́as, Advanced methods of flux identification for

clarifier-thickener simulation models, Minerals Engineering, 63 (2014), 2–15.

1.5. Enfoque

La primera parte de esta memoria expone el modelo de sedimentación batch, la teorı́a

que envuelve una ley de conservación y una construcción de la función de flujo a través la
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información proporcionada por las caracterı́sticas en dos test iniciales. Las reconstrucciones

presentan una forma algebraica cerrada.

Debido a diferentes errores en la medición de los datos, se reconstruye un segmento sua-

ve y continuo mediante una programación cuadrática con restricciones, luego se aplican las

fórmulas de representación para obtener trozos de la función de flujo; Al finalizar el capı́tulo

dos, se entrega una forma alternativa de reconstruir la función de flujo en el caso de no poder

realizar uno de los ensayos. Luego, en el capı́tulo 3, se valida la teorı́a expuesta median-

te la realización de ensayos experimentales y otros recogidos de la bibliografı́a disponible,

especı́ficamente datos no floculados encontrados en Karamisheva [76], detalles especı́ficos

pueden ser vistos en el artı́culo publicado en Minerals Engineering [10]. El capı́tulo 4 aborda

el modelo de espesamiento continuo y un enfoque numérico para la implementación compu-

tacional para modelar los datos publicados en el capı́tulo 5, que corresponden a experimentos

reales con relave de cobre. Además se utilizan algunas funciones reconstruidas a partir de

los experimentos de sedimentación batch para modelar un proceso continuo. La relevancia de

esta parte radica en la dificultad de obtener en la literatura datos experimentales de un pro-

ceso continuo. A partir de estas experiencias, se obtiene información valiosa para proponer

mejoras en los experimentos a través de automatizaciones electrónicas de algunas variables

observadas, lo que se plasma en el último capı́tulo junto con las conclusiones relevantes de la

implementación con muestras reales.





Capı́tulo 2

Sedimentación batch

Se denomina sedimentación, al asentamiento de una partı́cula, o una suspensión de

partı́culas, en un fluido por efecto de una fuerza externa, que puede ser la gravedad, una

fuerza centrı́fuga o cualquier otra fuerza de cuerpo. Ha sido de gran interés en la historia

encontrar una ecuación simple que relacione la velocidad de sedimentación de suspensiones

de partı́culas en un fluido, con su tamaño, forma y concentración. Un objetivo tan simple ha

requerido un enorme esfuerzo y ha sido solucionado solamente en parte. Desde los trabajos

de Newton (1687) y Stokes (1844) [97] sobre el flujo alrededor de una partı́cula hasta las

investigaciones mas recientes que sólo han podido establecer una teorı́a heurı́stica, esto es,

basada en principios fundamentales de la mecánica, pero con un cierto grado de intuición y

empirismo. Hasta ahora se ha resuelto primero la sedimentación de una partı́cula en un fluido,

para luego introducir correcciones debido a la interacción entre partı́culas, mediante las cuales

la sedimentación de una suspensión se ve dramáticamente disminuida.

La sedimentación batch corresponde al proceso de asentamiento de muchas partı́culas

originado al interior de una vasija; dicho proceso considera una mezcla sólido-lı́quido inicial-

mente homogénea, y tal que la concentración de las partı́culas sólidas sea la misma en toda

la sección transversal de la vasija, donde el diámetro de ésta es mucho mayor al diámetro de

las partı́culas. Se deja actuar en el tiempo y la fuerza externa, en este caso, es la gravedad. El

material se acumula en el fondo de la vasija y crece a medida que transcurre el tiempo (ver

Figura 2.1).

15
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φ = φ0

φ = 0

φ = φ0

φ = φmax
φ = φmax

φ = φmax

t = 0 0 < t < tcrit tcrit < t < tfinal t ≥ tfinal

Figura 2.1: Esquema de una sedimentación batch. Las partı́culas sólidas caen hacia el fondo
por acción de la gravedad (R. Bürger, comunicación privada).

En este capı́tulo se tratará el modelo de la sedimentación batch, que en su caso ideal

se transforma en una ley de conservación. Abordaremos la teorı́a general de las leyes de

conservación y el método de caracterı́sticas para entender dos tests relevantes a lo largo de toda

la memoria. El test de Kynch y el test de Diehl, además de como éstos pueden reconstruir una

porción de la función de flujo fb. Se dará una implementación computacional por medio de una

programación cuadrática con restricciones y finalmente se reconstruirá de manera completa

fb.

2.1. Modelo matemático de sedimentación batch

Supongamos que la sedimentación batch es llevada a cabo en un tubo de altura H , con

una sección transversal de área constante a lo largo del tubo. Sea φ(x, t) la concentración

(o fracción volumétrica) de sólidos en una altura x, medida desde el fondo de la vasija, en

un tiempo t. Sea la función de flujo de sedimentación batch, denotada por fb, una función

constitutiva, es decir, depende sólo de la concentración local, fb = fb(φ). Suponemos que fb
es una función no negativa, con soporte en [0, φmáx], ası́,

fb(0) = fb(φmáx) = 0.
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donde φmáx es la concentración máxima de empaquetamiento. Además fb se considera conti-

nua y diferenciable a trozos. asumimos que el flujo es positivo hacia abajo, la cual es opuesta

a la dirección del eje x. Consideremos T un tiempo dado, tal que T ≥ 0, luego el modelo

gobernante de sedimentación batch derivado en [26], puede ser expresado por una ecuación

escalar de convección-difusión fuertemente degenerada, dado por

∂φ

∂t
− ∂fb(φ)

∂x
=
∂2A(φ)

∂x2 , x ∈ [0, H], 0 6 t 6 T, (2.1)

φ(x, 0) = φ̃0(x), x ∈ [0, H], (2.2)

fb(φ) +
∂A(φ)

∂x

∣∣∣∣
x=xb

= 0, xb ∈ {0, H}. (2.3)

Este problema de valores iniciales y de frontera, posee un término no lineal difusivo

∂2A(φ)

∂x2 ,

el cual modela la compresibilidad del sedimento en el caso de que la suspensión bajo estudio

sea floculada. Este término involucra la función de difusión A = A(φ), la cual es también

especı́fica del material y está dada por:

A(φ) :=

∫ φ

0

a(s) ds,

con el integrando

a(φ) :=
fb(φ)σ′e(φ)

∆%gφ
.

A su vez, ∆% es la diferencia en densidad de masa de sólidos y fluido, g es la aceleración

de gravedad, y σ′e denota la derivada de la función esfuerzo efectivo de sólidos σe = σe(φ).

Tı́picamente se tiene que σe(φ) > 0 para todo φ, por lo tanto,

σ′e(φ) :=
dσe(φ)

dφ

= 0 para φ 6 φc,

> 0 para φ > φc,
(2.4)
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donde φc > 0 es la concentración crı́tica o punto gel a partir de la cual las partı́culas entran en

contacto fı́sico. En virtud de (2.4) se tiene que

a(φ)

= 0 para φ 6 φc y φ = φmáx,

> 0 en caso contrario,

por lo tanto la ecuación (2.1) es una ecuación hiperbólica de primer orden para φ 6 φc y

parabólica de segundo orden para φ > φc. Puesto que (2.1) degenera al tipo hiperbólico

sobre un intervalo de valores de φ de longitud positiva, la ecuación (2.1) se llama parabólica

fuertemente degenerada. La ubicación de la interfaz suspensión-sedimento, es decir donde

φ = φc (o llamado también nivel de sedimento) es desconocida a priori.

La función de flujo fb y la función esfuerzo efectivo de sólidos σe (o bien el coeficiente

de difusión a = a(φ)) reflejan propiedades especı́ficas del material bajo consideración. En el

caso de suspensiones no floculadas, el término difusivo no está presente y la ecuación (2.1) se

reduce a la ley de conservación

∂φ

∂t
− ∂fb(φ)

∂x
= 0, (2.5)

con dato inicial (2.2),

φ(x, 0) = φ̃0(x), x ∈ R (2.6)

cuyo estudio es conocido como la teorı́a de sedimentación cinemática de Kynch [77] y tiene

solución mediante el método de las caracterı́sticas.

2.1.1. Función de densidad de flujo fb

Notemos que para resolver las ecuaciones (2.1)–(2.3) o el modelo idealizado (2.5), (2.6),

es necesario conocer la función de flujo batch fb = fb(φ), la cual en el caso ideal, es suficiente

para obtener un comportamiento completo del proceso de sedimentación a través del tiempo

y espacio. Por lo que los esfuerzos en este problema radican en encontrar esta función consti-

tutiva, es decir, resolver un problema inverso.
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Figura 2.2: Función de flujo batch ajustada por Richardson y Zaki con v0 = 15 y nRZ = 10.

En el tratamiento de aguas servidas y aplicaciones a relaves en la minerı́a del cobre, se

tiene en la mayorı́a de los casos que fb es una función con sólo un punto de inflexión, más aún,

es cóncava en una primera parte y luego convexa. Para determinar dicha función existen dos

maneras, la más conocida y popular es asignar una función plantilla, es decir, una función que

cumpla a priori con las propiedades de fb, en nuestro caso las propiedades antes señaladas.

Luego se ajusta una número finito de parámetros para obtener la función global reconstruida.

Por ejemplo, el modelo de Richardson y Zaki [91] considera a la función fb de la forma,

fb(φ) :=

v0φ(1− φ)nRZ si 0 ≤ φ ≤ 1,

0 en otro caso.
,

donde φ es la concentración volumétrica, mientras que v0 es la velocidad de sedimentación y

nRZ es el parámetro de Richardson y Zaki. Ambos parámetros a determinar (ver Figura 2.2).

Este enfoque se conoce como enfoque global paramétrico y si bien, tanto para la industria,

como para la comunidad cientı́fica, es un método ampliamente usado, posee una limitación

fundamental. Al tener que ajustar una cantidad limitada de parámetros, se pierden grados de

libertad en el ajuste, lo que induce errores de sensibilidad al modelo en general, lo que puede

afectar dramáticamente si tenemos ecuaciones stiff acopladas que involucren fb, como es el

caso del tratamiento de aguas servidas [87].

Otra manera de encontrar fb es usar trayectorias observadas y mediante fórmulas de

representación encontrar porciones de fb exactas, luego utilizar una aproximación C2 para

unir estas partes junto con otros puntos conocidos de la función de flujo. Esta técnica de
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resolver un problema inverso, requiere que las trayectorias observadas tengan alguna función

analı́tica C2, que se construye a través de una técnica de mı́nimos cuadrados. De esta manera,

la función de flujo tiene mayores grados de libertad para ser resuelta, más aún si se utilizan

funciones a trozos para identificar las trayectorias.

El objetivo en este capı́tulo es plantear un problema inverso que encuentre la función

de flujo fb, este método fue propuesto inicialmente en [14] y se plantean algunas técnicas de

reconstrucción para el caso de tener limitaciones de laboratorio en los ensayos requeridos.

Para establecer una teorı́a adecuada al problema inverso es necesario conocer el pro-

blema directo. Veremos dos ensayos experimentales fundamentales, denominados test, los

cuales al resolver un problema de valores iniciales nos permiten encontrar la solución a través

del método de las caracterı́sticas, en un sentido fı́sico, la solución corresponde a una interfaz

agua-sedimento. Dichos test son el Test de Kynch y el Test de Diehl (ver [48]).

2.1.2. Propiedades de solución

Las soluciones de (2.5), (2.6) y, en general, para una ley de conservación escalar se

representan a través de caracterı́sticas, esto es, lı́neas rectas que son las que transmiten el

dato inicial φ(x, 0) = φ0 a través del tiempo, (Figura 2.3)

x(t) = −f ′b(φ̃0(x))t+ x0,

con una pendiente

x

t
= −f ′b(φ(x, t)). (2.7)

Estas caracterı́sticas puede ser paralelas y mapear todo el plano (x, t), pero a menudo se

intersectan formando ondas de choque, discontinuidades de contacto u ondas de rarefacción,

generando más de una solución al problema. Para la unicidad, las soluciones del problema

(2.5), (2.6) y las del problema (2.1)–(2.3) deben ser definidas como soluciones de entropı́a, es

decir, como soluciones débiles junto con un principio de selección, la condición de entropı́a.

La condición de entropı́a expresa ciertos principios de relevancia fı́sica, proporcionando un

criterio de admisibilidad de discontinuidades que separan valores diferentes de la solución.
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(x0, 0)

(x, t)

x = −f ′b(φ̃0(x0))t+ x0

x

t

Figura 2.3: Linea caracterı́stica de (2.5)

En determinadas circunstancias, y para funciones fb con exactamente un punto de infle-

xión, las soluciones de (2.5), (2.6) exhiben choques con trayectorias curvadas (en un diagra-

ma de altura versus tiempo), debido a la interacción de un choque con velocidad inicialmente

constante, con una onda de rarefacción. En tal situación, la trayectoria, descrita por una curva

t 7→ x(t), satisface la siguiente identidad (condición de Rankine-Hugoniot):

x′(t) = −fb(φ+)− fb(φ−)

φ− − φ− =: S(φ+, φ−), (2.8)

donde φ+ y φ− denotan los valores lı́mites de φ adyacentes a la discontinuidad, dichos valores

pueden variar como función del tiempo.

2.1.3. Test de Kynch

Se llama test de Kynch, a la solución de la ecuación gobernante (2.1), junto con el dato

inicial

φ̃0(x) =


0 para x > H ,

φ0 para 0 6 x 6 H ,

φmáx para x < 0,

(2.9)
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φinfl φmaxφ∗∗maxφ0 φ∗0

fb(φ)

φmax

φ0 φ∗0

t

x

H

φ = 0

x = h(t)

tstart tend

x = x1(t)
x = x2(t)

0

Figura 2.4: “Test de Kynch”. Izquierda: la función fb = fb(φ) = −fbk(φ). La secante por el
punto (φmáx, 0) posee la pendiente f ′b(φmáx). Derecha: solución de (2.5), (2.6), con la función
inicial dada por (2.9), para φ0 ∈ (φ∗∗máx, φmáx]. Las lı́neas delgadas son caracterı́sticas, y las
lı́neas gruesas son discontinuidades, con la excepción de x2, que es una lı́nea de continuidad.
La solución asume valores en {φ0} ∪ [φ∗0, φmáx] [14].

donde φ0 ∈ (0, φmáx) es la concentración homogéna de la suspensión inicial.

Suponiendo que la suspensión en estudio es no floculada, esto es, que la ecuación go-

bernante (2.1) es reducida a la ley de conservación (2.5), entonces se tiene que la solución

φ = φ(x, t) de (2.5),(2.9) denota una interfaz descendiente que separa la suspensión del lı́qui-

do clarificado, como se puede seguir en la Figura 2.4. Una ventaja de este test, es que visual-

mente la interfaz agua-sedimento puede ser observada a simple vista mediante un experimento

de sedimentación batch en algún tubo transparente (ver Figura 2.1). Además, la trayectoria al-

tura versus tiempo de la interfaz puede ser calculada mediante una forma algebraica cerrada a

partir de la curva de fb versus φ. De esta manera, para un material dado, la trayectoria obser-

vada puede ser convertida en una porción de fb apropiada para dicho material. Como fb tiene

un punto de inflexión, necesitamos las siguientes operaciones para construir las soluciones de

(2.5),(2.9) (ver Ballow 1970, [? ]). Dado φ ∈ [0, φmáx], se define

φ∗ := máx{u ∈ [φ, φmáx] :

f ′b(u) = S(φ, u) ≤ S(φ, v), ∀v ∈ [φ, u]},
φ∗ := mı́n{u ∈ [0, φ] :

f ′b(u) = S(φ, u) ≤ S(φ, v), ∀v ∈ [u, φ]},
φ∗ := mı́n{u ∈ [0, φ] : u∗ = φ }.
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Figura 2.5: “Test de Diehl”. Izquierda: la función fb = fb(φ) con algunos de los valores de
φ que aparecen en la solución. Derecha: solución de (2.5), (2.6), con la función inicial dada
por (2.10), para φ0 ∈ (φinfl, φmáx]. Las lı́neas delgadas son caracterı́sticas, y la lı́neas gruesas
son discontinuidades, con la excepción de x4, que es una lı́nea de continuidad. La trayectoria
cóncava x = h(t), medible experimentalmente, es una transformada de fb para φ ∈ [φa, φ0∗]
[14].

La interpretación geométrica de estas operaciones se ve en la Figura 2.4.

Si la concentración inicial φ0 es elegida suficientemente grande, por ejemplo, φ0 ∈
(φ∗∗máx, φmáx], el test de Kynch permite reconstruir la porción de fb para φ∗0 ≤ φ ≤ φmáx. Esta

información relacionada con el rango de altas concentraciones es usualmente complementado

por el hecho que fb(0) = 0, y que para t ≤ tstart, la velocidad del descenso de la interfaz

suspensión-supernadante x(t) = h(t) que separada los valores φ = 0 y φ = φ0 es, de acuerdo

a la velocidad de Stokes, dada por h′(t) = −fb(φ0)/φ0, de donde se obtiene un punto para el

gráfico φ versus fb. Ası́, el test de Kynch entrega una forma funcional de fb convexa para un

cierto subintervalo dentro de [φinfl, φmáx]. Además, esta información es complementada por

pequeños puntos con valores obtenidos en concentraciones bajas φ < φinfl.

Esta propiedad ha sido ampliamente usada a lo largo de la historia para generar algunos

métodos de diseño de espesadores muy conocidos hasta la actualidad, por ejemplo Coe y

Clevenger [32], Kynch [77], Talmage y Fitch [100], Wilhelm y Naide [110], entre otros.
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2.1.4. Test de Diehl

Se denomina test de Diehl, a la solución de la ecuación gobernante (2.5), junto con el

dato inicial

φ̃0(x) =

0 para 0 6 x < H0,

φ0 para H0 6 x 6 H ,
(2.10)

donde φ0 ∈ (0, φmax) es la concentración homogénea de la suspensión inicial yH0 es la altura

de la columna de agua inicial, medida desde el fondo del tubo. Dicho test fue introducido por

Diehl [48].

En particular, si φ0 > φinfl, la solución de (2.5) con (2.10) es presentada en la Figu-

ra 2.5. En este caso, para obtener una solución de entropı́a, a grandes rasgos, se debe recorrer

la función de flujo desde sus datos iniciales mediante la envoltura superior cóncava, lo que

se traduce en primer lugar, en una onda de choque entre φ0 y φ∗0 (a partir de H0), para lue-

go generar una expansión de onda desde φ0∗ decreciente hasta cero. En la Figura 2.5, parte

derecha, se puede ver lo anteriormente señalado a través del choque inicial x = x1(t), para

0 < t < t̂start, y la lı́nea de continuidad x = x2(t), entre 0 < t < t1. Por otro lado, se produce

una onda de rarefacción durante t1 < t < t2, en donde la concentración varı́a continuamente

entre cero y φ∗∗máx, para luego terminar con un choque para tiempos t > t4.

Un aspecto interesante de este test sucede en parte de la discontinuidad x = h(t) durante

t̂start ≤ t ≤ t̂end, cuando la concentración de la parte inferior, denotada por φh(t), decrece

desde φ0∗ hasta φa, en el gráfico izquierdo, donde

φa =
(H −H0)φ0

η(t̂start)−H0

.

Esto representa el sector cóncavo superior, recorrido de derecha a izquierda abarcando la

rarefacción transónica, que sucede cuando f ′b(φ) = 0 cuya caracterı́stica es x = H0. Para

asegurar la formación del intervalo (φa, φ0∗), se necesita un H0 suficientemente grande, tal

que t̂start < t̂end.
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2.2. Solución al problema inverso por fórmulas de represen-

tación

2.2.1. Fórmulas de representación para el test de Kynch

Para el test de Kynch, la discontinuidad h(t), t ∈ [tstart, tend], en la Figura 2.4, el pro-

pio Kynch [77] mostró un procedimiento gráfico para reconstruir parte de la función de flujo

fb = fb(φ), la denominada cola de Kynch, que corresponde al segmento [φ∗0, φmáx]. Poste-

riormente Diehl [48] mostró que el procedimiento gráfico de Kynch admitı́a una fórmula de

representación, especı́ficamente mostró que la función de flujo puede ser expresada como una

función de la discontinuidad curvada h(t) y su derivada h′(t). Lo que representa una solución

al problema inverso planteado como:

Encontrar la función de flujo fb dada la supuesta solución del problema de valores iniciales

(2.5),(2.9),

Deduciremos las fórmulas de representación de Diehl.

Sea la concentración justo antes de la discontinuidad curvada, denotada por

φh(t) := φ(h(t)−, t), para tstart ≤ t ≤ tend, (2.11)

donde φh es una función creciente de claseC1 que mapea el intervalo [tstart, tend] en [φ∗0, φmáx].

A lo largo de la sección, se hará referencia a las funciones h y fb sólo en éstos intervalos.

Evaluando la pendiente de las caracterı́sticas, dada en (2.7), en la discontinuidad x =

h(t) e insertando (2.11) se obtiene

h(t)

t
= −f ′b(φh(t)), para tstart ≤ t ≤ tend. (2.12)

La condición de salto (2.8) para x = h(t), tstart ≤ t ≤ tend, implica

−h′(t) =
fb(φh(t))

φh(t)
, para tstart ≤ t ≤ tend. (2.13)
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Debido al hecho que φ ∈ C1 y fb ∈ C2, (2.13) se sigue que h ∈ C2 y h′ < 0. Diferenciando

(2.12), se obtiene

φ′h = −h
′(t) + f ′b(φh(t))

tf ′′b (φh(t))
> 0.

y derivando (2.13), se tiene,

h′′(t) =− f ′b(φh(t))φ
′
h(t)φh(t)− fb(φh(t))φ

′
h(t)

φh(t)2

=− φ′h(t)

φh(t)
(f ′b(φh(t))− vs(φh(t))) .

Como f ′b(φh(t)) < 0 y el resto de las funciones son positivas, se tiene que h′′(t) > 0. Ası́, fb y

h son ambas funciones decrecientes, de clase C2 y estrictamente convexas en el intervalo de

interés. Definamos las siguientes funciones,

η(t) := h(t)− th′(t), (2.14)

Φ(φ) := fb(φ)− φf ′b(φ). (2.15)

De la definición, se tiene que η > 0, Φ > 0 y además

η′(t) = −th′′(t) < 0

Φ′(t) = −φf ′′b (φ) < 0,

en el intervalo [tstart, tend] y [φ0∗ , φmáx] respectivamente. De esta manera, η y Φ son invertibles.

Añadiendo las ecuaciones (2.12) y (2.13), se obtiene,

h(t)

t
− h′(t) = −f ′b (φh(t)) +

fb(φh(t))

φh(t)
,

donde, usando la notación recién insertada en (2.14) y (2.15), se traduce en,

φh(t)η(t) = −φf ′′b (φ).

Aquı́, las expresiones de ambos lados son contantes y corresponden a la masa total por unidad

de área [48], esto es,

φh(t)η(t) = Hφ0 = tΦ (φh(t)) , para tstart ≤ t ≤ tend. (2.16)
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Ası́, las fórmulas de representación deducidas por Diehl [48], son posible usando (2.13)

y (2.16). La cola de Kynch está parametrizada por

φ =
Hφ0

η(t)
, fb(φ) =

Hφ0

η(t)
h′(t), para tstart 6 t 6 tend. (2.17)

Como η es invertible, se puede despejar t de la primera ecuación de (2.17) e insertarla en h′

en la segunda ecuación. Ası́ se deduce una fórmula explı́cita para la función de flujo,

fb(φ) = φh′
(
η−1

(
Hφ0

φ

))
para φ∗0 6 φ 6 φmáx, donde φ∗0 =

Hφ0

η(tstart)
. (2.18)

Este método está basado en la aproximación de mediciones de h(t) por una curva spline

(cúbica a trozos), u otra curva suave definida a trozos, por ejemplo cuadrática o alguna que

sea racional, denotada ȟ(t), bajo la restricción de convexidad (resolviendo un problema de

cuadrados mı́nimos con restricciones), y luego se puede lograr la reconstrucción del segmento

de fb correspondiente utilizando ȟ′ al lugar de h′ en (2.14) y (2.18).

2.2.2. Ajuste a trozos de la discontinuidad convexa de un test de Kynch

Sea una colección de N pares de datos

(tj, xj), j = 1 = j1, . . . , j2, . . . , j3, . . . , jn, . . . , N =: jn+1, (2.19)

que representan mediciones de la posición de la interfaz sedimento-agua x = h(t) (ver Figu-

ra 2.4) para el intervalo de tiempo t ∈ [tstart, tend]. Se supone además, que a cada intervalo

(tji , tji+1
] pertenecen N = ji+1− ji puntos, de tal manera que N = 1 +N1 + · · ·+Nn. Luego

se trata de determinar funciones suaves ȟi, i = 1, . . . , n que aproximan estos datos de manera

que el grafo de

ȟ(t) :=
n∑
i=1

ȟi(t)χi(t), t1 < t 6 tN ; χi(t) :=

1 si tji < t 6 tji+1
,

0 en otro caso
(2.20)

aproxima la interfaz curvada h(t). Nuestro análisis se centrará en lograr sustituir (2.20) en

(2.18), de manera de obtener una fórmula explı́cita para una porción del lote de sedimentación

de la función de flujo f̌b.
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Las funciones ȟi se eligen de forma que sean suficientemente suaves en una vecindad

del intervalo
(
tji , tji+1

)
.

En esta sección, presentaremos tres formas funcionales diferentes para crear ȟi, todas

poseen dependencia lineal en los parámetros ai, bi, ci, di, los cuales pueden ser tres (cuando

d ≡ 0) o cuatro por cada intervalo
(
tji , tji+1

)
, sujeto a las restricciones de convexidad, conti-

nuidad y suavidad en la unión interna de cada intervalo, mientras que en los puntos extremos

de los n intervalos sólo requerimos continuidad en el valor de la función y sus derivadas hasta

el número de parámetros menos dos.

Precisamente, para ȟ en C2, se requiere que ȟ sea dos veces continuamente diferencia-

ble, lo que conduce a las restricciones de continuidad.

ȟi−1(tji) = ȟi(tji), j = 2, . . . , n (2.21)

ȟ′i−1(tji) = ȟ′i(tji), j = 2, . . . , n (2.22)

ȟ′′i−1(tji) = ȟ′′i (tji), j = 2, . . . , n. (2.23)

Estas constituyen 3n − 1 ecuaciones de los 4n parámetros (en el caso de los 4-parámetros)

para obtener una única solución de un problema de minimización por mı́nimos cuadrados

(LSM, por sus siglas en inglés). Resulta que en cada intervalo
(
tji , tji+1

]
debiera haber por lo

menos la misma cantidad de puntos (datos) que de parámetros, esto es, ji+1 − ji ≥ 4, lo que

implica que el número total de datos debe satisfacer

N = jn+1 = 1 +
n∑
i=1

(ji+1 − ji) ≥ 1 + 4n.

De acuerdo con las propiedades de la solución de (2.1), requerimos

ȟ′(t) < 0 para tji ≤ t < tji+1
, i = 1, . . . , n y ȟ′n(tN) ≤ 0 (2.24)

ȟ′′(t) > 0 para t < tji+1
, i = 1, . . . , n y ȟ′n(tN) ≥ 0. (2.25)

A partir de las condiciones de continuidad de (2.22) podemos concluir que ȟ’ es creciente,

luego (2.24) puede ser reemplazada por la simple restricción

ȟ′n(tN) ≤ 0. (2.26)
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Los parámetros son determinados como la solución de un problema de programación cuadráti-

ca, donde las restricciones son tales que ellas implican (2.21), (2.22), (2.23) y (2.25), (2.26).

Una vez que el problema de optimización es resuelto, podemos seguir definiendo la transfor-

mada de Legendre por intervalos,

η̌i(t) := ȟi(t)− tȟ′i(t), i = 1, . . . , n.

Aquı́, las restricciones (2.21), (2.22) implican que

η̌(t) = ȟ(t)− tȟ′(t) =
n∑
i=1

ηi(t)χi(t), t1 < t ≤ tN ,

es decir, el inverso de η̌ puede ser escrito por medio de una suma de todos los inversos η̌i. Para

ello debemos encontrar una expresión alternativa a la función caracterı́stica χi. Notemos que

como η̌i es decreciente, se asigna el intervalo
(
tji , tji+1

]
al intervalo

[
η̌(tji+1

), η̌(tji)
)
, además,

por el argumento de η−1 en (2.18), el intervalo correspondiente para φ es

η̌(tji+1
) ≤ Hφ0

φ
< η̌(tji)⇐⇒

Hφ0

η̌(tji)
< φ ≤ Hφ0

η̌(tji+1
)
.

De esta forma, para expresar la inversa de η̌ definimos las funciones caracterı́sticas

ψi(φ) =


1 si

Hφ0

η̌(tji)
< φ ≤ Hφ0

η̌(tji+1
)
, i = 1, . . . , n.

0 e.o.c.

Finalmente, de (2.18), se obtiene la siguiente fórmula explı́cita para la porción f̌b de fb.

f̌b = −φ
n∑
i=1

ȟ′i

(
η̌−1
i

(
Hφ0

φ

))
ψi(φ),

Hφ0

η̌−1
< φ ≤ Hφ0

η̌(tN)
. (2.27)

Notamos que f̌b tiene la misma regularidad que ȟ por teorema en [14].

2.2.2.1. Método de ajuste cuadrático (quadratic-fit)

Los funcionales por defecto con la regualidad y continuidad necesaria son los poli-

nomios, por lo que nuestro primer funcional de tres parámetros se forma con el polinomio
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cuadrático,

ȟi(t) = ait
2 + bit+ ci,

equipado con las restricciones de continuidad (2.21) y (2.22), por lo que se logra asegurar

ȟ∈ C1. Por otra parte, las restricciones de convexidad dadas en (2.25) se traducen en la

condición ai > 0, para todo i = 1, . . . , n− 1 y an ≥ 0, de donde, requerimos ahora que todos

los ai sean positivos. Ası́, calculando la función η por trozos tenemos,

η̌i(t) = −ait2 + ci y η̌−1
i (y) =

√
ci − y
ai

,

donde ai > 0 y ci > y.

Una vez determinados los 3n parámetros, la expresión en (2.27) nos entrega:

f̌b(φ) = −
n∑
i=1

(
biφ+ 2

√
aiφ (ciφ−Hφ0)

)
ψi(φ),

Hφ0

η̌(t1)
< φ ≤ Hφ0

η̌(tN)
. (2.28)

Aquı́, notamos que bi < 0 pues ai > 0 y ȟ′i(t) = 2ait+ bi < 0 por lo tanto, f̌b ∈ C1.

2.2.2.2. Método de ajuste por una spline (spline-fit)

Otro polinomio natural a usar es el polinomio cúbico, pues nos permite la regularidad

de modo que ȟ,f̌b ∈ C1, de esta forma definimos,

ȟi(t) = ait
3 + bit

2 + cit+ di.

Ası́, tenemos que

η̌i(t) = −2ait
3 − bit2 + di, t ∈ R.

Note que una representación explı́cita para la inversa η̌−1
i requiere algunos pasos previos en

el cálculo de las raı́ces de un polinomio cúbico. En este caso las restricciones de convexidad

dadas en (2.25) son

ȟ′′i (t) = 2(3ait+ bi) > 0, tji ≤ t < tji+1
, i = 1, . . . , n− 1

y ȟ′′n(tN) = 2(3aN + bN) ≥ 0,
(2.29)
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y que η̌i(t) = −tȟ′′i (t) = −2t(3ait+ bi), el cual puede ser negativo en el intervalo
(
tji , tji+1

]
.

Además, η̌i tiene dos puntos estacionarios t = 0 y t = − bi
3ai

. En estos puntos el valor de la

función es

η̌i(0) = di y η̌i

(
− bi

3ai

)
= di −

b3
i

27a2
i

(2.30)

Para simplificar los cálculos y la implementación imponemos las siguientes restricciones adi-

cionales

ai < 0 y bi > 0, i = 1, . . . , n.

Como ai < 0, si imponemos la condición (2.30), se tiene que todas las funciones ȟ′′i son

decrecientes. Este hecho, junto con la restricción de continuidad (2.23) implica que todas las

desigualdades de (2.29) puede ser reemplazadas por la única restricción

ȟ′′n(tN) ≥ 0. (2.31)

La gráfica de η̌i tiene su parte decreciente dentro de los dos puntos estacionarios, esto es, en

el intervalo
(

0,− bi
3ai

)
. Luego, cuando resolvemos la ecuación

η̌i(t) = y para un y fijo, y ∈
(
di −

b3
i

27a2
i

, di

)
, (2.32)

a través de la inversa de un polinomio cúbico. Si las raı́ces solución son r1 < r2 < r3,

seleccionamos r2 y calculamos la la inversa para η̌i, cuya forma es

η̌−1
i (y) = − bi

6ai

(
2 cos

(
1

3
arc cos

(
1− 54(di − y)a2

i

b3
i

)
− 2π

3

)
+ 1

)
.

Esta función debe ser usada en (2.27) para la estimación de la función de flujo. Este resultado,

si bien es largo de escribir a mano, resulta sencillo con un pequeño código computacional.

2.2.2.3. Método de ajuste por función racional (special-fit)

Este método se basa en la función racional de cuatro paramétros,

h̆i(t) =
ai
t2

+
bi
t

+ ci + dit,
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la cual presenta la misma regularidad que el método por spline. Además se tiene,

h̆′i(t) =
−2ai
t2
− bi
t

+ dit,

h̆′′i (t) =
6ai
t4

+
2bi
t3
,

η̆(t) =
3ai
t2

+
2bi
t

+ ci,

η̆′i(t) = −th̆′′(t)− −6ai
t3
− 2bi

t2
.

Las condiciones de convexidad (2.25) son equivalentes a:

ȟ′′i (t) = 3ai + bit > 0, tji ≤ t < tji+1
, i = 1, . . . , n− 1,

y ȟ′′n(tN) = 3antN + bn ≥ 0
(2.33)

Lo cual significa que cada η̆i es decreciente, y, junto con las restricciones de continuidad

(2.21), (2.22), η̆i es decreciente. Con la imposición de las restricciones

ai > 0 y bi ≥ 0, i = 1, . . . , n (2.34)

Las condiciones de convexidad (2.33) son satisfechas.

Luego, cada η̆i es invertible y la ecuación de 2do orden η̆i(t) = y, esto es,

3ai + 2bit+ (ci − y)t2 = 0 (2.35)

tiene única solución positiva

t = η̆−1
i (y) =

1

y − ci

(
bi +

√
b2
i + 3ai(y − ci)

)
.

Note que (2.34) y (2.35) implican que y > ci. Obtenemos

η̆−1
i

(
Hφo
φ

)
=
biφ+

√
φ2(b2

i − 3aici) + 3aiHφoφ

Hφo − ciφ
,

la cual podrı́a ser compuesta con ȟ′i en la fórmula (2.27) para la función de flujo estimada. Esta

expresión es muy larga de escribir aquı́, y no merece tal esfuerzo pues usando un computador,

se puede crear un pequeño código recursivo que permita encontrar la expresión pedida.
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2.2.3. Fórmulas de representación para el test de Diehl

Se hace referencia al apartado 2.1.4 y recordamos que la importancia del test es que

aborda la parte cóncava de fb. La derivación de las fórmulas de representación es muy similar

a lo expuesto en el apartado 2.2.1 para el test de Kynch. Sea t ∈ [t̂start, t̂end] fijo. Luego, la

caracterı́stica originada en (0, H0) que pasa por (t, h(t)) tiene una pendiente

h(t)−H0

t
= −f ′b(φh(t)), para t̂start ≤ t ≤ t̂end. (2.36)

Por otro lado, La condición de salto (2.8) implica que

−h′(t) = S(φh(t), 0)

=
fb(φh(t))

φ

= vs(φh(t)), para t̂start ≤ t ≤ t̂end. (2.37)

Usando (2.36) y (2.37) se tiene,

(H −H0)φ0 = φh(t) (vs(φh(t))− f ′b(φh(t))) t

= φh(t)

(
−h′(t) +

h′(t)−H0

t

)
t

= φh(t) (η(t)−H0) .

Ası́, la parametrización de la parte cóncava, que corresponde al intervalo [φa, φ0∗ ] está dada

por 
φ =

(H −H0)φ0

η(t)−H0

,

fb(φ) = −(H −H0)φ0

η(t)−H0

h′(t),

t̂start ≤ t ≤ t̂end,

donde η(t) = h(t)− th′(t) como fue definido en el apartado 2.2.1. La representación explı́cita

de la función de flujo en su parte cóncava está dada por,

f̂b(φ) = −φh′
(
η−1

(
H0 +

(H −H0)φ0

φ

))
, φa ≤ φ ≤ φ0∗
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Se sigue el mismo análisis aplicado en el apartado 2.2.1 para concluir que h, f̂b ∈ C2 son

funciones estrictamente cóncavas y que η es decreciente.

2.2.4. Ajuste a trozos de la discontinuidad cóncava de un test de Diehl

Dado un experimento con M puntos (t, h(t)), correspondiente al test de Diehl, se re-

quiere ajustar una curva ĥi tal que sea contı́nua y suave. El análisis aquı́ es similar al descrito

en el apartado 2.2.2, pero con algunos detalles. Se denota conˆa la parte cóncava reconstruida.

En primer lugar, las desigualdades de convexidad en (2.21) y (2.25) deben ser cambiadas a

restricciones de concavidad,

ĥ′i < 0, tji ≤ t ≤ tji+1
, i = 1, . . . ,m, (2.38)

ĥ′′i < 0, tji ≤ t ≤ tji+1
, i = 1, . . . ,m. (2.39)

Debido a que ĥ′ es decreciente, todas las desigualdades de (2.38) pueden ser reemplazadas

simplemente por la restricción en el primer subintervalo, esto es, ĥ′1(t1) < 0, lo que reemplaza

la ecuación (2.26) del test de Kynch. Las restricciones de continuidad son idénticas a las

(2.21) a (2.23). Si bien el intervalo de interés en este método es [φa, φ0∗ ], consideramos, por

simplicidad, φ ∈ [0, φmáx], ası́ los subintervalos para φ están dados por la relación

(H −H0)φ0

η̂(tji+1
)−H0

< φ ≤ (H −H0)φ0

η̂(tji)−H0

. (2.40)

Se consideran tres métodos de ajuste, como en el apartado 2.2.2, cuya procedimiento

para encontrar η−1 es idéntico.

Se muestra a continuación las diferencias relevantes para el caso cóncavo.

2.2.4.1. Ajuste cuadrático (quadratic-fit)

Aquı́ requerimos que ai < 0 para todo i = 1, 2, . . . ,M , el procedimiento para en-

contrar η−1 es análogo al mostrado en el apartado 2.2.2.1. Ası́, la fórmula explı́cita para los

subitentervalos de (2.40) está dada por

f̂b(φ) = 2
√
aiφ ((ci −H0)φ− (H −H0)φ0)− biφ.
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2.2.4.2. Ajuste por spline (spline-fit)

En este caso, se imponen las condiciones con signo opuesto como en el apartado 2.2.2.2,

es decir, ai < 0 y bi < 0, para todo i = 1, 2, . . . ,M . Luego η̂ posee dos puntos estacionarios,

t = 0 y t = −bi/(3ai), pero a diferencia del caso con el test de Kynch, η̂i es creciente en este

intervalo.

Sea y ∈
(
di, di − b3i

27a2i

)
, y sea el problema

Encontrar t tal que: ηi(t) = y. (2.41)

Debido a la restricción del intervalo, las soluciones t son todas reales y corresponden a las

raı́ces del polinomio cúbico η̂i. Sean r1, r2, r3 de forma que r1 ≤ r2 ≤ r3, Necesitamos sólo

r2 y de esta manera, podemos construir

y := H0 +
(H −H0)φ0

φ
,

y se calcula entonces

αI := arc cos

(
1− 54α2

I(dI − y)

b3
I

)
,

τI := −−bI
6αI

(
2 cos

(
αI − 2π

3

)
+ 1

)
,

f̌b(φ) := −φȟ′I(τI).

2.2.4.3. Ajuste por función racional (special-fit)

En este caso se debe imponer ai < 0 y bi ≤ 0, para todo i = 1, 2, . . . ,M . Luego la

única inversa positiva de η̂ es,

η̂−1
i (y) =

1

ci − y

(
−bi +

√
b2
i + 3ai(y − ci)

)
,

con ci > y. Luego,

τi(φ) := η̂−1
i

(
H0 +

(H −H0)φ0

φ

)
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=
−biφ+

√
φ2 (b2

i + 3ai(H0 − cci)) + φ3aiφ0(H −H0)

φ(H0 − ci) + φ0(H −H0)
.

Finalmente, se tiene

f̂b(φ) := −φĥ′i(τi(φ)).

2.3. Implementación computacional

La implementación computacional se basa en reconstruir la interfaz h(t) de datos ex-

perimentales, los cuales pueden presentar errores de medición atribuidos al equipo utilizado

o factores externos que afectan el experimento, como efecto de pared, temperatura, etc. Para

ello, se plantea una reconstrucción ȟ(t), la cual es suave y continua y con ella, poder utilizar

las fórmulas de representación para obtener trozos de la función de flujo. En primer lugar se

podrı́a pensar en un ajuste por mı́nimos cuadrados por trozos, pero faltarı́a asegurar continui-

dad en los tramos, ası́ también convexidad de la curva. De esta manera la reconstrucción se

lleva adelante mediante una programación cuadrática sujeta a restricciones, las cuales son

justamente condiciones de continuidad y convexidad.

2.3.1. Problema de programación cuadrática para el test de Kynch

Dado un experimento de Kynch con N puntos en (2.19), se buscan encontrar los paráme-

tros ai, bi, ci y di, que reconstruyan una curva ȟi de manera única, para ello se introducen

los siguientes vectores de parámetros

pi :=


ai

bi

ci

di

 , p :=


p1

p2

...

pn

 ,
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y los vectores correspondiente a los N datos, separados en n subintervalos

xi :=


xji

xji+1

...

xji+1−1

 , x :=



x1

x2

...

xn

xN


,

entonces se puede escribir ȟi(t) = pT
i q(t) = q(t)Tpi, donde q(t) representa el método utili-

zado, es decir, puede ser

q(t) :=


t2

t

1

0

 ,


t3

t2

t

1

 , o bien,


1/t2

1/t

1

t

 .

Para escribir ȟ de forma global, se defineQ, tal que ȟ(t) = Qp, es decir,

Q :=



Q1 0 . . . 0

0 Q2
...

... . . .

0 . . . Qn

0 . . . q(tN)T


,

donde,Q es una matriz de N × 4n y para todo i ∈ {1, 2, . . . , n},

Qi :=


q(tji)

T

q(tji+1)T

...

q(tTji+1−1)

 .

De esta manera, se debe introducir una función objetivo J(p), relacionada con la di-

ferencia de las evaluaciones ȟi, con los datos xk en cada tiempo t, para cada subintervalo i
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correspondientes, es decir,

J(p) =
n∑
i=1

ji+1−1∑
k=ji

(
ȟi(tk)− xk

)2
+
(
ȟn(t)N − xN

)2

=
n∑
i=1

ji+1−1∑
k=ji

(
q(tk)

Tpi)− xk
)2

+
(
ȟn(t)N − xN

)2

=
n∑
i=1

(Qipi − xi)T (Qipi − xi) +
(
ȟn(t)N − xN

)2

= (Qp− x)T (Qp− x)

= pTQTQp− 2xTQp+ xTx.

Las restricciones de continuidad (2.21) a (2.23) se deben incluir en la programación

cuadrática como restricciones de igualdad. En particular, la (2.23) corresponde a la segunda

derivada de h, por lo que la restricción se vuelve trivial en el caso del método quadratic-fit,

por lo que se define

Rquad
i := Ri :=

(
q(tji)

T

q′(tji)
T

)
,

mientras que, en el resto de los casos se tiene,

Rspline
i := Rspec

i := Ri :=


q(tji)

T

q′(tji)
T

q′′(tji)
T

 ,

quedando la restricción dada por la igualdadRmethod
i (pi−1 − pi−2), para todo i = 2, 3, . . . , n,

o bien,

Rmethod = 0,
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donde method, se refiere al método utilizado y se define como

Rmethod :=


R2 −R2 0 . . . 0

0 R3 −R3 . . . 0
... . . . . . . ...

0 . . . 0 Rn −Rn

 .

Las restricciones de convexidad (2.24) y (2.25) son incluidas como restricciones de

inecuación y son diferentes para cada método utilizado, mas aún, algunas de estas restric-

ciones se traducen en desigualdades estrictas. Como el método de programación cuadrática

sujeto a restricciones admite igualdad en las inecuaciones, se introduce un parámeto ε > 0 ar-

bitrario y muy pequeño, tal que sea la holgura de estas inecuaciones estrictas. Para efectos de

escritura, se denota 1m×n a la matriz llena de unos, de tamaño m× n. Se definen los vectores

canónicos e1, e2 ∈ R4 y la matriz

Iα :=


eT
α 0 . . . 0

0 eT
α

...

0 . . . 0 eT
α


n×(4n)

α = 1, 2.

Ası́, las restricciones de convexidad se traducen en

Imethodp ≤ bmethod,

donde las matrices para cada método están dadas por

Iquad :=

(
−I1(

01×4(n−1) q′(tN)T
) ) , bquad := −ε

(
1n×1

0

)
,

Ispline :=


I1

I2(
01×4(n−1) q′(tN)T

)(
01×4(n−1) − q′′(tN)T

)

 , bspecial := −ε


1(2n)×1

0

0

 ,

Ispec :=


−I1

−I2(
01×4(n−1) q′(tN)T

)
 , bspec := −ε

(
1n×1

0(n+1)×1.

)
.
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De esta manera, para los datos en (2.19), que representan una discontinuidad curvada,

los parámetros p son determinados mediante el siguiente problema de programación cuadráti-

ca

minimizar J(p) = (Qp− x)T(Qp− x)

sujeto a la condición de regularidadRmethodp = 0

y a la condición de convexidad Imethodp 6 bmethod,

(2.42)

donde el problema está bien planteado, es decir, tiene solución única [14].

Como ya se tienen los parámetros p, es decir, los coeficientes ai, bi, ci y di, ya deter-

minados, como la única solución del problema (2.42), se debe utilizar esta información para

reconstruir las fórmulas explı́citas para la cola de Kynch, las cuales son:

Quadratic-fit. Este caso admite una solución explicita sencilla, expresada por:

f̌b(φ) = −
n∑
i=1

(
biφ+ 2

√
aiφ(ciφ−Hφ0)

)
ψi(φ),

Hφ0

η̌(t1)
< φ ≤ Hφ0

η̌(tN)
.

Spline-fit. En este y el caso de spline-fit, si bien se tienen fórmulas explı́citas, son muy

complicadas de escribir, por lo que se presentarán por pasos. Para cada concentración φ

en el intervalo

Hφ0

η̌(t1)
< φ ≤ Hφ0

η̌(tN)
,

se determina el intervalo al cual corresponde φ, es decir, se determina el entero I tal que

satisface

Hφ0

η̌(tjI )
< φ ≤ Hφ0

η̌(tjI+1
)
.

Luego, haciendo y := Hφ0/φ y entonces,

αI := arc cos

(
1− 54α2

I(dI − y)

b3
I

)
,

τI := −−bI
6αI

(
2 cos

(
αI − 2π

3

)
+ 1

)
,

f̌b(φ) := −φȟ′I(τI).
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Special-fit En este caso, se usa la definición de y anteriormente expuesta, luego,

τI :=
1

y − cI

(
bI +

√
b2
I + 3αI(y − cI)

)
,

f̌b(φ) := −φȟ′I(τI).

2.3.2. Problema de programación cuadrática para el test de Diehl

En el apartado 2.2.4 hacemos mención a las abundantes similitudes entre la construc-

ción de ȟ y ĥ. En particular, la diferencia radica en las condiciones de concavidad. De esta

manera, usamos la misma definición de vectores y matrices p,x,Qmethod,Rmethod dada en el

apartado 2.3.1 y definimos nuevas matrices Imethod, junto con sus vectores bmethod, dados por

Iquad :=

(
I1(

q′(t1)T 01×4(m−1)

) ) , bquad := −ε1(m+1)×1,

Ispline :=


−I1

I2(
q′(t1)T 01×4(m−1)

)(
q′(t1)T 01×4(m−1)

)

 , bspecial := −ε
(

1(2m+1)×1

0

)
,

Ispec :=


I1

I2(
q′(t1)T 01×4(m−1)

)
 , bspec := −ε


1m×1

0m×1

1.

 .

minimizar J(p) = (Qp− x)T(Qp− x)

sujeto a la condición de regularidadRmethodp = 0

y a la condición de convexidad Imethodp 6 bmethod,

(2.43)

2.3.3. Reconstrucción de fb con datos experimentales

Experimentalmente hablando, el test de Kynch es muy sencillo de llevar a cabo, además

existe una vasta literatura del tema. Muy por el contrario, el test de Diehl es de difı́cil cons-

trucción y, al término de esta memoria, aún no existen datos disponibles en literatura. Esto
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φ0

fb(φ0)

Figura 2.6: Esquema de una solución f̌b mediante la reconstrucción local del 2.2.

nos obliga a reducir el test de Diehl sólo a datos sintéticos, ya simulados en [10, 14, 48], y

usar exclusivamente el test de Kynch, mediante la reconstrucción local del apartado 2.2, para

obtener la curva fb. Sin embargo, con la reconstrucción de Kynch, sólo se puede encontrar el

tramo convexo f̌b y un punto (φ0, fb(φ0)) (ver Figura 2.6), el cual es conocido gracias a la ve-

locidad de Rankine-Hugoniot, vs (s en honor a Stokes [97], quien fue el primero en identificar

esta interfaz),

fb(φ0)

φ0

= vs.

Luego, para reconstruir el tramo inicial, que según la literatura ([94]) es cóncavo, debe-

mos utilizar un método paramétrico local que se adapte a nuestra curva de datos f̌b. Para ello

necesitamos algunos supuestos sobre la curva a determinar.

En primer lugar, sabemos que f(0) = 0 y de lo anterior, que f(φ0) = vsφ0. Además fb
es una curva suave con sólo un punto de inflexión y de claseC1. Con estos datos, para asegurar

sólo un punto de inflexión, una curva apropiada a utilizar son los polinomios cúbicos,

p(x) = a3φ
3 + a2φ

2 + a1φ+ a0.
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q(φ)

p(φ)

φinflφs

fb(φs)

Figura 2.7: Problema de la no continuidad de fb si aseguramos sólo continuidad en la deri-
vada.

De esta manera, las condiciones antes expuestas se traducen en las siguientes restriccio-

nes.

(1) p(0) = 0, de donde a0 = 0

(2) p′′(φinfl) = 0

(3) p(φ0) = φ0vs

(4) Dado un punto en φ1 ∈ f̌b, p′(φ1) = f̌b(φ1) = m1, donde m1 es la tangente de los datos

de f̌b en el punto φ = φ1.

(5) p(φ1) = f̌b(φ1). Continuidad de fb.

El inconveniente es que el sistema está sobredeterminado. Si elegimos las primeras

cuatro condiciones podemos generar una curva, pero no necesariamente obtendremos conti-

nuidad si no se pide explı́citamente (ver Figura 2.7). Esto motiva la necesidad de usar otras

herramientas para fb. Proponemos usar sólo una función C, es decir, usar sólo las condiciones

(1) – (3) y (5) y luego usar otra función que suavice una vecindad del punto anguloso, si es

que existe.

Para este caso, de (1), se tiene que a0 = 0, de (2), derivamos p con respecto a φ dos

veces,

p′(φ) = 3a3φ
2 + 2a2φ+ a1
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q(φ)

p(φ)

φinfl φ1φ0

fb(φ0)

Figura 2.8: Reconstrucción de fb que no es C1.

p′′(φ) = 6a3φ+ 2a2,

y reemplazando φinfl, se tiene

6a3 + 2a2 = 0. (2.44)

De la condición (3),

a3φ
3
0 + a2φ

2
0 + a1φ0 = vsφ0, (2.45)

y de (5),

a3φ
3
1 + a2φ

2
1 + a1φ1 = f̌b(φ1), (2.46)

luego el sistema dado por (2.44) – (2.46) queda como
0 1 3φinfl

φ0 φ2
0 φ3

0

φ1 φ2
1 φ3

1




a1

a2

a3

 =


0

vsφ0

f̌b(φ1),
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donde las soluciones, de forma explı́cita son:

a3 =

f̌b(φ1)

φ1
− vs

φ2
1 − 3φinflφ1 − φ0(φ0 − 3φinfl)

a2 = −3a3φinfl

a1 = vs − a3φ
2
0 + 3φinflφ0.

Cabe recordar que el método descrito en el apartado 2.2.2 entrega una fórmula algebrai-

ca cerrada para un tramo fb, sin embargo, depende de la buena elección de la curva convexa

h(t) para generar ȟ(t), lo que en la práctica genera datos espurios en ambos extremos de f̌b,

los que son removidos, en el tramo inicial, con el planteamiento aquı́ estudiado.

2.3.4. Suavización de fb

Si bien obtuvimos una fbcompleta con un punto de inflexión, el problema radica en que

no aseguramos C1, por lo que necesitamos suavizar en una vecindad de φ con una función

q(φ) al menos C2. tal que Dom(q) ∈ (φinfl, φmáx). Para evitar cualquier punto de inflexión

adicional, usaremos un ajuste cuadrático

q(φ) = b2φ
2 + b1φ+ b0,

tal que q(φinfl) = p(φinfl). Además, sea φ2 un punto arbitrario tal que φ2 > φ1, que delimita el

fin de la curva de suavización, es decir,

q(φ2) = f̌b(φ2)

q′(φ2) = f̌b
′
(φ2).

De aquı́, q(φ) está determinado completamente por el sistema de ecuaciones,
1 φinfl φ2

infl

1 φ2 φ2
2

0 1 2φ2




b0

b1

b2

 =


p(φinfl)

f̌b(φ2)

f̌b
′
(φ2)

 ,
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φinfl φ2

Figura 2.9: fb reconstruida y suavizada en intervalo (φinfl, φ2).

donde las soluciones, de manera explı́cita son

b0 = f̌b(φ) + φ2
2b2 − f̌b

′
(φ2)φ2

b1 = f̌b
′
(φ2)− 2b2φ2

b2 =
p(φinfl)− f̌b

′
(φ2)(φinfl − φ2)− f̌b(φ2)

φinfl(2φinflφ2) + φ2
2

.

En la Figura 2.9 se ve un esquema de la reconstrucción de fb, donde finalmente está compuesto

por la función por trozos

fb =


p(φ) si 0 ≤ φ ≤ φinfl

q(φ) si φinfl < φ ≤ φ2

f̌b si φ2 < φ ≤ φmáx.



Capı́tulo 3

Experimentos batch

Para validar la teorı́a expuesta en el capı́tulo 2, se procede a comprobar de manera

experimental sus resultados, es por ello que en este capı́tulo trataremos experimentos batch.

La idea general radica en el principio de que fb es una función constitutiva, es decir, sólo

depende del material, lo que indica que en experimentos batch del test de Kynch a diferentes

concentraciones, para un mismo material, debemos obtener la misma función de flujo fb.

La primera parte se exhiben experimentos realizados en las dependencias del labora-

torio del Centro de Tecnologı́a Mineral, CETTEM, en sus instalaciones del Departamento de

Ingenierı́a Metalúrgica de la Universidad de Concepción. Posteriormente se procede a aplicar

el simulador a datos presentados en la literatura, sobre experimentos que han sido realizados

con material no floculado.

3.1. Experimentos de laboratorio

El primer experimento batch1 consiste en realizar el test de Kynch, para ello, se tiene

una mezcla inicialmente homogénea en un tubo de altura H y se deja sedimentar en el tiempo.

Dado un tiempo t, se toma el dato de la altura h(t) de la interfaz de suspensión-agua, la cual

se puede seguir visualmente. Estos datos pueden ser tomados por un laboratorista de forma

1Se refiere al segundo experimento batch, como el test de Diehl. El cual no pudo realizarse experimentale-
mente.

47
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manual o bien se pueden utilizan equipos electrónicos más sofisticados, como es el caso del

Sedirack, que se detallará más adelante.

3.1.1. Descripción de los instrumentos usados

La mayorı́a de las medidas tomadas en los experimentos batch fueron realizadas con el

equipo Sedirack. Por otro lado, para llevar a cabo cualquiera de éstos experimento, se debe

tener una caracterización del material utilizado con parámetros como la viscosidad, densidad y

tamaño de las partı́culas sólidas, por lo que es necesario el uso de ciertos materiales especı́ficos

como:

Balanza de precisión

Tamizador

Probetas

Picnómetro

Viscosı́metro

Algunas de las cuales serán detalladas a continuación.

3.1.1.1. Sedirack

El SediRack (Figura 3.1(a)) es un instrumento que realiza sedimentaciones batch auto-

matizadas, dicho instrumento está formado por un marco que contiene cinco tubos transpa-

rentes donde se colocan las suspensiones cerradas superiormente con una tapa formada por

capas de goma y plástico. El marco puede rotar en torno a un eje central con el objetivo ho-

mogeneizar las mezclas antes del experimento. Es posible añadir floculante mediante agujas

que atraviesan las tapas. Una vez acondicionada la mezcla, la medición de la interfaz agua-

suspensión se hace automáticamente en todas las columnas mediante una cámara de video

adaptada en la parte superior de un notebook que se encuentra a una distancia fija del mar-

co. Los datos capturados por la cámara son procesados en lı́nea en el notebook mediante un

software especialmente diseñado para ese efecto (ver Figura 3.1(b)). Con la información es
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(a) (b)

Figura 3.1: (a) Equipo de SediRack. (b) Captura de pantalla del software propio con interfa-
ces suspensión-agua medidas por SediRack.

posible calcular las velocidades iniciales de sedimentación, y además generar una reconstruc-

ción paramétrica de fb.

En nuestro caso, se utilizará utilizará el Sedirack sólo para medir la interfaz agua-

suspensión y luego se extraerán los datos tomados sin manipulación previa para ser trabajados

de manera independiente.

El Sedirack es un equipo muy útil para medir gran cantidad de puntos en pequeños in-

tervalos de tiempo, para una sedimentación batch. Está calibrado para funcionar con relaves

de minerı́a cuyas concentraciones oscilan entre 10 y el 20 % de cp, (con un cp ideal de 12). El

relave de cobre es de un color grisáceo oscuro y, al ser separado del agua, genera una interfaz

agua-suspensión muy fácil de seguir a simple vista, una columna superior de agua clara. El

programa interno del Sedirack fue diseñado para seguir el cambio de estos dos colores. Sin

embargo, en los presentes experimento se trabaja con bolas (esferas) de vidrio transparente,

con un tono amarillo claro, dentro de un medio lı́quido compuesto principalmente por gli-

cerina y un pequeño porcentaje de agua, los cuales también son transparentes, por lo que la

visualización de la interfaz agua-sedimento es difusa. Además, al usar un fluido más viscoso

que el agua, pequeñas bolitas de vidrio no siguen la interfaz, quedando suspendidas en dife-

rentes alturas, provocando que el equipo registre, en algunas ocaciones, a estas esferas aisladas

como parte de la interfaz, generando ası́ datos espurios. A medida que la concentración ini-

cial es menor, el equipo presenta mayores problemas, produciendo más datos erróneos, hasta

un punto crı́tico en el cual es conveniente usar herramientas manuales para medir la interfaz.
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Figura 3.2: Viscosı́metro Haake Rotovisco RV 20

Finalmente, otro problema que se registró con el equipo Sedirack, tiene relación con la ubica-

ción fija de la cámara, en donde sigue la interfaz con una perspectiva distinta en cada punto.

Primero sigue la interfaz por el menisco delantero (el tubo del experimento es cilı́ndrico con

un diámetro de 10cm), el cual es el único que puede ver en tiempos cercanos al inicial, luego

que la interfaz baja, logra ver el menisco trasero del tubo y finalmente, en el fondo, vuelve a

observar el menisco delantero. Este detalle en su cámara y el seguimiento afecta la fiabilidad

de los datos, debido a que la curva (t, h(t)) se presenta en 3 secciones ligeramente quebradas,

lo cual realmente no sucede ası́. Por estas razones, se necesita un post-procesamiento de los

datos.

3.1.2. Viscosı́metro Haake Rotovisco RV 20

El viscosı́metro es un instrumento utilizado para medir la viscosidad y algunos paráme-

tros de flujo de un fluido. En particular, el modelo Haake Rotovisco RV20 (Figura 3.2) cuen-

ta con un sistema de medición M5, cual forma la combinación estándar que utiliza sensores

cilı́ndricos coaxiales para mediciones de aceites, tintas, emulsiones y suspensiones, entre otros
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materiales, mientras que el sensor cónico y de platillo permiten medir viscosidades para grasas

y cremas.

El sistema de medición M5 es la unidad estándar para el 80 % de todas las medidas de

viscosidad. El máximo torque es de 4.9Ncm. Este puede ser utilizado en combinación con

todos los sensores del sistema y en general, está diseñado para velocidades de rotación desde

0.05 a 500 rpm.

El procedimiento utilizado para medir la viscosidad en el Viscosı́metro consiste en in-

troducir la suspensión en un pequeño espacio anular que queda entre el vaso exterior y el

cilindro interior giratorio, luego se hace girar el cilindro interior a una cierta velocidad an-

gular ω. Como la zona donde se encuentra el fluido es muy pequeña, se puede suponer que

existe un perfil lineal de velocidades, lo cual permite calcular la velocidad de deformación

γ̇ =
∂u

∂y
(s−1),

en función de ω. Se mide la torsión que se produce en el eje del cilindro, a partir de lo cual

se deduce el esfuerzo cortante τ que ejerce el fluido sobre la pared del cilindro. Finalmente

la viscosidad dimánima, o viscosidad cizalle µ (Pa-s) del material se obtiene a través de la

ecuación

µ = τ/γ̇.

3.1.2.1. Picnómetro

El picnómetro es un instrumento utilizado para calcular la densidad de un material sólido

(Figura 3.3). Consiste en un recipiente de vidrio cubierto con una tapa, también de vidrio. El

volumen del picnómetro cerrado es preciso y certificado por el fabricante. El procedimiento

se basa en cuatro mediciones gravimétricas: dos de ellas determinan la masa de la muestra,

mientras que las otras dos son necesarios para calcular su volumen.

Para el caso de las bolitas de vidrio, se debe tomar inicialmente una muestra, las que

deben ser insertadas en el picnómetro, donde se registrara su masa, para luego llenar a raz de

agua destilada el recipiente. Será necesario volver a registrar la masa, ya que la diferencia de
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Figura 3.3: Picnómetro de 100mL de volumen bajo estándar ASTM D-854

masas corresponde a la masa del liquido, de esta manera la densidad del solido esta dada por.

φs =
ms

mf

φf ,

donde s y f hacen referencia al sólido y fluido respectivamente.

3.2. Experimento A

El experimento consiste en monitorear y medir una sedimentación batch realizada con

un material que no presenta el efecto de compresibilidad de sedimento. Especı́ficamente, se

utilizan pequeñas bolas de vidrio homogéneas como párticulas sólidas (manufacturadas por

Potters Industries, Inc., Carlstadt, New Jersey, U.S.), con número de malla 20 − 30, corres-

pondiente a un tamaño de partı́culas entre 0.65mm y 0.80mm y una densidad ρs = 4210

kg/m3. El lı́quido utilizado es una solución de glicerina industrial diluida en agua a concentra-

ción volumétrica 0.95 en glicerina, con densidad ρf = 1245kg/m3 y viscosidad 0.3469 Pa s.
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La viscosidad de la solución fue medida con un viscosı́metro Haake Rotovisco RV 20 de

medición M5, descrito anteriormente.

Se seleccionan seis concentraciones iniciales, dos de ellas de baja concentración, mien-

tras que otras dos son a concentraciones muy altas, superior al punto de inflexión φinfl ≈ 0.3

y cercanas a la concentración de empaquetamiento (cp ≈ 70).

φ0 cp

0.150 10

0.200 20

0.268 30

0.298 40

0.318 50

0.338 60

Donde cp es el término referido a concentración en peso, y se relaciona con φ a través de la

ecuación

φ =
cp

cpφs + (1− cp)φs

.

Debido a las limitaciones del equipo Sedirack para experimentos de concentraciones

diluidas (φ0 = 0.150 y φ0 = 0.200), éstas se realizan de forma manual, mientras que el resto

de los experimentos se realizan con el equipo. Se utilizó un criterio del tipo heurı́stico para

separar ambos casos.

3.2.1. Procedimiento para concentraciones φ0 ∈ [0.258, 0.338]

1. Preparar la solución de glicerina en una concentración volumétrica al 0.95 agua.

2. Preparar las partı́culas sólidas para obtener la concentración requerida en cada tubo

3. Introducir la masa de partı́culas en cada tubo de H = 330mm.

4. Llenar cada tubo con la solución hasta una altura H = 287mm.
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Figura 3.4: Ensayo experimental con esferas de vidrio de tamaño (0.6, 0.8)mm, en un tubo
de acrı́lico de altura H = 287 y con un glicerina al 95 % como lı́quido.

5. Cerrar la tapa

6. Rotar los tubos constantemente hasta lograr una solución homogeneizada.

7. Conectar rápidamente la energı́a y ası́ encender los tubos fluorescentes de cada tubo.

8. Iniciar el contador del software del Sedirack para almacenar los datos.

3.2.2. Procedimiento para concentraciones φ0 ∈ [0, 0.25]

1. Preparar la solución de glicerina en una concentración volumétrica al 0.95 agua.

2. Preparar las partı́culas sólidas para obtener la concentración requerida en cada tubo

3. Equipar cada tubo con una regla en milı́metros para la altura.

4. Introducir la masa de partı́culas en cada tubo de H = 330 mm.

5. Llenar cada tubo con la solución hasta una altura H = 287 mm.
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φ0 tstart tend φinfl φ1 φ2

0.150 2.0000 148.0000 0.3 − −
0.200 2.0000 167.0000 0.3 − −
0.268 46.0000 269.0000 0.3 0.3050 0.3900
0.298 52.0000 376.0000 0.3 0.3090 0.3300
0.318 40.0000 402.0000 0.3 0.3300 0.3350
0.338 50.0000 372.0000 0.3 0.3500 0.3700

6. Usar un agitador para obtener una suspensión homogénea.

7. Retirar rápidamente el agitador e iniciar un cronómetro.

8. Marcar puntos en el tiempo de la interfaz glicerina-sedimento y registrar en una planilla.

Del equipo Sedirack, se extraen los datos en formato .sdr, los cuales se pueden con-

vertir a un formato .txt o .csv. Ambos compatibles con el software MATLAB. Dentro de

MATLAB se limpian los datos, en el sentido de los principios básicos que posee la curva, por

ejemplo que es continua y suave, de donde se consideran datos atı́picos los que se encuentren

en una banda superior al 10 % del promedio local. Estos datos son removidos. Se atribuyen

estos errores de lectura a la pérdida por parte de la cámara, de la interfaz glicerina-sedimento

(ver detalles en la sección 3.1.1.1 ).

Los datos del experimento se encuentran en la Figura 3.4. Asumiendo los supuestos

necesarios del 2.2.2. Para simular los datos, se identifica el segmento convexo en el intervalo

(tstart, tend) y se simula el proceso con n = 4 subintervalos. Luego, para el ajuste de fb
descrito en el apartado 2.3.3, se utiliza para el primer polinomio de aproximación un punto φ1

y luego nos restringimos al intervalo (0, φinfl), con φinfl < φ1, mientras que para el polinomio

cuadrático se utiliza el intervalo (φinfl, φ2). Los valores están resumidos en la ??. Utilizamos

los tres métodos de ajustes. Ası́, se generan curvas que reconstruyen el diagrama (t, h(t))

visualizadas en la ȟi(t) (Figura 3.5). La representación algebraica está dada y también f̌bi,

el trozo convexo de fb (Figura 3.6). Finalmente se calcula una función de flujo para cada

concentración inicial y obtenemos una representación general de la función original en la

figura 3.7.
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3.2.3. Dificultades

Realizar experimentos es una tarea que requiere de ensayos y errores, los cuales se

se agravan cuando existen problemas de instrumentación, o bien es complejo reconstruir los

casos idealizados. Mencionamos a continuación algunas dificultades que ocurrieron a lo largo

del experimento.

La glicerina es poco estable en sus propiedades fı́sicas como viscosidad y densidad

frente a parámetros de solución diluida y temperatura, por lo que dificulta el trabajo de

replicar experimentos bajo las mismas condiciones.

Alto costo en tiempo para la preparación de cada ensayo.

Debido al alto costo de las bolitas de vidrio, se cuenta con material limitado, lo que

impide hacer varias pruebas simultáneas, además de utilizar todo el potencial del Sedi-

rack.

También debido a la falta de material, se trabaja con una altura menor a la recomendada,

generando columnas de aire al interior de los tubos del Sedirack, lo que provoca cuando

se une con la mezcla afectando la lectura de la interfaz.

El efecto de pared se hacı́a evidente en parte de la columna de aire, provocando ruido a

los experimentos.

El Sedirack está calibrado para trabajar con relaves, que presentan una mezcla oscura y

donde se ve fácilmente la interfaz agua-sedimento. Esto no sucede con glicerina-bolitas

pues ambas tienen un color translúcido, lo que provoca que el Sedirack funcione con

determinadas concentraciones y con condiciones de ambiente muy especı́ficas, difı́ciles

de replicar en cada ensayo.

Para concentraciones bajas, se debe usar un agitador manual, el cual interfiere en el

experimento en los primeros segundos y además daña el material al moler las bolitas de

vidrio, perdiendo ası́ su forma esférica.
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3.2.4. Conclusiones

Como fb es una función constitutiva, es decir, depende del material dado y no de con-

centraciones iniciales, entonces dado diferentes concentraciones iniciales, debemos encontrar

la misma función de flujo. Efectivamente, tal como lo muestran las Figuras 3.6, 3.10 y 3.14,

existe evidencia clara que dado cualquier método seleccionado, es posible reconstruir una

parte de fb. Más aún, si esta información es complementada con otros puntos de la curva,

se pueden ajustar curvas que reconstruyan completamente fb, como en las Figuras 3.7, 3.11

y 3.15. Finalmente, en las Figuras 3.8, 3.12 y 3.16 se tiene fb, de donde bajo un simple pro-

medio se puede calcular una única función de flujo reconstruida a trozos. Destaca aquı́, que

pese a los errores de laboratorio generados por las dificultades señaladas en el apartado 3.2.3,

la función de flujo es reconstruida satisfactoriamente.

En el caso del método special-fit, es el único que reconstruye para φ < 0.3, al comienzo

de f̌b, en la Figura 3.14. Sin embargo, estos puntos son espurios y representan un error acu-

mulado debido a la elección de tstart cercana a cero. Dicho error aumenta si se escoge tstart

más pequeño. Este efecto tiene que ver con que el método usa el ajuste de la forma

ȟi(t) =
ai
t2

+
bi
t

+ ci + dit,

en donde para el primer subintervalo, es muy difı́cil controlar los términos a1 y b1 y dependen

de la sensibilidad del simulador. Este hecho también se ve en la Figura 3.13, en donde para el

primer subintervalo, existe una leve diferencia entre la recostrucción de ȟ y los datos reales.

Algo que no sucede en los otros casos, ver Figuras 3.5 y 3.9.

Los datos experimentales, parámetros utilizados para la reconstrucción y los ajustes de

fb puede ser obtenidos del apéndice A



58 3. Experimentos batch

0 100 200 300 400 500 600
0

50

100

150

200

250

300

t ime [s ]

h
e
ig
h
t
[m

m
]

 

 

φ0 = 0.15
φ0 = 0.2
φ0 = 0.268
φ0 = 0.298
φ0 = 0.318
φ0 = 0.338

Figura 3.5: Reconstrucción de la curva ȟ, con 4 subintervalos, utilizando el método quad-fit.
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Figura 3.6: Reconstrucción de la curva f̌b, con 4 subintervalos, utilizando el método quad-fit.
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Figura 3.7: Reconstrucción de fb usando tres ajustes. Los primeros dos corresponden a la
parte cóncava inicial, mientras que el tercero es el tramo final, hasta φmáx = 0.6554.
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Figura 3.8: Función fb reconstruida completamente con quad-fit.
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Figura 3.9: Reconstrucción de la curva ȟ, con 4 subintervalos, utilizando el método spline-fit.
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Figura 3.10: Reconstrucción de la curva f̌b, con 4 subintervalos, utilizando el método spline-
fit.
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Figura 3.11: Reconstrucción de fb usando tres ajustes. Los primeros dos corresponden a la
parte cóncava inicial, mientras que el tercero es el tramo final, hasta φmáx = 0.6554.
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Figura 3.12: Función fb reconstruida completamente con spline-fit.
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Figura 3.13: Reconstrucción de la curva ȟ, con 6 subintervalos, utilizando el método special-
fit.
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Figura 3.14: Reconstrucción de la curva f̌b, con 6 subintervalos, utilizando el método special-
fit.
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Figura 3.15: Reconstrucción de fb usando tres ajustes. Los primeros dos corresponden a la
parte cóncava inicial, mientras que el tercero es el tramo final, hasta φmáx = 0.6554.
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Figura 3.16: Función fb reconstruida completamente con special-fit.
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3.3. Experimento B

Mediante una estadı́a de Julian Wyszynski, estudiante de Rheinisch-Westfaelische Tech-

nische Hochschule Aachen, fue posible realizar nuevos ensayos de laboratorio, esta vez agre-

gando la componente de trabajar con bolitas de vidrio de distinto tamaño. Las esferas de vidrio

son medidas usando un análisis de distribución en el tamaño que se resumen en la Tabla 3.1.

Código Tamaño [µm]

AD100 150

AD150 100

AD200 50

Tabla 3.1: Resumen de tamaños de las partı́culas sólidas del Experimento B.

A lo largo de este trabajo, nos referimos a cada set de bolitas simplemente por el nombre

AD100, AD150 y AD200, según sea su tamaño.

Usando el picnómetro (ver apartado 3.1.2.1), se calcula la densidad de las bolas de

vidrio y se obtiene

ρs = 2451
kg

m3
,

para los tres casos.

Los experimentos fueron realizados para concentraciones iniciales 20, 30 y 40 cp, es

decir, φ0 = 0.148, 0.213, y 0.289.

Los datos de salida entregados por el Sedirack requieren modificaciones pequeñas antes

de aplicar el método de la sección anterior. Estos son:

1. Filtrar las medidas erróneas, estas son borradas.

2. Seleccionar la altura H = 290 mm y usar datos desde esta altura hacia 0.
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3. Complementar la información siguiendo una lı́nea recta, de acuerdo al choque que se

produce en un comienzo. Esto se hace hasta una altura de H = 330 mm .

En general este tratamiento se requiere, pues la altura inicial de la columna es H = 330 mm

mm, sin embargo, el Sedirack, solo empieza a medir desde H = 290 mm, provocando un

corrimiento de los datos. Note que este procedimiento se avala en el shock inicial que ocurre,

por lo que la reconstrucción de datos hacia atrás significa solo prolongar una lı́nea recta.

3.3.1. Resultados AD100

La Figura 3.17 muestra los datos obtenidos por el experimento luego de ser filtrados.

De las cuatro experimentaciones sólo usaremos tres, debido a que la menor presentó mucho

ruido producto de las limitaciones del Sedirack explicadas en el apartado 3.1.1.1, por ejem-

plo efectos de pared y una sedimentación muy veloz para el equipo. Simulamos éstos casos

con el método spline-fit con cuatro subintervalos. En la Figura 3.18 podemos ver como la

reconstrucción ȟ es representativa de los datos, graficando correctamente la función sobre los

datos experimentales. En particular, para el caso del tercer ensayo, con φ0 = 0.289 podemos

representar ȟ por la función a trozos:

ȟ3(t) =


0.022t2 − 4.95t+ 451.93 si 0 ≤ t < tj2 ,

0.0004t3 + 0.14t2 − 16.37t+ 833.4 si tj2 ≤ t < tj3 ,

0.0038t2 − 1.01t+ 238.4 si tj3 ≤ t ≤ tend.

En este caso, el primer y segundo subintervalo coinciden en sus parámetros, por lo que es

posible fusionarlos. Las marcas con forma de estrella roja en la Figura 3.18 indican el tstart y

tend, que corresponden a los lı́mites de la sección convexa con la cual se alimenta al simulador.

Usando la misma concentración inicial que antes, podemos reconstruir la función de flujo f̌b
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Figura 3.17: Datos experimentales

a trozos dada por,

fb =



58.16φ3 − 52.34φ2 + 11.71φ if 0.0 ≤ φ < 0.27,

13.33φ2 − 11.69φ+ 2.68 if 0.27 ≤ φ < 0.31,

−φh′1(τ1) if 0.31 ≤ φ < 0.33,

−φh′2(τ2) if 0.33 ≤ φ < 0.41,

−φh′3(τ3) if 0.41 ≤ φ < 0.51,

−φh′4(τ4) if 0.51 ≤ φ < 0.55,

donde,

αi := arc cos

(
1− 54a2

i (di − y)

b3
i

)
τi := − bi

6ai

(
2 cos

(
αi − 2π

3

)
+ 1

)
, ∀i = 1, . . . , 4,
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a =


−1.0000e− 08

−3.5941e− 04

−3.7046e− 04

−1.0000e− 08

 , b =


5.1510e− 02

9.8304e− 02

1.0047e− 01

2.7842e− 03

 ,

c =


−7.0285e + 00

−9.0594e + 00

−9.2010e + 00

−6.1439e− 01

 , d =


3.4561e + 02

3.7499e + 02

3.7808e + 02

1.2649e + 02



Haciendo un procedimiento similar, podemos reconstruir fb para las otras dos concentra-

ciones iniciales y luego obtener una única función fb dada por el promedio en la Figura 3.20.

Un correcto simulador debe a través de los datos experimentales, identificar parámetros

para reconstruir ȟ y ası́ identificar f̌b, luego se entrega información adicional para ajustar una

función fb completa y ası́ resolver el problema directo y obtener como solución los datos

experimentales. La idea gráfica de este procedimiento corresponde a la validación vista en la

Figura 0.1.

Ası́, se construye un simulador que resuelva el problema directo usando un método

numérico estable y convergente, en nuestro caso el método numérico de Godunov [68, 82].

Los resultados de la solución numérica y los datos experimetales son superpuestos en las

Figuras 3.22 a 3.24.

Resultados similares para las concentraciones AD150 y AD200 se pueden ver en el

Apéndice B
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Figura 3.18: Reconstrucción ȟ sobre datos experimentales
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Figura 3.19: fb superpuesta en un mismo gráfico
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Figura 3.20: Promedio de las funciones de flujo.
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Figura 3.21: fb superpuesta en un mismo gráfico.
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Figura 3.22: Problema directo, resuelto por el método de Godunov para φ0 = 0.148
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Figura 3.23: Problema directo, resuelto por el método de Godunov para φ0 = 0.213.
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Figura 3.24: Problema directo, resuelto por el método de Godunov para φ0 = 0.289.

3.3.2. Conclusiones

Las resultados muestran un correcto desempeño del simulador que identifica los paráme-

tros para el caso spline-fit, donde se puede reconstruir una función fb única a partir de tres

funciones de flujo provenientes de diferentes concentraciones iniciales. A su vez, esta función

sirve para simular y comparar con los datos iniciales, lo que muestra un correcto ajuste en

concentraciones altas, identificando buena parte del segmento convexo correspondiente a la

onda de rarefacción. Para las concentraciones bajas se identifican correctamente las ondas de

choque iniciales y finales, mientras que la rarefacción es parcialmente simulada.

En general, los resultados son muy satisfactorios debido a que la reconstrucción en-

trega sólo un tercio de la función fb completa, mientras que el resto se realiza con ajustes

bajo datos empı́ricos y aún ası́ se consiguen resultados correctos en la validación con datos

experimentales o en la variación de las concentraciones iniciales.
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3.4. Experimentos de literatura

En la literatura existen muchos experimentos del test de Kynch, algunos de ellos se men-

cionaron en el apartado 1.4. Aquı́ elegimos trabajar con los datos publicados por Karamisheva

e Islam en 2005 [76], los cuales se muestran en las Figuras 3.25 y 3.27. Ellos trabajaron cuatro

tests de Kynch para lodo activado de una planta municipal de tratamiento de aguas servidas

con concentraciones iniciales φ0 = 1.6, 2.4, 3.7 y 7.2 g/L.

Como sucede en la mayorı́a de los experimentos de Kynch que uno puede encontrar

en la literatura, éstos poseen un número muy limitado de puntos, por lo que para nuestro

simulador, sólo podemos a lo más dos subintervalos.

Se elige tstart ≈ 15 min para el inicio del segmento convexo, mientras que el interva-

lo [0, tstart] se utiliza para calcular la pendiente del segmento recto y alimentar la solución

con fb(φ0) = vsφ0. Estos puntos se muestran con forma de cı́rculo. Presentamos en las Figu-

ras 3.26 y 3.28 soluciones con el método spline-fit para uno y dos subintervalos respectiva-

mente.
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Figura 3.25: Ajuste de ȟ para datos provenientes de lodo activado [76] con un subintervalo
y usando el método spline-fit.
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Figura 3.26: Ajuste de f̌b para datos provenientes de lodo activado [76] con un subintervalo
y usando el método spline-fit.
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Figura 3.27: Ajuste de ȟ para datos provenientes de lodo activado [76] con dos subintervalos
y usando el método spline-fit.
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Figura 3.28: Ajuste de f̌b para datos provenientes de lodo activado [76] con dos subintervalos
y usando el método spline-fit.



Capı́tulo 4

Sedimentación continua

La sedimentación continua es objeto de muchas aplicaciones, como se vieron en la parte

introductoria y debido a él se deben los esfuerzos de la sedimentación batch, que es el caso

particular cuando el flujo de alimentación y descarga son nulos.

El principio de la operación de una unidad de clarificador-espesador puede ser inferido

de la Figura 4.1. Por la alimentación entra la suspensión, la cual será separada, por la fuerza

de gravedad, en un sedimento concentrado y un lı́quido clarificado. Esto es alimentado dentro

de un tambor cilı́ndrico a un nivel de profundidad de z = 0, con un flujo volumétrico (caudal)

Qf ≥ 0 y con una fracción de volumen de sólidos de alimentación uf ≥ 0. El flujo de ali-

mentación inmediatamente se propaga sobre toda la sección transversal y es separada dentro,

por corrientes de flujo en dirección hacia arriba o hacia abajo, formando las llamadas zonas

de clarificación y espesamiento −H < z < 0 y 0 < z < B, respectivamente. En la figura 4.2

se tiene una representación gráfica (para el modelo) y real (para los experimentos) de dicha

unidad.

Las partı́culas sólidas se van hacia abajo, formando un sedimento concentrado en el

fondo, el cual es continuamente removido con una descarga controlable a una altura z = B

de flujo Qu ≥ 0 denominada flujo de descarga, mientras que el lı́quido sobrenadante que

rebalsa, es recolectado en una canaleta circunferencial que se denomina overflow a una altura

z = −H , en donde se evacúa el flujo de efluente, denotado por Qe ≤ 0. Se supone que la

separación sólido-lı́quido tiene lugar dentro de la unidad solamente, y no en el flujo de rebalse

75
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continuous inflow of feed suspension (QF, uF)

continuous discharge of sediment (QR)

continuous overflow
of clarified liquid (QL)

xL

0

xR

Figura 4.1: Vista esquemática de un espesador-clarificador, sin detalles técnicos [21].

ni descarga, en donde ambas fases se mueven con la misma velocidad. De esta forma, se define

una función γ que indica cuando se está en el interior o exterior del tanque.

γ(z) =

1 para −H ≤ z ≤ B

0 para z < −H o z > B.

En aplicaciones a tanques de relave reales, las unidades tienen frecuentemente en el

fondo una pendiente suave, en forma de cono. Sin embargo, para este trabajo asumimos que

el área de sección transversal A es constante.

La ley de conservación de masa señala que la tasa de incremento de masa en un intervalo

arbitrario (z1, z2) del eje de profundidad es igual al flujo en (Φ|z=z2) menos el flujo fuera de

(Φ|z=z2) más la producción al interior del intervalo

d

dt

∫ z2

z1

Aφ(z, t)dz = A(Φ|z=z1 − (Φ|z=z2) +

∫ z2

z1

Qf(t)φf(t)δ(z)dz, (4.1)
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0
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QL = S · qL

QR = S · qR

uF

QF = QR −QL

clarification zone

thickening zone

sediment

level

Figura 4.2: Concepto uni-dimensional de un clarificador-espesador (izquierda). Experimento
real de un espesador (derecha).

de donde Qf := Qu−Qe es el flujo volumétrico de alimentación φf es la concentración inicial

y

Φ

(
φ,
∂C

∂z
, z, t

)
= F (φ, z, t)− (γ(z)dcomp(C))

∂φ

∂z
(4.2)

es el flujo total. Mientras que,

F (φ, z, t) :=



−Qe(t)φ/A para z < −H,
−Qe(t)φ/A+ (

¯
φ) para −H ≤ z < 0,

Qu(t)φ/A+ fb(φ) para 0 < z ≤ B,

Qu(t)φ/A para z > H

(4.3)

es la función flujo convectivo. Note que, como era de esperarse, (4.3) tiene influencia de fb
durante todo el proceso dentro del tanque.

La ecuación (4.1) es el modelo en forma integral. Note que las ecuaciones (4.1)-(4.3)

no contienen las áreas de sección transversal de las tuberı́as con las cuales interactua nuestro

sistema. Estamos interesados sólo en la concentración en la salida de las tuberı́as y no el la

velocidad de los flóculos. Bajo la suposición que las partı́culas siguen las corrientes de agua

en la salida de las tuberı́as, las concentraciones de salida son independientes del área de dichas

tuberı́as [47].
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La función de compresión dcomp está dada en [21],

dcomp(φ) :=
ρs

(ρs − ρf)g
vhs(φ)σ′e(φ), (4.4)

donde ρs y ρf < ρs son las densidades de masa del sólido y del fluido respectivamente, estas

son constantes; g es la aceleración de gravedad, y σe = σe(φ) es la función de tensión efectiva

de sólidos, cuya derivada satisface que

σ′e =

= 0 para 0 ≤ φ < φc,

> 0 para φ > φc,
(4.5)

donde φc es la concentración crı́tica, la cual depende del material (sólido) utilizado e indi-

ca cuando las partı́culas de sólido comienzan a tocarse unas con otra y empieza la fase de

compresión.

La variable dcomp es independiente del proceso de sedimentación, es decir, puede ser que

dcomp ≡ 0 para materiales ideales que no presentan compresión pero igualmente el modelo

sedimentará. Esto provee una gran flexibilidad para usar el modelo en diferentes condicio-

nes. Para nuestro modelo numérico, serán funciones independientes y puede ser ingresadas

manualmente, consideradas como parámetro para calibración.

Dado un dato inicial en t = 0, llamamos solución exacta a la solución que satisface la

condición de entropı́a del modelo en su forma diferencial

∂φ

∂t
+

∂

∂z
F (φ, z, t) =

∂

∂z

(
γ(z)(z)dcomp(φ)

∂φ

∂z

)
+
Qf(t)Cf(t)

A
δ(z)) (4.6)

Una solución numérica es siempre una aproximación de la solución exacta, la ecuación (4.6)

puede ser resuelta sin imponer condiciones de borde en φ. Sólo se necesita dar un dato ini-

cial φ(z, 0). Todas las concentraciones de borde son salidas del modelo y podrı́an no estar

definidas.
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4.1. Funciones constitutivas

Los parámetros del modelo son introducidos sólo en las fusiones constituvas, las cuales

en nuestro modelo son fb, σe y dcomp. Estos parámetros no son ingresados de manera arbitraria,

sino que deben ser la salida de experimentos dedicados para encontrar estos parámetros, por

ejemplo, para fb los descrito en el capı́tulo 2. Es importante intentar usar experimentos para

cada muestra y no simplificar el trabajo a través de datos de tabla en la bibliografı́a pues ası́ se

obtendrá una simulación de mejor calidad y más real.

Para la tensión efectiva de sólido σe(φ), De Clerq [40], propone la siguiente semi-

empı́rica basada en un modelamiento inverso usando datos experimentales

σe(φ) =

0 para φ < φc,

αλ
(

1 + φ−φc
β

)
para φ ≥ φc,

(4.7)

con parámetros empı́ricos α, β > 0. Funciones empı́ricas constitutivas son sugeridas para

dcomp. Aquı́ preferimos usar la ecuación (4.4) que está basada en principios fı́sicos, las cuales

involucran relaciones constitutivas ya señaladas vs y σe.

Si suponemos que todos los flujos variables son horizontalmente constantes, que los

efectos de pared son despreciables, y que no existe influencia de las rastras, entonces el mo-

delo conceptual se reduce a la configuración mostrada en la Figura 4.1. Para deducir el modelo

matemático final, reemplazamos las velocidades de fase de sólidos y fluidos vs y vf respec-

tivamente, por la velocidad promedio de volumen de la mezcla, q := uvs + (1 − u)vf y la

velocidad relativa vr = vs− vf . Entonces, siempre se tiene que qz = 0, esto es, q = q(t), pues

no hay fuentes ni sumideros; y vs = q+(1−u)vr. En particular, q = 0 para el asentamiento en

una columna cerrada. Para el modelo de CT de la Figura 4.2 (izquieda), las velocidades Qu,

Qe y qf están relacionadas con respecto al flujo de masa de volumen por Qu = Qu

A
, Qe = Qe

A

y qf = qf
A

respectivamente, Más aún, partiendo de una suposición constituva como

vr(φ) = − fb(φ)

φ(1− φ)
,

obtenemos que la ecuación gobernante es
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∂φ

∂t
+

∂

∂z
f(γ(z), φ) = 0 z ∈ R, t > 0, (4.8)

φ(z, 0) = φ̃0(z), z ∈ R, (4.9)

donde

f
(
γ(z), φ

)
:= g(z, φ) = γ1(z)fb(φ) + γ2(z)(φ− φF).

Donde las componentes del vector de parámetros discontinuos γ := (γ1, γ2) son defini-

das a continuación, y discriminan entre el interior y exterior de la unidad de CT y la dirección

de la corriente de flujo respectivamente.

γ1(z) :=

1 para z ∈ (xL, xR),

0 para z 6 xL o z > xR,
, γ2(z) :=

qL para z < 0,

qR para z > 0,
(4.10)

donde qL < 0 y qR > 0 son velocidades controladas, φF es la concentración de alimen-

tación, y xL, 0 y xR son los niveles de rebalse, alimentación y descarga del equipo, respectiva-

mente. De esta forma, g = g(z, φ) es la función discontinua a trozos (con respecto a z) dada

por

g(z, φ) :=



qL(φ− φF) para z < xL,

qL(φ− φF) + fb(φ) para xL < z < 0,

qR(φ− φF) + fb(φ) para 0 < z < xR,

qR(φ− φF) para z > xR,

(4.11)

Este modelo fue introducido en [21] como una versión simple para suspensiones no

floculadas. Si ahora, agregamos compresión de las partı́culas (esto es, posibilidad a material

floculado), el modelo cambia en su lado derecho al siguiente problema de valores de iniciales

para una EDP de convección-difusión fuertemente degenerada:

∂φ

∂t
+

∂

∂z
g(z, φ) =

∂

∂z

(
γ1(z)

∂A(φ)

∂z

)
, z ∈ R, t > 0, (4.12)

φ(z, 0) = φ̃0(z), z ∈ R. (4.13)
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Donde recuperamos el modelo anterior.

4.2. Discretización del modelo

m

Subdividimos el tanque en N capas internas, tal que cada capa tenga la forma

∆z = (B +H)/N,

y definimos φj := φj(t) como el promedio de la solución exacta φ sobre la capa j en el tiempo

t, esto es,

φj :=
1

∆z

∫ zj

zj−1

φ(z, t)dz.

Ası́, si calculamos la ley de conservación en cada capa, se tiene,

dφj
dt

=− F (φ(zj, t), zj, t)− F (φ(zj−1, t), zj−1, t)

∆z

+
Jdisp(zj, t)− Jdisp(zj−1, t)

∆z

+
Jcomp(zj, t)− Jcomp(zj−1, t)

∆z

+
1

∆z

∫ zj

zj−1

Qf(t)φf(t)

A
δ(z)dz.

4.2.1. Aproximación del flujo convectivo

El flujo convectivo F (φ(zj, t), zj, t) en el borde entre las capas j y j + 1 debe ser reem-

plazado por un flujo numérico convectivo F num
j asociado con la posición zj , luego,

F num
j (φj, φj+1(t), t) ≈ F (φ(zj, t), zj, t)

En un simulador de sedimentación para la industria se requiere velocidad en el cómputo, por

lo que elegimos un método de primer orden para el flujo numérico, en este caso, el flujo
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numérico de Godunov en fb como una aproximación de fb(φ(zj, t)), el cual tiene la forma

Gj = Gj(φj, φj+1) =


mı́n

φj≤φ≤φj+1

fb(φ) si φj ≤ φj+1,

máx
φj≥φ≥φj+1

fb(φ) si φj > φj+1.
(4.14)

El cálculo de Gj puede ser en gran medida simplificado cuando fb tiene solo un máximo local

(ver [16]). y ası́, podemos reescribir el flujo numérico por

F num
j = F num

j (φj, φj+1, t)

=



−(Qe(t)/A)φj+1 para j = −2,−1,

−(Qe(t)/A)φj+1 +Gj para j = 0, jf − 1,

(Qu(t)/A)φj +Gj para j = jf , . . . , N,

(Qu(t)/A)φj para j = N + 1, N + 2,

donde Gj está dado por (4.14).

φn+1
j =φnj −

∆t

∆z

(
F num,n
j − F num,n

j−1

)
+

∆t

∆z

(
Jnum,n

disp,j − Jnum,n
disp,j−1

)
+

∆t

∆z

(
Jnum,n

comp,j − Jnum,n
comp,j−1

)
+

∆t

∆z

Qf(tn)φf(tn)

A
δj,jf , (4.15)

para todo j = −1, . . . , N + 2.

4.2.2. Condición CFL

Para asegurar la convergencia del método (4.15) en un intervalo de tiempo [0, T ] debe-

mos imponer una condición CFL adecuada (4.16).

Dado una capa espacial ∆z, debemos elegir un paso de tiempo ∆t tal que sea válida la

condición

∆t ≤
[

1

∆z

(
máx

0≤t≤T

Qf(T )

A
+ máx

0≤φ≤φmax

|f ′b(φ)|
)
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+
2

(∆z)2

(
máx

0≤φ≤φmax

dcomp(φ) + máx
−H≤z≤B,0≤t≤T

ddisp(z,Qf(t))

)]−1

(4.16)

4.2.3. Ejemplos numéricos

Usamos una la función reconstruida en el apartado 3.3 para el experimento B con el

material AD100.
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Qfeed(t) := 250

Qunder(t) :=
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Qfeed(t) := 250
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4.3. Experimento continuo

Mediante dos pasantı́as realizadas durante el año 2013 en el CENTRO DE INVESTIGA-

CIÓN DE LA CONSULTORA DE INGENIERÍA JRI S.A., en Santiago, se realizaron experi-

mentos de espesamiento continuo con material real, en este caso, relave final de cobre. Un

espesador en la industria funciona en la mayorı́a de los casos con una concentración de ali-

mentación de relave al 12 %. Se realizó este experimento en dos versiones, con floculante y

sin floculante. Además otro experimento con una concentración mucho mayor a lo normal, al

23 %. Debido a las caracterı́sticas del experimento y de los instrumentos usados, en este caso

se tuvo que sobreflocular la muestra para que sedimentara.

4.3.1. Descripción del equipo

4.3.2. Microtrac S3500

El Micotrac S3500 es un sofisticado instrumento para medir la granulometrı́a de un

material. Consiste en un arreglo de tres lasers rojos y dos detectores fotoeléctricos que por di-

fracción identifican el tamaño de cada partı́cula sólida en un rango entre 0.02 y 2800 micrones

y entregan un set de datos acerca de la distribución de partı́culas por deciles (ver Figura 4.3).

Al ser un equipo delicado, sólo puede ser manipulado por personas certificadas, quienes en-

tregan los datos requeridos.

4.3.3. Columna de acrı́lico

La pieza fundamental del experimento es una columna de acrı́lico de sección transversal

constante de diámetro 6 cm y una altura efectiva de 50 cm, ver Apartado 4.3.3. Posee cuatro

llaves laterales a alturas de 4, 8, 12 y 30 cm y un rebalse a los 45 cm, medidas desde la base

de la columna hacia arriba. Para este estudio se usarán sólo as tres primeras llaves laterales.
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Figura 4.3: Microtrac. Equipo para medir el tamaño de las partı́culas usando un arreglo de
tres lasers para ello.

4.3.4. Bomba peristáltica

Es una bomba hidráulica utilizada para bombear fluidos a través de un sistema de tres

rodillos quienes empujan el fluido de una manguera flexible. Esta bomba no interactúa con el

fluido, solo con su manguera que lo contiene. Tiene un número de revoluciones por minuto

ajustable, con lo que es posible controlar el flujo del lı́quido.

4.3.5. Descripción del experimento

El experimento de espesamiento consiste en una columna de acrı́lico conectada a dos

bombas peristálticas, que controlan los flujos de alimentación y descarga, además de una

manguera abierta para el rebalse. A su vez, la bomba de alimentación está conectada a un

estanque equipado con un agitador el cual mantiene la pulpa homogeneizada antes de entrar a

la columna. De ser necesario agregar floculante, se conecta una bomba peristáltica con dicho

material a la manguera de alimentación justo antes de entrar a la columna. Tanto la bomba

de descarga, como la manguera de rebalse están conectados a tambores donde deposita el

material saliente del proceso.. Cada ciertos intervalos de tiempo es necesario tomar muestras

de la concentración en los puntos de observación, es decir, alimentación, descarga, rebalse y

llaves laterales. Con estas muestras se mide la concentración volumétrica φ (a través de su

concentración en peso cp), granulometrı́a y, de ser posible, turbidez del lı́quido saliente de

rebalse
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Figura 4.4: Columna de acrı́lico en proceso de sedimentación batch posterior al experimento
continuo.

Una representación del montaje se puede ver en la Figura 4.5, la cual muestra dos en-

sayos en proceso para diferentes concentraciones en peso, lo que se traduce en un cálculo

diferente cantidad de material requerido, de donde, el agitador y el tanque de alimentación

debe ser mucho mayor a medida que la concentración volumétrica (o el cp) aumenta (ver

figura 4.5(b))

4.3.6. Material utilizado

Para el experimento hemos usado un relave final de cobre, caracterizado por un PH =

7.7 y ρs = 2.71 g
cc

. Se asume que ρf = 1 g
cc

. Se trabajaron dos concentraciones
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(a) Experimento continuo con relave al 12 % cp

(b) Experimento continuo con relave al 23 % cp

Figura 4.5: Montaje del experimento continuo en columna de acrı́lico de 50 cm.

12 % cp nominal (φ0 = 0.0479) con y sin floculante. En el caso del material sin flocu-

lante, presentó un rebalse a lo largo de todo el ensayo y no se pudo observar la interfaz

agua-sedimento.

23 % cp nominal (φ0 = 0.0993) con floculante.

,

Las curvas de sedimentación batch para un relave al 12 % cp está dado por la figura 4.6,

mientras que para el relave al 23 % cp se puede ver en la figura 4.7. Es importante notar en

la Figura 4.6 que la altura final entre la sedimentación con floculante y sin floculante difieren
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principalmente porque el ensayo fue detenido antes lograr un sedimento constante (y final)

en el fondo, prueba de ello es la pendiente negativa que se observa en los últimos puntos.

Este error hace inviable el aplicar el método del apartado 2.3, pues el segmento convexo no

está completamente determinado, por lo que los resultados entregados en este capı́tulo son

sólo para trabajos futuros y para respaldo bibliográfico, pero no se hará ninguna simulación

al respecto.
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Figura 4.6: Ensayos de sedimentación batch con y sin floculante con relave de cobre para
una concentración al 12 % cp (φ = 0.0479)
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Figura 4.7: Ensayos de sedimentación batch con relave de cobre floculado para una concen-
tración al 23 % cp (φ = 0.0993)
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4.3.7. Floculante

Para las suspensiones floculadas usamos una dosis nominal de 15 gpt, lo que significa

una dilución de floculante de 0.13 g
L

4.3.8. Parámetros del ensayo

Para en ensayo continuo consideramos un área unitaria nominal de 0.1 m2

tpd
, lo que signi-

fica tener un flujo de pulpa nominal de 0.15 L
min

para la pulpa al 12 % cp y de 0.0730 L
min

para

la pulpa de 23 % cp. Esto debido a una limitación en la bomba de floculante, la cual se debı́a

mantener constante a 2.36 cm3

min
. La densidad de la pulpa para 12 % cp es de 1.08 g

cc
, mientras

que para la pulpa de 23 % cp de 1.17 g
cc

,

4.3.9. Antes del ensayo

Primero se dispone la cantidad de pulpa disponible y se separa en tambores más pe-

queños de acuerdo al cp nominal pedido. Luego se proceden a calcular los flujos, la cantidad

de material y el tiempo de duración del ensayo. Se establecen los objetivos del ensayo y se

pide al laboratorio y se dispone del material de toma de muestras y datos en función a ello

(vidrio reloj, vasos precipitados y bandejas). Luego se procede a montar el equipo como se

detalló en el apartado 4.3.5. Se rellena inicialmente la columna de acrı́lico con agua clara, se

revisa el correcto funcionamiento de las llaves laterales y se completa el checklist estándar

previo al ensayo. Se inicia el cronómetro y se encienden las bombas. Una imagen de este

proceso se ve en la Figura 4.8(a), mientras que la Figura 4.8(b) muestra el trabajo efectuado

por el agitador en la pulpa de alimentación.

4.3.10. Durante el ensayo

Se controlan y miden constantemente los flujos de alimentación y descarga. Inicialmen-

te se parte con alimentación al 50 % de lo calculado y se va aumentando gradualmente hasta

llegar a 100 %. Tı́picamente 50, 75, 100. Se anota en cada intervalo de tiempo la altura de las
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(a) Inicio de un experimento continuo. Columna ini-
cialmente llena de agua clara.

(b) Trabajo de un agitador en la homogeneización de
la pulpa de alimentación

Figura 4.8: Partes del proceso del experimento continuo

interfaces agua clarificada-suspensión y suspensión-sedimento hasta lograr algún punto esta-

cionario. Una vez estabilizado los niveles de agua clarificada y sedimento, se toman muestras

por las llaves laterales. Sólo en algunas ocasiones a lo largo del experimento, se interrumpe el

flujo de alimentación para obtener una muestra de éste.

Una vez concluido el tiempo detallado para la prueba, se procede a apagar las bombas

de alimentación y descarga y ası́ realizar una prueba de sedimentación batch con el material

dentro de la columna, incluyendo el tiempo t = t∞, muestreado al dı́a siguiente.

4.3.11. Después del ensayo

Una vez concluido el experimento, se generan las tablas de datos y las observaciones

correspondientes al ensayo. Mientras que en el laboratorio se continua con la caracterización

de las muestras entregadas, mediante un pesaje de las muestras cada hora, hasta lograr una

pulpa seca y ası́ obtener el cp, además de los ensayos de granulometrı́a respectivos.

Los resultados de los ensayos para un cp al 12 % se encuentran en las Figuras 4.9, 4.10,

4.13 y 4.14 para la versión sin floculante y en las Figuras 4.15 a 4.20, para el material floculado
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Figura 4.9: Flujos de alimentación para relave final de cobre al 12 % cp sin floculante
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Figura 4.10: Flujos de descarga para relave final de cobre al 12 % cp sin floculante
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Figura 4.11: Altura de las interfaces agua-suspensión y suspensión-lodo para relave final de
cobre al 12 % cp sin floculante
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Figura 4.12: Concentración de las llaves laterales para relave final de cobre al 12 % cp sin
floculante
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Figura 4.13: Altura de las interfaces agua-suspensión y suspensión-lodo para relave final de
cobre al 12 % cp sin floculante
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Figura 4.14: Concentración de las llaves laterales para relave final de cobre al 12 % cp sin
floculante
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Figura 4.15: Flujos de alimentación para relave final de cobre al 12 % cp con floculante
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Figura 4.16: Flujos de descarga para relave final de cobre al 12 % cp con floculante
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Figura 4.17: Flujos de floculante para relave final de cobre al 12 % cp con floculante
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Figura 4.18: Fracción de masa de la alimentación para relave final de cobre al 12 % cp con
floculante.
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Figura 4.19: Altura de las interfaces agua-suspensión y suspensión-lodo para relave final de
cobre al 12 % cp con floculante
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Figura 4.20: Concentración de las llaves laterales para relave final de cobre al 12 % cp con
floculante
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Figura 4.21: Flujos de alimentación para relave final de cobre al 23 % cp con floculante
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Figura 4.22: Flujos de descarga para relave final de cobre al 23 % cp con floculante
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Figura 4.23: Flujos de floculante para relave final de cobre al 23 % cp con floculante
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Figura 4.24: Fracción de masa de la alimentación para relave final de cobre al 23 % cp con
floculante.
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Figura 4.25: Altura de las interfaces agua-suspensión y suspensión-lodo para relave final de
cobre al 23 % cp con floculante
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Figura 4.26: Concentración de las llaves laterales para relave final de cobre al 23 % cp con
floculante





Capı́tulo 5

Conclusiones sobre resultados y
extensiones futuras

5.1. Test de Diehl

El test de Diehl es un experimento en este momento teórico que no ha podido ser llevado

a la práctica debido a falta de equipo necesario. Aquı́ damos una breve idea, que quedará como

trabajo futuro para poder desarrollarla.

Del estudio del test de Diehl, se infiere que la principal limitación es construir la mem-

brana inicial entre la concentración alta y el agua clara. Esta debe desaparecer en un instante

t = 0 de manera muy rápida y sin interferir en la mezcla de las dos concentraciones distintas.

Proponemos para ello usar un cervo motor, el cual esté programado para contraer la mem-

brana como un obturador de cámara. Se estudian formas de abrir separando la membrana en

partes simétricas. Se cree que la ayuda de un sistema arduino servirá para automatizar el

experimento y controlar mejor las variables.

Un sistema se puede dotar de las siguientes propiedades

Sensor de luz en distintos puntos para medir la intensidad de luz de un láser que atra-

viesa el tubo y según la luminosidad calcular la concentración del sólido.

Sensor de presión a lo largo del tubo para medir la presión por exceso de poros en cada

instante de una manera no invasiva.
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106 5. Conclusiones

Camara de alta velocidad para medir la interfaz de manera complementaria al laser.

5.2. Interpretación de los resultados obtenidos

Para suspensiones ideales los resultados son muy buenos y predicen exactamente lo

que necesitamos para los diferentes materiales tratados. Sin embargo, para concentraciones

floculadas y reales se requiere más experimentos para estimar un método de generalización.

Los experimentos continuos realizados fueron en una columna de 60 cm, lo que pro-

vocó problemas en conseguir estados estacionarios. Esto impide tener un enfoque más claro

sobre si considerar el modelo real antes de una concentración φc y hacer estimaciones para las

concentraciones φ > φc.

Queda como trabajo futuro hacer más ensayos de laboratorio batch con un abanico más

grande de concentraciones iniciales y ası́ hacer una validación un dato de prueba, es decir, de

n ensayos realizados, simular una función fb con los primeros n− 1 tests y luego comparar la

solución del problema directo con los datos del n-ésimo test.



Anexo A

Experimento A - Gráficos y tablas

Sea pi = (ai, bi, ci, di) y p = (pT1 ,p
T
2 , . . . ,p

T
n )T , ası́,


1.0 · 10−8 1.0 · 10−8 1.0 · 10−8 1.0 · 10−8

1621.0 1621.0 1621.0 1621.0

212.9 212.9 212.9 212.9

−0.4019 −0.4019 −0.4019 −0.4019



i =

5

phi0 =

3.1800e-01

param =

107
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1.6406e-03 5.0650e-04 1.4258e-04 5.9681e-04

-7.8685e-01 -5.1239e-01 -3.6027e-01 -6.3372e-01

2.8971e+02 2.7311e+02 2.5721e+02 2.9837e+02

0 0 0 0

cotaH =

40 121 209 301 402

cotaF =

3.1790e-01 3.4350e-01 3.6363e-01 3.7359e-01 4.5199e-01

p =

@(phi)valA(1)*phi+valA(2)*phi.ˆ2+valA(3)*phi.ˆ3

ans =

9.3085e+00 -4.1355e+01 4.5950e+01

q =

@(phi)valB(1)+valB(2)*phi+valB(3)*phi.ˆ2

ans =

3.3302e+00 -1.6150e+01 2.0289e+01
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r =

@(phi)valC(1)*phi.ˆ2+valC(2)*phi+valC(3)

ans =

1.7892e-01 -5.9218e-01 3.1127e-01

i =

6

phi0 =

3.3800e-01

param =

1.2928e-03 7.5907e-04 2.8045e-04 1.0173e-03

-7.5392e-01 -6.2370e-01 -4.3321e-01 -8.5615e-01

2.9345e+02 2.8551e+02 2.6655e+02 3.2725e+02

0 0 0 0

cotaH =

50 122 199 287 372
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cotaF =

3.3425e-01 3.5377e-01 3.7975e-01 3.9846e-01 5.2022e-01

p =

@(phi)valA(1)*phi+valA(2)*phi.ˆ2+valA(3)*phi.ˆ3

ans =

9.3085e+00 -4.1355e+01 4.5950e+01

q =

@(phi)valB(1)+valB(2)*phi+valB(3)*phi.ˆ2

ans =

3.3302e+00 -1.6150e+01 2.0289e+01

r =

@(phi)valC(1)*phi.ˆ2+valC(2)*phi+valC(3)

ans =

1.7892e-01 -5.9218e-01 3.1127e-01



Anexo B

Experimento B - Gráficos y tablas

Se presentan los experimentos para materiales 150 y 200

Los datos será mostrados, en primer lugar, con una gráfica resumen de los datos experi-

mentales, la función reconstruida fb, y la función fb promedio. Luego se procede a un resumen

del procedimiento por cada φ0. En esta etapa, los gráficos (a), muestran los datos experimen-

tales en bruto, seguido de ȟ simulado sobre los datos (b). En (c) obtenemos f̌b como salida del

simulador presentado en el apartado 2.3, para luego en (d) y (e) reconstruir el tramo cóncavo

con dos funciones polinomiales auxiliares, las cuales mantienen la clase C2 de f̌b. Finalmente

en (f) resolvemos el problema directo usando el promedio de las tres funciones f̌b construidas

mediante el método de Godunov y lo graficamos sobre los datos experimentales para graficar

las similitudes del método empleado.

En las siguientes gráficas, la figura (a) muestra los datos experimentales en bruto, se-

guido de ȟ simulado sobre los datos (b). En (c) obtenemos f̌b como salida del simulador

presentado en el capı́tulo anterior, para luego en (d) y (e) reconstruir el tramo cóncavo con

dos funciones polinomiales auxiliares, las cuales mantienen la clase C2 de f̌b. Finalmente en

(f) resolvemos el problema directo usando el promedio de las tres funciones f̌b construidas

mediante el método de Godunov y lo graficamos sobre los datos experimentales para graficar

las similitudes del método empleado.

111



112 B. Experimento B - Gráficos y tablas
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Figura B.1: f̌ simulada con φ0 = 0.148.
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Figura B.2: Construcción parte cóncava y posterior suavización con φ0 = 0.148.
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Figura B.3: fbk para φ = 0.148
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Figura B.4: f̌ simulada con φ0 = 0.213.
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Figura B.5: Construcción parte cóncava y posterior suavización φ0 = 0.213.
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Figura B.6: fbk para φ = 0.213.
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Figura B.7: Construcción parte cóncava y posterior suavización φ0 = 0.213.
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Figura B.8: fbk para φ = 0.213.
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Figura B.9: f̌ simulada
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Figura B.10: Construcción parte cóncava y posterior suavización
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B.0.1. AD 100.eps
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Figura B.11: Datos AD100.eps
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Figura B.12: ȟ simulada φ0.eps =
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Figura B.13: f̌ simulada
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Figura B.14: Construcción parte cóncava φ0.eps =
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Figura B.15: fbk AD100.eps
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Figura B.16: Problema directo sobre los datos
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Figura B.17: Datos AD100.eps
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Figura B.18: ȟ simulada φ0.eps =
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Figura B.19: f̌ simulada
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Figura B.20: Construcción parte cóncava φ0.eps =
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Figura B.21: fbk AD100.eps
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Figura B.22: Problema directo sobre los datos
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Figura B.23: Datos AD100.eps
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Figura B.24: ȟ simulada φ0.eps =
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Figura B.25: f̌ simulada
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Figura B.26: Construcción parte cóncava φ0.eps =
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Figura B.27: fbk AD100.eps
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Figura B.28: Problema directo sobre los datos
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Figura B.29: Reconstrucción de ȟ para los datos experimentales AD150
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Figura B.30: Funciones de flujo fb para AD150
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Figura B.31: Función de flujo fb promediada de AD150
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Figura B.32: Datos AD150.eps
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Figura B.33: ȟ simulada φ0.eps =
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Figura B.34: f̌ simulada
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Figura B.35: Construcción parte cóncava φ0.eps =



130 B. Experimento B - Gráficos y tablas
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Figura B.36: fbk AD150.eps
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Figura B.37: Problema directo sobre los datos
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Figura B.38: Datos AD150.eps
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Figura B.39: ȟ simulada φ0.eps =
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Figura B.40: f̌ simulada
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Figura B.41: Construcción parte cóncava φ0.eps =
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Figura B.42: fbk AD150.eps
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Figura B.43: Problema directo sobre los datos
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Figura B.44: Datos AD150.eps
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Figura B.45: ȟ simulada φ0.eps =
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Figura B.46: f̌ simulada
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Figura B.47: Construcción parte cóncava φ0.eps =
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Figura B.48: fbk AD150.eps
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Figura B.49: Problema directo sobre los datos
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Figura B.50: Reconstrucción de ȟ para los datos experimentales AD200
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Figura B.51: Funciones de flujo fb para AD200
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Figura B.52: Función de flujo fb promediada de AD200
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Figura B.53: Datos AD200.eps
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Figura B.54: ȟ simulada φ0.eps =
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

φ

f
b

Simulation of fb with Spline-fit method and 4 subintervals. AD

 

 

$φ
0
=$0.148

Figura B.55: f̌ simulada
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Figura B.56: Construcción parte cóncava φ0.eps =
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Figura B.57: fbk AD200.eps
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Figura B.58: Problema directo sobre los datos
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Figura B.59: Datos AD200.eps
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Figura B.60: ȟ simulada φ0.eps =
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Figura B.61: f̌ simulada
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Figura B.62: Construcción parte cóncava φ0.eps =
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Figura B.63: fbk AD200.eps
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Figura B.64: Problema directo sobre los datos
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Figura B.65: Datos AD200.eps
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Figura B.66: ȟ simulada φ0.eps =
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Figura B.67: f̌ simulada
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Figura B.68: Construcción parte cóncava φ0.eps =
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Figura B.69: fbk AD200.eps
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Figura B.70: Problema directo sobre los datos
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