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Resumen

Con el proposito de tratar sistemas cuénticos abiertos que involucren Hamiltonianos con
potenciales singulares, desarrollamos la formulacion variacional de las ecuaciones estocésticas
de Schrodinger de tipo lineal y no-lineal con espacios de estados de dimension infinita. En
particular, establecemos la existencia y unicidad de soluciones regulares de estas ecuaciones
de evolucion estocasticas. Ademas, probamos que el valor medio del cuadrado de la norma
de la solucion variacional de la ecuacion lineal de Schrodinger estocastica es constante.



Indice general

1. Introduccién
1.1. Notacidn . . . . . . . . e

2. Ecuacién lineal de Schrédinger estocéastica
2.1. Resultados Principales . . . . . . .. .. .. ... ... ..
2.2. Demostracion de la medibilidad de ¢, . . . . . . . .. .. ... L.
2.3. Demostracion del Teorema 1 . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...,
2.3.1. Lemas Previos . . . . . . . . . . ...
2.3.2. Ecuaciones aproximadas con coeficientes acotados . . . . . . ... ..
2.3.3. Construccion de una solucion de (1.1) . . . . . .. .. .. ... ...
2.3.4. FormuladeIto . . ... .. . .. ... ... ...
2.3.5. Demostracion Teorema 1 . . . . . . . . . . . ... ... ... ...,
2.4. Demostracion del Teorema 2 . . . . . . . . . . .. .

3. Ecuacién no lineal de Schrédinger estocastica
3.1. Resultado Principal . . . . . . .. ... oo
3.2. Demostracion del Teorema 4 . . . . . . . . . . . ... Lo
3.2.1. Construcciéon de una C-solucion de (3.2) . . . . . .. .. .. ... ..
3.2.2. Unicidad de la C-soluciéon variacional de 1.6 . . . . . .. .. ... ..
3.2.3. Demostracion del Teorema 3 . . . . . . . ... ... ... ...



Capitulo 1

Introduccion

Motivados por el estudio de sistemas cuanticos abiertos que involucran potenciales sin-
gulares, en esta Memoria de Ingeniero Civil Mateméatico desarrollamos la formulacion varia-
cional de las ecuaciones estocasticas de Schrodinger de tipo lineal y no-lineal, cuyos espacios
de estados tienen dimension infinita.

La ecuacion lineal de Schrodinger estocastica es una ecuacion de evolucion estocastica
sobre el espacio de Hilbert complejo separable (b, (-, -)) que tiene la forma:

t o0 t
X, = X, + / G(s) X ds + Z/ Li(s) X, dWE, (1.1)
0 1 0
donde W1, W2, ... son procesos de Wiener independientes, a valores reales, definidos sobre
la base estocastica (Q,.F, (.7-}),520 IP), que satisface las condiciones usuales. Como es usual,
(G(t))i>0, (L1(t))i>0, (L2(t))i>0, - - -, son familias de operadores lineales no-acotados en h que
estan relacionados en un dominio conveniente a través de:
. 1 <« .
G(t) = —iH(t) - 5 ; Li(t)"Li(2), (1.2)

con H(t) operador simétrico. En la literatura Fisica se utiliza (1.1) para modelar sistemas
cuanticos abiertos. Efectivamente, H(t) es el Hamiltoniano de un sistema cuéntico cuya inter-
accion con un medio ambiente, o bano térmico, es descrita por los operadores (L;(%))¢>o, - - -)
(ver, e.g., [1, 5, 8]). Usando argumentos formales, de (1.2) podemos concluir que para todo
t>0,
E(IX07) =E (I Xo %) (1.3)
Si dim(h) < oo, entonces (1.1) se reduce a una ecuacion diferencial estocastica lineal,
luego (1.1) tiene una unica solucion. En caso que b sea infinito-dimensional, diferentes inter-
pretaciones de la igualdad presente en (1.1) nos llevan a diferentes tipos de soluciones para



(1.1). Bajo ciertas hipotesis, que incluyen G semigrupo de contracciones y » -, HLZQ:H2 < 00
en un dominio esencial de G*, Holevo [9] probo la existencia y unicidad de la solucion topolog-
ica débil de (1.1). Como Holevo [9] seniala, una solucion débil puede no satisfacer la propiedad
(1.3), la cual esta estrechamente relacionada con la validez fisica del sistema cuéntico abierto
que describe (1.1).

En |7, 13, 16] se desarrollaron las soluciones fuertes de (1.1) que son C-regulares en el
sentido que B[ X,||* < E||Xo|* y E[|CX;||” es localmente acotado en el tiempo; C' es un
operador usualmente no acotado. Fagnola y Mora [7] probaron la existencia y unicidad de
soluciones fuertes C-regulares de (1.1) en caso que exista un operador positivo C' tal que:

(P1) G (t) es relativamente acotado con respecto a C.
(P2) Ly (t),La(t),... son relativamente acotados con respecto a C.

(P3) Para todo z en un dominio esencial de C?,

2Re(C%2,G(t)z) + ) || CLu()z |P< a(t) (| Co |* + || 2 |P), (1.4)

k=1
donde «(t) es una funciéon no decreciente.

Ademas de garantizar la propiedad de conservatividad (1.3), las soluciones fuertes C-regulares
de (1.1) permiten representar probabilisticamente las ecuaciones maestras cuénticas [12] y
las ecuaciones maestras cudnticas adjuntas [15], asi como estudiar la evolucion de los ob-
servables cuéanticos no acotados [12, 15]. Las hipotesis de [7, 13, 16] han sido chequeadas en
varios sistemas fisicos como osciladores cuanticos en la representacion dada por el operador
Numero [13, 16], sistemas formados por un nimero arbitrario de particulas de Fermi [16] y
en sistemas cuanticos abiertos con potenciales regulares descritos en la representacion dada
por el operador Posicion [7].

Hasta donde conocemos, no se ha comprobado la existencia de soluciones fuertes regulares
de (1.1) en casos donde H(t) incluye potenciales singulares, como en el siguiente sistema.

Ejemplo 1 Consideremos el espacio de estados h = L* (R3,C). Para todo t > 0, hacemos
H(t) = —ab =B/ [z[+ > gi(t,-)?,
k=1

donde «, B son nimeros reales positivos, y gi, ..., g, € C%%([0,00[ x R3 R). Aqui A denota
el operador Laplaciano sobre R®. Para cada k = 1,...,m definimos:
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con ¢ € C%2([0,00[ x R3,C), y ademds elegimos Ly, = 0 cuando k > m. Finalmente,
. 1 <
G 1) = —iH ()= 23 60 (1P
k=1

El Ejemplo 1 describe atomos de hidrogeno en interaccion con banos térmicos (ver, e.g.,
[27, 28]). Supongamos ahora que las funciones g1, ...,9, ¥y é1,- . ., ¢, presentes en el Ejemplo
1 tienen un crecimiento del tipo:

» Para todo r = (11,7, 73) € R3,

9 ()50 ()| < K (14 ]a), con j = 1,2.3

= Para todo z € R3, |g (z) Ag (z)] < K (1 + |x|2)

Entonces, Fagnola y Mora [6] probaron que para cierto valor de +, el operador D dado por
la raiz cuadrada del operador positivo

—al =B/ |a|+ 7+ |l
satisface la desigualdad (1.4), unido a

o (¢, ) F1I* < K (LFII° + 1 DFII)

para todo f en el dominio de D, luego D verifica las Condiciones P2 y P3; Fagnola y Mora [6]

ademas chequearon que los operadores D y (—A + |90|2 + 1)1/2 son relativamente acotados
uno con respecto al otro. Sin embargo, ya que el cuadrado de D se comporta esencialmente
como G (t), G (t) no es relativamente acotado con respecto a tal D. Lo que nos lleva a concluir
que D no satisface la Condiciéon P1 aplicada al Ejemplo 1.

No podemos garantizar la existencia de soluciones fuertes de (1.1) que son solamente
D-regulares en el caso del Ejemplo 1 debido a que ellas no pertenecen a D (G (t)), el dominio
de G (t). No obstante, en el Ejemplo 1 podemos chequear que

(P1’) G (t) es relativamente acotado con respecto a D? y

(f,9) = 9:(f,9) = (G (1) f,9)

es una forma sesquilineal continua definida sobre (D (D?),|-|l,) X (D (D?),|I|lp)s
donde |[-|| , es la norma del grafo de D.



Ya que g; se extiende a una forma sesquilineal continua en (D (D), ||-||,) x (D (D), |Illp),
denotada también por g;, nos podemos preguntar si existird un proceso D-regular X; que
satisfaga (1.1) en el sentido variacional, o sea para todo = € D(D),

(Xy, z) = (Xo,x) —i—/o gs (X5, x)ds + Z/o (Li(s) X4, z)dWE. (1.5)

El Capitulo 2 nos asegura que si. En efecto, en el Capitulo 2 demostramos que (1.1) tiene
una tnica solucion variacional C-regular bajo las Condiciones P2 y P3, unidas a la Condiciéon
P1’ con C en lugar de D. Con este fin, modificando la demostracion del Teorema 1 de [7]
obtenemos X; como limite de soluciones de ecuaciones de evolucion estocésticas lineales cuyos
coeficientes son operadores acotados construidos usando aproximaciones por resolvente. Una
alternativa a nuestro procedimiento, es adaptar un resultado general de la Seccién 3.2 de
Rozovskii [26], donde se construyen soluciones variacionales regulares de ecuaciones lineales
estocasticas disipativas sobre espacios de Hilbert reales, por medio de limites de soluciones
de ecuaciones de evolucién estocasticas coercivas.

Habiéndose aclarado el buen posicionamiento de (1.1), més bien de (1.5), queda abierta la
pregunta si las soluciones variacionales C-regulares nos ayudaran a comprobar rigurosamente
propiedades fisicas de, por ejemplo, el sistema cuantico abierto descrito en Ejemplo 1. En
esta direccion, en el Capitulo 2 probamos que la propiedad de conservatividad (1.3) continia
siendo valida bajo las Condiciones P2, P3 y P1’ (con C en lugar de D).

En el Capitulo 3 vemos que la solucion variacional C-regular de (1.1) permite lidiar con
la ecuaciéon no lineal de Schrodinger estocéstica:

Y = Yo+ / t <G<sm £ (Re(Yo, L)) Li()Yi — SREY., Lk<sm>n>> ds

+ ki /0 (L5)Y: — Re(Ys, Li(s)Y,)Y,) vk (1.6)

Esta ecuacion de evolucion estocastica juega un rol fundamental en la modelacién de los
procesos de medicion cuanticos (ver, e.g., [1, 2, 3, 4, 5, 8|) y la simulacion numérica de la
evolucion de los valores medios de los observables cuanticos (ver, e.g., |5, 14, 21]).

En [14] (ver también [1, 20]) se probo la existencia y unicidad de soluciones de (1.6) para
b finito-dimensional. Cuando el espacio de estados b es infinito-dimensional, la existencia de
soluciones de (1.6) fue establecida por Barchielli y Holevo |2] en caso G (t), Ly (t), Lo (t), . ..
operadores acotados. Ademas, Fagnola, Mora y Rebolledo [7, 17| obtuvieron que la exis-
tencia y unicidad de la solucion fuerte C-regular de (1.1) implica la existencia y unicidad



de la solucion fuerte C-regular de (1.6), que este caso es débil en el sentido probabilistico.
Regresando al Ejemplo 1, si un proceso estocastico Y; es solamente D-regular, no puede ser
solucion fuerte de (1.6) porque no podemos asegurar que Y; estd en el dominio de G (t).
Esto nos lleva a considerar una formulacion variacional de (1.6), que se forma nuevamente
reemplazando G (t) por la forma sesquilineal g, (-, -). En el Capitulo 3, probamos la existencia
y unicidad de la solucion variacional C-regular de (1.6) en caso que se cumpla la existencia
y unicidad de la solucion variacional C-regular de (1.1). Con este propoésito modificamos la
demostracion del Teorema 1 de [17].

1.1. Notacion

En esta tesis, (b, (-,-)) representa un espacio de Hilbert complejo separable, donde el
producto escalar (-,-) es lineal en la segunda componente y sesqui-lineal en la primera.
Denotamos por D(A) al dominio del operador lineal A. Cuando X, %) son espacios normados,
L(X,9) sera el espacio de todos los operadores lineales acotados de X en 2); escribimos
L(X) = L(X,X). El conmutador entre A y B, operadores lineales en b, es [A, B] = AB— BA.
La o-algebra de Borel asociada al espacio topoléogico (X, 7) serd denotada por B(X).

Sea C' un operador lineal en h. Entonces para z,y € D(C') definimos

<ﬂ?,y>c = <$,y> + <C$,Cy>,

el producto escalar asociado al grafo de C, ademas ponemos ||z||, = \/(z,z)c. El simbolo
L*(P,b) representa al conjunto de todas las variables aleatorias de cuadrado integrable de
(Q, F,P) en (b, B(h)). Adicionalmente, L% (P, h) denota al conjunto de todos los X € L*(P, h)
tales que X € D(C) as. y E||X||* < oo. Definimos 7¢ : h — b como

[ x sizeD(C)
”C(”)—{ 0 siz¢ D)

En el caso que g : R" — C sea B(R")-B(C) medible, [g]| representa el operador de
multiplicaciéon en L?(R", C) dado por f — gf. Denotaremos por C*(R¢,K), con K = R, C,
al espacio de todas las funciones de R? en K cuyas derivadas parciales de hasta orden k
son continuas. Mas aiin, C°(R%, C) seréd el conjunto de todas las funciones de C*(R? C)
con soporte compacto. Considere f : R? — C. Entonces 0 f denotard a la k-ésima derivada
parcial de f, Vf al gradiente de f y Af al Laplaciano de f.

Si no se presta a confusion, en lo que sigue diferentes constantes no-negativas seran
escritas como K. Ademas, K () denotara a diferentes funciones no decrecientes y no negativas
definidas sobre el intervalo [0, ool



Capitulo 2

Ecuacion lineal de Schrodinger
estocastica

2.1. Resultados Principales

Con vistas a precisar el concepto de solucion de (1.1) que utilizaremos en esta Memoria,
a continuacioén construimos una forma sesquilineal a partir de G (¢).

Hipoétesis 1 Asumimos que C' es un operador positivo en b tal que:

(H1.1) Para todo | € N y para todo t > 0, D(C) C D(L(t)) y Li(-) o m¢ es medible como
funcidn de ([0, o0[xb, B([0, 00[xD)) en (b, B(b)).

(H1.2) Para todo t >0, D(C?*) C D(G(t)) y
G() omez : ([0, 00xh, B([0,00[xh)) — (b, B(h))
es medible.

(H1.3) Para todo t > 0 y cualesquiera x,y € D(C?) tenemos que:
| (G(t)z,y) [< K(1) [|z]lc 1yllc - (2.1)

Nota 2.1 Gracias a que D(C?) es un dominio esencial de C, usando la Condicion H1.3 y
un proceso de limite extendemos de manera unica la aplicacion (z,y) — (G(t)z,y) a una
forma sesquilineal acotada g, : (D(C), ||-lo) x (D(C),||-ll)) = C que satisface

l9: (2, )] < K@) [lzll¢ lylle
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donde K (t) es la funcion no decreciente y no negativa presente en (2.1). Ademds,
gi o (me,me) = ([0, 00[xh x b, B([0,00[xh x b)) = (C, B(C))
es medible, como demostramos en el Lema 2.1.

La nocién de C-solucion de (1.1) usada en [7, 16] explota la propiedad que D(C) C
D(G(t)). Como en este trabajo solamente D(C?) C D(G(t)), emplearemos soluciones varia-
cionales de (1.1) que son C-regulares.

Definiciéon 2.1 Supongamos que C wverifica la Hipdtesis 1. Sea T = [0,00[ 6 T = [0,T], con
T > 0. Diremos que un proceso estocdstico adaptado (Xy)we1 con valores en § y trayectorias

continuas es una C-solucion variacional de (1.1) en I con dato inicial Xy si y solo si para
todo t € I:

s E ||XtH2 <E HX0H2, X, eDC)P—csy

sup E [|CX,||* < oo.
s€[0,t]

» P-c.s, para todo x € D(C):
t 0ot
(Xi2) = (Xou2) + [ g.(me (X),0)ds + 3 [ (Lls) oo (X,) a)aW,
0 = /0
La siguiente hipotesis surge al reemplazar en los supuestos usados en [7] la propiedad
D(C) C D(G(t)) por D(C?) C D(G(t)) y la Condicion H1.3.
Hipotesis 2 Asumamos que C verifica la Hipotesis 1. Suponemos ademds que:
(H2.1) Para todo t > 0 y x € D(C?),
G (#)]* < () |z ¢e -
(H2.2) Para cada k € N, eziste una funcién no-decreciente y no-negativa Ky (t) tal que:
IL(8)x])* < K (1) [|2[l¢:

para todo t >0 y x € D(C).



(H2.3) Erziste una funcion no-decreciente y no-negativa o sobre [0, +o00[ tal que:
2Re(CPz, G(D)x) + Y |CLy(t)z|* < a(t) ||2[IZ
k=1

para todo t > 0 y x en un dominio esencial Dy de C?.

(H2.4) Eziste un dominio esencial Dy de C? tal que:
2Re(G(t)x,x) + Y | Le(t)z]* <0
k=1

para todo x € Dy yt > 0.

En la Seccion 2.3 probamos nuestro primer teorema, que afirma que (1.1) tiene una tnica
solucion C-regular bajo la Hipdtesis 2, ahora en el sentido variacional.

Teorema 1 Supongamos que C satisface la Hipdtesis 2. Sea Xy € L%((Fo,P), ). Entonces
(1.1) tiene una tnica C-solucion variacional (Xi)i>o con dato inicial Xo. Ademds,

E|CX,|” < exp(ta()(E[ICXo|” +ta()E || Xo|*).

Nota 2.2 Ya que D(C?) es un dominio esencial de D(C), de la Condicion H2.J concluimos
que:

(H2.4’) Existe un dominio esencial D3 de C tal que:

2Re (g0 (z,2)) + 3 | La(B)e” <0
k=1

para todo x € Dy yt > 0.

Directamente de la demostracion del Teorema 1, tenemos que el Teorema 1 sequird siendo
valido st reemplazamos la Condicion H2.4 por la Condicion H2.4’, que es mds débil pero estd
formulada en términos de g;.

La igualdad (1.3) nos permite deducir formalmente que el sistema cuéntico abierto de-
scrito por G (t) y Ly (t),La(t),... es conservativo, lo cual en nuestro contexto significa
que ]EHXtH2 es constante para todo t > 0. Sin embargo, esta propiedad no siempre se
cumple; por ejemplo, no todas las soluciones topologicas débiles de (1.1) son conservativas
(ver, e.g., |9]). En la Seccion 2.4 probamos nuestro segundo teorema, que establece la igual-
dad E || X,||* = E || Xo||* cuando X, es una C-solucién variacional de (1.1), asegurando una
propiedad ligada fuertemente a la interpretacion fisica del modelo (1.1).
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Hipoétesis 3 Adopte la Hipotesis 2 con la Condicion H2.J sustituida por:

(H3.1) Eziste un dominio esencial Dy de C? tal que para todo v € Dy y t > 0:

2Re(G(t)x,x) + Y _ | Li(t)z]* = 0.
k=1
Ademds, supondremos que (1.1) tiene una inica C-solucion variacional para cualquier dato
inicial en L% (P, h).

Teorema 2 Supongamos que C' satisface la Hipdtesis 3 y que Xo € LE(P,b) es Fo-medible.
Entonces (HXtH2)t€[0’T] es una martingala, en particular para todo t > 0:

E | X.)I* = E | Xo|*-

Nota 2.3 Similarmente a la Nota 2.2, el Teorema 2 continuard siendo wvdlido si reem-
plazamos la Condicion H3.1 por:

(H3.1°) Eziste un dominio esencial D3 de C tal que para todo x € D3 y t > 0:

2Re (g (2,2)) + 3 [ Lu(D)z]* = 0.

k=1

2.2. Demostraciéon de la medibilidad de ¢;

Lema 2.1 Supongamos que se cumple la Hipotesis 1. Considere la aplicacion g; definida en
la Nota 2.1. Entonces, la funcion

g.0 (WC’WC) : ([0,00[Xf) X [],B([0,00[X[) X h)) — ((C7B((C))
es medible.

Demostraciéon  Denotaremos provisionalmente como |-, a la norma de b (:=§ x b), o
sea
2 2 2
1@, )7 = Nzl + lylly

para todo =,y € h. Ademas pondremos

Grafo(C) := {(z,Cx) : x € D(C)},

10



que es el grafo de C. Ya que b es separable, (h x b,|-||;) es separable y por lo tanto
(Grafo(C),||-||,) también lo es. En efecto, sea {(u,,v,)}neny un conjunto numerable den-
so en (b2, ||-|l,). Para cada m € N, (Z,,(m),y,(m)) serd un un elemento, en caso de que
exista, perteneciente a:

B((tn, vn), —) 1 {(x, C) : « € D (C?)}.

m
Definamos a D como el conjunto formado por todos los elementos (Z,,(m), y,(m)). Como D
es numerable

D = {(zn,Cxy,) : n € N},

con x,, € D(C?). Luego D es denso en ({(x,Cx) : z € D(C*)}, ||-|l,)- Ya que D (C?) es un
dominio esencial de C, se tiene que D es denso en (Grafo(C), ||-||,)-
Para cada z € D(C) ponemos

pm(z) := min{||(z, Cx) — (z4, Cxp)|l, - k= 1,...,m}.

Del Lema 2.3 obtenemos que la funcion p,, : (D(C),B(D(C))) — R es medible, pues p,, es
un minimo de funciones medibles. Aqui, B(D(C)) son los borelianos del espacio formado por
D(C) y la métrica de h. Para cada € D(C) definamos

Zm () = T, (),

donde
() = min{k < m 2 p() = I|(2, C) — (2, Ca)II, -

Entonces cada z,, : (D(C),B(D(C))) — b es una funcion medible. En efecto,

{0+ 2m(2) = 23}

= Az pm(@) < (21, Cr) = (&, Cr) |} N0 { s p () <[220, Cjn) = (2, C)[
{2 pm(z) = |[(2), Cj) = (2, Cx)l| },

lo que implica

{x € D(C) : zpp(x) = 2;} € B(D(C))}.

pues p,,(z) y ||(zg, Cxy) — (2, Cz)||; son funciones medibles. Considere y € h y 7 > 0. Sean
Y1, ..., Yp los elementos de {1, za, ..., 2, } que pertenecen a B(y,r). Ya que

zm(D(C)) C{x1, 22, ooy T}y

2 (Bly,r)) = U{x D zm(2) = Y51 € B(D(C)).

11



Entonces z,,, : (D(C),B(D(C))) — b es medible, lo que implica que z,, omc : (h,B(h))) — b
es medible,
De la Condicion H1.3 tenemos que para todo z,y € D(C),

l9:(7,y) = gt (2m (), 2m (W) | < Nge(2, y) — ge(zm (@), Y| + |9:(2m (), y) — gt (2m (), 2 (9)) |
< K1) (|2 — zm(@)llo [¥llc + 2m@)]lo ly — 2m@)lle) -

Como ademas ||(zm(2), Czm(2)) — (2,C2)|l; \um—oo 0 cuando z € D(C),
lge(2,y) = ge(zm (@), 2m (YD) =m0 O

para todo x,y € D(C). Por lo tanto

9 (mc(2),mo(y)) = 1 gi (2 (70 (7)), 2m (7e (y)))
= lim (G(t) o 72 (2m (e (), ez (2 (Te (1))

para todo z,y € h. Entonces, la Condicién H1.2 nos lleva a concluir que

(tv z, y) = Gt (ﬂ'c(l‘), 7TC<y))

es medible. (O

2.3. Demostracion del Teorema 1

2.3.1. Lemas Previos

Por completitud, comenzaremos recordando tres lemas (Lemas 2.2, 2.3 y 2.4) que fueron
probados en |7].

Lema 2.2 Sea C un operador positivo en §.Para todo n € N consideremos el operador
acotado R, = n(n+ C)~'. Entonces:

D(C) ={xz € bh: (CRy)nen converge} = {x € h:sup ||CR,z| < co}.
neN

Demostracion Como —C' es disipativo y autoadjunto, entonces para todo z € D(C) se
tiene que
CR,x —,0 C. (2.2)
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(ver, e.g., [19]). En consecuencia, D(C) C {z € b : (CR,Z)nen converge}, luego

D(C) C {w € b : sup |CRua]| < oo},
neN

pues {z € b : (CR,x)nen converge} C {x € b : sup,cy [|CR.x| < o0}

Ahora, asumamos que (||CR,x|)nen es acotado. Del Teorema de Banach-Alaoglu, de-
ducimos que existe una subsucesion (C'R,,, x)ren que converge débilmente a un vector z € b.
Ya que para cualquier x €  tenemos que R,z — z, para cualquier y € D(C),

(z,Cy) = lim (R, xz,Cy) = lim (CR,, z,y) = (2,Y).
k—o0 k—o0
Entonces x € D(C*)(=D(C)) y C*z = z, lo que implica que

{r € h:sup||CR,z| < o0} CD(C).
neN

O

Lema 2.3 Sea C un operador positivo en . Si L € L((D(C), |||lo).h), entonces L o me
(h,B(h)) — (b, B(h)) es medible.

Demostracion  Sea R,, como en el Lema 2.2. Del lema 2.2 se concluye que D(C') es un
conjunto medible borel en b y asi 7¢ : (b, B(h)) — (h,B(h)) es medible. Por otro lado, el
rango de R, es un subespacio de D(C) y L € L((D(C), ||:|lo),b), luego LR, € L(h). Ya que
LR, es continuo, LR, o m¢ es medible. Combinando el hecho de que R,, —, o I con (2.2),
se tiene que LR, o mc —, .00 L © e, lo cual implica que L o ¢ es medible. [

Nota 2.4 Cuando L es un operador cerrable en by, tal que D(C) C D(L) donde C es un
operador positivo, entonces, usando el teorema del grafo cerrado, se puede concluir que L €

LD -lle). b)-

Lema 2.4 (Extension de la Condicion H2.3 de D; a D(C?).) Supongamos que se cumple
la Hipdtesis 2, salvo H2.4. Sean x € D(C?) yt > 0. Entonces Li,(t)z € D(C) para todo k € N,
y ademds

2Re(C%z,G(t)r) + Z |CLy(t)z||” < aft) Hx||20 (2.3)
k=1

13



Demostracién  Sea z € D(C?), como D; es un dominio esencial de C?; existe (2, )nen C
D; tal que z, — x y C?x, — C?x, esto es |2, — 2|/ ;2 —Fn—oo 0. De la Nota 2.4 tenemos que
C' es relativamente acotado con respecto a C%. Luego ||z, — x||; —n—00 0, por consiguiente

at) |zallf —nmee a(t) )17 (2.4)
Ademas, de la Condiciéon H2.1 se deduce que:

1G(1) (20 = @) < K (1) lzn = 2ll62 —nso0 0,

de donde
2Re(C?1y, G(1)T0) —nsoo 2Re(C?x, G(t)T). (2.5)
La Condiciéon H2.3 nos lleva a que para todo n € N:
2Re(C?1,, G(t)x,) + Z |C L)z, |” < alt) |22 - (2.6)
k=1

Debido a (2.4) y (2.5) obtendriamos (2.3) tomando el limite cuando n — oo en (2.6) si
probamos que

Tim Y (CLi(t), |2 = 3 | CLe(t)a]* (2.7)
k=1 k=1

De (2.5) y la Condicion H2.3 se sigue:
D NCLut) (@ = zn)II* < alt) llrn — 2alle: — 2Re{C* (@ — 2a), G(O) (@0 — za)).  (2.8)
k=1

Usando la Condicion H2.1 obtenemos

‘Re<02($n = Zp), G)(Tn — Tm))] | <02($n = Zp), G() (X0 — Tm)) |

<
< K(t) ||z, - xm”?ﬂ .

Asi que de (2.8) deducimos que para todo ¢ > 0, existe N (¢) € N tal que para todo
n,m > N (e),

D NCLy(t) (= ) |* < €. (2.9)

Por lo tanto,

ICLu(t)(@n = z)II* < D NOLe() (@0 — 2)|* —nmsoc O,
k=1
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luego existe y € h tal que ||CLg(t)x, — y|| —n—oo 0. Aplicar la Condicion H2.2 produce
VL4 ()n — L)zl < Kn®) 20 — 2lle —nsne O,

asi que Ly(t)z, —nooo Lr(t)x y CLi(t)x, —>p—0o y. Como C es cerrado se sigue que
Li(t)x € D(C) y CLi(t)x = y. Lo que implica que

IO Ly (t) 2 — CLiu()2]| —n_sec 0.

Si n > N (€), tomando limite cuando m — oo en (2.9) produce

J
D NCL(E) (= )|* < e
k=1
para todo 5 € N, y por consiguiente
S ICLL) @, — D) <
k=1

Lo que implica (2.7), completandose la demostracion del lema. [J
Ahora extenderemos la Condicién H2.4 de Dy a D(C).

Lema 2.5 Bajo las Condiciones H1.3, H2.2 y H2.J, se tiene que

2Re (gi (a,2)) + 3 | L] <0
k=1

para todo x € D(C) yt > 0.

Demostracién  Sea z € D(C). Como D(C?) es dominio esencial de C', D, es un dominio
esencial de C, luego existe (,)nen € Dy tal que x, = z y Cz, — Cx, esto es

|zn — x|l o —n—00 0.

Usando la Condicion H2.4 obtenemos que para todo n € N:

D I Lk®)zall* < —2Re (g: (wn, 20)) - (2.10)

k=1
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Aplicando la Condicion H1.3 deducimos que

’gt (xnwrn) — Gt (I7‘T)| < |gt (ZL‘n - I,In) + gt (ZL’,I‘n - $)|
< ge(@n — 2, 20)| + [ge (2, 20 — 2))|
< K@{llzn — zlle [lznllc + llzlle [|2n — 2llc} —n—00 0.
Por lo tanto, (2.10) implica
lmsup Y || Le(t)aa|* < —2Re (g (z,2)) . (2.11)
n—oo

k=1
De la Condicion H2.2 tenemos que
1Lk ()2 — Li(t)z]|* < Ki(t) [[2n — 2l& —nso0 0,

de donde
I Lie(t)2nll® — oo || Li(t)z])?

Luego, el lema de Fatou produce
S O Le@)z]* = iminf || Ly(t)a,|* < Mminf Y || Li(t)z.|
1 o1 n—oo n—oo e

que unido a (2.11) nos lleva a

> Lk@®)z]* < —2Re (g; (z,2)) .

k=1

2.3.2. [Ecuaciones aproximadas con coeficientes acotados

En esta Memoria obtendremos la solucion X; de (1.1), en términos de un L?*(PP, h)-limite
débil de soluciones de una sucesion de ecuaciones de evolucion estocasticas, cuyos coeficientes
son acotados. Con este fin consideramos el resolvente de —C?,

R,=n(n+C*!

para todo n € N, y la siguiente ecuacioén de evolucion estocastica.
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Definiciéon 2.2 Bajo los supuestos del Teorema 1, esto es, asumiendo la Hipotesis 2, X" es
la unica solucion continua de:

t n t
Xf:X0+/ G”(s)X:ds+Z/ LM ()X dWE, (2.12)
0 k=1 0

donde G"(s) = R,G(s)Ry, L}(s) = Lig(s)R, yn € N.

Nota 2.5 FEl rango de R,, es un subespacio de D(C?), asi que G™(t) estd bien definido. Como
[Rall <1,

G (t)x | |1RnG(t) Ry ||

1R 1”1 G(1) Rt ||

G () Ryz||?

K(t) || Ruz||.

KE@{||Ruz|” + ||C*Roz ||}
K@ {|lz]* + || C2Ra||* [|2]*}
KO{1+ [|C? R} ||

VAN VANRVAN|

IN

Luego G™(t) es un operador continuo cuya norma satisface

I (1)) < /K@ + [C2Ra).

Similarmente, la Condicidon H2.2 nos lleva o L} (t) € L(h). En efecto, de la Nota 2.4
tenemos que C' € L((D(C?), ||-||c2),h), luego CR, € L(). Ademds,

IZE @Ol = | Lu(t)Raal
5(t) | Ruc,

k
(t)
= Kp(){|Ruz|® + |CRuz|*}
(t)
()

IN

Ke(O){llz]” + ORI |2]*}
Ke(O){1 + [ICRA "} [l

IA A

Por lo tanto L} (t) es un operador continuo y

L@ < \/Kk(t){l + ORI}

Combinando las observaciones anteriores con las Condiciones H1.1 y H1.2 concluimos
que los procesos (X" )nen estdn bien definidos.
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Esta subseccion esta dedicada a las propiedades de la sucesion de procesos (X"),en. Las
demostraciones de los dos primeros lemas (Lemas 2.6 y 2.7) constituyen versiones ampliadas
de las demostraciones de los Lemas 5y 6 de [7].

Lema 2.6 Asumamos la Hipdtesis 2, sin la Condicion H2.5. Considere t > 0. Entonces
E X7 <E|IX|*. (2.13)
Ademds para todo x € by tenemos que
2Re((G 1)z, 7)) + 3 ILE (B <. (2.14)
k=1

Demostraciéon
Sea x € h. Ya que el rango de R, es un subespacio de D(C?) C D(C), del Lema 2.5
tenemos que

2Re((gi (Rp, Ruw)) + ) || Li(t) Ryz||* < 0. (2.15)

k=1

Puesto que R, es autoadjunto y R,z € D(C?):

gt (Rpx, Ryx) = (G(t)Rnz, Ryx)
= (R,G(t)R,x,x)
= (G"(t)z,x).

Como ademéas Ly (t)R,x = L}(t)x, la desigualdad (2.15) nos lleva a (2.14).
Aplicando la formula de Ito (ver, e.g., [22]) se deduce que:

t
X =l + (2Re<G" 02 XD+ 3 I X”H) s @)
+Z / 2Re(L(s) X7, XM)dWF.
Usando (2.14) producimos:

X1 < (1 X0l +Z/ 2Re(L(s) X7, XM dWF. (2.17)
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Sea 7; = inf{t > 0 : ||X*|| > j}. Entonces cada 7; es un tiempo de parada y 7; T oo
cuando j 1T co. Ademas,

tAT; t
E/ (Re(Lj(s)X], X)) ds < j4/ LR ds < 5K, () (1+ [|ICRA[") ,
0 0

por lo que el proceso
n '/\Tj
S [ arelti(o) Xz X)Wk
k=170

es una martingala continua de cuadrado integrable (ver, e.g., Teorema 4.12 de [22]). Luego

n tAT;
E (Z /0 zRe<Lz(s)Xg,Xg>de> =0
k=1

Asi de (2.17) se obtiene que

n 2 2
E x5, || <EIxl.

Como X' tiene trayectorias continuas, aplicando el lema de Fatou se deduce que

2
E|X7 | < timinfE || X7, | < B X7
j—o0 J

O

Lema 2.7 Adoptemos la Hipdtesis 2. Si Xy € LZ(P,h), entonces
E[|CX7|* < exp(ta(t)) (B [|CXo|* + ta(t)E || Xo|*). (2.18)

Demostracién Sea x € b. Entonces R,z € D(C?). Ya que C?R,, es acotado, la Condicion
H2.1 nos lleva a:

|G Rul]® < K (1) [ Ruelo < K () (1+[[C2Ra|) fl2]?,

luego G(t)R,, es acotado. Como CR,, es acotado, CG™(t) = CR,G(t)R, es acotado, asi que

1/2

lecm @l < K@ ICr (1+ | Raf°) (2.19)
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Aplicando el Lema 2.4 con R,z en lugar de = se obtiene:
2Re(C*Ryx, G(t) Ryz) + Y [|CLk(t) Ruz|)* < a(t) || Ruz |2
k=1
Entonces para todo x € b,

lcLy®=)® < Y lCLp el
=1

< aft) HRna:Hé — 2Re(C*Ryx, G(t)R,x)
< a(t) | Rezll7 + 2 |(C*Ryw, G(t) Ruz) |
< a(t) | Ruz|lg + 2||C*Ruz || |G(2) Ru|
< a(Of1+ ORI} |2]|* + 2[|C R | |G Rl ||, 2],

asi que C'LY(t) es un operador acotado, con

[CLE@)]| < \/Oé(t) (1+ ICRA[1%) + 2| C2 R |G (1) Ra-
Sea x € D(C?). Recordemos que R, es autoadjunto y que R,Cz = CR,x, luego

(Cx,CG"(t)x) Cz,CR,G(t)R,x)
(CR,)"Cz,G(t)R,x)
R,C?z,G(t)R,x)

C?’R,z,G(t)R,x).

o~ o~~~

y asi del Lema 2.4 con R,z en lugar de x se tiene:

2Re(Cx, CGM(H)x) + > _ICLE )| < 2Re(Cx, CG™(t)z) + > |CLE ()|
k=1 k=1

< a(t) | Rax|l?
< a(t)]lz] .

Puesto que D(C?) es un dominio esencial de C'y CG"(t), CL¥(t) son operadores acotados,
un proceso de limite nos permite extender la anterior desigualdad a: para todo z € D(C),

2Re(Cx, CG"(t)z) + Z |CLy )] < alt) |22 . (2.20)
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Usando (2.13), en el Lema 2.6 se obtiene:

E|CG"(0)X}* < |CG" (1)1 E || Xo”

y
E(CLE®)XP* < ICL O E [ Xol*,
0 sea,
n n|2 n 2
ECG"#®) X" < K"(H)E || Xol (2.21)
y
E|CL)X® < Kp(HE || X0 (2.22)

En virtud de (2.21) y (2.22), podemos usar las Proposiciones 1.6 y 4.15 de [22], para
intercambiar el operador C' con la integral de Bochner y la integral de Ito, respectivamente,
y establecer que C' X' =Y,", P-c.s., donde el proceso Y" esta definido por:

Y™ = CXo+ / Ca" ()X ds + Y / CLM(s)X"dWE.
0 1 70

Finalmente, elegimos 7; = inf{t > 0 : ||Y;*|| > j}. La desigualdad (2.13) implica:

2
E|Re(Y"  CL'(s)X™)

< E(YJ,,CLy(s) X))

SAT;) —
2
< E{||Y, || ICLis)XTI}
n 2 n 2 n||2
< E{|\Yir, || NCLEG)IPIXEN}
2
< E{||Yo,|| YICLR(s) P E{IX1"}

< FPICLES) I E 1 Xol>.

Aplicando la formula de It6 (ver, e.g., [22]) se obtiene:

Y’n

tAT;

E|

2 tAT; n
—ECX*+E [ (@R(CC(s)XIYT) + 3 [CLI )X s
0 I=1
Como Y = CX P-c.s. combinando (2.13) con (2.20) se obtiene:

2 t
v, || < BIOXI? +a(E [ BICXI?ds + taE X0l
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Ahora, el lema de Fatou nos lleva a:

E|V|? < liminfE

.]*)OO

n
)/t/\T

t
< E|CXo| + ta(dE | Xo| + alt) / E||Y7|? ds.
0

Combinando el lema de Gronwall-Bellman, en forma integral, con esta dltima desigualdad
se obtiene (2.18). O

Ahora podemos recuperar el resultado dado en en Lema 7 de [7] a pesar que en nue-
stro contexto G (t) no es relativamente acotada con respecto a C, con este fin usamos las
Condiciones H1.3 y H2.1.

Lema 2.8 Fijemos T' > 0. Entonces, bajo las Hipotesis del Teorema 1 tenemos que
B[ X} = XI|* < Krx, (t = 5), (2.23)
donde 0 < s <t <T y Krx, es una constante positiva que solo depende de T' y X,.

Demostracién  Considere 7; = inf{t > 0 : || X]*|| > j}. Aplicando la férmula de It6 a
Xihr, = Xgar,» de una manera similar a como se aplico en la demostracion del Lema 2.6, se
obtiene:

EH tAT; XTL

SAT;

2 t/\‘l‘j n
_ ]E/ 2Re(G"(r)X], X2 — X2 + S Lp X7 ) dr
s =1

/\Tj

Usando (2.14), en el Lema 2.6, se deduce que

2Re((X]' = XI'.G"(r) X)) + > _IILp X7
=1

= 2Re((G"(r) X[, X! = X))+ Y _|Lrx;

=1

< 2Re({G"(r) X}, X[) — 2Re((G™(r) X7, X7) +ZHL"X”H2
< —ZHL"X"] — 2Re((G™(r) X", X)) +Z||L”X"||
< —2Re(<G”< )X X))

22



Por lo tanto

2 t/\Tj
B(xp, - x5, < B[ -2Re(Grx X)ar

ATj

Ya que X', X7 € D(C) a.s., aplicando la Condicion H1.3 se llega a

—2Re((G"(r) X", X))

IN

2[(G"(r) X, X
2[(G(r)Rp X, R X7
2K (r) [[Bn Xl 1B Xl
2K(T) |1 Bn Xl M Bn Xl
2K(T) [| X Mo 15 -

VAR VANRVAN

Asi, combinando el lema de Fatou con el hecho que X™ tiene trayectorias continuas obten-
e110S:

E|X"— X" < liminfE

j—o0

t
2K (T) / E{| X" | X7 o }dr

X — X2

tAT; SA\T;

IN

IN

t
2K(T) [ EIGIEI 224
Los lemas 2.6 y 2.7 producen:

n|2
EIXS e

E{||X711° + |CX7*}

E|X7|° +E[CX7|?

E || Xoll* + exp(ta(t)) (B | CXo|* + ta(t)E || Xo|[*)

E || Xol* + exp(To(T))(E | CXo||* + Ta(T)E || Xo[*).

IA A

De manera similar, se deduce que:
E[IXZ [l < B[ Xol* + exp(Ta(T))(E | CXo|[* + Ta(T)E || Xo|").
Por lo tanto, (2.24) produce:

E |1 X7 — X3

IN

t
2K(T)/ E[|Xo[|” + exp(Ta(T))(E [ CXo||* + Ta(T)E|| Xo|* dr

IA

2K(T) (E | Xoll* + exp(Ta( D) (EICXo||” + Ta(TE || Xo|*) (t — 5),
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obteniéndose la desigualdad deseada con

Krx, = 2K(T) (E[|Xo||* + exp(Ta(T)) (E | CXo|* + T T)E || Xo]) -

2.3.3. Construccion de una solucién de (1.1)

A continuacion se obtiene una C-solucion variacional de (1.1) como limite de una sub-
sucesion de (X™),en.

Definicion 2.3 Para todo n € N denotamos por (BXo™) . la filtracion que satisface las

condiciones usuales generada por Xo, W1, ..., W™. Para todo t > 0, elegimos:
X() W U BX()7
neN

y ademds definimos:
Xo,W __ Xo,W
B = m B
e>0

Gracias a los resultados de la Subseccion 2.3.2 podemos replicar los argumentos empleados
en las demostraciones de los Lemas 8 y 9 de [7| para probar los siguientes dos lemas.

Lema 2.9 Sea T > 0. Adopte los supuestos del Teorema 1. Entonces (X™),en contiene una
subsucesion (X" )ren para la cual existe un proceso (Bﬁ”w)te[gﬂ—pmdecible (Zt)tepo,m tal
que, para todo t € [0,T:

XM —ioo Zy débilmente en L*((Q, B;*" P), p). (2.25)

Demostraciéon

Sea (X;)jen una base ortonormal de L2((€2, B;" P),h). De la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, junto con Lema 2.8 se obtiene que la familia de funciones complejas (E{x;, X™))nen
es equicontinua, para cada j € N. Usando el Lema 2.6, el teorema de Arzela-Ascoli y ar-
gumentos de diagonalizacion deducimos que podemos extraer de (X™),cy una subsucesion
(X™ )ren tal que (E(x;, X™))ken es uniformemente convergente en [0,7], para cualquier
j € N. Del Lema 2.6, se sigue que (X;"* )y es débilmente convergente en L?((2, Bj)fo’w, P), h),
para todo t € [0,T]. Asi, dado que X es B;*" -medible, para cualquier ¢ € [0, T], existe
una v.a. ¥, que es BtXO’W—medible y satisface:

X™ —4 oo ¥ débilmente en L2((Q, B P), ). (2.26)
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En virtud de (2.26) tenemos que para cada j € N:
(€j, Xi™) — koo (€,1)  débilmente en LQ((Q,B;XO’W,]P),(C),

donde (e;);en es una base ortonormal de . Aplicando el Lema 2.8 y, por ejemplo, la relacién
(1.26) de la Pagina 137 de [11] llegamos a:

E [{ej, 10 — )|* < liminf E |(¢;, X;™* — XY * < Krpx (t — 9).
— 00

—_——

Entonces (ej, 1) tiene una version Bﬁo’w—predecible, que denotaremos por (e;, 1)), ver, e.g.,
Proposicion 3.6 de [22].
Finalmente, definimos A como el conjunto de todos los (t,w) € [0,T] x €, tales que

P

> i1 (€, 1), (w)e; converge cuando n — oo. Ademds, elegimos

Zy(w) = { > mxw)% si(t,w) e A

0, en el otro caso

O

Lema 2.10 Bajo los supuestos del Teorema 1 y usando la notacion del Lema 2.9, se tiene
que para todo t € [0,T:
E|IZ|* < E[Xo|*, (2.27)

Z;€DIC)P—cs. y
E[CZIP < exp(ta(®)}{E |CXoll* + ta(t)E | Xol*}. (2.28)
Ademds, para todo t € [0,T] tenemos que
LM XM — oo Ly(1)Z,  débilmente en L*((2, B> | P), ). (2.29)

Demostracién Combinando (2.25) con el Lema 2.6 se obtiene (2.27).

Para cada U € L*((Q, B*" ,P),h), el teorema de convergencia dominada establece que
RyU — oo U en L2((Q, B P),h), donde R, = n(n + C?)~'. Asi, usando (2.25), se
obtiene que

E(U, R, X;"*) = E(R,,, U, X|"*) —1—00 E(U, Zy). (2.30)

Para L € L((D(C),|I-lo): b), definamos L™ = LR,,. Puesto que ||R,|| <1y que R,C C
CR,, aplicando el Lema 2.7 y el teorema de Banach-Alaoglu, deducimos que cualquier
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subsucesion de (X;™), .y contiene una subsucesion (X,f)
(L'X}) e v (CRIXY)

Jeny €N notacion abreviada, tal que

Jen Son débilmente convergentes en L2((, BXW P), b). Asi, por (2.30),

(R X!, L'X! CR,X!) converge débilmente en L2((Q, BX" | P), h*). (2.31)

A su vez, el conjunto D(C) x L(D(C)) x C(D(C)) es cerrado en b3, ya que L es aco-
tado con respecto ||-||, y C es un operador cerrado. Por lo tanto, el conjunto formado por
todas las tripletas (n, Ln,Cn), con n € LQC((Q,BtXD’W,]P’), h) es un subespacio cerrado de
L*((©, BxoW, ), h3), luego dicho conjunto es es también cerrado con respecto a la topologia
debil de L2((Q, B, P), %), ver, e.g., Problema 1.34 de la Pagina 138 de [11]. Luego,
combinando (2.30) con (2.31) se llega a que (RX}, L'X!,CR/X!) converge débilmente a
(Zy, LZ,,CZ;) en L2(Q, B, P),b?) cuando | — oo. Lo que implica

L™ X" —, oo LZ, débilmente en L?((Q, B, P),p). (2.32)

De la Condicion H2.2, podemos elegir L = Li(t) y obtener(2.29). Eligiendo L = C, del
Lema 2.7 deducimos (2.28). [

La demostracion del proximo lema es completamente nueva.

Lema 2.11 Adopte los supuestos del Teorema 1 y la notacion del Lema 2.9. Considere
t € [0,T]. Entonces, para todo y € D(C) yn € L2(<Q, BtXO’W,]P)> ,C) tenemos que

Eg: (Rn, X¢* ny) — Egi (Ze,my) - (2.33)

Demostraciéon
Ya que C' es un operador positivo, (D(C), (-, )¢) es un espacio de Hilbert, que ademés
es separable porque b lo es (ver, e.g., demostracion del Lema 2.1). Entonces

L2 (2,81, P) (D(C). (-, )c))
es un espacio de Hilbert separable. Ahora definimos el funcional
Féay : L2 <<Q’ B?fX()7W7P> ) (D(O)a <" >C')> —C
a través de

EJ(X)=E (g (ny, X))
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Ya que ¢ (+,-) es lineal en su segunda componente, ngy es un funcional lineal. Ademés,
supongamos que X, — 00 X en L2 ((Q,BfO’W,IP> ,(D(C), (-, >C)> Luego,
|Fy (X0) = Fy  (X)] < Elg (ny, X — X,)| <EK () [Cryll [|X = Xl
de donde
|Fyy(Xn) = Fp (X)) < K@) ICYIE{[n] | X = Xallo} —ns00 0,

lo que implica que F;;’y es continuo. O sea, Féy es un funcional lineal y continuo del espacio de
Hilbert separable L? ((Q, B, IP’) ,(D(O), (-, >C)) en C. Un teorema de representacion de

Riesz nos asegura que existe un tinico ® perteneciente a L? <(Q, Bxo", IP) ,(D(O), (-, >c))

tal que
F,,(X) =E(®,X) +(C?,CX)),

y entonces
F,iy(X) =E(?, X) + E(CP,CX),

debido a que X, CX, ® y C® son variables aleatorias h-medibles, pues la identidad de
(D(C), |Ilo) en b es una aplicacion continua.
Regresando a la demostracion del Lema 2.10, tenemos que

(Rp X™,CRy X™) —» (Z,,CZ,)  débilmente en L2((€, B; ", P), p2).

Ademas, 7o (R, X[™) : (,B,°") = (D(C), (-, )e) ¥ me (Ze) : (0, B,") = (D(C), (-, )c)
son medibles (ver, e.g., Proposicion 1.6 en la Pagina 21 de [22]). Por lo tanto

Fy(me(Zy) = (B(®,7c (Z)) +E(CP, Cre (Z4)))
= kh’m (E(®, e (R, X)) + E(C®, Cre (R, X[™)))
—00
= ]}LIEO F;;,y(ﬂ—c (RnkXZlk))u
de donde, al usar la definicion de F! . se obtiene (2.33). O

777y’

Nota 2.6 Sea y € L*((Q, 8™ P),C), cont € [0,T]. Entonces
mo ot
C=EWBS™) + Y [ Hawy,
j=1"0

donde H', H?, ..., H™ son procesos estocdsticos B;"""™ -predecibles tales que H', H?, ..., H™ €
L2(([0,T] x Q,dt ® dP),C).
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La demostracion del siguiente lema utiliza los argumentos usados en le demostracion del
Lema 10 de [7].

Lema 2.12 Consideremos la sucesion (X™)ren y X dados en el Lema 2.9 y Nota 2.6, re-
spectivamente. Bajo las Hipotesis del Teorema 1,

ng t oo t
i B [ L @X o) =B [ LomeZ)awlg (234
=1 =1

k—o0

para cada x € .

Demostraciéon De acuerdo al Lema 2.5,

2Re (g; (w,2)) + ) [ Le(D)z]* <0

para todo x € D(C') y t > 0, Por la Condicion H1.3 y la Nota 2.1 se tiene que
S IEu(t)el < ~2Re (g0 (2,2)) < 21(90 (w,2))| < KO .
k=1
o sea para todo x € D(C) y t > 0,
i [Li(t)z]|* < K(2) ||zl (2.35)
k=1

Sean H', H?, ..., H™ los procesos sefialados en la Nota 2.6. Usando el Lema 2.6, propiedades
de la integral estocéstica y el teorema de Fubini se tiene que para todo n > m:

Ex() /0 Ly (s)XJdW/,x) = /0 EH(L(s)X", z)ds.
=1 =1

Debido a (2.29), para [ € {1,...,m} tenemos que:
BHULY(8)X™, 2) — 4500 EHY{Li(8)7c(Z,), 7).

Como ||R,|| <1y R,C C CR,, combinando los Lemas 2.6 y 2.7 con el teorema de conver-
gencia dominada se obtiene que

t t
/ EHL(LY () X" 2)ds — 00 / EH (Li(s)mc(Z,), z)ds,
0 0
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donde [ =1,...,m. Asi,

1meZ/ L™ (s) X ™ dW!, xz) Z/ EH (Li(s)mc(Z,), x)ds. (2.36)

k—o0

Combinando los Lemas 2.6 y 2.7 con la Condicién H2.2 se deduce que:

Z/ EH (L(s)nc(Z ds—ZEX/ re(Zy), z)dW?

cuando n > m. Gracias a (2.35) tenemos que

Z/ Li(s)me(Zs)dW! H,HOOZ/ Ly(s)w(Z,)dW! en L*(P, ).

Por lo tanto

m t 00
Z/ EH(L(s)mc(Z,), x)ds = Ex Z/ Li(s)me(Zy), x)dWE,
1=1 70 1=1 70

Luego, aplicando (2.36) llegamos a

k—o0 0

o t

lim [E( Z / Ly ()X AW}, xar) = Ex() | / Li(s)me(Zy), x)dW!.
=1

O

Lema 2.13 Sea T > 0. Asumamos que se cumplen las hipdtesis del Teorema 1 y que Z es
descrito como en el Lema 2.9. Entonces, para todo t € [0,T| y x € D(C) tenemos que

(Zy,x) = (Xo, ) + /Ot gs (mc(Zs), ) ds + Z/ (Li(8)me(Zy), x)dWE, (2.37)

Demostracion  Considere z € h y x € L2*((Q, B, P),C). Sea (X" )y la sucesion
dada en el Lema 2.9. De acuerdo al Lema 2.12 tenemos que

lim B / XM dW! ya Z / Ly(s)me(Zs)dWE, xx). (2.38)
— 00 —1 0
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De la definicion de g4(+,-) tenemos que
(G™ (s) X, x) = (G(8)Rp, X%, Ry ) = gs (Rp, X%, Ry, )
Como R, —,00 I, de (2.33) obtenemos
E{(G™ ()X, 2)E[XIB "]} —nsoo E{gs (me(Zs), o) E[x| B ]}

Combinando los Lemas 2.6 y 2.7 con el teorema de convergencia dominada deducimos que
t t
/ E{(G™(s) X[, 2)E[x|B;" [}ds — im0 / E{gs (1e(Zs), x) E[x|BI" [} ds,
0 0

pues E[x|BX>W] € L*(P,C). Luego
t

t
lim [ E(G™(s)XI*, xx)ds :/ Egs (m.(Zs), xx) ds. (2.39)
0

k—o00 0

De (2.25), (2.38) y (2.39), empleando la definicion de X™ obtenemos que

Ex(Z.,7) = Ex (<Xo,x>+ / 6o (r(Zy), 2 ds + 3 / <Ll<s>7rc<zs>,x>dvv;>. (2.40)

Aplicando un teorema de las clases mondtonas, ahora extendemos el rango de vélidez de
(2.40) de x € L*((Q, B, P),C) a x € L*((Q, 8", P),C) acotado. (]

2.3.4. Fo6rmula de 1t6

Lema 2.14 Asumamos que se cumple la Hipotesis 1. Sea (Xi)icpr una C-solucion varia-

cional de (1.1) en [0,T] con dato inicial Xo. Entonces, P-c.s. para todo t € [0,T] tenemos
que

IX:]* = ||Xo||2+/0 <2R€(98(X8aX8))dS+Z||Lk(S)Xs||2> ds (2.41)

k=1

o0 t
+y° /0 2Re(Li(s) X, Xs)dWE
k=1
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Con vistas a demostrar el Lema 2.14 recordemos primeramente el concepto de tripleta
de Gelfand. Supongamos que V' es un espacio de Banach tal que V' C h de manera continua
y densa, donde § es un espacio de Hilbert complejo separable. Entonces, sus espacios duales
b* v V* satisfacen h* C V* de manera continua y densa también. Usando el teorema de
representacion de Riesz identificamos a h y b*, luego

VCh=hy"CV"

de manera continua y densa. Llamaremos a (V. h, V*) una tripleta de Gelfand.
Generalizando directamente a espacios de Hilbert complejos una féormula de It6 bien
conocida, ver, e.g., Teorema 4.2.5 de [23], llegamos a:

Teorema 3 Sea Xy € L*(Q, Fy,P;h). Consideremos el I-proceso de Wiener cilindrico W
sobre el espacio de Hilbert separable U. Supondremos que Y € L*([0,T] x Q,dt @ P;V*)
y Z € L*([0,T] x Q,dt @ P; Ly(U, b)) son progresivamente medibles. Definimos el proceso
estocdstico continuo (Xt)te[o,T} con valores en V* a través de

X, = X, + /O tY(s)ds—l— /0 tZ(s)dW(s)

para todo t € [0,T). Asumamos que existe X € L2([0,T] x Q,dt @ P,V) tal que X = X
dt @ P-c.d. Entonces, (Xt)te[o,T} es un proceso adaptado con valores en §y que es continuo y

satisface:
E ( sup HXtH§> < 00.
t€[0,T]

Ademds, se cumple la siguiente formula de Ité para la norma al cuadrado de X;: para todo
t €10,T] tenemos que

Pocs Xl = Xl [ (2Re (o 0760 KED) + 1206y ) ds
+/O 2Re(X(s), Z(s)dW,)y,

donde X es cualquier dt ® P-version progresivamente medible de X.

Demostracion del Lema 2.14
Consideremos la tripleta de Gelfand de referencia (V, h, V*) dada por V = (D(C), ||-||o) ¥
h= (b, (). Como C es autoadjunto, D(C') = h. Ademés para todo v € D(C) tenemos que
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|v|| < |lv|lo- En consecuencia, la inclusién canénica (D(C), ||-||o) — (b, (:,-)) es continua y
por lo tanto nuestra tripleta de Gelfand esta bien definida.
Elijamos

Y(s):=gs(Xs, ) -
De la Nota 2.1 se tiene que para todo v € V,
Ys(v)] = 1gs(Xs,v)| < K(s) [ Xslle [|vll o

Ya que g;(,-) es lineal en la segunda componente, tenemos que Y (s) € V*. Ademés,

/ "E¥(s)

T
2 ds < / (K (3))°E | X, |12 ds

B / (K () (E|X.JP +E[CX,]?) ds

T
< / (K(s))? (EHX0||2+ sup E||0Xt|!2> ds
0 te[0,7

8

< T(K(T))? <E||X0H2+ sup EHCXtIIQ) <
te[0,7]

Por lo tanto, Y € L?([0,T] x Q,dt @ P; V*).
Por otro lado, introducimos el espacio auxiliar:

U:=1(C) = {x = (n)nen : »_ |anl* < o0},

y consideramos una base ortonormal (py)ren de U. Para todo v € U, definimos

[e.e]

Z(s)(v) == Z(pk,v)ULk(s)Xs.

k=1

Luego, Z toma valores en Ly(U, b))y Z € L*([0,T] x Q,dt @ P; Ly (U, h)). En efecto, combi-
nando el Lema 2.5 con (2.35) deducimos que

1Z) awny = D 1Z(s) @)1

D k()X
k=1

—2Re (gs (X87 XS))
2K(T) || X.]|%

IA A
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de donde se concluye nuestra afirmacion.
Finalmente, definimos

o]
k
W, = E W pk,
k=1
donde W* es la sucesion de movimientos brownianos independientes a valores reales dados

en (1.1). Entonces, (1W;), es un I-proceso de Wiener cilindrico con valores en U.
Identificando X; con (Xj,-) ahora podemos escribir

t t
Xt:X0+/ Y(s)ds+/ Z(s)dW,.
0 0

Ya que X € L?([0,T] x Q,dt x P; V), aplicando el Teorema 3 obtenemos que

IX)* = |!Xo||2+/0 ((QRe(gs(Xs,Xs))d8+ZIILk(S)Xs||2> ds

k=1

0 t
+Z/O 2Re(Ly(s) X, X,)dW".
k=1

2.3.5. Demostracion Teorema 1

Demostracién |Unicidad]
Supongamos que Z; e Y; son dos soluciones C-variacionales de (1.1), ambas con dato
inicial X, entonces el proceso A, := Z; — Y}, satisface:

t e o] t
At=/ s (As,-)ds+2/ Li(s)AgdWE.
0 =170

Del Lema 2.5 se deduce que

2Re (g5 (As, A5)) + Z HLk<S)ASH2 <0.

k=1
Luego, aplicando el Lema 2.14 llegamos a
S t

1A < Z/ DRe(Ly(s) A, Ag)dIWE, (2.42)
k=170
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A continuacion probaremos que (2.42) nos lleva a que A; es indistingible de cero. Con
este fin, definimos 7, := inf{t € [0,77] : ||A¢|| > n} AT. Tenemos que 7, T Ty cada 7, es un
tiempo de parada. Ya que

]E(/ S ARE(Li(s)As, A))ds < 41@:2/ (Li(s)A, A2 ds
0 k=1 k=10
By [ 1A LA ds
k=10
4n2E/nZ||Lk(s)As||2ds
0 k=1

4n2E/0 K(T) || A% ds

IN

IN

IN

IN

T
4n2K(T)]E/ A2 ds

0
< ARPK(TTE(A, 3} < oo,

[ S Re (L) A A (2.43)
by )

t€[0,T]
es una martingala, ver, e.g., Teorema 4.12 de [22]. Luego, para todo n € N tenemos que

. (,ﬁ: /0 h 236<LR(S)AS,AS)de> - E (E (ki /0 Wn zRe<Lk(s>As,As>delfo>>

= 0.
Por (2.42),

tATh

[ Aunn |IF < Z/ 2Re(Ly(s) Ay, Ag)dWPF.

Entonces
0 tATh
E (A, ]°) <E (Z/ QRff(Lk(s)As,AsMW!“) =0.
k=10

Como consecuencia, E || Ay, |* = 0y asi Ay, = 0, P-c.s. En vista de que 7;(w) = T cuando
J > max{||Ay(w)|| : t € [0,T]}, se tiene:

P(A; #0) < > P(Aups, #0) =0.
k=1
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Lo cual prueba que el proceso A; es indistingible del cero, y por lo tanto demuestra la
unicidad de la solucién. [

Demostracion |Existencia]
Para todo N € N definimos el proceso estocastico (ZtN)te[o,T] con valores en el espacio
dual de (D(C), ||-||o) a través de

2= (%) + [ (0 me(Z). ) ds+ 3 [ ls)me(Z0), Jaw.

donde ¢t € [0, N] y Z es descrito en el Lema 2.9. Empleando el Teorema 3 deducimos que
ZN tiene una version con valores en b que es continua, abusando de la notacion llamaremos
a esta version ZY por ende ZN = (ZN.). Del Lema 2.13 tenemos que ZV es una version
continua de Z, luego para todo t € [0, N] y x € D(C),

(ZN x) = <X0,3:)+/0 gs (me(Z)), x) ds—l—Z/o (Li(8)me(ZN), z)aWk.

Mas atn, Z" es la tinica C-solucion variacional de (1.1) en [0, N].
Sea, €2y el conjunto de todos los w € (), que verifican:

Z; " (w) = 23" (w)

para todo N € Ny para todo ¢t € [0, N|. Luego P () = 1. Para todo ¢t € [0, N] con N € N
definimos
Xi(w) = Z (w),

cuando w € g, v X = 0 en el complemento de €2y. Entonces X es la tnica C-soluciéon
variacional de (1.1) en [0, co[. O

2.4. Demostracion del Teorema 2

Primero extenderemos la Condicion H1.3’ de D3 a D(C).

Lema 2.15 Bajo las Condiciones H1.3, H2.2 y H3.1’, se tiene que

2Re (g; (v, 2)) + ) [ Le(D)z]”* =0

k=1

para todo x € D(C) yt > 0.
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Demostracién Fijemos 2 € D(C) y t > 0. Como D, es un dominio esencial de C, existe
una sucesion (z,)nen de elementos de Dy tal que x, —, 00 Ty Cyy —5 500 Cx, luego

|z, — x| —n—ooo 0.

Usando la Condicion H3.1’ obtenemos que

D ILk(®)aall® = —2Re (g; (w0, 20)) (2.44)

para todo n € N. Aplicando la Condiciéon H1.3 deducimos

9t (T, 0) — g (2, 2)] < ge (20 — 2, 20) + g1 (2, 2 — T)]
|gt (xn — T, xn)| + |gt ({L‘, Ly — 1’)|
Kt {llzn — zllo llznlle + 2]l o |70 — 2]l o} —n—so0 0.

IA A

Por lo tanto, (2.44) implica
lfm > || L(t)a|* = —2Re (g, (2, 7)) (2.45)
n—00 P
De (2.35) tenemos
S0 (= ) P < ) o= 2 [~ 0
k=1

Usando la desigualdad de Minkowski deducimos

1/2

0o 1/2 00 1/2 ~
(Z IILk(t)xnIIQ) - (Z ||Lk(t)ivll2> < (Z [ Li(t) (:v—ﬂfn)HZ) ,
por consiguiente

T S Ll = S I Zat)a]
k=1 k=1

Aplicando (2.45) se llega a

2Re (g; (. 2)) + ) | Li(t)z]* = 0.

k=1
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Demostracién del Teorema 2
El Lema 2.14 establece que

IX* = ||X0||2+/0 <2R€(98(X57X8))+Z||Lk<S)XsH2> ds (2.46)

k=1

+ f: /Ut 2Re(Ly(s)Xs, X (s))dWY,
k=1

luego el Lema 2.15 nos lleva a
00 t
X[ = 1+ 3 [ 2RetLa(o) X, X (s (2.47)
k=10

Consideremos
T, :=f{t € [0,T] : || Xz|| > n} AT.
Entonces, 7, es un tiempo de parada y 7, T 7. De (2.47) tenemos
) ) 0 tATh
[ Xenr, |7 = [ Xoll” + Z/ 2Re(Ly(5) X, X (s))dW'. (2.48)
k=10
Ya que

E( /O U SURA((Li(9)X. X))ds < AES /0 T (L(5) Xo, X ds

IN

EY / 12 | i (s) X, 12 ds
k=170

4n2E/ > |ILi(s) X% ds
0 k=1

4n2IE/ K(T) || X, ds
0

IN

IN

IN

T
4n2K(T)]E/ 1X,]I% ds
0

IN

4K (T)TE (|| X,|%) < oo,
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<i /t/\Tn 2R6<Lk(S)XS,XS>dWSk> (2.49)

t€[0,T]

es una martingala continua de cuadrado integrable, Usando ahora (2.48) deducimos que
(HXt/\TnH2)t€[O 7y €5 una martingala para todo n € N. Luego

E | Xinr |I* = B[ Xol*. (2.50)

Aplicando el Teorema 3 deducimos que

E ( sup ||XtH2> < 00.
t€[0,T]

Por consiguiente, combinando (2.50) con el teorema de convergencia dominada obtenemos
E X/ = lim E[|Xonr, [ = E[|Xo]* (251)
Consideremos 0 < s < t. Aplicando el Lema de Fatou se obtiene que
E (X |17) < lminfE (|| X, [* | F)
= liminf || X, ||°
n—oo
2
= X"

2
Entonces (|| X|| )te[o,T]
es una martingala. [

es una supermartingala, lo cual unido a (2.51) implica que (HXtHQ)te[o 7]
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Capitulo 3

Ecuacion no lineal de Schrodinger
estocastica

3.1. Resultado Principal

Este capitulo aborda la formulacién variacional de la ecuacién no lineal de Schrédinger
estocastica (1.6). En particular, lidiaremos con el buen posicionamiento del problema:

= Encontrar el proceso estocastico predecible Y tal que:
o) = o) + [ 0. (Vo) ds 3.1)
/Ot (Z Re(Li(s)Ya, Ya) (Li(5)Ys, 7) — ZRe (Li(s >YS,Y><Ys,x>) ds
S / (Lu(5)Yi. @) = Re(Li($)Ys, Y,) (Y, ) dWE

para todo t > 0 y x perteneciente a cierto subconjunto denso en h. Aqui, g, es como
en la Nota 2.1

Precisaremos ahora, el concepto que usamos de solucion variacional regular de (1.6).
Definiciéon 3.1 Asumamos la Hipdtesis 1. Sea 1 = [0,00[ 6 [0,T], con T > 0. Diremos que

(Q, F, (Fo)eer, Q, (Yo)ier, (WF)EEY) es una C-solucion variacional de (1.6), con distribucion
wnictal 0 en 1 si y solo si:
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Con respecto a la base estocdstica (0, F, (F;)i>0, Q), los procesos W1, W2, ... son movimien-
tos Brownianos independientes con valores reales.

(Yi)ter es un proceso continuo y adaptado sobre (Q, F, (Fi)i>0, Q) con valores en by, tal
que la ley de Yy coincide con 0 y

QUYill =1, viel) = 1.

Para todo t € 1 se tiene que Y; € D(C) Q-c.s. y

sup E|[|CY;]* < co.
s€0,t]

Q-c.s., para todo t € 1 y x € D(C) se satisface:

W) = o)+ [ aerc (1) ) ds (32)
- t (: Re(Li(s) o mc (Y,) , Y.){(Lu(s) o e (Y)) 7x>> ds
— / t g;z-ze%u(s) o 7o <n>,n><m,x>> ds
+§; / ((Lals) 0 10 (V) 1) — RelLa(s) o 7o (V) Y5) (Yo 2)) AW,

Para abreviar, diremos que (Q, (Y:)er, Wi)ier) es una C-solucion variacional de (1.6).

En la Secciéon 3.2 probamos el siguiente resultado, que nos asegura que (3.1) tiene una
tnica solucion C'—variacional.

Teorema 4 Supongamos que C satisface la Hipdtesis 3. Asumamos que 0 es una medida de

probabilidad sobre B(Y) tal que 0(D(C)N{zeh:|z||} =1)=1y
/HCxH29(dx) < 00.
b

Entonces (1.6) tiene una tnica C-solucion variacional (Q, (Y;)i>0, (Bt)i>0) con distribucion
wnictal 0. Ademds, para todo t > 0 tenemos que:

Eq | CYi[” < exp(ta(t) {Eq [CYol* + ta(t)Eg ||Yo*}- (3:3)
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3.2. Demostracion del Teorema 4

3.2.1. Construcciéon de una C-solucién de (3.2)

Proposicion 3.1 Asumamos las hipdtesis del Teorema 4. Sea (Xi)icpm una C-solucion
variacional de (1.1), donde Xy se distribuye de acuerdo a 0 y T > 0. Definamos

Q= || Xz[*- P.
Ademds, para todo t € [0,T] ponemos

Y _ Xt/ HXt” Si Xt 7£ O
t 0 si X, =0

t

1

BF = Wi - / WX, (3.4)
o 1%

con k € N. Entonces (0, F, (Ft)icp11, Q, (Y2)tep,11, (Bf)feegﬂ) es una C-solucidn variacional
de (1.6) con distribucion inicial 6.

Demostracion
Como en la demostracion del Teorema 2, aplicando los Lemas 2.14 y 2.15 deducimos que

0ot
X = 130l + 3 [ 2RetLa(s) X X ()W, (35)
k=1

que unido a (3.4) nos lleva a

9Re(Ly(s)X,, X,
szwf_/ a ’“(8)2 ROFN (3.6)
0 12Xl

Del Teorema 2 sabemos que (||Xt\|2)te[0ﬂ es una P-martingala. Ya que Q es absolutamente
continua con respecto a Py la derivada de Radon-Nikodym de Q con respecto a P es HXTH27
aplicando el teorema Girsanov-Meyer, ver, e.g., Seccion I11.8 de [24] o Seccion 8.1 de [25],

obtenemos que (Bf)te[o 7] ©8 una Q-martingala local, que ademas es continua. Puesto que

- 1, sij=1
J  _ ) J
[BaB]t{O’ Slj%l’
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empleando el teorema de Levy, ver, e.g., [24], deducimos que B!, B% ... son movimientos
brownianos reales independientes sobre (2, F, (F;)icjo,r, Q).
Reemplazando (3.6) en (3.5) se obtiene que

I = Il + 3 [ e (X ()X, s
j=1 s

S t
+y /0 2Re(X,, L;(s)X,)dB,
j=1

y entonces
4Re*(X,, Li(s)X,)
X Xol* + / [ ’ ds 3.7
IX® = 1Xol” Z X Tk (3.7)
2Re(X L 5)X ;

para todo t € [0,7.
Definamos

2Re(X,, L;(s)Xs) .
H, : dB’
t Z/ 1X )12 :

para t € [0,7]. Entonces (Hy);cor] es una Q-martingala continua de cuadrado integrable,
pues debido a (2.35) y a la Definicion 2.1 tenemos que

Re (Xs, Li(s)Xs) ”Lk )X H
o </ Bk ds) = 4 </ X >

k=1

< 4K(T) /O (E ||||X||’|C> ds
= 4K(T)/O E <|\||))i ‘|||C 1 XSl >

T
< 4K(T)/ (E|IX]12) ds < oo.
0

Ahora, (3.7) se convierte en
t
1Xe1” = 110" +/ X d([H, H] + H),,
0

42



que es una ecuacion diferencial estocastica con solucion:

1
07 = exp (oot 11, ) = G11H,H]+ A, 11 1)+ ) 1l

1
= exp (Ht + 5, H]t) [
ver, e.g, Teorema 37, Pagina 84 de [24]. Por lo tanto,

_ 1 1 _
1607 = exp (e J1H. L) 10 (35)

Ya que
1 Re(X,, L;(s Re?(X,, L;(s)X,)
—_H ds,
2" Z/ X, H Z/ 1X)°

combinando (3.8) con el Teorema 37 de la Pagina 84 de [24] deducimos que (||Xt||71)t€[07T]
es la solucion de la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

t
I = Xl + / 1X. " dfiL,
0

con
X, Lj( (Xs, Li(s)X
Z/ R@ ss ——Z/ R€ ) ) >d$
e X
O sea
_ — — R€ Lk( )XsaXs>
I = 1%l ——Z [ B T, 3.9)

L X, X
_Z/ H ||—1 Re k‘( ) 287 S>dBL]:
Xl

Fijemos = € D(C). Ya que ((X;, 7))oy ¥ (| X:]| ™" )iejo,r) son semimartingalas, aplicando
la formula de integracién por partes obtenemos que

(Konz) [ X" = (X2} 1Ko + / (X, 2)d([1 ) (3.10)
n / I A 7)) + [ ), X7
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ver, e.g., Corolario 2, Pagina 68 de |24].
Como

t o0 t
(X, x) = (Xo,x) +/ gs (X5, x)ds + Z/ (Li(5) X, 2)dWPF,
0 = Jo
de (3.6) se deduce que
t o t
(Xp,x) = (Xg,ac)—i-/ gt (X, x) dt+2/ (Li(t) Xy, )dBY (3.11)
0 =1 /o

#3° [ n

Usando (3.9) y (3.11) convertimos (3.10) en

| ReX(Ly(s)X,, X,)
X1

_ I I _
FEeo) 167 = (Xod) 1%l = 53 [ (Xea) 1)
k=1

= [t Lip(s)X.. X
= > [ AT Rl g
k=1 "0

X1 )

t o t
+ /gs(Xs#E) ||X5||1d8+2/ 117 (Li(5) X, 2)d By
0 k=170

= [t _ 2Re(L;,(5)X,, X,
£ Y [ AL X
=1 7o |||

S _ Re(Liy(s)X,, X
[ et P
0 rp—1 “XSH

Luego, de la definicion de Y; obtenemos que
o= [
Vi) =(Vo,2) — 3 / (Ve 2) Re(Li(5)Ya, Ya)ds
k=170
o0 t t o0 t
— Z/ (Ys, 2) Re(Ly(s)Ys, Ys)dB” —l—/ gs (Ys, ) ds + Z/ (Ly(s)Ys, x)dB"
k=10 0 k=10

+ ki /ot<Lk(8)Ys, z)2Re(Li(s)Ys, Ys)ds — /Ot i<Lk(S)YSa z)Re(Li(s)Ys, Yi)ds.

k=1
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Por consiguiente,
I [*
(Vi) =(You) = 5 3 [ (Vo) R (L(s)Y., Vs
k=170
0 t t
—Z/ <Y;,x>Re<Lk(sm,y;>dB§+/ gs (Y, ) ds
k=1 0 0

+k2/0 <Lk(3)}/;,$>dB§+kZ/o (Li(8)Ys, ) Re(Ly,(5)Ys, Ya)ds,

de donde se concluye que (Y;);cj0,7] satisface (3.2). O

3.2.2. Unicidad de la C-soluciéon variacional de 1.6

Notacién 3.1 Sea E un espacio normado. En lo que sigue, C([0,T], E) denota el espacio de
las funciones continuas sobre [0,T] con valores en E, provisto de la norma uniforme ||| ..
Ademds denotamos por C([0,T],R>) el producto cartesiano [[,—, C([0,T],R) provisto de la
metrica:

A((f*) ke (9")ker =27 min{L, || f* = g*|| }-
k=1

La siguiente proposicion establece la unicidad de C-solucion variacional de (1.6) en el
sentido débil, cuando I es un intervalo acotado.

Proposicion 3.2 Adopte los supuestos del Teorema 4. Sea (Q, X, (Bf)keN)te[o,T] como en
la Proposicion 8.1. Si (Q, ()A(/'t)te[oj], (Et)te[O,T}) es una C-solucion variacional de (1.6) con
distribucion inicial 0, entonces ()?t, Et)te[oj] y (X¢, Bi)iepo,) tienen las mismas distribuciones
finito-dimensionales.

Demostraciéon Comenzamos observando que

B(C([0,T],R>)) = ® B(C([0,T],R)).

Luego (Blff“),’fee[l(\)I Y (Ef)fggﬂ son variables aleatorias que toman valores en C([0, 7], R>).
Ya que C([0,T],R*®) es un espacio polaco (métrico, completo y Separable),ﬁvpor medio de

argumentos clasicos podemos reducir nuestra demostracion al caso Xg =z y Xg =2 con z €
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D(C) y ||z|| = 1, ver, e.g., Proposicién IX.1.4 de [25]|. Para abordar este caso, consideramos
el espacio

0 := C([0,T],h) x C([0,T],h) x C([0,T],R>),

provisto de la topologia producto usual, y para cada k = 1,2, 3 definimos
AGESS
donde f = (f', f2 f*) € ©.

Siguiendo la construcciéon de Yamada-Watanabe, ver, e.g., demostracion del Teorema
IV.1.1 de |10] o prueba del Teorema IX.1.7 de |25], tenemos que existe una medida de
probabilidad p sobre B(©) con las siguientes propiedades:

= 1o (2,2%)7 = Qo (X,B) y po (2%, 2% =Qo (X, B)!

. )tclo,r] €8 una sucesion de movimientos brownianos reales independientes sobre

(Z
(©, B, (Bt)icpo,11; 1), donde (O, B, 1) es el completamiento de (©,B(0), 1) y para cada
t € [0,T] se elige

B, = (o (Buroyr U{A € B: u(4) = 0})

e>0

con

B, = p;' (B(C([0,T],5)) ® p; " (B(C((0,T1, b)) @ p* (B(C([0, T], R®))).
Aqui, para cualquier ¢ € [0, T] se define la aplicacion p; : E — E como
(pef) (s) = f (s At)
para todo f € E'y s € [0,T], siendo E = C([0,T],h) 6 E = C([0,T],R>).
Una de las consecuencias de que po (Z', Z3)™' = Qo (X, B)™! es que
11l =

En efecto, consideremos la funcion F' : C([0, 7], ) x C([0,T],R*) — b definida como

F(f,9) =15 @I
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F' es continua, y por lo tanto medible. Como (Q, X, (Btk)kEN)te[o,T] es C-solucion variacional
de (1.6), Q(||X¢]|) = 1, luego

w1z =1 = [ 1P 2
:/1{1}0F duo(Z',2%)7!
(C]

= /(;)1{1} oF d@o (X, B)il
= QI X[ = 1) =1,
lo cual prueba que, efectivamente || Z! ||, = 1 yi-c.s. Similarmente, usando que po(Z?, Z°)~" =

Qo (X, B)™! llegamos a que
1Z7]], = 1.

Maés atin, ya que la distribucion de (Z7, Z3), con j = 1,2, coincide con la distribucion de una
C-solucioén variacional de (1.6) tenemos que (Z7, Z3) es una C-solucion variacional de (1.6),
ver, e.g., Teoremas 8.3 y 8.6 de [18] o Ejercicio IV.5.16 de [25]. Luego

<Zf,y>)=<w,y>+2/o ((Le(s)Z,y) — Re(Li(s) 2L, ZI){Z1,)) d(ZS)'§+/O 9s (Z,y) ds

o0

n (Re<Lk<s>zz, ZIVLu()Z4,9) — S RE(L(s) 2, Z§><zz,y>) s (3.12)

k=1

para todo y € D(C).
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En lo que sigue, j es igual a 1 6 2. Combinando la Definicion 3.1 con (2.35) deducimos
que

T ©° T 00
]E“/o ;4Re2<Lk(s)Zg,Zg>ds < 4]EH/O ;|<Lk(S)Z£,Z§>]2ds
T o0
i, [ Lz |21 ds
k=
T ool -
4Eu/ ZHLk(s)ZgH ds
0 k=1

1K (T)E, /0 1Z)|2, ds

IN

IN

IN

IN

T
4K(T)/ E, || 2|2 ds < oo.
0

Por lo tanto, el proceso (Hy)cp,r] dado por

0o
H, = — Z/ 2R6<Lk(S)Zga Zg>d<Z3>I;
k=170

es una martingala continua de cuadrado integrable, ver, e.g., Teorema 4.12 de [22].
Para cada n € N seleccionamos

t
79— inf{t € [0,T] / |lCZi|*ds > n} AT.
0

Luego, T/ es un tiempo de parada y

[H™ B, < AK(T)T (1 + n?). (3.13)
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En efecto, de (2.35) obtenemos:

[H™, H™), = /Zl]w VARE2(Ly(s)Z7, Z3)ds
[ 2110,T,z1(8)4HLk(8>Z§}|2HZ?HQdS
- /Zlm (5)4]|Lu(s) Z2 | ds

< AR [ 10025 0

IN

tAT? -
_ 4K(T)/ (14 l022)) ds < ar(T)(T + Tn),
0

ver, e.g., Lema 2.4.3 de |23] o Teorema 4.12 de |22].
Para cada k € N elegimos:

tAT?
Wi = (7% +/ 2Re(Ly(s)Z], Z1)ds. (3.14)
0

Por (3.13), de acuerdo al criterio de Novikov (exp <HtT£ — [HT, HT’J"']t/2>> o &5 i mar-
te[0,T
tingala uniformemente integrable, ver, e.g., Proposicion VIII.1.15 de [25]. Entonces, aplicando

el teorema de Girsanov, ver, e.g., Teorema VIIL1.7 de [25], obtenemos que (W} )feeg 7] €S Una

sucesion de movimientos brownianos independientes a valores reales sobre (0, B, (B;)icjo.17, 1/),
con

. J J J
W= exp(Hgn _ [HTn7 HTn]T/Q) -
Sustituyendo (3.14) en (3.12) se llega a que para todo y € D(C),

(™ = @+ [ ( ZR@ (Lu(5) 2! ZJ><Z§7y>> ds
_ / o (ZR@ Lu(s)Z) ZJ><Lk(s)Zg,y>> ds (3.15)

3 [ 20 = Rettatorzt 2) 22 ) v
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Para cualesquiera ¢ € [0, 7], definimos
m = exp(—Ht/Q + [H, H}t/4)

Luego
1 1 1
Y — §[Y, Y] = _§Ht + Z[Hv Hl;,

donde . ;
Vim =53 [ R ZL Z)ds + 3 [ Rellals)22, Z)aw’.
k=170 k=170

Usando el Teorema I1.37 de [24] llegamos a que

t
77t:1+/7]de;
0

para todo t € [0, 7). Por lo tanto,

j 1S [T o > [tATa o A
1= [ Rz 2as+ Y [ kel 25 Z)awts. (.10
k=1"0 k=170

Aplicando la férmula de integracion por partes, ver, e.g., Corolario 2 en la Pagina 68 de
[24], deducimos que para todo y € D(C),

. tAT? ' tATS ‘ ‘ ;
(Zin,y){" = (z,y) +/ <Z§>y>dns+/ nsd((Z3,y)) + [(Z7, y),m)i™. (3.17)
0 0

De (3.15) y (3.16) tenemos que

AT 1, TR ' o
/ (Z2,y)dn, = —52/ (23, y) Re*(Li(s) 23, Z3)ds
0 = Jo

tAT?

Y / 02 y)Re(Li(5) 22, Z3)dWH,
k=1
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tATS . tATS ‘
/ nd((Z1,y)) = / ns9s (Z1,y) ds
0 0

3 [T o
23 / neReX(Li(s) 21, Z0) (20, y)ds
2 k=170

o0 tAT?
3 ReALi9) 22, 2 (Lals) 21 )
k=10

tAT? ‘ '
+Z/ ns(Li(s) 21, y)dWE?
0

k=1

ot - |
= / neRe(Li(s)Z3, Z3)( 20, y)dW™
0

k=1

e}

(2t = Y / " nLi(s)ZE y) Re(Li(s) 23, Z3)ds

k=1

00 MATY S
S [ R 2 2 s
0

k=1

Asi, reemplazando en (3.17) se obtiene que

tAT}, ; 00 AT :
. v n . T'rjr, n . T’;Z, .
<Z]777y>$n = <.T,y>—|—/ gs <(Zg775) >y> dS—FZ/ <Lk(s) (Zjns) ’y>dWsk7]' (318)
0 v 70
Ya que (exp <HtT’]‘ — [HTé,HT’{]t/2>> o es una p-martingala uniformemente inte-
te(o,T

grable, aplicando el teorema de detencion opcional, ver, e.g., Teorema I11.3.2 de [25], obten-
emos que para todo s € [0, 7],

j j j j j j
E,(exp(Hy" — [H™ H |1 /2)|B,5pg) = exp(H]", — [H™, H"] 00 /2).

s/\T,{ ) SAT?
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Luego

t/\T»,Jl. ) 2
E. / C(Zin)t|| ds
0
¢ , 2
= E, i Loz (s)n T C’ZJATJ ds
t ; 2 j g g
= / B { Loy (M ngy ||CZ gy exp(HqTﬂ”—[HT",HT"]T/QO ds
0 n

» 2 J J J
C’ZiAT% exp(H " — [HTn’HTn]T/Q)]BsAT%)> ds
t , 2 J J J
= /0 Eu | Loy (s s)n’? SATI CZi/\Tf; E, (exp(H%" - [HTnaHTn]T/2>|BsAT,{)> ds

cz
SA

T

t 2 J J
= /0 Eu 1[0,T]}( )77 SAT} eXp(H SAT} [HT H ]s/\T]/Q))

Como n? = exp (—H, + [H, H],/2), de la definicion de T? obtenemos que

tATY t
0 0
t
— E”/o (1[07TJ )ds <n. (3.19)

) ill2
(Zin)ir|| =

a2
C(Zin)l

’ CZJ/\TJ

/\Tj

De manera similar se deduce que E,;

B [ = B (22,0 ot - 1%, 17002
- E, (ni/\Tg Zﬁm QEH (exp(H%ﬁ _ [HTé’HTé]T/Q)]BsATg)>
= (22| oo = 07120
_ (Hzﬂw ) —1. (3.20)
La ultima igualdad es consecuencia de que p-c.s. HZtJH = 1 para todo t € [0,T].
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Sea (¢](2))icjo la C-solucion variacional de (1.1) con dato inicial @, donde la base
estocéstica subyacente es (0, B, (By)teo1), /). De (3.18) tenemos que

. t 00 t
(Z7n — ¢ y)" = /0 Loray9s (Zins — @l y) ds + Z/O Lo 70 (Li(s) (Z7n5 — 1) y)dW
k=1

para todo y € D(C'). Procediendo como en la demostracion del Lema 2.14, usamos la formula
de It6 recordada en el Teorema 3 para obtener

4 2 AT}, . o . e . 12
’ Z o~ Pl = /0 <2Re 9s (Zins — 1, Zin, — ¢l) + ; | L(s)(Zins — &) ) ds
(AT ‘ o . .
+30 [ 2ReLs) (Zin — ). 2. - WY, (3.21)
k=10

Con este fin, aplicamos el Teorema 3 con Y'(s) = 1y, 14(5)gs (270 — ¢/, ),

Z(5)(pr) = Lig.29,() () (ZEm, — 21)

y Wy =502, Whipy, siendo (pi)ren una base ortonormal de l5(C). Ya que Z7 y ¢J pertenecen
p/-c.s. al dominio de C, del Lema 2.15 tenemos que

2Re (g5 (Zins — oL, Zing — &) + 3 || Lul(s)(Zin, — £1)||” = 0.
k=1
Por lo tanto, (3.21) se convierte en

‘Zj i

taTd  PiaTd

2

= / 2Re(Ly(s)(Zins — ¢1), Zins — L)y dW i, (3.22)
k=10

Sea SJ, :=f{t € [0,T]: ||¢}| >my || Z{n|| > m}. Entonces cada SJ, es un tiempo de
parada y S?. 1+ T cuando m — oco. Ademés, de (2.35) deducimos que

T
Eﬂj /0 ( s, /\TJ Z RG Lk Zjns - @1)7 Zﬁns - 90]5») ds
e i N1 (1|22 71?
< Ep 0 Lgj (8 Z HLk W Zins — SOS)” (HanS” T H%H) ds

T
< 4m’K(T)E,; /0 (1S%AT£(3) 1Z2n, — 90g}|20> ds
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De (3.19) y (3.20) obtenemos

T oo
By / (1%@5(3) > R (Li(s)(Zine — &), Zin — ¢g)>) ds < 0o,
0 k=1
lo que implica que

o0 tASS, 4 ) ) ) )
(Z/O 1o 741 (8)2Re( L (s)(ZIns — 1), Zin, — wi)>de’]>

k=1 te[0,T]

es una p;-martingala de cuadrado integrable, ver, e.g., Teorema 4.12 de [22]. Por consiguiente,

SN 4 | | | |
B |3 [ Ly (2R (220 = ), Zin. = )W ] =0,
k=170
y (3.22) nos lleva a
< 2
o ZtATﬂ;ntATﬂAsz;L - WZ atinsd || = 0.

Por lo tanto p/-c.s. para todo t € [0, 7],
(Z]n)tAT,{/\SZn = gpiATﬁASZ}L(w)’

porque Z7n y ¢ tienen trayectorias continuas. Tomando limite cuando m — oo encontramos
que ,
(ZMinrs = €y (@) W —c.s. (3.23)

para todo t € [0, 7.
Ya que E, fOT HC’ZgH2 dt < oo, de (2.35) obtenemos que

Wy — [H, H] g = +00) =0,

lo que implica que 7,y > 0 p-c.s., luego p es absolutamente continua con respecto a 1. Por
consiguiente, (3.23) nos lleva a

<Zj77)t/\Tﬂ,', = (pzATg(x) [ — c.s. (3.24)
para todo t € [0, 7). Usando nuevamente que E, fOT HC’thHz dt < oo obtenemos que

ne > 0 W — C.S.
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para todo t € [0,7]. Asi que (3.24) produce:

t
| e
0
para cualquier ¢ < T7.
Como u(fOT ICZi||* ds = +o00) = 0, la funcion t — IN |CZ||* es continua p-c.s. Luego,
w(Ti =TV fOT’]L ICZi||* ds = n) = 1. Aplicando (3.25) se deduce que

/Tg
0

en 77 < T. Ademas, de (3.25) se obtiene [ [|Cl/ ||@i(2)|| 1> ds < n cuando t < TY. Entonces

/ oz ds (3.25)

(p ‘

le3(@)

. 2
J
s

: ds=mn
3 ()]

; 2
o Ps
2]
De la unicidad en el sentido trayectorial de las C-soluciones variacionales de (1.1) tenemos
que

ds >n} AT [ — C.S. (3.26)

t
T/ = inf{t € [0, T : /

pho (¢t (), W)™ = o (9*(x), W)~
sobre B(C([0,7T],5) x C([0,T],R*>)), ver, e.g., Teorema IX.1.7 de [25]. Entonces, usando
(3.26) concluimos que

(et @] -1y o (0 @), w1 T = (| @] -2 o (P, w2 T2 (32m)
sobre B(C([0,T7,5) x C([0,T],R>) x [0,T]). Del hecho que

| (1) = exp (—Hyy + [H, H]py /2)
podemos ver que , luego (3.27) se convierte en

po(p'(x), W, T))™" = po (¢*(x), W2, 1)
De (3.14) y (3.24) ahora obtenemos que
po (ZN5, %)™ = po (2%, 2%) 7

; 2
P ()| =

Debido a que E, (fOT |czi|? ds) < 00,77 /oo T pi-c.s. Tomando limite cuando n —
oo se deduce que /LO(ZI Z°) "t =po (Z2, Z3)~t sobre B(C([0,T],5) x C([0, T],R*>) x [0, T7).
Entonces, Q o (X, B)™ = Qo (X, B)~! sobre B(C([0,T],5) x C([0,T],R>) x [0,T]). O
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3.2.3. Demostracion del Teorema 3

Usando las dos proposiciones anteriores concluimos rapidamente la prueba del nuestro
teorema.
Demostraciéon [del Teorema 3.

Usando la Proposicion 2 probamos directamente la unicidad en ley de la solucion C-
variacional de (1.6) con distribucion inicial 0, definida en el intervalo de tiempo [0, +o0.

Si n € N, aplicando la Proposicién 1 tenemos que existe una C-solucién variacional
(P, (X7)icion)s (B )icom)) de (1.6) con distribucion inicial 6, definida en el intervalo de
tiempo [0,n]. Aqui, (X™, B>") toma valores en C'([0,n],h) x C([0,n], R*>). Elegimos

Q= C([0,+00],b) x C([0, +00], R™)
y FO = B(Q). Para todo A € B(C([0,n],h) x C([0,n],R>)), definimos:

Qu(m, ' (4)) = Pu((X", B") € A),
donde 7, : Q — C([0,n],h) x C([0,n],R*>) es dado por m,(w) = (wt)te[o n]- Entonces, Q, es
una medida de probabilidad sobre 7, ' (B(C([0,n],h) x C([0,n], R>))).

Para todo (wy,wq) € Q, con wy € C([0,+00],h) y we € C([0, +00], R*), definimos

Xt<w1, UJQ) = wl(t) y Bt(wl, U)Q) = U)Q(t)
Ahora, elegimos F? = o((X,, B) : s < t), luego

Fvg =Ty - (B(C([O7n]7 b) X C([Oa n]7ROO)>) :

De la Proposicion 2 obtenemos que (Qy,)nen es una familia consistente de medidas de prob-
abilidad. Como (2, F°) es un espacio medible éstandar, existe una medida de probabilidad
Q" sobre (2, F°) tal que QP restringido a F? coincide con Q, para todo n € N, ver, e.g.,
Pagina 176 de [10]. Sea (F,Q) la completacion de (F° Q°) y (F;)i>o0 la aumentacion usu-
al de (F;)i>0. Usando la Proposicion 1, se tiene que (Q, (X¢)i>0, (Bt)i>0) es una C-solucion
variacional de (1.6) con distribucion inicial 6 sobre [0, +00[, ver, e.g., Teoremas 8.3 y 8.6 de
[18]. O
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