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Resumen

Con el propósito de tratar sistemas cuánticos abiertos que involucren Hamiltonianos con
potenciales singulares, desarrollamos la formulación variacional de las ecuaciones estocásticas
de Schrödinger de tipo lineal y no-lineal con espacios de estados de dimensión in�nita. En
particular, establecemos la existencia y unicidad de soluciones regulares de estas ecuaciones
de evolución estocásticas. Además, probamos que el valor medio del cuadrado de la norma
de la solución variacional de la ecuación lineal de Schrödinger estocástica es constante.
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Capítulo 1

Introducción

Motivados por el estudio de sistemas cuánticos abiertos que involucran potenciales sin-
gulares, en esta Memoria de Ingeniero Civil Matemático desarrollamos la formulación varia-
cional de las ecuaciones estocásticas de Schrödinger de tipo lineal y no-lineal, cuyos espacios
de estados tienen dimensión in�nita.

La ecuación lineal de Schrödinger estocástica es una ecuación de evolución estocástica
sobre el espacio de Hilbert complejo separable (h, 〈·, ·〉) que tiene la forma:

Xt = X0 +

∫ t

0

G(s)Xsds+
∞∑
k=1

∫ t

0

Lk(s)XsdW
k
s , (1.1)

donde W 1,W 2, . . . , son procesos de Wiener independientes, a valores reales, de�nidos sobre
la base estocástica

(
Ω,F , (Ft)t≥0 P

)
, que satisface las condiciones usuales. Como es usual,

(G(t))t≥0, (L1(t))t≥0, (L2(t))t≥0, . . ., son familias de operadores lineales no-acotados en h que
están relacionados en un dominio conveniente a través de:

G(t) = −iH(t)− 1

2

∞∑
k=1

Lk(t)
∗Lk(t), (1.2)

con H(t) operador simétrico. En la literatura Física se utiliza (1.1) para modelar sistemas
cuánticos abiertos. Efectivamente,H(t) es el Hamiltoniano de un sistema cuántico cuya inter-
acción con un medio ambiente, o baño térmico, es descrita por los operadores (L1(t))t≥0, . . .)
(ver, e.g., [1, 5, 8]). Usando argumentos formales, de (1.2) podemos concluir que para todo
t ≥ 0,

E
(
‖ Xt ‖2

)
= E

(
‖ X0 ‖2

)
. (1.3)

Si dim(h) < ∞, entonces (1.1) se reduce a una ecuación diferencial estocástica lineal,
luego (1.1) tiene una única solución. En caso que h sea in�nito-dimensional, diferentes inter-
pretaciones de la igualdad presente en (1.1) nos llevan a diferentes tipos de soluciones para
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(1.1). Bajo ciertas hipótesis, que incluyen G semigrupo de contracciones y
∑∞

k=1 ‖L∗kx‖
2 <∞

en un dominio esencial de G∗, Holevo [9] probó la existencia y unicidad de la solución topológ-
ica débil de (1.1). Como Holevo [9] señala, una solución débil puede no satisfacer la propiedad
(1.3), la cual está estrechamente relacionada con la válidez física del sistema cuántico abierto
que describe (1.1).

En [7, 13, 16] se desarrollaron las soluciones fuertes de (1.1) que son C-regulares en el
sentido que E ‖Xt‖2 ≤ E ‖X0‖2 y E ‖CXt‖2 es localmente acotado en el tiempo; C es un
operador usualmente no acotado. Fagnola y Mora [7] probaron la existencia y unicidad de
soluciones fuertes C-regulares de (1.1) en caso que exista un operador positivo C tal que:

(P1) G (t) es relativamente acotado con respecto a C.

(P2) L1 (t) , L2 (t) , . . . son relativamente acotados con respecto a C.

(P3) Para todo x en un dominio esencial de C2,

2Re〈C2x,G(t)x〉+
∞∑
k=1

‖ CLk(t)x ‖2≤ α(t)
(
‖ Cx ‖2 + ‖ x ‖2

)
, (1.4)

donde α(t) es una función no decreciente.

Además de garantizar la propiedad de conservatividad (1.3), las soluciones fuertes C-regulares
de (1.1) permiten representar probabilísticamente las ecuaciones maestras cuánticas [12] y
las ecuaciones maestras cuánticas adjuntas [15], así como estudiar la evolución de los ob-
servables cuánticos no acotados [12, 15]. Las hipótesis de [7, 13, 16] han sido chequeadas en
varios sistemas físicos como osciladores cuánticos en la representación dada por el operador
Número [13, 16], sistemas formados por un número arbitrario de partículas de Fermi [16] y
en sistemas cuánticos abiertos con potenciales regulares descritos en la representación dada
por el operador Posición [7].

Hasta donde conocemos, no se ha comprobado la existencia de soluciones fuertes regulares
de (1.1) en casos donde H(t) incluye potenciales singulares, como en el siguiente sistema.

Ejemplo 1 Consideremos el espacio de estados h = L2 (R3,C). Para todo t ≥ 0, hacemos

H (t) = −α4− β/ |x|+
n∑
k=1

gk (t, ·)2 ,

donde α, β son números reales positivos, y g1, . . . , gn ∈ C0,2 ([0,∞[× R3,R). Aqui 4 denota
el operador Laplaciano sobre R3. Para cada k = 1, . . . ,m de�nimos:

Lk (t) = φk (t, ·) ,
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con φk ∈ C0,2 ([0,∞[× R3,C), y además elegimos Lk = 0 cuando k > m. Finalmente,

G (t) = −iH (t)− 1

2

m∑
k=1

|φk (t, ·)|2 .

El Ejemplo 1 describe átomos de hidrógeno en interacción con baños térmicos (ver, e.g.,
[27, 28]). Supongamos ahora que las funciones g1, . . . , gn y φ1, . . . , φm presentes en el Ejemplo
1 tienen un crecimiento del tipo:

Para todo x = (x1, x2, x3) ∈ R3,
∣∣∣g (x) ∂

∂xj
g (x)

∣∣∣ ≤ K (1 + |x|), con j = 1, 2, 3.

Para todo x ∈ R3, |g (x)4g (x)| ≤ K
(
1 + |x|2

)
.

Entonces, Fagnola y Mora [6] probaron que para cierto valor de γ, el operador D dado por
la raíz cuadrada del operador positivo

−α4− β/ |x|+ γ + |x|2

satisface la desigualdad (1.4), unido a

‖φk (t, ·) f‖2 ≤ K
(
‖f‖2 + ‖Df‖2)

para todo f en el dominio de D, luego D veri�ca las Condiciones P2 y P3; Fagnola y Mora [6]
además chequearon que los operadores D y

(
−4+ |x|2 + 1

)1/2
son relativamente acotados

uno con respecto al otro. Sin embargo, ya que el cuadrado de D se comporta esencialmente
como G (t), G (t) no es relativamente acotado con respecto a talD. Lo que nos lleva a concluir
que D no satisface la Condición P1 aplicada al Ejemplo 1.

No podemos garantizar la existencia de soluciones fuertes de (1.1) que son solamente
D-regulares en el caso del Ejemplo 1 debido a que ellas no pertenecen a D (G (t)), el dominio
de G (t). No obstante, en el Ejemplo 1 podemos chequear que

(P1') G (t) es relativamente acotado con respecto a D2 y

(f, g)→ gt (f, g) := 〈G (t) f, g〉

es una forma sesquilineal continua de�nida sobre (D (D2) , ‖·‖D) × (D (D2) , ‖·‖D),
donde ‖·‖D es la norma del grafo de D.
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Ya que gt se extiende a una forma sesquilineal continua en (D (D) , ‖·‖D) × (D (D) , ‖·‖D),
denotada también por gt, nos podemos preguntar si existirá un proceso D-regular Xt que
satisfaga (1.1) en el sentido variacional, o sea para todo x ∈ D(D),

〈Xt, x〉 = 〈X0, x〉+

∫ t

0

gs (Xs, x) ds+
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Lk(s)Xs, x〉dW k
s . (1.5)

El Capítulo 2 nos asegura que sí. En efecto, en el Capítulo 2 demostramos que (1.1) tiene
una única solución variacional C-regular bajo las Condiciones P2 y P3, unidas a la Condición
P1' con C en lugar de D. Con este �n, modi�cando la demostración del Teorema 1 de [7]
obtenemosXt como límite de soluciones de ecuaciones de evolución estocásticas lineales cuyos
coe�cientes son operadores acotados construidos usando aproximaciones por resolvente. Una
alternativa a nuestro procedimiento, es adaptar un resultado general de la Sección 3.2 de
Rozovskii [26], donde se construyen soluciones variacionales regulares de ecuaciones lineales
estocásticas disipativas sobre espacios de Hilbert reales, por medio de límites de soluciones
de ecuaciones de evolución estocásticas coercivas.

Habiéndose aclarado el buen posicionamiento de (1.1), más bien de (1.5), queda abierta la
pregunta si las soluciones variacionales C-regulares nos ayudarán a comprobar rigurosamente
propiedades físicas de, por ejemplo, el sistema cuántico abierto descrito en Ejemplo 1. En
esta dirección, en el Capítulo 2 probamos que la propiedad de conservatividad (1.3) continúa
siendo válida bajo las Condiciones P2, P3 y P1' (con C en lugar de D).

En el Capítulo 3 vemos que la solución variacional C-regular de (1.1) permite lidiar con
la ecuación no lineal de Schrödinger estocástica:

Yt = Y0 +

∫ t

0

(
G(s)Ys +

∞∑
k=1

(Re〈Ys, Lk(s)Ys〉Lk(s)Ys −
1

2
Re2〈Ys, Lk(s)Ys〉Ys)

)
ds

+
∞∑
k=1

∫ t

0

(Lk(s)Ys −Re〈Ys, Lk(s)Ys〉Ys) dW k
s . (1.6)

Esta ecuación de evolución estocástica juega un rol fundamental en la modelación de los
procesos de medición cuánticos (ver, e.g., [1, 2, 3, 4, 5, 8]) y la simulación numérica de la
evolución de los valores medios de los observables cuánticos (ver, e.g., [5, 14, 21]).

En [14] (ver también [1, 20]) se probó la existencia y unicidad de soluciones de (1.6) para
h �nito-dimensional. Cuando el espacio de estados h es in�nito-dimensional, la existencia de
soluciones de (1.6) fue establecida por Barchielli y Holevo [2] en caso G (t), L1 (t) , L2 (t) , . . .
operadores acotados. Además, Fagnola, Mora y Rebolledo [7, 17] obtuvieron que la exis-
tencia y unicidad de la solución fuerte C-regular de (1.1) implica la existencia y unicidad
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de la solución fuerte C-regular de (1.6), que este caso es débil en el sentido probabilístico.
Regresando al Ejemplo 1, si un proceso estocástico Yt es solamente D-regular, no puede ser
solución fuerte de (1.6) porque no podemos asegurar que Yt está en el dominio de G (t).
Esto nos lleva a considerar una formulación variacional de (1.6), que se forma nuevamente
reemplazando G (t) por la forma sesquilineal gt (·, ·). En el Capítulo 3, probamos la existencia
y unicidad de la solución variacional C-regular de (1.6) en caso que se cumpla la existencia
y unicidad de la solución variacional C-regular de (1.1). Con este propósito modi�camos la
demostración del Teorema 1 de [17].

1.1. Notación

En esta tesis, (h, 〈·, ·〉) representa un espacio de Hilbert complejo separable, donde el
producto escalar 〈·, ·〉 es lineal en la segunda componente y sesqui-lineal en la primera.
Denotamos por D(A) al dominio del operador lineal A. Cuando X,Y son espacios normados,
L(X,Y) será el espacio de todos los operadores lineales acotados de X en Y; escribimos
L(X) = L(X,X). El conmutador entre A y B, operadores lineales en h, es [A,B] = AB−BA.
La σ-álgebra de Borel asociada al espacio topológico (X, τ) será denotada por B(X).

Sea C un operador lineal en h. Entonces para x, y ∈ D(C) de�nimos

〈x, y〉C = 〈x, y〉+ 〈Cx,Cy〉,

el producto escalar asociado al grafo de C, además ponemos ‖x‖C =
√
〈x, x〉C . El símbolo

L2(P, h) representa al conjunto de todas las variables aleatorias de cuadrado integrable de
(Ω,F ,P) en (h,B(h)). Adicionalmente, L2

C(P, h) denota al conjunto de todos losX ∈ L2(P, h)
tales que X ∈ D(C) a.s. y E ‖X‖2 <∞. De�nimos πC : h→ h como

πC(x) =

{
x si x ∈ D(C)
0 si x /∈ D(C)

.

En el caso que g : Rn → C sea B(Rn)-B(C) medible, dge representa el operador de
multiplicación en L2(Rn,C) dado por f → gf . Denotaremos por Ck(Rd,K), con K = R,C,
al espacio de todas las funciones de Rd en K cuyas derivadas parciales de hasta orden k
son continuas. Mas aún, C∞c (Rd,C) será el conjunto de todas las funciones de C∞(Rd,C)
con soporte compacto. Considere f : Rd → C. Entonces ∂kf denotará a la k-ésima derivada
parcial de f , ∇f al gradiente de f y 4f al Laplaciano de f .

Si no se presta a confusión, en lo que sigue diferentes constantes no-negativas serán
escritas comoK. Además,K(·) denotará a diferentes funciones no decrecientes y no negativas
de�nidas sobre el intervalo [0,∞[.
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Capítulo 2

Ecuación lineal de Schrödinger
estocástica

2.1. Resultados Principales

Con vistas a precisar el concepto de solución de (1.1) que utilizaremos en esta Memoria,
a continuación construimos una forma sesquilineal a partir de G (t).

Hipótesis 1 Asumimos que C es un operador positivo en h tal que:

(H1.1) Para todo l ∈ N y para todo t ≥ 0, D(C) ⊆ D(Ll(t)) y Ll(·) ◦ πC es medible como
función de ([0,∞[×h,B([0,∞[×h)) en (h,B(h)).

(H1.2) Para todo t ≥ 0, D(C2) ⊆ D(G(t)) y

G(·) ◦ πC2 : ([0,∞[×h,B([0,∞[×h))→ (h,B(h))

es medible.

(H1.3) Para todo t ≥ 0 y cualesquiera x, y ∈ D(C2) tenemos que:

| 〈G(t)x, y〉 |≤ K(t) ‖x‖C ‖y‖C . (2.1)

Nota 2.1 Gracias a que D(C2) es un dominio esencial de C, usando la Condición H1.3 y
un proceso de límite extendemos de manera única la aplicación (x, y) 7→ 〈G(t)x, y〉 a una
forma sesquilineal acotada gt : ((D(C), ‖·‖C)× (D(C), ‖·‖C))→ C que satisface

|gt (x, y)| ≤ K(t) ‖x‖C ‖y‖C ,
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donde K(t) es la función no decreciente y no negativa presente en (2.1). Además,

gt ◦ (πC , πC) : ([0,∞[×h× h,B([0,∞[×h× h))→ (C,B(C))

es medible, como demostramos en el Lema 2.1.

La noción de C-solución de (1.1) usada en [7, 16] explota la propiedad que D(C) ⊆
D(G(t)). Como en este trabajo solamente D(C2) ⊆ D(G(t)), emplearemos soluciones varia-
cionales de (1.1) que son C-regulares.

De�nición 2.1 Supongamos que C veri�ca la Hipótesis 1. Sea I = [0,∞[ ó I = [0, T ], con
T > 0. Diremos que un proceso estocástico adaptado (Xt)t∈I con valores en h y trayectorias
continuas es una C-solución variacional de (1.1) en I con dato inicial X0 si y solo si para
todo t ∈ I:

E ‖Xt‖2 ≤ E ‖X0‖2, Xt ∈ D(C) P− c.s y

sup
s∈[0,t]

E ‖CXs‖2 <∞.

P-c.s, para todo x ∈ D(C):

〈Xt, x〉 = 〈X0, x〉+

∫ t

0

gs (πC (Xs) , x) ds+
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Lk(s) ◦ πC (Xs) , x〉dW k
s .

La siguiente hipótesis surge al reemplazar en los supuestos usados en [7] la propiedad
D(C) ⊆ D(G(t)) por D(C2) ⊆ D(G(t)) y la Condición H1.3.

Hipótesis 2 Asumamos que C veri�ca la Hipótesis 1. Suponemos además que:

(H2.1) Para todo t ≥ 0 y x ∈ D(C2),

‖G (t)x‖2 ≤ K(t) ‖x‖2
C2 .

(H2.2) Para cada k ∈ N, existe una función no-decreciente y no-negativa Kk (t) tal que:

‖Lk(t)x‖2 ≤ Kk (t) ‖x‖2
C

para todo t ≥ 0 y x ∈ D(C).
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(H2.3) Existe una función no-decreciente y no-negativa α sobre [0,+∞[ tal que:

2Re〈C2x,G(t)x〉+
∞∑
k=1

‖CLk(t)x‖2 ≤ α(t) ‖x‖2
C

para todo t ≥ 0 y x en un dominio esencial D1 de C2.

(H2.4) Existe un dominio esencial D2 de C2 tal que:

2Re〈G(t)x, x〉+
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 ≤ 0

para todo x ∈ D2 y t ≥ 0.

En la Sección 2.3 probamos nuestro primer teorema, que a�rma que (1.1) tiene una única
solución C-regular bajo la Hipótesis 2, ahora en el sentido variacional.

Teorema 1 Supongamos que C satisface la Hipótesis 2. Sea X0 ∈ L2
C((F0,P) , h). Entonces

(1.1) tiene una única C-solución variacional (Xt)t≥0 con dato inicial X0. Además,

E ‖CXt‖2 ≤ exp(tα(t))(E ‖CX0‖2 + tα(t)E ‖X0‖2).

Nota 2.2 Ya que D(C2) es un dominio esencial de D(C), de la Condición H2.4 concluimos
que:

(H2.4') Existe un dominio esencial D3 de C tal que:

2Re (gt (x, x)) +
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 ≤ 0

para todo x ∈ D3 y t ≥ 0.

Directamente de la demostración del Teorema 1, tenemos que el Teorema 1 seguirá siendo
válido si reemplazamos la Condición H2.4 por la Condición H2.4', que es más débil pero está
formulada en términos de gt.

La igualdad (1.3) nos permite deducir formalmente que el sistema cuántico abierto de-
scrito por G (t) y L1 (t) , L2 (t) , . . . es conservativo, lo cual en nuestro contexto signi�ca
que E ‖Xt‖2 es constante para todo t ≥ 0. Sin embargo, esta propiedad no siempre se
cumple; por ejemplo, no todas las soluciones topológicas débiles de (1.1) son conservativas
(ver, e.g., [9]). En la Sección 2.4 probamos nuestro segundo teorema, que establece la igual-
dad E ‖Xt‖2 = E ‖X0‖2 cuando Xt es una C-solución variacional de (1.1), asegurando una
propiedad ligada fuertemente a la interpretación física del modelo (1.1).
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Hipótesis 3 Adopte la Hipótesis 2 con la Condición H2.4 sustituida por:

(H3.1) Existe un dominio esencial D2 de C2 tal que para todo x ∈ D2 y t ≥ 0:

2Re〈G(t)x, x〉+
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 = 0.

Además, supondremos que (1.1) tiene una única C-solución variacional para cualquier dato
inicial en L2

C(P, h).

Teorema 2 Supongamos que C satisface la Hipótesis 3 y que X0 ∈ L2
C(P, h) es F0-medible.

Entonces (‖Xt‖2)t∈[0,T ] es una martingala, en particular para todo t ≥ 0:

E ‖Xt‖2 = E ‖X0‖2 .

Nota 2.3 Similarmente a la Nota 2.2, el Teorema 2 continuará siendo válido si reem-
plazamos la Condición H3.1 por:

(H3.1') Existe un dominio esencial D3 de C tal que para todo x ∈ D3 y t ≥ 0:

2Re (gt (x, x)) +
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 = 0.

2.2. Demostración de la medibilidad de gt

Lema 2.1 Supongamos que se cumple la Hipótesis 1. Considere la aplicación gt de�nida en
la Nota 2.1. Entonces, la función

g· ◦ (πC , πC) : ([0,∞[×h× h,B([0,∞[×h× h))→ (C,B(C))

es medible.

Demostración Denotaremos provisionalmente como ‖·‖1 a la norma de h2 (:= h× h), o
sea

‖(x, y)‖2
1 := ‖x‖2

h + ‖y‖2
h

para todo x, y ∈ h. Además pondremos

Grafo(C) := {(x,Cx) : x ∈ D(C)},
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que es el grafo de C. Ya que h es separable, (h× h, ‖·‖1) es separable y por lo tanto
(Grafo(C), ‖·‖1) también lo es. En efecto, sea {(un, vn)}n∈N un conjunto numerable den-
so en (h2, ‖·‖1). Para cada m ∈ N, (x̃n(m), ỹn(m)) será un un elemento, en caso de que
exista, perteneciente a:

B((un, vn),
1

m
) ∩ {(x,Cx) : x ∈ D

(
C2
)
}.

De�namos a D como el conjunto formado por todos los elementos (x̃n(m), ỹn(m)). Como D
es numerable

D = {(xn, Cxn) : n ∈ N},
con xn ∈ D(C2). Luego D es denso en ({(x,Cx) : x ∈ D (C2)}, ‖·‖1). Ya que D (C2) es un
dominio esencial de C, se tiene que D es denso en (Grafo(C), ‖·‖1).

Para cada x ∈ D(C) ponemos

ρm(x) := mı́n{‖(x,Cx)− (xk, Cxk)‖1 : k = 1, ...,m}.

Del Lema 2.3 obtenemos que la función ρm : (D(C),B(D(C))) → R es medible, pues ρm es
un mínimo de funciones medibles. Aquí, B(D(C)) son los borelianos del espacio formado por
D(C) y la métrica de h. Para cada x ∈ D(C) de�namos

zm(x) = xkm(x),

donde
km(x) = mı́n{k ≤ m : ρm(x) = ‖(x,Cx)− (xk, Cxk)‖1}.

Entonces cada zm : (D(C),B(D(C)))→ h es una función medible. En efecto,

{x : zm(x) = xj}
= {x : ρm(x) < ‖(x1, Cx1)− (x,Cx)‖1} ∩ . . . ∩ {x : ρm(x) < ‖(xj−1, Cxj−1)− (x,Cx)‖1}
∩{x : ρm(x) = ‖(xj, Cxj)− (x,Cx)‖1},

lo que implica
{x ∈ D(C) : zm(x) = xj} ∈ B(D(C))} .

pues ρm(x) y ‖(xk, Cxk)− (x,Cx)‖1 son funciones medibles. Considere y ∈ h y r > 0. Sean
y1, . . . , yp los elementos de {x1, x2, ..., xm} que pertenecen a B(y, r). Ya que

zm(D(C)) ⊆ {x1, x2, ..., xm},

z−1
m (B(y, r)) =

p⋃
j=1

{x : zm(x) = yj} ∈ B(D(C)).

11



Entonces zm : (D(C),B(D(C)))→ h es medible, lo que implica que zm ◦ πC : (h,B(h)))→ h
es medible,

De la Condición H1.3 tenemos que para todo x, y ∈ D(C),

‖gt(x, y)− gt(zm(x), zm(y))‖ ≤ ‖gt(x, y)− gt(zm(x), y)‖+ ‖gt(zm(x), y)− gt(zm(x), zm(y))‖
≤ K(t) (‖x− zm(x)‖C ‖y‖C + ‖zm(x)‖C ‖y − zm(y)‖C) .

Como además ‖(zm(z), Czm(z))− (z, Cz)‖1 ↘m→∞ 0 cuando z ∈ D(C),

‖gt(x, y)− gt(zm(x), zm(y))‖ →m→∞ 0

para todo x, y ∈ D(C). Por lo tanto

gt (πC(x), πC(y)) = ĺım
m→∞

gt (zm (πC (x)) , zm (πC (y)))

= ĺım
m→∞

〈G(t) ◦ πC2 (zm (πC (x))) , πC2 (zm (πC (y)))〉.

para todo x, y ∈ h. Entonces, la Condición H1.2 nos lleva a concluir que

(t, x, y) 7→ gt (πC(x), πC(y))

es medible. �

2.3. Demostración del Teorema 1

2.3.1. Lemas Previos

Por completitud, comenzaremos recordando tres lemas (Lemas 2.2, 2.3 y 2.4) que fueron
probados en [7].

Lema 2.2 Sea C un operador positivo en h.Para todo n ∈ N consideremos el operador
acotado Rn = n(n+ C)−1. Entonces:

D(C) = {x ∈ h : (CRn)n∈N converge} = {x ∈ h : sup
n∈N
‖CRnx‖ <∞}.

Demostración Como −C es disipativo y autoadjunto, entonces para todo x ∈ D(C) se
tiene que

CRnx −→n→∞ Cx. (2.2)
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(ver, e.g., [19]). En consecuencia, D(C) ⊆ {x ∈ h : (CRnx)n∈N converge}, luego

D(C) ⊆ {x ∈ h : sup
n∈N
‖CRnx‖ <∞},

pues {x ∈ h : (CRnx)n∈N converge} ⊆ {x ∈ h : supn∈N ‖CRnx‖ <∞}.
Ahora, asumamos que (‖CRnx‖)n∈N es acotado. Del Teorema de Banach-Alaoglu, de-

ducimos que existe una subsucesión (CRnk
x)k∈N que converge débilmente a un vector z ∈ h.

Ya que para cualquier x ∈ h tenemos que Rnx→ x, para cualquier y ∈ D(C),

〈x,Cy〉 = ĺım
k→∞
〈Rnk

x,Cy〉 = ĺım
k→∞
〈CRnk

x, y〉 = 〈z, y〉.

Entonces x ∈ D(C∗)(= D(C)) y C∗x = z, lo que implica que

{x ∈ h : sup
n∈N
‖CRnx‖ <∞} ⊆ D(C).

�

Lema 2.3 Sea C un operador positivo en h. Si L ∈ L((D(C), ‖·‖C), h), entonces L ◦ πC :
(h,B(h))→ (h,B(h)) es medible.

Demostración Sea Rn como en el Lema 2.2. Del lema 2.2 se concluye que D(C) es un
conjunto medible borel en h y asi πC : (h,B(h)) → (h,B(h)) es medible. Por otro lado, el
rango de Rn es un subespacio de D(C) y L ∈ L((D(C), ‖·‖C), h), luego LRn ∈ L(h). Ya que
LRn es continuo, LRn ◦ πC es medible. Combinando el hecho de que Rn →n→∞ I con (2.2),
se tiene que LRn ◦ πC →n→∞ L ◦ πC , lo cual implica que L ◦ πC es medible. �

Nota 2.4 Cuando L es un operador cerrable en h, tal que D(C) ⊆ D(L) donde C es un
operador positivo, entonces, usando el teorema del grafo cerrado, se puede concluir que L ∈
L((D(C), ‖·‖C), h).

Lema 2.4 (Extensión de la Condición H2.3 de D1 a D(C2).) Supongamos que se cumple
la Hipótesis 2, salvo H2.4. Sean x ∈ D(C2) y t ≥ 0. Entonces Lk(t)x ∈ D(C) para todo k ∈ N,
y además

2Re〈C2x,G(t)x〉+
∞∑
k=1

‖CLk(t)x‖2 ≤ α(t) ‖x‖2
C . (2.3)
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Demostración Sea x ∈ D(C2), como D1 es un dominio esencial de C2, existe (xn)n∈N ⊆
D1 tal que xn → x y C2xn → C2x, esto es ‖xn − x‖C2 −→n→∞ 0. De la Nota 2.4 tenemos que
C es relativamente acotado con respecto a C2. Luego ‖xn − x‖C −→n→∞ 0, por consiguiente

α(t) ‖xn‖2
C −→n→∞ α(t) ‖x‖2

C (2.4)

Además, de la Condición H2.1 se deduce que:

‖G(t) (xn − x)‖2 ≤ K (t) ‖xn − x‖2
C2 →n→∞ 0,

de donde
2Re〈C2xn, G(t)xn〉 −→n→∞ 2Re〈C2x,G(t)x〉. (2.5)

La Condición H2.3 nos lleva a que para todo n ∈ N:

2Re〈C2xn, G(t)xn〉+
∞∑
k=1

‖CLk(t)xn‖2 ≤ α(t) ‖xn‖2
C . (2.6)

Debido a (2.4) y (2.5) obtendríamos (2.3) tomando el límite cuando n → ∞ en (2.6) si
probamos que

ĺım
n→∞

∞∑
k=1

‖CLk(t)xn‖2 =
∞∑
k=1

‖CLk(t)x‖2 . (2.7)

De (2.5) y la Condición H2.3 se sigue:

∞∑
k=1

‖CLk(t)(xn − xm)‖2 ≤ α(t) ‖xn − xm‖2
C − 2Re〈C2(xn − xm), G(t)(xn − xm)〉. (2.8)

Usando la Condición H2.1 obtenemos

|Re〈C2(xn − xm), G(t)(xn − xm)〉| ≤ | 〈C2(xn − xm), G(t)(xn − xm)〉 |
≤ K(t) ‖xn − xm‖2

C2 .

Así que de (2.8) deducimos que para todo ε > 0, existe N (ε) ∈ N tal que para todo
n,m > N (ε),

∞∑
k=1

‖CLk(t)(xn − xm)‖2 < ε. (2.9)

Por lo tanto,

‖CLl(t)(xn − xm)‖2 ≤
∞∑
k=1

‖CLk(t)(xn − xm)‖2 −→n,m→∞ 0,

14



luego existe y ∈ h tal que ‖CLk(t)xn − y‖ −→n→∞ 0. Aplicar la Condición H2.2 produce

‖Lk(t)xn − Lk(t)x‖ ≤ Kk(t) ‖xn − x‖C −→n→∞ 0,

así que Lk(t)xn −→n→∞ Lk(t)x y CLk(t)xn −→n→∞ y. Como C es cerrado se sigue que
Lk(t)x ∈ D(C) y CLk(t)x = y. Lo que implica que

‖CLk(t)xn − CLk(t)x‖ −→n→∞ 0.

Si n > N (ε), tomando límite cuando m→∞ en (2.9) produce

j∑
k=1

‖CLk(t)(xn − x)‖2 ≤ ε

para todo j ∈ N, y por consiguiente

∞∑
k=1

‖CLk(t)(xn − x)‖2 ≤ ε.

Lo que implica (2.7), completándose la demostración del lema. �

Ahora extenderemos la Condición H2.4 de D2 a D(C).

Lema 2.5 Bajo las Condiciones H1.3, H2.2 y H2.4, se tiene que

2Re (gt (x, x)) +
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 ≤ 0

para todo x ∈ D(C) y t ≥ 0.

Demostración Sea x ∈ D(C). Como D(C2) es dominio esencial de C, D2 es un dominio
esencial de C, luego existe (xn)n∈N ⊆ D2 tal que xn → x y Cxn → Cx, esto es

‖xn − x‖C −→n→∞ 0.

Usando la Condición H2.4 obtenemos que para todo n ∈ N:
∞∑
k=1

‖Lk(t)xn‖2 ≤ −2Re (gt (xn, xn)) . (2.10)
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Aplicando la Condición H1.3 deducimos que

|gt (xn, xn)− gt (x, x)| ≤ |gt (xn − x, xn) + gt (x, xn − x)|
≤ |gt (xn − x, xn)|+ |gt (x, xn − x)|
≤ K(t){‖xn − x‖C ‖xn‖C + ‖x‖C ‖xn − x‖C} −→n→∞ 0.

Por lo tanto, (2.10) implica

ĺım sup
n→∞

∞∑
k=1

‖Lk(t)xn‖2 ≤ −2Re (gt (x, x)) . (2.11)

De la Condición H2.2 tenemos que

‖Lk(t)xn − Lk(t)x‖2 ≤ Kk(t) ‖xn − x‖2
C −→n→∞ 0,

de donde
‖Lk(t)xn‖2 −→n→∞ ‖Lk(t)x‖2 .

Luego, el lema de Fatou produce

∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 =
∞∑
k=1

ĺım inf
n→∞

‖Lk(t)xn‖2 ≤ ĺım inf
n→∞

∞∑
k=1

‖Lk(t)xn‖2 ,

que unido a (2.11) nos lleva a

∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 ≤ −2Re (gt (x, x)) .

�

2.3.2. Ecuaciones aproximadas con coe�cientes acotados

En esta Memoria obtendremos la solución Xt de (1.1), en términos de un L2(P, h)-límite
débil de soluciones de una sucesión de ecuaciones de evolución estocásticas, cuyos coe�cientes
son acotados. Con este �n consideramos el resolvente de −C2,

Rn = n(n+ C2)−1

para todo n ∈ N, y la siguiente ecuación de evolución estocástica.
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De�nición 2.2 Bajo los supuestos del Teorema 1, esto es, asumiendo la Hipótesis 2, Xn es
la única solución continua de:

Xn
t = X0 +

∫ t

0

Gn(s)Xn
s ds+

n∑
k=1

∫ t

0

Lnk(s)Xn
s dW

k
s , (2.12)

donde Gn(s) = RnG(s)Rn, L
n
k(s) = Lk(s)Rn y n ∈ N.

Nota 2.5 El rango de Rn es un subespacio de D(C2), así que Gn(t) está bien de�nido. Como
‖Rn‖ ≤ 1,

‖Gn(t)x‖2 = ‖RnG(t)Rnx‖2

≤ ‖Rn‖2 ‖G(t)Rnx‖2

≤ ‖G(t)Rnx‖2

≤ K(t) ‖Rnx‖2
C2

= K(t){‖Rnx‖2 +
∥∥C2Rnx

∥∥2}
≤ K(t){‖x‖2 +

∥∥C2Rn

∥∥2 ‖x‖2}
= K(t){1 +

∥∥C2Rn

∥∥2} ‖x‖2 .

Luego Gn(t) es un operador continuo cuya norma satisface

‖Gn(t)‖ ≤
√
K(t){1 + ‖C2Rn‖2}.

Similarmente, la Condición H2.2 nos lleva a Lnk(t) ∈ L(h). En efecto, de la Nota 2.4
tenemos que C ∈ L((D(C2), ‖·‖C2), h), luego CRn ∈ L(h). Además,

‖Lnk(t)x‖2 = ‖Lk(t)Rnx‖2

≤ Kk(t) ‖Rnx‖2
C

= Kk(t){‖Rnx‖2 + ‖CRnx‖2}
≤ Kk(t){‖x‖2 + ‖CRn‖2 ‖x‖2}
≤ Kk(t){1 + ‖CRn‖2} ‖x‖2 .

Por lo tanto Lnk(t) es un operador continuo y

‖Lnk(t)‖ ≤
√
Kk(t){1 + ‖CRn‖2}.

Combinando las observaciones anteriores con las Condiciones H1.1 y H1.2 concluimos
que los procesos (Xn)n∈N están bien de�nidos.
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Esta subsección esta dedicada a las propiedades de la sucesión de procesos (Xn)n∈N. Las
demostraciones de los dos primeros lemas (Lemas 2.6 y 2.7) constituyen versiones ampliadas
de las demostraciones de los Lemas 5 y 6 de [7].

Lema 2.6 Asumamos la Hipótesis 2, sin la Condición H2.3. Considere t ≥ 0. Entonces

E ‖Xn
t ‖

2 ≤ E ‖X0‖2 . (2.13)

Además para todo x ∈ h tenemos que

2Re(〈Gn(t)x, x〉) +
∞∑
k=1

‖Lnk(t)x‖2 ≤ 0. (2.14)

Demostración
Sea x ∈ h. Ya que el rango de Rn es un subespacio de D(C2) ⊆ D(C), del Lema 2.5

tenemos que

2Re((gt (Rnx,Rnx)) +
∞∑
k=1

‖Lk(t)Rnx‖2 ≤ 0. (2.15)

Puesto que Rn es autoadjunto y Rnx ∈ D(C2):

gt (Rnx,Rnx) = 〈G(t)Rnx,Rnx〉
= 〈RnG(t)Rnx, x〉
= 〈Gn(t)x, x〉.

Como además Lk(t)Rnx = Lnk(t)x, la desigualdad (2.15) nos lleva a (2.14).
Aplicando la fórmula de Itô (ver, e.g., [22]) se deduce que:

‖Xn
t ‖

2 = ‖X0‖2 +

∫ t

0

(
2Re〈Gn(t)Xn

s , X
n
s 〉+

∞∑
k=1

‖Lnk(t)Xn
s ‖

2

)
ds (2.16)

+
n∑
k=1

∫ t

0

2Re〈Lnk(s)Xn
s , X

n
s 〉dW k

s .

Usando (2.14) producimos:

‖Xn
t ‖

2 ≤ ‖X0‖2 +
n∑
k=1

∫ t

0

2Re〈Lnk(s)Xn
s , X

n
s 〉dW k

s . (2.17)
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Sea τj = inf{t ≥ 0 : ‖Xn
t ‖ ≥ j}. Entonces cada τj es un tiempo de parada y τj ↑ ∞

cuando j ↑ ∞. Además,

E
∫ t∧τj

0

(Re〈Lnk(s)Xn
s , X

n
s 〉)

2 ds ≤ j4

∫ t

0

‖Lnk(t)‖2 ds ≤ j4tKk(t)
(
1 + ‖CRn‖2) ,

por lo que el proceso
n∑
k=1

∫ ·∧τj
0

2Re〈Lnk(s)Xn
s , X

n
s 〉dW k

s

es una martingala continua de cuadrado integrable (ver, e.g., Teorema 4.12 de [22]). Luego

E

(
n∑
k=1

∫ t∧τj

0

2Re〈Lnk(s)Xn
s , X

n
s 〉dW k

s

)
= 0

Así de (2.17) se obtiene que

E
∥∥∥Xn

t∧τj

∥∥∥2

≤ E ‖X0‖2 .

Como Xn
t tiene trayectorias continuas, aplicando el lema de Fatou se deduce que

E ‖Xn
t ‖

2 ≤ ĺım inf
j→∞

E
∥∥∥Xn

t∧τj

∥∥∥2

≤ E ‖X0‖2 .

�

Lema 2.7 Adoptemos la Hipótesis 2. Si X0 ∈ L2
C(P, h), entonces

E ‖CXn
t ‖

2 ≤ exp(tα(t))(E ‖CX0‖2 + tα(t)E ‖X0‖2). (2.18)

Demostración Sea x ∈ h. Entonces Rnx ∈ D(C2). Ya que C2Rn es acotado, la Condición
H2.1 nos lleva a:

‖G(t)Rnx‖2 ≤ K(t) ‖Rnx‖2
C2 ≤ K(t)

(
1 +

∥∥C2Rn

∥∥2
)
‖x‖2 ,

luego G(t)Rn es acotado. Como CRn es acotado, CGn(t) = CRnG(t)Rn es acotado, así que

‖CGn(t)‖ ≤ K(t) ‖CRn‖
(

1 +
∥∥C2Rn

∥∥2
)1/2

. (2.19)
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Aplicando el Lema 2.4 con Rnx en lugar de x se obtiene:

2Re〈C2Rnx,G(t)Rnx〉+
∞∑
k=1

‖CLk(t)Rnx‖2 ≤ α(t) ‖Rnx‖2
C .

Entonces para todo x ∈ h,

‖CLnk(t)x‖2 ≤
∞∑
l=1

‖CLnl (t)x‖2

≤ α(t) ‖Rnx‖2
C − 2Re〈C2Rnx,G(t)Rnx〉

≤ α(t) ‖Rnx‖2
C + 2

∣∣〈C2Rnx,G(t)Rnx〉
∣∣

≤ α(t) ‖Rnx‖2
C + 2

∥∥C2Rnx
∥∥ ‖G(t)Rnx‖

≤ α(t){1 + ‖CRn‖2} ‖x‖2 + 2
∥∥C2Rn

∥∥ ‖G(t)Rn‖ ‖, x‖2 ,

así que CLnk(t) es un operador acotado, con

‖CLnk(t)‖ ≤
√
α(t)

(
1 + ‖CRn‖2)+ 2 ‖C2Rn‖ ‖G(t)Rn‖.

Sea x ∈ D(C2). Recordemos que Rn es autoadjunto y que RnCx = CRnx, luego

〈Cx,CGn(t)x〉 = 〈Cx,CRnG(t)Rnx〉
= 〈(CRn)∗Cx,G(t)Rnx〉
= 〈RnC

2x,G(t)Rnx〉
= 〈C2Rnx,G(t)Rnx〉.

y así del Lema 2.4 con Rnx en lugar de x se tiene:

2Re〈Cx,CGn(t)x〉+
n∑
k=1

‖CLnk(t)x‖2 ≤ 2Re〈Cx,CGn(t)x〉+
∞∑
k=1

‖CLnk(t)x‖2

≤ α(t) ‖Rnx‖2
C

≤ α(t) ‖x‖2
C .

Puesto que D(C2) es un dominio esencial de C y CGn(t), CLnk(t) son operadores acotados,
un proceso de límite nos permite extender la anterior desigualdad a: para todo x ∈ D(C),

2Re〈Cx,CGn(t)x〉+
n∑
k=1

‖CLnk(t)x‖2 ≤ α(t) ‖x‖2
C . (2.20)
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Usando (2.13), en el Lema 2.6 se obtiene:

E ‖CGn(t)Xn
t ‖

2 ≤ ‖CGn(t)‖2 E ‖X0‖2

y
E ‖CLnk(t)Xn

t ‖
2 ≤ ‖CLnk(t)‖2 E ‖X0‖2 ,

o sea,
E ‖CGn(t)Xn

t ‖
2 ≤ Kn(t)E ‖X0‖2 (2.21)

y
E ‖CLnk(t)Xn

t ‖
2 ≤ Kn

k (t)E ‖X0‖2 . (2.22)

En virtud de (2.21) y (2.22), podemos usar las Proposiciones 1.6 y 4.15 de [22], para
intercambiar el operador C con la integral de Bochner y la integral de Itô, respectivamente,
y establecer que CXn

t = Y n
t , P-c.s., donde el proceso Y n está de�nido por:

Y n = CX0 +

∫ ·
0

CGn(s)Xn
s ds+

n∑
k=1

∫ ·
0

CLnk(s)Xn
s dW

k
s .

Finalmente, elegimos τj = inf{t ≥ 0 : ‖Y n
t ‖ > j}. La desigualdad (2.13) implica:

E
∣∣∣Re〈Y n

s∧τj , CL
n
k(s)Xn

s 〉
∣∣∣2 ≤ E〈Y n

s∧τj , CL
n
k(s)Xn

s 〉|2

≤ E{
∥∥∥Y n

s∧τj

∥∥∥2

‖CLnk(s)Xn
s ‖

2}

≤ E{
∥∥∥Y n

s∧τj

∥∥∥2

‖CLnk(s)‖2 ‖Xn
s ‖

2}

≤ E{
∥∥∥Y n

s∧τj

∥∥∥2

} ‖CLnk(s)‖2 E{‖Xn
s ‖

2}

≤ j2 ‖CLnk(s)‖2 E ‖X0‖2 .

Aplicando la fórmula de Itô (ver, e.g., [22]) se obtiene:

E
∥∥∥Y n

t∧τj

∥∥∥2

= E ‖CX0‖2 + E
∫ t∧τj

0

(2Re〈CGn(s)Xn
s , Y

n
s 〉+

n∑
l=1

‖CLnl (s)Xn
s ‖

2)ds.

Como Y n
s = CXn

s P-c.s. combinando (2.13) con (2.20) se obtiene:

E
∥∥∥Y n

t∧τj

∥∥∥2

≤ E ‖CX0‖2 + α(t)E
∫ t

0

E ‖CXn
s ‖

2 ds+ tα(t)E ‖X0‖2 .
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Ahora, el lema de Fatou nos lleva a:

E ‖Y n
t ‖

2 ≤ ĺım inf
j→∞

E
∥∥∥Y n

t∧τj

∥∥∥2

≤ E ‖CX0‖2 + tα(t)E ‖X0‖2 + α(t)

∫ t

0

E ‖Y n
s ‖

2 ds.

Combinando el lema de Gronwall-Bellman, en forma integral, con esta última desigualdad
se obtiene (2.18). �

Ahora podemos recuperar el resultado dado en en Lema 7 de [7] a pesar que en nue-
stro contexto G (t) no es relativamente acotada con respecto a C, con este �n usamos las
Condiciones H1.3 y H2.1.

Lema 2.8 Fijemos T > 0. Entonces, bajo las Hipotesis del Teorema 1 tenemos que

E ‖Xn
t −Xn

s ‖
2 ≤ KT,X0(t− s), (2.23)

donde 0 ≤ s ≤ t ≤ T y KT,X0 es una constante positiva que sólo depende de T y X0.

Demostración Considere τj = inf{t ≥ 0 : ‖Xn
t ‖ ≥ j}. Aplicando la fórmula de Itô a

Xn
t∧τj −X

n
s∧τj , de una manera similar a como se aplicó en la demostración del Lema 2.6, se

obtiene:

E
∥∥∥Xn

t∧τj −X
n
s∧τj

∥∥∥2

= E
∫ t∧τj

s∧τj

(
2Re〈Gn(r)Xn

r , X
n
r −Xn

s 〉+
n∑
l=1

‖Lnl Xn
r ‖

2

)
dr.

Usando (2.14), en el Lema 2.6, se deduce que

2Re(〈Xn
r −Xn

s , G
n(r)Xn

r 〉) +
n∑
l=1

‖Lnl Xn
r ‖

2

= 2Re(〈Gn(r)Xn
r , X

n
r −Xn

s 〉) +
n∑
l=1

‖Lnl Xn
r ‖

2

≤ 2Re(〈Gn(r)Xn
r , X

n
r 〉)− 2Re(〈Gn(r)Xn

r , X
n
s 〉) +

n∑
l=1

‖Lnl Xn
r ‖

2

≤ −
∞∑
l=1

‖Lnl Xn
r ‖

2 − 2Re(〈Gn(r)Xn
r , X

n
s 〉) +

n∑
l=1

‖Lnl Xn
r ‖

2

≤ −2Re(〈Gn(r)Xn
r , X

n
s 〉).
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Por lo tanto

E
∥∥∥Xn

t∧τj −X
n
s∧τj

∥∥∥2

≤ E

∫ t∧τj

s∧τj
−2Re(〈Gn(r)Xn

r , X
n
s 〉)dr.

Ya que Xn
r , X

n
s ∈ D(C) a.s., aplicando la Condición H1.3 se llega a

−2Re(〈Gn(r)Xn
r , X

n
s 〉) ≤ 2 |〈Gn(r)Xn

r , X
n
s 〉|

= 2 |〈G(r)RnX
n
r , RnX

n
s 〉|

≤ 2K(r) ‖RnX
n
s ‖C ‖RnX

n
r ‖C

≤ 2K(T ) ‖RnX
n
s ‖C ‖RnX

n
r ‖C

≤ 2K(T ) ‖Xn
s ‖C ‖X

n
r ‖C .

Así, combinando el lema de Fatou con el hecho que Xn tiene trayectorias continuas obten-
emos:

E ‖Xn
t −Xn

s ‖
2 ≤ ĺım inf

j→∞
E
∥∥∥Xn

t∧τj −X
n
s∧τj

∥∥∥
≤ 2K(T )

∫ t

s

E{‖Xn
s ‖C ‖X

n
r ‖C}dr

≤ 2K(T )

∫ t

s

√
E ‖Xn

s ‖
2
C

√
E ‖Xn

r ‖
2
Cdr. (2.24)

Los lemas 2.6 y 2.7 producen:

E ‖Xn
s ‖

2
C = E{‖Xn

s ‖
2 + ‖CXn

s ‖
2}

= E ‖Xn
s ‖

2 + E ‖CXn
s ‖

2

≤ E ‖X0‖2 + exp(tα(t))(E ‖CX0‖2 + tα(t)E ‖X0‖2)

≤ E ‖X0‖2 + exp(Tα(T ))(E ‖CX0‖2 + Tα(T )E ‖X0‖2).

De manera similar, se deduce que:

E ‖Xn
s ‖

2
C ≤ E ‖X0‖2 + exp(Tα(T ))(E ‖CX0‖2 + Tα(T )E ‖X0‖2).

Por lo tanto, (2.24) produce:

E ‖Xn
t −Xn

s ‖
2

≤ 2K(T )

∫ t

s

E ‖X0‖2 + exp(Tα(T ))(E ‖CX0‖2 + Tα(T )E ‖X0‖2 dr

≤ 2K(T )
(
E ‖X0‖2 + exp(Tα(T ))(E ‖CX0‖2 + Tα(T )E ‖X0‖2) (t− s),
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obteniéndose la desigualdad deseada con

KT,X0 := 2K(T )
(
E ‖X0‖2 + exp(Tα(T ))(E ‖CX0‖2 + Tα(T )E ‖X0‖2) .

�

2.3.3. Construcción de una solución de (1.1)

A continuación se obtiene una C-solución variacional de (1.1) como límite de una sub-
sucesión de (Xn)n∈N.

De�nición 2.3 Para todo n ∈ N denotamos por (BX0,n
s )s≥0 la �ltración que satisface las

condiciones usuales generada por X0,W
1, ...,W n. Para todo t ≥ 0, elegimos:

BX0,W
t = σ(

⋃
n∈N

BX0,n
t )

y además de�nimos:

BX0,W
t+ =

⋂
ε>0

BX0,W
t+ε .

Gracias a los resultados de la Subsección 2.3.2 podemos replicar los argumentos empleados
en las demostraciones de los Lemas 8 y 9 de [7] para probar los siguientes dos lemas.

Lema 2.9 Sea T > 0. Adopte los supuestos del Teorema 1. Entonces (Xn)n∈N contiene una
subsucesión (Xnk)k∈N para la cual existe un proceso (BX0,W

t+ )t∈[0,T ]-predecible (Zt)t∈[0,T ] tal
que, para todo t ∈ [0, T ]:

Xnk
t −→k→∞ Zt débilmente en L2((Ω,BX0,W

t ,P), h). (2.25)

Demostración
Sea (χj)j∈N una base ortonormal de L2((Ω,BX0,W

T ,P), h). De la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, junto con Lema 2.8 se obtiene que la familia de funciones complejas (E〈χj, Xn〉)n∈N
es equicontinua, para cada j ∈ N. Usando el Lema 2.6, el teorema de Arzelá-Ascoli y ar-
gumentos de diagonalización deducimos que podemos extraer de (Xn)n∈N una subsucesión
(Xnk)k∈N tal que (E〈χj, Xnk〉)k∈N es uniformemente convergente en [0, T ], para cualquier
j ∈ N. Del Lema 2.6, se sigue que (Xnk

t )k∈N es débilmente convergente en L2((Ω,BX0,W
T ,P), h),

para todo t ∈ [0, T ]. Así, dado que Xnk
t es BX0,W

t -medible, para cualquier t ∈ [0, T ], existe
una v.a. ψt que es BX0,W

t -medible y satisface:

Xnk
t −→k→∞ ψt débilmente en L2((Ω,BX0,W

t ,P), h). (2.26)
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En virtud de (2.26) tenemos que para cada j ∈ N:

〈ej, Xnk
t 〉 −→k→∞ 〈ej, ψt〉 débilmente en L2((Ω,BX0,W

t ,P),C),

donde (ej)j∈N es una base ortonormal de h. Aplicando el Lema 2.8 y, por ejemplo, la relación
(1.26) de la Página 137 de [11] llegamos a:

E |〈ej, ψt − ψs〉|2 ≤ ĺım inf
k→∞

E |〈ej, Xnk
t −Xnk

s 〉|
2 ≤ KT,X0(t− s).

Entonces 〈ej, ψ〉 tiene una versión BX0,W
t+ -predecible, que denotaremos por 〈̃ej, ψ〉, ver, e.g.,

Proposición 3.6 de [22].
Finalmente, de�nimos A como el conjunto de todos los (t, w) ∈ [0, T ] × Ω, tales que∑n
j=1 〈̃ej, ψ〉t(w)ej converge cuando n→∞. Además, elegimos

Zt(w) =

{ ∑∞
j=1 〈̃ej, ψ〉t(w)ej, si (t, w) ∈ A

0, en el otro caso
.

�

Lema 2.10 Bajo los supuestos del Teorema 1 y usando la notación del Lema 2.9, se tiene
que para todo t ∈ [0, T ]:

E ‖Zt‖2 ≤ E ‖X0‖2 , (2.27)

Zt ∈ D(C) P− c.s. y

E ‖CZt‖2 ≤ exp(tα(t)){E ‖CX0‖2 + tα(t)E ‖X0‖2}. (2.28)

Además, para todo t ∈ [0, T ] tenemos que

Lnk
l X

nk
t −→k→∞ Ll(t)Zt débilmente en L2((Ω,BX0,W

t ,P), h). (2.29)

Demostración Combinando (2.25) con el Lema 2.6 se obtiene (2.27).
Para cada U ∈ L2((Ω,BX0,W

t ,P), h), el teorema de convergencia dominada establece que
RnU −→k→∞ U en L2((Ω,BX0,W

t ,P), h), donde Rn = n(n + C2)−1. Así, usando (2.25), se
obtiene que

E〈U,Rnk
Xnk
t 〉 = E〈Rnk

U,Xnk
t 〉 −→k→∞ E〈U,Zt〉. (2.30)

Para L ∈ L((D(C), ‖·‖C), h), de�namos Ln = LRn. Puesto que ‖Rn‖ ≤ 1 y que RnC ⊂
CRn, aplicando el Lema 2.7 y el teorema de Banach-Alaoglu, deducimos que cualquier
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subsucesión de (Xnk
t )k∈N contiene una subsucesión

(
X l
t

)
l∈N, en notación abreviada, tal que(

LlX l
t

)
l∈N y

(
CRlX

l
t

)
l∈N son débilmente convergentes en L2((Ω,BX0,W

t ,P), h). Así, por (2.30),

(RlX
l
t , L

lX l
t , CRlX

l
t) converge débilmente en L2((Ω,BX0,W

t ,P), h3). (2.31)

A su vez, el conjunto D(C) × L(D(C)) × C(D(C)) es cerrado en h3, ya que L es aco-
tado con respecto ‖·‖C y C es un operador cerrado. Por lo tanto, el conjunto formado por
todas las tripletas (η, Lη, Cη), con η ∈ L2

C((Ω,BX0,W
t ,P), h) es un subespacio cerrado de

L2((Ω,BX0,W
t ,P), h3), luego dicho conjunto es es también cerrado con respecto a la topología

débil de L2((Ω,BX0,W
t ,P), h3), ver, e.g., Problema 1.34 de la Página 138 de [11]. Luego,

combinando (2.30) con (2.31) se llega a que (RlX
l
t , L

lX l
t , CRlX

l
t) converge débilmente a

(Zt, LZt, CZt) en L2((Ω,BX0,W
t ,P), h3) cuando l→∞. Lo que implica

LnkXnk
t −→k→∞ LZt débilmente en L2((Ω,BX0,W

t ,P), h). (2.32)

De la Condición H2.2, podemos elegir L = Lk(t) y obtener(2.29). Eligiendo L = C, del
Lema 2.7 deducimos (2.28). �

La demostración del próximo lema es completamente nueva.

Lema 2.11 Adopte los supuestos del Teorema 1 y la notación del Lema 2.9. Considere

t ∈ [0, T ]. Entonces, para todo y ∈ D(C) y η ∈ L2(
(

Ω,BX0,W
t ,P

)
,C) tenemos que

Egt (Rnk
Xnk
t , ηy) −→ Egt (Zt, ηy) . (2.33)

Demostración
Ya que C es un operador positivo, (D(C), 〈·, ·〉C) es un espacio de Hilbert, que además

es separable porque h lo es (ver, e.g., demostración del Lema 2.1). Entonces

L2
((

Ω,BX0,W
t ,P

)
, (D(C), 〈·, ·〉C)

)
es un espacio de Hilbert separable. Ahora de�nimos el funcional

F t
η,y : L2

((
Ω,BX0,W

t ,P
)
, (D(C), 〈·, ·〉C)

)
→ C

a través de
F t
η,y(X) = E (gt (ηy,X)) .
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Ya que gt (·, ·) es lineal en su segunda componente, F t
η,y es un funcional lineal. Además,

supongamos que Xn −→k→∞ X en L2
((

Ω,BX0,W
t ,P

)
, (D(C), 〈·, ·〉C)

)
. Luego,∣∣F t

η,y(Xn)− F t
η,y(X)

∣∣ ≤ E |gt (ηy,X −Xn)| ≤ EK(t) ‖Cηy‖ ‖X −Xn‖C ,

de donde ∣∣F t
η,y(Xn)− F t

η,y(X)
∣∣ ≤ K(t) ‖Cy‖E{|η| ‖X −Xn‖C} −→n→∞ 0,

lo que implica que F t
η,y es continuo. O sea, F t

η,y es un funcional lineal y continuo del espacio de

Hilbert separable L2
((

Ω,BX0,W
t ,P

)
, (D(C), 〈·, ·〉C)

)
en C. Un teorema de representación de

Riesz nos asegura que existe un único Φ perteneciente a L2
((

Ω,BX0,W
t ,P

)
, (D(C), 〈·, ·〉C)

)
tal que

F t
η,y(X) = E (〈Φ, X〉+ 〈CΦ, CX〉) ,

y entonces
F t
η,y(X) = E〈Φ, X〉+ E〈CΦ, CX〉,

debido a que X, CX, Φ y CΦ son variables aleatorias h-medibles, pues la identidad de
(D(C), ‖·‖C) en h es una aplicación continua.

Regresando a la demostración del Lema 2.10, tenemos que

(Rnk
Xnk
t , CRnk

Xnk
t ) −→ (Zt, CZt) débilmente en L2((Ω,BX0,W

t ,P), h2).

Además, πC (Rnk
Xnk
t ) : (Ω,BX0,W

t )→ (D(C), 〈·, ·〉C) y πC (Zt) : (Ω,BX0,W

t )→ (D(C), 〈·, ·〉C)
son medibles (ver, e.g., Proposición 1.6 en la Página 21 de [22]). Por lo tanto

F t
η,y(πC (Zt)) = (E〈Φ, πC (Zt)〉+ E〈CΦ, CπC (Zt)〉)

= ĺım
k→∞

(E〈Φ, πC (Rnk
Xnk
t )〉+ E〈CΦ, CπC (Rnk

Xnk
t )〉)

= ĺım
k→∞

F t
η,y(πC (Rnk

Xnk
t )),

de donde, al usar la de�nición de F t
η,y, se obtiene (2.33). �

Nota 2.6 Sea χ ∈ L2((Ω,BX0,m
t ,P),C), con t ∈ [0, T ]. Entonces

χ = E(χ|BX0,m
0 ) +

m∑
j=1

∫ t

0

Hj
sdW

j
s ,

donde H1, H2, ..., Hm son procesos estocásticos BX0,m
t -predecibles tales que H1, H2, ..., Hm ∈

L2(([0, T ]× Ω, dt⊗ dP),C).
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La demostración del siguiente lema utiliza los argumentos usados en le demostración del
Lema 10 de [7].

Lema 2.12 Consideremos la sucesión (Xnk)k∈N y χ dados en el Lema 2.9 y Nota 2.6, re-
spectivamente. Bajo las Hipótesis del Teorema 1,

ĺım
k→∞

E〈
nk∑
l=1

∫ t

0

Lnk
l (s)Xnk

s dW l
s, χx〉 = E〈

∞∑
l=1

∫ t

0

Ll(s)πC(Zs)dW
l
s, χx〉 (2.34)

para cada x ∈ h.

Demostración De acuerdo al Lema 2.5,

2Re (gt (x, x)) +
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 ≤ 0

para todo x ∈ D(C) y t ≥ 0, Por la Condición H1.3 y la Nota 2.1 se tiene que

∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 ≤ −2Re (gt (x, x)) ≤ 2 |(gt (x, x))| ≤ K(t) ‖x‖2
C ,

o sea para todo x ∈ D(C) y t ≥ 0,

∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 ≤ K(t) ‖x‖2
C . (2.35)

SeanH1, H2, ..., Hm los procesos señalados en la Nota 2.6. Usando el Lema 2.6, propiedades
de la integral estocástica y el teorema de Fubini se tiene que para todo n ≥ m:

Eχ〈
n∑
l=1

∫ t

0

Lnl (s)Xn
s dW

l
s, x〉 =

m∑
l=1

∫ t

0

EH l
s〈Lnl (s)Xn

s , x〉ds.

Debido a (2.29), para l ∈ {1, ...,m} tenemos que:

EH l
s〈L

nk
l (s)Xnk

s , x〉 −→k→∞ EH l
s〈Ll(s)πC(Zs), x〉.

Como ‖Rn‖ ≤ 1 y RnC ⊂ CRn, combinando los Lemas 2.6 y 2.7 con el teorema de conver-
gencia dominada se obtiene que∫ t

0

EH l
s〈L

nk
l (s)Xnk

s , x〉ds −→k→∞

∫ t

0

EH l
s〈Ll(s)πC(Zs), x〉ds,
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donde l = 1, ...,m. Así,

ĺım
k→∞

E〈
nk∑
l=1

∫ t

0

Lnk
l (s)Xnk

s dW l
s, χx〉 =

m∑
l=1

∫ t

0

EH l
s〈Ll(s)πC(Zs), x〉ds. (2.36)

Combinando los Lemas 2.6 y 2.7 con la Condición H2.2 se deduce que:

m∑
l=1

∫ t

0

EH l
s〈Ll(s)πC(Zs), x〉ds =

n∑
l=1

Eχ
∫ t

0

〈Ll(s)πC(Zs), x〉dW l
s

cuando n ≥ m. Gracias a (2.35) tenemos que

n∑
l=1

∫ t

0

Ll(s)πC(Zs)dW
l
s −→n→∞

∞∑
l=1

∫ t

0

Ll(s)π(Zs)dW
l
s en L

2(P, h).

Por lo tanto
m∑
l=1

∫ t

0

EH l
s〈Ll(s)πC(Zs), x〉ds = Eχ〈

∞∑
l=1

∫ t

0

Ll(s)πC(Zs), x〉dW l
s.

Luego, aplicando (2.36) llegamos a

ĺım
k→∞

E〈
nk∑
l=1

∫ t

0

Lnk
l (s)Xnk

s dW l
s, χx〉 = Eχ〈

∞∑
l=1

∫ t

0

Ll(s)πC(Zs), x〉dW l
s.

�

Lema 2.13 Sea T > 0. Asumamos que se cumplen las hipótesis del Teorema 1 y que Z es
descrito como en el Lema 2.9. Entonces, para todo t ∈ [0, T ] y x ∈ D(C) tenemos que

〈Zt, x〉 = 〈X0, x〉+

∫ t

0

gs (πC(Zs), x) ds+
∞∑
l=1

∫ t

0

〈Lk(s)πC(Zs), x〉dW k
s . (2.37)

Demostración Considere x ∈ h y χ ∈ L2((Ω,BX0,m
t ,P),C). Sea (Xnk)k∈N la sucesión

dada en el Lema 2.9. De acuerdo al Lema 2.12 tenemos que

ĺım
k→∞

E〈
nk∑
l=1

∫ t

0

Xnk
s dW l

s, χx〉 = E〈
∞∑
l=1

∫ t

0

Ll(s)πC(Zs)dW
l
s, χx〉. (2.38)
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De la de�nición de gs(·, ·) tenemos que

〈Gnk(s)Xnk
s , x〉 = 〈G(s)Rnk

Xnk
s , Rnk

x〉 = gs (Rnk
Xnk
s , Rnk

x) .

Como Rn −→n→∞ I, de (2.33) obtenemos

E{〈Gnk(s)Xnk
s , x〉E[χ|BX0,W

s ]} −→n→∞ E{gs (πc(Zs), x)E[χ|BX0,W
s ]}.

Combinando los Lemas 2.6 y 2.7 con el teorema de convergencia dominada deducimos que∫ t

0

E{〈Gnk(s)Xnk
s , x〉E[χ|BX0,W

s ]}ds −→k→∞

∫ t

0

E{gs (πc(Zs), x)E[χ|BX0,W
s ]}ds,

pues E[χ|BX0,W
s ] ∈ L2(P,C). Luego

ĺım
k→∞

∫ t

0

E〈Gnk(s)Xnk
s , χx〉ds =

∫ t

0

Egs (πc(Zs), χx) ds. (2.39)

De (2.25), (2.38) y (2.39), empleando la de�nición de Xn obtenemos que

Eχ〈Zt, x〉 = Eχ

(
〈X0, x〉+

∫ t

0

gs (πC(Zs), x) ds+
∞∑
l=1

∫ t

0

〈Ll(s)πC(Zs), x〉dW l
s

)
. (2.40)

Aplicando un teorema de las clases monótonas, ahora extendemos el rango de válidez de
(2.40) de χ ∈ L2((Ω,BX0,m

t ,P),C) a χ ∈ L2((Ω,BX0,W
t ,P),C) acotado. �

2.3.4. Fórmula de Itô

Lema 2.14 Asumamos que se cumple la Hipótesis 1. Sea (Xt)t∈[0,T ] una C-solución varia-
cional de (1.1) en [0, T ] con dato inicial X0. Entonces, P-c.s. para todo t ∈ [0, T ] tenemos
que

‖Xt‖2 = ‖X0‖2 +

∫ t

0

(
2Re (gs (Xs, Xs)) ds+

∞∑
k=1

‖Lk(s)Xs‖2

)
ds (2.41)

+
∞∑
k=1

∫ t

0

2Re〈Lk(s)Xs, Xs〉dW k
s .
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Con vistas a demostrar el Lema 2.14 recordemos primeramente el concepto de tripleta
de Gelfand. Supongamos que V es un espacio de Banach tal que V ⊆ h de manera continua
y densa, donde h es un espacio de Hilbert complejo separable. Entonces, sus espacios duales
h∗ y V ∗ satisfacen h∗ ⊆ V ∗ de manera continua y densa también. Usando el teorema de
representación de Riesz identi�camos a h y h∗, luego

V ⊆ h = h∗ ⊆ V ∗

de manera continua y densa. Llamaremos a (V, h, V ∗) una tripleta de Gelfand.
Generalizando directamente a espacios de Hilbert complejos una fórmula de Itô bien

conocida, ver, e.g., Teorema 4.2.5 de [23], llegamos a:

Teorema 3 Sea X0 ∈ L2(Ω,F0,P; h). Consideremos el I-proceso de Wiener cilíndrico W
sobre el espacio de Hilbert separable U . Supondremos que Y ∈ L2([0, T ] × Ω, dt ⊗ P;V ∗)
y Z ∈ L2([0, T ] × Ω, dt ⊗ P;L2(U, h)) son progresivamente medibles. De�nimos el proceso
estocástico continuo (Xt)t∈[0,T ] con valores en V ∗ a través de

Xt := X0 +

∫ t

0

Y (s)ds+

∫ t

0

Z(s)dW (s)

para todo t ∈ [0, T ]. Asumamos que existe X̂ ∈ L2([0, T ] × Ω, dt ⊗ P, V ) tal que X = X̂
dt ⊗ P-c.d. Entonces, (Xt)t∈[0,T ] es un proceso adaptado con valores en h que es continuo y
satisface:

E

(
sup
t∈[0,T ]

‖Xt‖2
h

)
<∞.

Además, se cumple la siguiente fórmula de Itó para la norma al cuadrado de Xt: para todo
t ∈ [0, T ] tenemos que

P− c.s. ‖Xt‖2
h = ‖X0‖2

h +

∫ t

0

(
2Re

(
V ∗〈Y (s), X̄(s)〉V

)
+ ‖Z(s)‖2

L2(U,h)

)
ds

+

∫ t

0

2Re〈X(s), Z(s)dWs〉h,

donde X̄ es cualquier dt⊗ P-versión progresivamente medible de X̂.

Demostración del Lema 2.14
Consideremos la tripleta de Gelfand de referencia (V, h, V ∗) dada por V = (D(C), ‖·‖C) y

h = (h, 〈·, ·〉). Como C es autoadjunto, D(C) = h. Además para todo v ∈ D(C) tenemos que
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‖v‖ ≤ ‖v‖C . En consecuencia, la inclusión canónica (D(C), ‖·‖C) → (h, 〈·, ·〉) es continua y
por lo tanto nuestra tripleta de Gelfand está bien de�nida.

Elijamos
Y (s) := gs (Xs, ·) .

De la Nota 2.1 se tiene que para todo v ∈ V ,
|Ys(v)| = |gs(Xs, v)| ≤ K(s) ‖Xs‖C ‖v‖C .

Ya que gs(·, ·) es lineal en la segunda componente, tenemos que Y (s) ∈ V ∗. Además,∫ T

0

E ‖Y (s)‖2
V ∗ ds ≤

∫ T

0

(K(s))2E ‖Xs‖2
C ds

=

∫ T

0

(K(s))2
(
E ‖Xs‖2 + E ‖CXs‖2) ds

≤
∫ T

0

(K(s))2

(
E ‖X0‖2 + sup

t∈[0,T ]

E ‖CXt‖2

)
ds

≤ T (K(T ))2

(
E ‖X0‖2 + sup

t∈[0,T ]

E ‖CXt‖2

)
<∞.

Por lo tanto, Y ∈ L2([0, T ]× Ω, dt⊗ P;V ∗).
Por otro lado, introducimos el espacio auxiliar:

U := l2(C) = {x = (xn)n∈N :
∞∑
n=1

|xn|2 <∞},

y consideramos una base ortonormal (pk)k∈N de U . Para todo v ∈ U , de�nimos

Z(s)(v) :=
∞∑
k=1

〈pk, v〉ULk(s)Xs.

Luego, Z toma valores en L2(U, h) y Z ∈ L2 ([0, T ]× Ω, dt⊗ P;L2 (U, h)). En efecto, combi-
nando el Lema 2.5 con (2.35) deducimos que

‖Z(s)‖2
L2(U,h) =

∞∑
k=1

‖Z(s)(pk)‖2

=
∞∑
k=1

‖Lk(s)Xs‖2

≤ −2Re (gs (Xs, Xs))

≤ 2K(T ) ‖Xs‖2
C ,
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de donde se concluye nuestra a�rmación.
Finalmente, de�nimos

Wt =
∞∑
k=1

W k
t pk,

donde W k es la sucesión de movimientos brownianos independientes a valores reales dados
en (1.1). Entonces, (Wt)t es un I-proceso de Wiener cilíndrico con valores en U .

Identi�cando Xt con 〈Xt, ·〉 ahora podemos escribir

Xt = X0 +

∫ t

0

Y (s)ds+

∫ t

0

Z(s)dWs.

Ya que X ∈ L2([0, T ]× Ω, dt× P;V ), aplicando el Teorema 3 obtenemos que

‖Xt‖2 = ‖X0‖2 +

∫ t

0

(
(2Re (gs (Xs, Xs)) ds+

∞∑
k=1

‖Lk(s)Xs‖2

)
ds

+
∞∑
k=1

∫ t

0

2Re〈Lk(s)Xs, Xs〉dW k
s .

�

2.3.5. Demostración Teorema 1

Demostración [Unicidad]
Supongamos que Zt e Yt son dos soluciones C-variacionales de (1.1), ambas con dato

inicial X0, entonces el proceso ∆t := Zt − Yt, satisface:

∆t =

∫ t

0

gs (∆s, ·) ds+
∞∑
k=1

∫ t

0

Lk(s)∆sdW
k
s .

Del Lema 2.5 se deduce que

2Re (gs (∆s,∆s)) +
∞∑
k=1

‖Lk(s)∆s‖2 ≤ 0.

Luego, aplicando el Lema 2.14 llegamos a

‖∆t‖2 ≤
∞∑
k=1

∫ t

0

2Re〈Lk(s)∆s,∆s〉dW k
s . (2.42)
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A continuación probaremos que (2.42) nos lleva a que ∆t es indistingible de cero. Con
este �n, de�nimos τn := ı́nf{t ∈ [0, T ] : ‖∆t‖ > n} ∧ T . Tenemos que τn ↑ T y cada τn es un
tiempo de parada. Ya que

E(

∫ τn

0

∞∑
k=1

4Re2(〈Lk(s)∆s,∆s〉)ds ≤ 4E
∞∑
k=1

∫ τn

0

|〈Lk(s)∆s,∆s〉|2 ds

≤ 4E
∞∑
k=1

∫ τn

0

‖∆s‖2 ‖Lk(s)∆s‖2 ds

≤ 4n2E
∫ τn

0

∞∑
k=1

‖Lk(s)∆s‖2 ds

≤ 4n2E
∫ τn

0

K(T ) ‖∆s‖2
C ds

≤ 4n2K(T )E
∫ T

0

‖∆s‖2
C ds

≤ 4n2K(T )TE{‖∆s‖2
C} <∞,(

∞∑
k=1

∫ t∧τn

0

2Re〈Lk(s)∆s,∆s〉dW k
s

)
t∈[0,T ]

(2.43)

es una martingala, ver, e.g., Teorema 4.12 de [22]. Luego, para todo n ∈ N tenemos que

E

(
∞∑
k=1

∫ t∧τn

0

2Re〈Lk(s)∆s,∆s〉dW k
s

)
= E

(
E

(
∞∑
k=1

∫ t∧τn

0

2Re〈Lk(s)∆s,∆s〉dW k
s |F0

))
= 0.

Por (2.42),

‖∆t∧τn‖
2 ≤

∞∑
k=1

∫ t∧τn

0

2Re〈Lk(s)∆s,∆s〉dW k
s .

Entonces

E
(
‖∆t∧τn‖

2) ≤ E

(
∞∑
k=1

∫ t∧τn

0

2Re〈Lk(s)∆s,∆s〉dW k
s

)
= 0.

Como consecuencia, E ‖∆t∧τn‖
2 = 0 y así ∆t∧τn = 0, P-c.s. En vista de que τj(ω) = T cuando

j > máx{‖∆t(ω)‖ : t ∈ [0, T ]}, se tiene:

P(∆t 6= 0) ≤
∞∑
k=1

P(∆t∧τn 6= 0) = 0.
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Lo cual prueba que el proceso ∆t es indistingible del cero, y por lo tanto demuestra la
unicidad de la solución. �

Demostración [Existencia]
Para todo N ∈ N de�nimos el proceso estocástico (ZN

t )t∈[0,T ] con valores en el espacio
dual de (D(C), ‖·‖C) a través de

ZN
t := 〈X0, ·〉+

∫ t

0

(gs (πC(Zs), ·)) ds+
∞∑
l=1

∫ t

0

〈Ll(s)πC(Zs), ·〉dWs,

donde t ∈ [0, N ] y Zs es descrito en el Lema 2.9. Empleando el Teorema 3 deducimos que
ZN
t tiene una versión con valores en h que es continua, abusando de la notación llamaremos

a esta versión ZN
t , por ende Z

N
t = 〈ZN

t , ·〉. Del Lema 2.13 tenemos que ZN es una versión
continua de Z, luego para todo t ∈ [0, N ] y x ∈ D(C),

〈ZN
t , x〉 = 〈X0, x〉+

∫ t

0

gs
(
πC(ZN

s ), x
)
ds+

∞∑
l=1

∫ t

0

〈Lk(s)πC(ZN
s ), x〉dW k

s .

Más aún, ZN es la única C-solución variacional de (1.1) en [0, N ].
Sea Ω0 el conjunto de todos los w ∈ Ω, que veri�can:

ZN+1
t (w) = ZN

t (w)

para todo N ∈ N y para todo t ∈ [0, N ]. Luego P (Ω0) = 1. Para todo t ∈ [0, N ] con N ∈ N
de�nimos

Xt(w) = ZN
t (w),

cuando w ∈ Ω0, y X ≡ 0 en el complemento de Ω0. Entonces X es la única C-solución
variacional de (1.1) en [0,∞[. �

2.4. Demostración del Teorema 2

Primero extenderemos la Condición H1.3' de D3 a D(C).

Lema 2.15 Bajo las Condiciones H1.3, H2.2 y H3.1', se tiene que

2Re (gt (x, x)) +
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 = 0

para todo x ∈ D(C) y t ≥ 0.
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Demostración Fijemos x ∈ D(C) y t ≥ 0. Como D2 es un dominio esencial de C, existe
una sucesión (xn)n∈N de elementos de D2 tal que xn −→n→∞ x y Cxn −→n→∞ Cx, luego

‖xn − x‖C −→n→∞ 0.

Usando la Condición H3.1' obtenemos que

∞∑
k=1

‖Lk(t)xn‖2 = −2Re (gt (xn, xn)) (2.44)

para todo n ∈ N. Aplicando la Condición H1.3 deducimos

|gt (xn, xn)− gt (x, x)| ≤ |gt (xn − x, xn) + gt (x, xn − x)|
≤ |gt (xn − x, xn)|+ |gt (x, xn − x)|
≤ K(t){‖xn − x‖C ‖xn‖C + ‖x‖C ‖xn − x‖C} −→n→∞ 0.

Por lo tanto, (2.44) implica

ĺım
n→∞

∞∑
k=1

‖Lk(t)xn‖2 = −2Re (gt (x, x)) . (2.45)

De (2.35) tenemos

∞∑
k=1

‖Lk(t) (x− xn)‖2 ≤ K(t) ‖(x− xn)‖2
C −→n→∞ 0.

Usando la desigualdad de Minkowski deducimos∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=1

‖Lk(t)xn‖2

)1/2

−

(
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2

)1/2
∥∥∥∥∥∥ ≤

(
∞∑
k=1

‖Lk(t) (x− xn)‖2

)1/2

,

por consiguiente

ĺım
n→∞

∞∑
k=1

‖Lk(t)xn‖2 =
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 .

Aplicando (2.45) se llega a

2Re (gt (x, x)) +
∞∑
k=1

‖Lk(t)x‖2 = 0.
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Demostración del Teorema 2
El Lema 2.14 establece que

‖Xt‖2 = ‖X0‖2 +

∫ t

0

(
2Re (gs (Xs, Xs)) +

∞∑
k=1

‖Lk(s)Xs‖2

)
ds (2.46)

+
∞∑
k=1

∫ t

0

2Re〈Lk(s)Xs, X(s)〉dW k
s ,

luego el Lema 2.15 nos lleva a

‖Xt‖2 = ‖X0‖2 +
∞∑
k=1

∫ t

0

2Re〈Lk(s)Xs, X(s)〉dW k
s . (2.47)

Consideremos
τn := ı́nf{t ∈ [0, T ] : ‖Xt‖ > n} ∧ T.

Entonces, τn es un tiempo de parada y τn ↑ T . De (2.47) tenemos

‖Xt∧τn‖
2 = ‖X0‖2 +

∞∑
k=1

∫ t∧τn

0

2Re〈Lk(s)Xs, X(s)〉dW k
s . (2.48)

Ya que

E(

∫ τn

0

∞∑
k=1

4Re2(〈Lk(s)Xs, Xs〉)ds ≤ 4E
∞∑
k=1

∫ τn

0

|〈Lk(s)Xs, Xs〉|2 ds

≤ 4E
∞∑
k=1

∫ τn

0

‖Xs‖2 ‖Lk(s)Xs‖2 ds

≤ 4n2E
∫ τn

0

∞∑
k=1

‖Lk(s)Xs‖2 ds

≤ 4n2E
∫ τn

0

K(T ) ‖Xs‖2
C ds

≤ 4n2K(T )E
∫ T

0

‖Xs‖2
C ds

≤ 4n2K(T )TE
(
‖Xs‖2

C

)
<∞,
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(
∞∑
k=1

∫ t∧τn

0

2Re〈Lk(s)Xs, Xs〉dW k
s

)
t∈[0,T ]

(2.49)

es una martingala continua de cuadrado integrable, Usando ahora (2.48) deducimos que(
‖Xt∧τn‖

2)
t∈[0,T ]

es una martingala para todo n ∈ N. Luego

E ‖Xt∧τn‖
2 = E ‖X0‖2 . (2.50)

Aplicando el Teorema 3 deducimos que

E

(
sup
t∈[0,T ]

‖Xt‖2

)
<∞.

Por consiguiente, combinando (2.50) con el teorema de convergencia dominada obtenemos

E ‖Xt‖2 = ĺım
n→∞

E ‖Xt∧τn‖
2 = E ‖X0‖2 . (2.51)

Consideremos 0 ≤ s ≤ t. Aplicando el Lema de Fatou se obtiene que

E
(
‖Xt‖2 |Fs

)
≤ ĺım inf

n→∞
E
(
‖Xt∧τn‖

2 |Fs
)

= ĺım inf
n→∞

‖Xs∧τn‖
2

= ‖Xs‖2 .

Entonces
(
‖Xt‖2)

t∈[0,T ]
es una supermartingala, lo cual unido a (2.51) implica que

(
‖Xt‖2)

t∈[0,T ]

es una martingala. �
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Capítulo 3

Ecuación no lineal de Schrödinger
estocástica

3.1. Resultado Principal

Este capítulo aborda la formulación variacional de la ecuación no lineal de Schrödinger
estocástica (1.6). En particular, lidiaremos con el buen posicionamiento del problema:

Encontrar el proceso estocástico predecible Y tal que:

〈Yt, x〉 = 〈Y0, x〉+

∫ t

0

gs (Ys, x) ds (3.1)

+

∫ t

0

(
∞∑
k=1

Re〈Lk(s)Ys, Ys〉〈Lk(s)Ys, x〉 −
1

2

∞∑
k=1

Re2〈Lk(s)Ys, Ys〉〈Ys, x〉

)
ds

+
∞∑
k=1

∫ t

0

(〈Lk(s)Ys, x〉 −Re〈Lk(s)Ys, Ys〉〈Ys, x〉) dW k
s

para todo t ≥ 0 y x perteneciente a cierto subconjunto denso en h. Aquí, gs es como
en la Nota 2.1

Precisaremos ahora, el concepto que usamos de solución variacional regular de (1.6).

De�nición 3.1 Asumamos la Hipótesis 1. Sea I = [0,∞[ ó [0, T ], con T > 0. Diremos que
(Ω,F , (Ft)t∈I,Q, (Yt)t∈I, (W k

t )k∈Nt∈I ) es una C-solución variacional de (1.6), con distribución
inicial θ en I si y solo si:
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Con respecto a la base estocástica (Ω,F , (Ft)t≥0,Q), los procesosW 1,W 2, ... son movimien-
tos Brownianos independientes con valores reales.

(Yt)t∈I es un proceso continuo y adaptado sobre (Ω,F , (Ft)t≥0,Q) con valores en h, tal
que la ley de Y0 coincide con θ y

Q(‖Yt‖ = 1,∀t ∈ I) = 1.

Para todo t ∈ I se tiene que Yt ∈ D(C) Q-c.s. y

sup
s∈[0,t]

E ‖CYs‖2 <∞.

Q-c.s., para todo t ∈ I y x ∈ D(C) se satisface:

〈Yt, x〉 = 〈Y0, x〉+

∫ t

0

gs (πC (Ys) , x) ds (3.2)

+

∫ t

0

(
∞∑
k=1

Re〈Lk(s) ◦ πC (Ys) , Ys〉〈Lk(s) ◦ πC (Ys) , x〉

)
ds

−1

2

∫ t

0

(
∞∑
k=1

Re2〈Lk(s) ◦ πC (Ys) , Ys〉〈Ys, x〉

)
ds

+
∞∑
k=1

∫ t

0

(〈Lk(s) ◦ πC (Ys) , x〉 −Re〈Lk(s) ◦ πC (Ys) , Ys〉〈Ys, x〉) dW k
s .

Para abreviar, diremos que (Q, (Yt)t∈I, (Wt)t∈I) es una C-solución variacional de (1.6).

En la Sección 3.2 probamos el siguiente resultado, que nos asegura que (3.1) tiene una
única solución C−variacional.

Teorema 4 Supongamos que C satisface la Hipótesis 3. Asumamos que θ es una medida de
probabilidad sobre B(h) tal que θ(D(C) ∩ {x ∈ h : ‖x‖} = 1) = 1 y∫

h

‖Cx‖2 θ(dx) <∞.

Entonces (1.6) tiene una única C-solución variacional (Q, (Yt)t≥0, (Bt)t≥0) con distribución
inicial θ. Además, para todo t ≥ 0 tenemos que:

EQ ‖CYt‖2 ≤ exp(tα(t)){EQ ‖CY0‖2 + tα(t)EQ ‖Y0‖2}. (3.3)
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3.2. Demostración del Teorema 4

3.2.1. Construcción de una C-solución de (3.2)

Proposición 3.1 Asumamos las hipótesis del Teorema 4. Sea (Xt)t∈[0,T ] una C-solución
variacional de (1.1), donde X0 se distribuye de acuerdo a θ y T > 0. De�namos

Q = ‖XT‖2 · P.

Además, para todo t ∈ [0, T ] ponemos

Yt =

{
Xt/ ‖Xt‖ si Xt 6= 0
0 si Xt = 0

y

Bk
t = W k

t −
∫ t

0

1

‖Xs‖2d[W k, ‖X‖2]s (3.4)

con k ∈ N. Entonces (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],Q, (Yt)t∈[0,T ], (B
k
t )k∈Nt∈[0,T ]) es una C-solución variacional

de (1.6) con distribución inicial θ.

Demostración
Como en la demostración del Teorema 2, aplicando los Lemas 2.14 y 2.15 deducimos que

‖Xt‖2 = ‖X0‖2 +
∞∑
k=1

∫ t

0

2Re〈Lk(s)Xs, X(s)〉dW k
s , (3.5)

que unido a (3.4) nos lleva a

Bk
t = W k

t −
∫ t

0

2Re〈Lk(s)Xs, Xs〉
‖Xs‖2 ds. (3.6)

Del Teorema 2 sabemos que (‖Xt‖2)t∈[0,T ] es una P-martingala. Ya queQ es absolutamente
continua con respecto a P y la derivada de Radon-Nikodym de Q con respecto a P es ‖XT‖2,
aplicando el teorema Girsanov-Meyer, ver, e.g., Sección III.8 de [24] o Sección 8.1 de [25],
obtenemos que

(
Bk
t

)
t∈[0,T ]

es una Q-martingala local, que además es continua. Puesto que

[Bj, Bl]t =

{
1, si j = l
0, si j 6= l

,
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empleando el teorema de Levy, ver, e.g., [24], deducimos que B1, B2, ... son movimientos
brownianos reales independientes sobre (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],Q).

Reemplazando (3.6) en (3.5) se obtiene que

‖Xt‖2 = ‖X0‖2 +
∞∑
j=1

∫ t

0

4

‖Xs‖2Re
2〈Xs, Lj(s)Xs〉ds

+
∞∑
j=1

∫ t

0

2Re〈Xs, Lj(s)Xs〉dBj
s ,

y entonces

‖Xt‖2 = ‖X0‖2 +
∞∑
j=1

∫ t

0

‖Xs‖2 4Re2〈Xs, Lj(s)Xs〉
‖Xs‖4 ds (3.7)

+
∞∑
j=1

∫ t

0

‖Xs‖2 2Re〈Xs, Lj(s)Xs〉
‖Xs‖2 dBj

s .

para todo t ∈ [0, T ].
De�namos

Ht :=
∞∑
j=1

∫ t

0

2Re〈Xs, Lj(s)Xs〉
‖Xs‖2 dBj

s

para t ∈ [0, T ]. Entonces (Ht)t∈[0,T ] es una Q-martingala continua de cuadrado integrable,
pues debido a (2.35) y a la De�nición 2.1 tenemos que

EQ

(∫ T

0

∞∑
k=1

4
Re2〈Xs, Lk(s)Xs〉

‖Xs‖4 ds

)
≤ 4EQ

(∫ T

0

∞∑
k=1

‖Lk(s)Xs‖2

‖Xs‖2 ds

)

≤ 4K(T )

∫ T

0

(
EQ
‖Xs‖2

C

‖Xs‖2

)
ds

= 4K(T )

∫ T

0

E

(
‖Xs‖2

C

‖Xs‖2 ‖Xs‖2

)
ds

≤ 4K(T )

∫ T

0

(
E ‖Xs‖2

C

)
ds <∞.

Ahora, (3.7) se convierte en

‖Xt‖2 = ‖X0‖2 +

∫ t

0

‖Xs‖2 d([H,H] +H)s,
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que es una ecuación diferencial estocástica con solución:

‖Xt‖2 = exp

(
Ht + [H,H]t −

1

2
[[H,H] +H, [H,H] +H]t

)
‖X0‖2

= exp

(
Ht +

1

2
[H,H]t

)
‖X0‖2 .

ver, e.g, Teorema 37, Página 84 de [24]. Por lo tanto,

‖Xt‖−1 = exp

(
−1

2
Ht −

1

4
[H,H]t

)
‖X0‖−1 . (3.8)

Ya que

−1

2
Ht −

1

4
[H,H]t = −

∞∑
j=1

∫ t

0

Re〈Xs, Lj(s)Xs〉
‖Xs‖2 dBj

s −
∞∑
j=1

∫ t

0

Re2〈Xs, Lj(s)Xs〉
‖Xs‖4 ds,

combinando (3.8) con el Teorema 37 de la Página 84 de [24] deducimos que (‖Xt‖−1)t∈[0,T ]

es la solución de la siguiente ecuación diferencial estocástica:

‖Xt‖−1 = ‖X0‖−1 +

∫ t

0

‖Xs‖−1 dH̃s,

con

H̃t = −
∞∑
j=1

∫ t

0

Re〈Xs, Lj(s)Xs〉
‖Xs‖2 dBj

s −
1

2

∞∑
j=1

∫ t

0

Re2〈Xs, Lj(s)Xs〉
‖Xs‖4 ds.

O sea

‖Xt‖−1 = ‖X0‖−1 − 1

2

∞∑
k=1

∫ t

0

‖Xs‖−1 Re
2〈Lk(s)Xs, Xs〉
‖Xs‖4 ds (3.9)

−
∞∑
k=1

∫ t

0

‖Xs‖−1 Re〈Lk(s)Xs, Xs〉
‖Xs‖2 dBk

s .

Fijemos x ∈ D(C). Ya que (〈Xt, x〉)t∈[0,T ] y (‖Xt‖−1)t∈[0,T ] son semimartingalas, aplicando
la fórmula de integración por partes obtenemos que

〈Xt, x〉 ‖Xt‖−1 = 〈X0, x〉 ‖X0‖−1 +

∫ t

0

〈Xs, x〉d(‖Xs‖−1) (3.10)

+

∫ t

0

‖Xs‖−1 d(〈Xs, x〉) + [〈X, x〉, ‖X‖−1]t,
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ver, e.g., Corolario 2, Página 68 de [24].
Como

〈Xt, x〉 = 〈X0, x〉+

∫ t

0

gs (Xs, x) ds+
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Lk(s)Xs, x〉dW k
s ,

de (3.6) se deduce que

〈Xt, x〉 = 〈X0, x〉+

∫ t

0

gt (Xt, x) dt+
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Lk(t)Xt, x〉dBk
t (3.11)

+
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Lk(t)Xt, x〉
2Re〈Lk(t)Xt, Xt〉

‖Xt‖2 dt.

Usando (3.9) y (3.11) convertimos (3.10) en

〈Xt, x〉 ‖Xt‖−1 = 〈X0, x〉 ‖X0‖−1 − 1

2

∞∑
k=1

∫ t

0

〈Xs, x〉 ‖Xs‖−1 Re
2〈Lk(s)Xs, Xs〉
‖Xs‖4 ds

−
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Xs, x〉 ‖Xs‖−1 Re〈Lk(s)Xs, Xs〉
‖Xs‖2 dBk

s

+

∫ t

0

gs (Xs, x) ‖Xs‖−1 ds+
∞∑
k=1

∫ t

0

‖Xs‖−1 〈Lk(s)Xs, x〉dBk
s

+
∞∑
k=1

∫ t

0

‖Xs‖−1 〈Lk(s)Xs, x〉
2Re〈Lk(s)Xs, Xs〉

‖Xs‖2 ds

−
∫ t

0

∞∑
k=1

‖Xs‖−1 〈Lk(s)Xs, x〉
Re〈Lk(s)Xs, Xs〉

‖Xs‖2 ds.

Luego, de la de�nición de Yt obtenemos que

〈Yt, x〉 =〈Y0, x〉 −
1

2

∞∑
k=1

∫ t

0

〈Ys, x〉Re2〈Lk(s)Ys, Ys〉ds

−
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Ys, x〉Re〈Lk(s)Ys, Ys〉dBk
s +

∫ t

0

gs (Ys, x) ds+
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Lk(s)Ys, x〉dBk
s

+
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Lk(s)Ys, x〉2Re〈Lk(s)Ys, Ys〉ds−
∫ t

0

∞∑
k=1

〈Lk(s)Ys, x〉Re〈Lk(s)Ys, Ys〉ds.
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Por consiguiente,

〈Yt, x〉 =〈Y0, x〉 −
1

2

∞∑
k=1

∫ t

0

〈Ys, x〉Re2〈Lk(s)Ys, Ys〉ds

−
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Ys, x〉Re〈Lk(s)Ys, Ys〉dBk
s +

∫ t

0

gs (Ys, x) ds

+
∞∑
k=1

∫ t

0

〈Lk(s)Ys, x〉dBk
s +

∞∑
k=1

∫ t

0

〈Lk(s)Ys, x〉Re〈Lk(s)Ys, Ys〉ds,

de donde se concluye que (Yt)t∈[0,T ] satisface (3.2). �

3.2.2. Unicidad de la C-solución variacional de 1.6

Notación 3.1 Sea E un espacio normado. En lo que sigue, C([0, T ], E) denota el espacio de
las funciones continuas sobre [0, T ] con valores en E, provisto de la norma uniforme ‖·‖∞.
Además denotamos por C([0, T ],R∞) el producto cartesiano

∏∞
k=1 C([0, T ],R) provisto de la

métrica:

d((fk)k∈N, (g
k))k∈N :=

∞∑
k=1

2−k mı́n{1,
∥∥fk − gk∥∥∞}.

La siguiente proposición establece la unicidad de C-solución variacional de (1.6) en el
sentido débil, cuando I es un intervalo acotado.

Proposición 3.2 Adopte los supuestos del Teorema 4. Sea (Q, Xt, (B
k
t )k∈N)t∈[0,T ] como en

la Proposición 3.1. Si (Q̃, (X̃t)t∈[0,T ], (B̃t)t∈[0,T ]) es una C-solución variacional de (1.6) con

distribución inicial θ, entonces (X̃t, B̃t)t∈[0,T ] y (Xt, Bt)t∈[0,T ] tienen las mismas distribuciones
�nito-dimensionales.

Demostración Comenzamos observando que

B(C([0, T ],R∞)) =
∞⊗
k=1

B(C([0, T ],R)).

Luego (Bk
t )k∈Nt∈[0,T ] y (B̃k

t )k∈Nt∈[0,T ] son variables aleatorias que toman valores en C([0, T ],R∞).
Ya que C([0, T ],R∞) es un espacio polaco (métrico, completo y separable), por medio de
argumentos clásicos podemos reducir nuestra demostración al caso X0 = x y X̃0 = x con x ∈
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D(C) y ‖x‖ = 1, ver, e.g., Proposición IX.1.4 de [25]. Para abordar este caso, consideramos
el espacio

Θ := C([0, T ], h)× C([0, T ], h)× C([0, T ],R∞),

provisto de la topología producto usual, y para cada k = 1, 2, 3 de�nimos

Zk(f) = fk,

donde f = (f 1, f 2, f 3) ∈ Θ.
Siguiendo la construcción de Yamada-Watanabe, ver, e.g., demostración del Teorema

IV.1.1 de [10] o prueba del Teorema IX.1.7 de [25], tenemos que existe una medida de
probabilidad µ sobre B(Θ) con las siguientes propiedades:

µ ◦ (Z1, Z3)−1 = Q ◦ (X,B)−1 y µ ◦ (Z2, Z3)−1 = Q̃ ◦ (X̃, B̃)−1.

(Z3
t )t∈[0,T ] es una sucesión de movimientos brownianos reales independientes sobre

(Θ,B, (Bt)t∈[0,T ], µ), donde (Θ,B, µ) es el completamiento de (Θ,B(Θ), µ) y para cada
t ∈ [0, T ] se elige

Bt =
⋂
ε>0

σ
(
B̃(t+ε)∧T ∪ {A ∈ B : µ(A) = 0})

)
con

B̃s = ρ−1
s (B (C([0, T ], h)))⊗ ρ−1

s (B (C([0, T ], h)))⊗ ρ−1
s (B (C([0, T ],R∞))) .

Aquí, para cualquier t ∈ [0, T ] se de�ne la aplicación ρt : E → E como

(ρtf) (s) = f (s ∧ t)

para todo f ∈ E y s ∈ [0, T ], siendo E = C([0, T ], h) ó E = C([0, T ],R∞).

Una de las consecuencias de que µ ◦ (Z1, Z3)−1 = Q ◦ (X,B)−1 es que∥∥Z1
t

∥∥
h

= 1.

En efecto, consideremos la función F : C([0, T ], h)× C([0, T ],R∞)→ h de�nida como

F (f, g) = ‖f (t)‖ .
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F es continua, y por lo tanto medible. Como (Q, Xt, (B
k
t )k∈N)t∈[0,T ] es C-solución variacional

de (1.6), Q(‖Xt‖) = 1, luego

µ(
∥∥Z1

t

∥∥ = 1) =

∫
Θ

1{1}(F (Z1, Z3))dµ

=

∫
Θ

1{1} ◦ F dµ ◦ (Z1, Z3)−1

=

∫
Θ

1{1} ◦ F dQ ◦ (X,B)−1

= Q(‖Xt‖ = 1) = 1,

lo cual prueba que, efectivamente ‖Z1
t ‖h = 1 µ-c.s. Similarmente, usando que µ◦(Z2, Z3)−1 =

Q̃ ◦ (X̃, B̃)−1 llegamos a que ∥∥Z2
t

∥∥
h

= 1.

Más aún, ya que la distribución de (Zj, Z3), con j = 1, 2, coincide con la distribución de una
C-solución variacional de (1.6) tenemos que (Zj, Z3) es una C-solución variacional de (1.6),
ver, e.g., Teoremas 8.3 y 8.6 de [18] o Ejercicio IV.5.16 de [25]. Luego

〈Zj
t , y〉) = 〈x, y〉+

∞∑
k=1

∫ t

0

(
〈Lk(s)Zj

s , y〉 −Re〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉〈Zj

s , y〉
)
d(Z3)ks +

∫ t

0

gs
(
Zj
s , y
)
ds

+
∞∑
k=1

(
Re〈Lk(s)Zj

s , Z
j
s〉〈Lk(s)Zj

s , y〉 −
1

2
Re2〈Lk(s)Zj

s , Z
j
s〉〈Zj

s , y〉
)
ds (3.12)

para todo y ∈ D(C).
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En lo que sigue, j es igual a 1 ó 2. Combinando la De�nición 3.1 con (2.35) deducimos
que

Eµ
∫ T

0

∞∑
k=1

4Re2〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉ds ≤ 4Eµ

∫ T

0

∞∑
k=1

∣∣〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉
∣∣2 ds

≤ 4Eµ
∫ T

0

∞∑
k=1

∥∥Lk(s)Zj
s

∥∥2 ∥∥Zj
s

∥∥2
ds

≤ 4Eµ
∫ T

0

∞∑
k=1

∥∥Lk(s)Zj
s

∥∥2
ds

≤ 4K(T )Eµ
∫ T

0

∥∥Zj
s

∥∥2

C
ds

≤ 4K(T )

∫ T

0

Eµ
∥∥Zj

s

∥∥2

C
ds <∞.

Por lo tanto, el proceso (Ht)t∈[0,T ] dado por

Ht = −
∞∑
k=1

∫ t

0

2Re〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉d(Z3)ks

es una martingala continua de cuadrado integrable, ver, e.g., Teorema 4.12 de [22].
Para cada n ∈ N seleccionamos

T jn = inf{t ∈ [0, T ] :

∫ t

0

∥∥CZj
s

∥∥2
ds > n} ∧ T.

Luego, T jn es un tiempo de parada y

[HT j
n , HT j

n ]t ≤ 4K(T )T (1 + n2). (3.13)
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En efecto, de (2.35) obtenemos:

[HT j
n , HT j

n ]t =

∫ t

0

∞∑
k=1

1]0,T j
n](s)4Re

2〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉ds

≤
∫ t

0

∞∑
k=1

1]0,T j
n](s)4

∥∥Lk(s)Zj
s

∥∥2 ∥∥Zj
s

∥∥2
ds

=

∫ t

0

∞∑
k=1

1]0,T j
n](s)4

∥∥Lk(s)Zj
s

∥∥2
ds

≤ 4K(T )

∫ t

0

1]0,T j
n](s)

∥∥Zj
s

∥∥2

C
ds

= 4K(T )

∫ t∧T j
n

0

(
1 +

∥∥CZj
s

∥∥2
)
ds ≤ 4K(T ){T + Tn2},

ver, e.g., Lema 2.4.3 de [23] o Teorema 4.12 de [22].
Para cada k ∈ N elegimos:

W k,j
t = (Z3)kt +

∫ t∧T j
n

0

2Re〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉ds. (3.14)

Por (3.13), de acuerdo al criterio de Novikov
(

exp
(
HT j

n
t − [HT j

n , HT j
n ]t/2

))
t∈[0,T ]

es una mar-

tingala uniformemente integrable, ver, e.g., Proposición VIII.1.15 de [25]. Entonces, aplicando
el teorema de Girsanov, ver, e.g., Teorema VIII.1.7 de [25], obtenemos que (W k,j

t )k∈Nt∈[0,T ] es una
sucesión de movimientos brownianos independientes a valores reales sobre (Θ,B, (Bt)t∈[0,T ], µ

j),
con

µj = exp(HT j
n

T − [HT j
n , HT j

n ]T/2) · µ.

Sustituyendo (3.14) en (3.12) se llega a que para todo y ∈ D(C),

(〈Zj
t , y〉)T

j
n = 〈x, y〉+

∫ t∧T j
n

0

(
gs
(
Zj
s , y
)

+
3

2

∞∑
k=1

Re2〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉〈Zj

s , y〉

)
ds

−
∫ t∧T j

n

0

(
∞∑
k=1

Re〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉〈Lk(s)Zj

s , y〉

)
ds (3.15)

+
∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

(
〈Lk(s)Zj

s , y〉 −Re〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉〈Zj

s , y〉
)
dW k,j

s .
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Para cualesquiera t ∈ [0, T ], de�nimos

ηt = exp(−Ht/2 + [H,H]t/4).

Luego

Yt −
1

2
[Y, Y ]t = −1

2
Ht +

1

4
[H,H]t,

donde

Yt := −1

2

∞∑
k=1

∫ t

0

Re2〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉ds+

∞∑
k=1

∫ t

0

Re〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉dW k,j

s .

Usando el Teorema II.37 de [24] llegamos a que

ηt = 1 +

∫ t

0

ηsdYs

para todo t ∈ [0, T ]. Por lo tanto,

ηT
j
n
t = 1− 1

2

∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηsRe
2〈Lk(s)Zj

s , Z
j
s〉ds+

∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηsRe〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉dW k,j

s . (3.16)

Aplicando la fórmula de integración por partes, ver, e.g., Corolario 2 en la Página 68 de
[24], deducimos que para todo y ∈ D(C),

〈Zjη, y〉T
j
n
t = 〈x, y〉+

∫ t∧T j
n

0

〈Zj
s , y〉dηs +

∫ t∧T j
n

0

ηsd(〈Zj
s , y〉) + [〈Zj, y〉, η]T

j
n
t . (3.17)

De (3.15) y (3.16) tenemos que∫ t∧T j
n

0

〈Zj
s , y〉dηs = −1

2

∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηs〈Zj
s , y〉Re2〈Lk(s)Zj

s , Z
j
s〉ds

+
∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηs〈Zj
s , y〉Re〈Lk(s)Zj

s , Z
j
s〉dW k,j

s ,
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∫ t∧T j
n

0

ηsd(〈Zj
s , y〉) =

∫ t∧T j
n

0

ηsgs
(
Zj
s , y
)
ds

+
3

2

∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηsRe
2〈Lk(s)Zj

s , Z
j
s〉〈Zj

s , y〉ds

−
∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηsRe〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉〈Lk(s)Zj

s , y〉ds

+
∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηs〈Lk(s)Zj
s , y〉dW k,j

s

−
∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηsRe〈Lk(s)Zj
s , Z

j
s〉〈Zj

s , y〉dW k,j
s

y

[〈Zj, y〉, η]T
j
n
t =

∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηs〈Lk(s)Zj
s , y〉Re〈Lk(s)Zj

s , Z
j
s〉ds

−
∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

ηsRe
2〈Lk(s)Zj

s , Z
j
s〉〈Zj

s , y〉ds.

Así, reemplazando en (3.17) se obtiene que

〈Zjη, y〉T
j
n
t = 〈x, y〉+

∫ t∧T j
n

0

gs

((
Zj
sηs
)T j

n , y
)
ds+

∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

〈Lk(s)
(
Zjηs

)T j
n , y〉dW k,j

s . (3.18)

Ya que
(

exp
(
HT j

n
t − [HT j

n , HT j
n ]t/2

))
t∈[0,T ]

es una µ-martingala uniformemente inte-

grable, aplicando el teorema de detención opcional, ver, e.g., Teorema II.3.2 de [25], obten-
emos que para todo s ∈ [0, T ],

Eµ(exp(HT j
n

T − [HT j
n , HT j

n ]T/2)|Bs∧T j
n
) = exp(HT j

n

s∧T j
n
− [HT j

n , HT j
n ]s∧T j

n
/2).
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Luego

Eµj
∫ t∧T j

n

0

∥∥∥C(Zjη)T
j
n
s

∥∥∥2

ds

= Eµj
∫ t

0

1[0,T j
n](s)η

2
s∧T j

n

∥∥∥CZj

s∧T j
n

∥∥∥2

ds

=

∫ t

0

Eµ
(
1[0,T j

n](s)η
2
s∧T j

n

∥∥∥CZj

s∧T j
n

∥∥∥2

exp(HT j
n

T − [HT j
n , HT j

n ]T/2)

)
ds

=

∫ t

0

Eµ
(
Eµ
(
1[0,T j

n](s)η
2
s∧T j

n

∥∥∥CZj

s∧T j
n

∥∥∥2

exp(HT j
n

T − [HT j
n , HT j

n ]T/2)|Bs∧T j
n

))
ds

=

∫ t

0

Eµ
(
1[0,T j

n](s)η
2
s∧T j

n

∥∥∥CZj

s∧T j
n

∥∥∥2

Eµ
(

exp(HT j
n

T − [HT j
n , HT j

n ]T/2)|Bs∧T j
n

))
ds

=

∫ t

0

Eµ
(
1[0,T j

n](s)η
2
s∧T j

n

∥∥∥CZj

s∧T j
n

∥∥∥2

exp(HT j
n

s∧T j
n
− [HT j

n , HT j
n ]s∧T j

n
/2)

)
ds.

Como η2
s = exp (−Hs + [H,H]s/2), de la de�nición de T jn obtenemos que

Eµj
∫ t∧T j

n

0

∥∥∥C(Zjη)T
j
n
s

∥∥∥2

ds =

∫ t

0

Eµ
(
1[0,T j

n](s)
∥∥∥CZj

s∧T j
n

∥∥∥2
)
ds

= Eµ
∫ t

0

(
1[0,T j

n](s)
∥∥∥CZj

s∧T j
n

∥∥∥2
)
ds ≤ n. (3.19)

De manera similar se deduce que Eµj
∥∥∥(Zjη)T

j
n
s

∥∥∥2

= 1. En efecto,

Eµj
∥∥∥(Zjη)T

j
n
s

∥∥∥2

= Eµ
(
η2
s∧T j

n

∥∥∥Zj

s∧T j
n

∥∥∥2

exp(HT j
n

T − [HT j
n , HT j

n ]T/2)

)
= Eµ

(
η2
s∧T j

n

∥∥∥Zj

s∧T j
n

∥∥∥2

Eµ
(

exp(HT j
n

T − [HT j
n , HT j

n ]T/2)|Bs∧T j
n

))
= Eµ

(
η2
s∧T j

n

∥∥∥Zj

s∧T j
n

∥∥∥2

exp(HT j
n

s∧T j
n
− [HT j

n , HT j
n ]s∧T j

n
/2)

)
= Eµ

(∥∥∥Zj

s∧T j
n

∥∥∥2
)

= 1. (3.20)

La última igualdad es consecuencia de que µ-c.s.
∥∥Zj

t

∥∥ = 1 para todo t ∈ [0, T ].
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Sea (ϕjt(x))t∈[0,T ] la C-solución variacional de (1.1) con dato inicial x, donde la base
estocástica subyacente es (Θ,B, (Bt)t∈[0,T ], µ

j). De (3.18) tenemos que

〈Zjη − ϕj, y〉T
j
n
t =

∫ t

0

1]0,T j
n]gs

(
Zj
sηs − ϕjs, y

)
ds+

∞∑
k=1

∫ t

0

1]0,T j
n]〈Lk(s)

(
Zjηs − ϕjs

)
, y〉dW k,j

s

para todo y ∈ D(C). Procediendo como en la demostración del Lema 2.14, usamos la fórmula
de Itô recordada en el Teorema 3 para obtener∥∥∥Zj

t∧T j
n
− ϕj

t∧T j
n

∥∥∥2

=

∫ t∧T j
n

0

(
2Re gs

(
Zj
sηs − ϕjs, Zj

sηs − ϕjs
)

+
∞∑
k=1

∥∥Lk(s)(Zj
sηs − ϕjs)

∥∥2

)
ds

+
∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

2Re〈Lk(s)(Zj
sηs − ϕjs), Zj

sηs − ϕjs〉dW k,j
s . (3.21)

Con este �n, aplicamos el Teorema 3 con Y (s) = 1]0,T j
n](s)gs (Zjη − ϕj, ·),

Z(s)(pk) = 1]0,T j
n](s)Lk(s)(Z

j
sηs − ϕjs)

yWs =
∑∞

k=1 W
k,j
s pk, siendo (pk)k∈N una base ortonormal de l2(C). Ya que Zj

s y ϕ
j
s pertenecen

µj-c.s. al dominio de C, del Lema 2.15 tenemos que

2Re
(
gs
(
Zj
sηs − ϕjs, Zj

sηs − ϕjs
))

+
∞∑
k=1

∥∥Lk(s)(Zj
sηs − ϕjs)

∥∥2
= 0.

Por lo tanto, (3.21) se convierte en∥∥∥Zj

t∧T j
n
− ϕj

t∧T j
n

∥∥∥2

=
∞∑
k=1

∫ t∧T j
n

0

2Re〈Lk(s)(Zj
sηs − ϕjs), Zj

sηs − ϕjs〉dW k,j
s . (3.22)

Sea Sjm := ı́nf{t ∈ [0, T ] :
∥∥ϕjt∥∥ ≥ m y

∥∥Zj
t ηt
∥∥ ≥ m}. Entonces cada Sjm es un tiempo de

parada y Sjm ↑ T cuando m→∞. Además, de (2.35) deducimos que

Eµj
∫ T

0

(
1Sj

m∧T j
n
(s)

∞∑
k=1

Re2〈Lk(s)(Zj
sηs − ϕjs), Zj

sηs − ϕjs)〉

)
ds

≤ Eµj
∫ T

0

(
1Sj

m∧T j
n
(s)

∞∑
k=1

∥∥Lk(s)(Zj
sηs − ϕjs)

∥∥2 (∥∥Zj
sηs
∥∥+

∥∥ϕjs∥∥)2

)
ds

≤ 4m2K(T )Eµj
∫ T

0

(
1Sj

m∧T j
n
(s)
∥∥Zj

sηs − ϕjs
∥∥2

C

)
ds.
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De (3.19) y (3.20) obtenemos

Eµj
∫ T

0

(
1Sj

m∧T j
n
(s)

∞∑
k=1

Re2〈Lk(s)(Zj
sηs − ϕjs), Zj

sηs − ϕjs)〉

)
ds <∞,

lo que implica que(
∞∑
k=1

∫ t∧Sj
m

0

1]0,T j
n](s)2Re〈Lk(s)(Z

j
sηs − ϕjs), Zj

sηs − ϕjs)〉dW k,j
s

)
t∈[0,T ]

es una µj-martingala de cuadrado integrable, ver, e.g., Teorema 4.12 de [22]. Por consiguiente,

Eµj

[
∞∑
k=1

∫ t∧Sj
m

0

1]0,T j
n](s)2Re〈Lk(s)(Z

j
sηs − ϕjs), Zj

sηs − ϕjs)〉dW k,j
s

]
= 0,

y (3.22) nos lleva a

Eµj
∥∥∥Zt∧T j

n
ηt∧T j

n∧Sj
m
− ϕj

t∧T j
n∧Sj

m

∥∥∥2

= 0.

Por lo tanto µj-c.s. para todo t ∈ [0, T ],

(Zjη)t∧T j
n∧Sj

m
= ϕj

t∧T j
n∧Sj

m
(x),

porque Zjη y ϕ tienen trayectorias continuas. Tomando límite cuando m→∞ encontramos
que

(Zjη)t∧T j
n

= ϕj
t∧T j

n
(x) µj − c.s. (3.23)

para todo t ∈ [0, T ].
Ya que Eµ

∫ T
0

∥∥CZj
t

∥∥2
dt <∞, de (2.35) obtenemos que

µ(HT j
n
− [H,H]T j

n
= +∞) = 0,

lo que implica que ηT j
n
> 0 µ-c.s., luego µ es absolutamente continua con respecto a µj. Por

consiguiente, (3.23) nos lleva a

(Zjη)t∧T j
n

= ϕj
t∧T j

n
(x) µ− c.s. (3.24)

para todo t ∈ [0, T ]. Usando nuevamente que Eµ
∫ T

0

∥∥CZj
t

∥∥2
dt <∞ obtenemos que

ηt > 0 µ− c.s.
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para todo t ∈ [0, T ]. Así que (3.24) produce:∫ t

0

∥∥∥∥∥C ϕjs∥∥ϕjs(x)
∥∥
∥∥∥∥∥

2

ds =

∫ t

0

∥∥CZj
s

∥∥2
ds (3.25)

para cualquier t ≤ T jn.
Como µ(

∫ T
0
‖CZj

s‖
2
ds = +∞) = 0, la función t 7→

∫ t
0
‖CZj

s‖
2 es continua µ-c.s. Luego,

µ(T jn = T ∨
∫ T j

n

0
‖CZj

s‖
2
ds = n) = 1. Aplicando (3.25) se deduce que∫ T j

n

0

∥∥∥∥∥C ϕjs∥∥ϕjs(x)
∥∥
∥∥∥∥∥

2

ds = n

en T jn < T . Además, de (3.25) se obtiene
∫ t

0
‖Cϕjs/ ‖ϕjs(x)‖‖2

ds < n cuando t < T jn. Entonces

T jn = ı́nf{t ∈ [0, T ] :

∫ t

0

∥∥∥∥∥C ϕjs∥∥ϕjs(x)
∥∥
∥∥∥∥∥

2

ds ≥ n} ∧ T µ− c.s. (3.26)

De la unicidad en el sentido trayectorial de las C-soluciones variacionales de (1.1) tenemos
que

µ1 ◦ (ϕ1(x),W ·,1)−1 = µ2 ◦ (ϕ2(x),W ·,2)−1

sobre B(C([0, T ], h) × C([0, T ],R∞)), ver, e.g., Teorema IX.1.7 de [25]. Entonces, usando
(3.26) concluimos que

(
∥∥∥ϕ1

T 1
n
(x)
∥∥∥2

· µ1) ◦ (ϕ1(x),W ·,1, T 1
n)−1 = (

∥∥∥ϕ2
T 2
n
(x)
∥∥∥2

· µ2) ◦ (ϕ2(x),W ·,2, T 2
n)−1. (3.27)

sobre B(C([0, T ], h)× C([0, T ],R∞)× [0, T ]). Del hecho que∥∥∥ϕj
T j
n
(x)
∥∥∥2

= (ηT j
n
)2 = exp

(
−HT j

n
+ [H,H]T j

n
/2
)

podemos ver que , luego (3.27) se convierte en

µ ◦ (ϕ1(x),W ·,1, T 1
n))−1 = µ ◦ (ϕ2(x),W ·,2, T 2

n))−1.

De (3.14) y (3.24) ahora obtenemos que

µ ◦ ((Z1)T
1
n , Z3)−1 = µ ◦ ((Z2)T

2
n , Z3)−1.

Debido a que Eµ
(∫ T

0
‖CZj

s‖
2
ds
)
<∞, T jn ↗n→∞ T µ-c.s. Tomando limite cuando n→

∞ se deduce que µ◦(Z1, Z3)−1 = µ◦(Z2, Z3)−1 sobre B(C([0, T ], h)×C([0, T ],R∞)× [0, T ]).
Entonces, Q ◦ (X,B)−1 = Q̃ ◦ (X̃, B̃)−1 sobre B(C([0, T ], h)× C([0, T ],R∞)× [0, T ]). �

55



3.2.3. Demostración del Teorema 3

Usando las dos proposiciones anteriores concluimos rápidamente la prueba del nuestro
teorema.
Demostración [del Teorema 3.]

Usando la Proposición 2 probamos directamente la unicidad en ley de la solución C-
variacional de (1.6) con distribución inicial θ, de�nida en el intervalo de tiempo [0,+∞[.

Si n ∈ N, aplicando la Proposición 1 tenemos que existe una C-solución variacional
(Pn, (Xn

t )t∈[0,n], (B
·,n
t )t∈[0,n]) de (1.6) con distribución inicial θ, de�nida en el intervalo de

tiempo [0, n]. Aquí, (Xn, B·,n) toma valores en C([0, n], h)× C([0, n],R∞). Elegimos

Ω = C([0,+∞], h)× C([0,+∞],R∞)

y F0 = B(Ω). Para todo A ∈ B(C([0, n], h)× C([0, n],R∞)), de�nimos:

Qn(π−1
n (A)) = Pn((Xn, Bn) ∈ A),

donde πn : Ω→ C([0, n], h)× C([0, n],R∞) es dado por πn(ω) = (ωt)t∈[0,n]. Entonces, Qn es
una medida de probabilidad sobre π−1

n (B(C([0, n], h)× C([0, n],R∞))).
Para todo (w1, w2) ∈ Ω, con w1 ∈ C([0,+∞], h) y w2 ∈ C([0,+∞],R∞), de�nimos

Xt(w1, w2) = w1(t) y Bt(w1, w2) = w2(t).

Ahora, elegimos F0
t = σ((Xs, Bs) : s ≤ t), luego

F0
n = π−1

n (B(C([0, n], h)× C([0, n],R∞))) .

De la Proposición 2 obtenemos que (Qn)n∈N es una familia consistente de medidas de prob-
abilidad. Como (Ω,F0) es un espacio medible éstandar, existe una medida de probabilidad
Q0 sobre (Ω,F0) tal que Q0 restringido a F0

n coincide con Qn para todo n ∈ N, ver, e.g.,
Página 176 de [10]. Sea (F ,Q) la completación de (F0,Q0) y (Ft)t≥0 la aumentación usu-
al de (Ft)t≥0. Usando la Proposición 1, se tiene que (Q, (Xt)t≥0, (Bt)t≥0) es una C-solución
variacional de (1.6) con distribución inicial θ sobre [0,+∞[, ver, e.g., Teoremas 8.3 y 8.6 de
[18]. �
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