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Capitulo 1

Sumario

La presente memoria de Ingeniero Matematico se adentra en la problematica de hallar condicio-
nes que permitan caracterizar, en algin sentido, la propiedad de Strong Duality, para asi estable-
cer condiciones de optimalidad en soluciones de un problema de optimizacién con una restriccién
cuadratica y otra lineal.

Siempre que se estd planteando un problema de optimizacién cabe preguntarse si existe otro
problema asociado al anterior que permita, entre otras cosas, resolver el primero en forma maés sen-
cilla, aprovechando las propiedades que el segundo tiene, como por ejemplo, pasar de un problema
con restricciones a uno sin restricciones, estos, son conocidos como los problemas primal y dual.
La propiedad de Strong Duality o Dualidad fuerte es la condicién que afirma que el dual de un
problema tiene solucién y que este coincide con el valor optimal del problema primal.

Estructuramos el trabajo en la siguiente forma: en los capitulos 2 y 3 marco tedrico, intro-
ducimos definiciones y propiedades a la formulaciéon del problema primal y dual en un contexto
general del punto de vista matematico. Se dan algunas referencias a investigaciones anteriores para
contextualizar los distintos enfoques en los cuales a sido abordado este problema. En el capitulo
4 nos enfocamos a estudiar la propiedad de Strong Duality de acuerdo al enfoque dado en [5], en
donde interesa el resultado, con respecto a la descripcién del conjunto cone(F(C) — (u,0) +R% )
y a la caracterizacion de Strong Duality para el caso general con una restricciéon. En el capitulo 5,
estudiamos la propiedad Strong Duality y su relacién con las condiciones de optimalidad, para esto,
se introduce el Lagrangiano regularizado. El capitulo 6 es en donde se presentan las novedades para
un problema cuadratico con una restriccién cuadratica y otra lineal. Por una parte aseguramos que
siempre el conjunto cone(F(C) — (u,0) + R%. ) es convexo. Entregamos por separado condiciones
necesarias y suficiente para que se cumpla Strong Duality, lo cual a su vez, genera nuevas condicio-
nes de optimalidad para el caso no-convexo. Para finalizar damos un resultado que caracteriza la
existencia de un minimo para una funcién cuadratica, sobre un subespacio afin.



Capitulo 2

Introduccion

2.1. Introducciéon al problema.

Motivado por la teoria de dualidad bién desarrollada en optimizacién lineal, planteamos el
problema de encontrar condiciones (ojald optimales en algun sentido) a fin que el valor éptimo del
problema de minimizacién primal (P) coincida con el valor 6ptimo del problema (Lagrangiano)
dual (D) y que tal problema admita solucién.

Una de las ventajas de la propiedad anterior, es que el problema (P), generalmente con restric-
ciones, se reduce a un problema sin restricciones, el cual es mucho més tratable desde el punto de
vista algoritmico.

Para ser mas precisos, formulamos el problema matemdaticamente. Sea X un espacio vectorial
topolégico localmente convexo; Y espacio normado; P C Y cono, convexo, cerrado y C subconjunto
de X.Dado f:C —Ryg:C — Y, se considera el problema de minimizacién siguiente:

p= Mt f), P)
zeC

El problema dual Lagrangiano asociado a P se define como:

v supinf [£(x) + (X, g(a)] (D)

Donde P* es el cono polar no-negativo. Se dice que el problema P tiene la propiedad Z.D.G
(zero duality gap) si los valores 6ptimos de P y D coinciden, esto es, u = v. El problema P se dice
que tiene la propiedad de dualidad fuerte (strong duality) si P tiene la propiedad Z.D.G y ademés
el problema D admite solucion.



El problema de encontrar condiciones bajo las cuales se tiene la dualidad fuerte no es nuevo;
caracterizar dicha propiedad si es un tema contingente, mas aun si no se impone la hipdtesis de
convexidad estandar.

Con el propésito de contextualizar el proyecto de tesis, referenciamos algunos trabajos previos
de cierta trascendencia para nuestro propodsito. La mayoria de ellos requieren alguna restriccion de
cualificacién (CQ) o del tipo Slater.

1.

En el trabajo [9, 2009] se considera: C = X = R", P = [0,400[, g : R” — R una funcién
cuadrética no nula, los autores demuestran que, P tiene la propiedad (strong duality) para
cada funcién cuadrética f : R®™ — R si, y sélo si se cumple la condicion de Slater, ésto es,
existe zp € R", tal que g(zg) <0 .

. En [2, 2006], se cosidera C' = X, g : X — Y un funcién P-convexa y continua, se demuestra

que P tiene la propiedad (strong duality) para cada f € X* si, y sélo si cierta condicién
(CQ) se cumple, la cual involucra el epigrafo de una funcién soporte en C' y el epigrafo del
congujado de la funcién z — (\*, g(z)). Esta (CQ) también es equivalente a que P tenga la
propiedad (strong duality) para cada funcién continua y convexa f, tal como se cita en [7,
2008].

En el trabajo [10, 2009], C = X =R", P=R; x {0} f: R" = R, g = (91, 92), con g lineal
v f, g1, cuadréticas, los autores dan condiciones de optimalidad para el problema P, el cual
depende de la condicién de Slater aplicado en g;.

. En el trabajo [14, 1997], los autores dieron condiciones que aseguren la existencia de un

minimo global, de los cuales derivan en condiciones de optimalidad del problema P, para el
casoen que C =X =R", P = Ri y f,9 = (g1, 92) funciones cuadréticas.

En [5, 2011] Se considera C C R"; f : C — Ry g : C — R funciones. Los autores carac-
terizaron de manera completa la propiedad (strong duality) asociado al problema con una
restriccién:

inf f(x
nf f(2),
zeC
donde las funciones tanto objetivo como de restriccién no son necesariamente convexas, es
mas, se observa que la propiedad de (strong duality) se cumple ain cuando Slater no se

satisfaga.

En [16, 2011} Se considera C = X =R", P=R7, f:R*" = Ry g=(91,...,92), ¢; : R" = R
funciones cuadrdticas no convexas, en este trabajo, los autores dan condiciones suficientes
para que se cumpla la propiedad Z.D.G (zero duality gap) usando técnicas de programacién
semidefinda el cual requiere como hipdtesis la condicién de Slater.



7. En [11, 2011] Se considera X = R", C = H (d) = {# : Hxz = d}, P = R}, g =
(g1,---,9m), gi : R™ :— R funciones cuadréticas no convexas, en este trabajo, los auto-
res dan condiciones necesarias y suficientes para que se cumpla (strong duality) para cada
funcién cuadréatica f: R™ — R si, y solo si se cumple la condicién de Slater.

8. En [12, 2010] se considera X = C = R", P =R, f: R" - R, g : R" — R funciones
cuadraticas no convexas, en este trabajo, dan condiciones de optimalidad al problema con
una restriccién, en donde, se impone la hipotesis que la matriz asociada a la forma cuadratica
g sea no nula, ademas requiere que se satisfaga Slater.

2.2. Objetivos

Contrariamente a lo que se persigue en donde dado g y C' se caracteriza la validez de la propiedad
de dualidad fuerte para una clase de funciones f (ver 1, 2, 3 y 4), esta tesis estarda dedicada a
caracterizar dicha propiedad en términos de f, g y C conjuntamente.

Debido a la importancia que reviste el caso, prueba de ello es que en la actualidad la carac-
terizacién de la propiedad de Strong duality para el caso cuadratico no homogéneo sigue siendo
tema de investigacion ([16, 11]), el caso particular que consideraremos en esta tesis, un problema
de optimizacion cuadratico compuesta por dos restricciones, en el cual, la funcién objetivo es una
forma cuadratica, una restriccién cuadratica y otra lineal

nin f(x) (P)
zeC

en donde f, g, son formas cuadraticas no necesariamente convexasy C = H~!(d) con H € R™*",
d € R™.

Como consecuencia de lo anterior, se pretende presentar una caracterizaciéon de optimalidad
global que involucra los multiplicadores de Lagrange en el caso no convexo y cuadratico no ho-
mogéneo, ya que, apunta a la relevancia que tienen las cuadraticas en las aplicaciones, tales como
se muestra en [2, 13].

De esta manera el presente trabajo de tesis se desgloza en dos objetivos:

1. Caracterizar la propiedad de (strong duality) asociado a (P).

2. Establecer condiciones de optimalidad en base a los resultados obtenidos en el objetivo 1.
para el problema (P), particularmente el caso cuadratico no homogéneo.



Capitulo 3

Definiciones y resultados previos.

3.1. Analisis Convexo: Conjuntos convexos, conos pointed y otros.

Definicion 3.1. Sea A C R".

1. A es un conjunto convero < ¥ x, y € A, VA € [0,1]: e+ (1—-XN)y € A.

2. Se define como co(A) la envoltura convera de A, al menor conjunto convero que contiene a

A, donde:

co(A)i{Z)\i:ci: ZAizl, A >0,Vi=1,...,n; x; € A; nEN}
i=1

i=1
3. P es un cono < tP C P, Vt > 0.

4. Se define cone(A), al menor cono que contiene a A, esto es:

cone(A) = U tA

t>0

-




5. coney (A) = U tA. Observemos que:
t>0

cone(A) = cone;(A4) U {0}

6. La clausura topoldgica de A la denotaremos como A.
7. El interior topolégico de A lo denotaremos como int A.

8. Entenderemos por cono polar (positivo) de P como:

P ={p* € R": (p",p) >0V p € P},

en donde (-,-) es el producto interno en R™.

9. Dado un conjunto M C R"™. Denotaremos por M~ al subespacio ortogonal de M en donde

Mt ={z € R™: (z,m)=0,Vm € M}.

Una propiedad 1til aplicada posteriormente en los conos, corresponde a la definicién de Pointed.

Definicion 3.2. Un cono P C R™ es pointed si y solo si la igualdad y1 +y2 + ... +yn = 0 no se
cumple para elementos de P a menos que y1 =y = ... =yn = 0.

Es posible caracterizar a un cono con la propiedad pointed cuando este es a su vez convexo, es
decir, si P C Y, cono, convexo.

Lema 3.1. Sea K C R"™ un cono, convexo. Entonces:

K es pointed <= KN (—K)= {0}

Demostracion. =] Razonando por contradiccién, suponemos que existe y # 0, y € KN —K,
sigue que y, —y € K. Como K es pointed entonces y = 0 lo cual contradice el supuesto. Por lo
tanto K N (—K) = {0}.

10



< | Supongamos que K N (—K) = {0} y que existen y; € K, i=1,...,m, m € N, de modo

m

que Z y; = 0, supongamos ademds que Jig € {1,...,n}: y;, # 0. Como K es cono y convexo se
i=1

tiene,

IR
L — Yi>
J#i0
lo cual demuestra que y € K N (—K), hecho por el cual se genera una contradiccién pues

y # 0. Por lo tanto y; = 0, para todo i = 1,...,m, es decir, K es pointed.
O

A continuacion algunas propiedades importantes, que seran usadas en los capitulos posteriores.

3.2. Propiedades

Proposicién 3.1. [4, Proposicién 1] Sea A, K C R™ un conjunto no vacio.
a) to(A) = o(A), cone(A) = cone(A);

b) Si A es abierto entonces coney(A) es abierto;

c) cone(co(A)) = co(cone(A)); coney (co(A)) = co(coney (A));

d) co(A+ K) =co(A) + K, cuando K es convezxo;

e) coney (A + K) = coney(A) + K, cuando K tiene la propiedad que para todo t > 0: tK C K;

f) A+ K=A+K,

g) K Ccone(A+ K), cuando K es un cono;

h) cone(A+ K) C cone(A) + K C cone(A+ K), cuando K es un cono. Adicionalmente si 0 € A,
entonces:

cone(A + K) = cone(4) + K

11



Demostracion. a), b), ¢), d) y e) son directas.

f): €] Dado que K C K, entonces A+ K C A+ K.

D] Seaa+k € A+ K,estoes,a € Ayexistek, € K paracadan € N de modo que
a+ k, — a+ k cuando n — 4o00. Lo cual demuestra que a + k tambien pertenece a A + K.

g): Para todo x € K y para cada elemento a € A, %(a—l—na:) — x cuando n — +00. Como K
es un cono, entonces para cadan € N se tiene que 2(a+nz) € cone(A+ K). Lo cual demuestra
la inclusién.

h): La primera inclusién es obvia.

Para la segunda inclusion, sea x = tja + tok € cone(A) + K, en donde a € A, k € K,
>0, i=1,2

i) t; = t2 = 0 entonces la inclusién se cumple de manera trivial.
ii) t1 > 0y to = 0, entonces = = t1(a + 0) € cone(A + K).

iii) ¢ = 0y 2 > 0, entonces existe ,, = 1 (a+ntok) € cone(A+ K), tal que 2,, — x cuando
n — +o0o. Por consiguiente se cumple la inclusién.

iv) t1, t2 > 0, entonces z € coney (A)+K y de acuerdo con e) coney (A)+K = coney (A+K) C
cone(A + K).

Si0 € A, entonces cone(A) = U tA. Por lo tanto dado un elemento ta + k € cone(A) + K
>0
con t > 0 se tiene que ta + k = t(a + %k) € cone(A + K) y asi la inclusién necesaria para la

igualdad.
O

3.3. Funciones y conos asintoticos.
Definicién 3.3. Sea f: R" — RU {£o00}.

1. Se dice que f es conveza si y sdlo si dom f es convexo y si f(Ax + (1 —N)y) < Af(x) + (1 —
Nf(), Yo,y € dom f, ¥ A € [0,1].

2. Se define el conjunto epigrafo de f, denotado como epi f, al conjunto:

epi f={(z,t) € R"xR: f(x) <t}

12



3. Se dice que [ es semicontinua inferior (s.c.i) en un punto x, si:

f(z) <liminf f(xy), [V (xx) que converge a z.
k—4o00

4. Se dice que f semi-estricta casi convezra (s.c.c), si para todo par u, v € R", f(u)# f(v),
se cumple f(z) < max{f(u), f(v)} para todo z € Ju,v].

5. Se dice que f es cuasiconvexa (c.c), si cada subnivel de f es convexo, o equivalentemente,
si f(te + (1 —t)y) < méx{f(z), f(y)} para todo z, ,y € R"™ y para todot € [0,1], o
equivalentemente, {x € R™: f(x) < A} es conveza para todo A € R.

Observacién 3.1. [3]

1. Cuando f es (s.c.i) y (s.c.c) se puede probar que tambien es (c.c).

2. f es (s.c.i) es equivalente a decir que todo subnivel de f es cerrado.

Dado un conjunto C' C R", se define al cono asintético de C, denotado como C°°, al conjunto

Cooi{vt dtp J 0, 3 € C, tkzz:k—>v}.

Proposicién 3.2. [3, Proposicién 3.2] Propiedades de los conos asintéticos.

a) C es un cono convexo.

b) C es un cono cerrado si y solo si C*>° = C.

c) C* = {0} siy solo si C es acotado.

d) C° = (C+ x9)*™ para todo xyp € R".

e) C* = (0)>.

13



f) Cl g CQ z'mplica (Cl)oo Q (CQ)OO

g) Si C es no vacio, cerrado y convexo, gy € C, entonces,

C*¥={u € R": zog+tu € CVit>0}.

h) Sea {C;}, i =,...,m, una familia finita de conjuntos no vacios en R™, entonces
m © m
(U C@') - e
i=1 i=1

i) Sea {Ci}, i € I, un familia arbitraria de conjuntos no vacios en R", entonces

(ﬂ Q) ) c (.

i€l i€l

Adicionalmente, si cada C; es cerrado y convexo y ﬂ C; # 0, entonces
i€l

(ﬂ CZ) ) =((C)>.

1€l i€l

Dada cualquier funcién f : C C R™ — R U {£oc}, la funcién asintética de f, se denota como
f° y verifica:

epi f = (epi f).

Algunas propiedades.

Proposicién 3.3. [3, Proposicién 3.3] Para todo x € R",

() = limy_yg+ inf, tf(%)7

F°(z) = inf lfminfk_>+ootkf(%): th L0, x> .
k

14



Observacion 3.2. En el caso en que [ es convexa se cumple para todo x,

[C(z) = iu% f(wo+ )\i) — f($0)7 z9 € dom f.
>

Proposicién 3.4. [3, Proposicién 3.5] Sea f : R™ — R U {£o00}, entonces:
a) Stz es un minimo para [ entonces f es semicontinua inferior en x.

b) S7 I%l;n f(z) existe, entonces f°(x) > 0 para todo x € R™.

c) ST f(x) > 0 para todo x # 0, entonces f es coerciva. Adicionalmente se cumple la implicacion
contraria si f es conveza.

d) SiC C R", es no vacio, convexo con dom fNC # 0y f(z) = f(z) + Ic(z), z € R" (I
denota la funcion indicadora del conjunto C'), entonces:

{z € R": f(z) <A} ={z € R": f(z) <A}, para todo A € R"

o) > (@) + Ip, * € R™.

e) ST f*(x) > 0 para todo x € C®, x # 0, entonces f es coerciva.

15



Capitulo 4

Strong Duality

En este capitulo se profundiza el concepto de Dualidad fuerte desde la tematica general hasta
llegar al caso particular cuadratico, en donde se relaciona esta propiedad con las soluciones del
problema (P) lo cual se conoce como condiciones de optimalidad.

4.1. El caso general

Sea C' C R”™ no vacio, la funcién f : C — R. Consideremos el siguiente problema de minimiza-
cion,

p= iof f(z), (P)

donde g : C - R™, K ={x € C: g(x) € =P} con P C R™ cono convexo. Cabe notar
que como el interior topoldgico de P puede ser vacio, en este caso, el conjunto de restricciones es
descrito por desigualdades e igualdades.

Se introduce de el Lagrangiano:

L(7*7)‘*7x) = ’Y*f(x) + <)\*,g(l‘)>

De la definicién de K, notemos que, para todo z € K, v*f(z) > v*f(x) + (A*, g(x)). Por lo
tanto se obtiene de manera directa la desigualdad,

v* inf f(x) > inf L(y*,\", ) > inf L(y*,\",z), Y \* € P*, V4" >0 (4.1)
reK zeK zeC
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la propiedad de Strong Duality asociado al problema (P), se cumple cuando ademds, se tiene
la desigualdad contraria, es decir, cuando existen A\ € P* y v* > 0, de modo tal que

* inf — inf L(v*, A\ 4.2
v mngf(fv) inf (V"5 Ao, ) (4.2)

En el trabajo [5] se obtuvieron condiciones que permitan obtener la igualdad en (4.2), en donde
la condicién de pointed juega un rol crucial en la caracterizacion de Strong Duality. A continuacién
algunos resultados formulados en [5] y presentados en detalle.

Teorema 4.1. [5, Teorema 3.1] Consideremos el problema (P), en donde F(C) = {(f(z),g(x)) : x € C}.
Suponiendo que p € R y

int(co(F(C)) + (R4 x P)) # 0.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Ewiste multipiclador de Lagrange (75, A;) € Ry x P*, (75, ) # (0,0) tal que

* inf = inf L(~, \5, 2);
’Yoxngf(x) %gc (705 A0 2);

b) cone (int(co(F(C)) — n(1,0) + (R4 x P))) es pointed;
c) (0,0) ¢ int(co(F(C)) — pu(1,0) + (Ry x P));
d) cone (co(F(C)) — u(1,0) + int(Ry x P)) es pointed, en el caso int P # (.

Demostracion. b) = c¢)| Es directo, ya que, en caso contrario,

(0,0) € int(co(F(C))—p(1,0)+ (R4 xP)) = Cone (int(co(F(C)) — p(1,0) + (R4 x P))) = RxR™,

lo cual contradice el hecho que cone (int(co(F(C)) — u(1,0) + (R4 x P))) sea pointed.

¢) = a)] Usando argumentos de separacién entre convexos se garantiza la existencia (73, \j)) €
R x P*\ {(0,0)} de modo tal que

17



Y f (@) + (A 9(x)) > vou, Yz € C.

Lo anterior implica que 1’n£v L(v5, Ay, ) > Y51, en definitiva y teniendo en cuenta que la otra
Te
desigualdad se cumple por definicién, que

* inf — inf L(v* M\ ).
%QQKf(fC) inf (705 Ao, )

a) = b)| Por hipétesis, (4.2) se cumple, reescribiéndolo como:

(00, A0), (f(2) = p,9(2))) 20, Va € C. (4.4)

Sea A = F(C) — u(1,0). Dado que cone(int(co(A) 4+ (R4 x P))) es convexo, queda por mostrar
que cualquiera sea z, —ax € cone(int(co(A) + (Ry x P))), se tiene que z = 0. Razonando
por contradiccién, se asume x # 0, entonces podemos escribir x = #1&1, —x = to&s, t; > 0,
& € int(co(A)+ (R x P)), i =1,2. De la ecuacién (4.4) se extiende por convexidad, para obtener
que ((7g,A5):.€) >0V E € co(A) + (Ry x P). Por otro lado dado cualquier y € R x R™, existe
6 > 0 tal que:

&+ Ay € co(A)+Ry x P, V|A| <9, Vi=1,2.

Poniendo p* = (75, Aj), se tiene

(p*, & +My) >0, ¥V |\ <5, Vi=1,2.

Se sigue de lo anterior que (p*, Ay(t; + t2)) > 0, lo cual implica que (p*,y) = 0 para todo
y € R x R™ y por ende (75, A5) = p* = 0 lo cual es una contradiccién.

b) = d)| Primero, dado un cono convexo @ con interior no vacio y un conjunto K. Se cumple
K+int Q = int(K+Q) y cone(co(K)) = co(cone(K)), asi cone(int(co(A)+ P)) = co(cone(cone( A+
int P)). Teniendo en cuenta este hecho, la demostracién es directo de la definicién de pointed.

O

Para obtener la propiedad de Strong Duality se requiere asegurar que el pardmetro v sea estric-
tamente positivo, la cual necesita una condicién del tipo Slater. El siguiente corolario caracteriza
este hecho.
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Corolario 4.1. [5, Corolario 3.2] Consideremos el problema (P). Suponiendo que p € R,

int(co(F(C)+ (Ry x P)) # 0

y se cumple la condicion de Slater generalizado cone(g(C)+P) = R™. Entonces son equivalentes

a) Ewiste multipiclador de Lagrange \j € P*, tal que

inf = inf L(1, )\
i f(e) = B L2 2)

b)

inf = méx inf L(1,\*
xngf(x) NePe a0 (1A% 2)

¢) cone (int(co(F(C)) — u(1,0) + int(Ry x P))) es pointed.

Demostracion. a) < b)] Una implicacién es obvia. Por otro lado suponiendo a) se tiene:

< méx inf L(\*, z
o= 08 g (", ),

esto, junto a (4.1) implica b).

¢) < a)] Una implicacién proviene del teoremad.l. Si 75 = 0, entonces 0 # A\ € P*y
(XS, g(x)) > 0 para todo z € C. Esto implica que A\§ = 0, por la condicién de Slater generalizado,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto 75 > 0 y en base a este pardmetro construir uno que sea
unitario.

O
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4.2. Caso general con una restriccién: Formulacion del problema

En esta seccién, abarcamos Strong Duality de acuerdo al enfoque planteado en [5], en el cual
a partir de una completa descripcién que se obtuvo de la condicién de pointed del conjunto
cone(F(C) — p(1,0) + int R?) mencionado en el teorema 4.1. A raiz de esto, una nueva carac-
terizacién de Strong Duality, la cual entre otras, evidencia la no dependencia de la condicién de
Slater.

En este caso al tratarse de una restriccion, el problema (P) queda,

= {nf
p= inf f(z),
xzeC

por otro lado el Lagrangiano usual asociado a (P) es,

L(v*, X' m) = 4" f(x) + XN g(),

donde v* > 0 y A* > 0 se conocen como multiplicadores de Lagrange. Notemos ademés que
K ={x € C: g(x) <0}y de esta manera la desigualdad que permite obtener la igualdad (4.2)
para el caso con una restriccion es,

v (f(2) —p) +Ag(x) 20, Vo € C (4.3)

La cual implica Strong Duality, cuando v* > 0.

Dadosy* > 0, A* > 0, considerando la anterior desigualdad (4.3) y haciendo F/(C) = {(f(z),g(x)) : = € C},
con p = (v*, A\*), esta se puede escribir como

<p,(l> >0Va € F(C)_M(Lo)v

la que a su vez, es equivalente a

(p,a) >0Y a € F(C)— p(1,0)+RL.

El siguiente resultado el cual es dado en [4], entrega un completa caracterizacién de la relacién
anterior.
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Teorema 4.2. [4, Teorema 5| Sea P C R? un cono, convezo, cerrado de modo tal que int P # () y
A C R? un conjunto no vacio. Entonces las siguiente proposiciones son equivalentes.

a) Existe \* € P*\{0}: (A\*,a) >0, para todo a € A;
b) AN —int P = y cone(A + P) es convexo;

c) An—int P =( y coney (A +int P) es convexo;

d) An—int P =0 y cone(A + int P) es convero;

e) cone(A +int P) es pointed;

f) co(A) N (—int P) = 0.

Demostracion. ¢) = d) =0b)y f) = a)] Es directo.

b) = a)| Es una consecuencia de argumentos de separacién de convexos debido a que

AN (—int P) =0 < cone(A + P)N (—int P) = 0.

a) = b)| Claramente (A\*,a) > 0, para todo z € cone(A+ P). Seanu € int P,y, z € A.
Entonces obviamente

cone({y}) + cone({u}) = {sy +tu: s, t >0}

es un cono convexo cerrado que contiene a u e y y esta contenido en cone(A + P). Lo mismo es
cierto para el cono cone({z}) + cone({u}). Ambos conos tienen en comin a cone({u}) y la unién
esta contenida en cone({A + P}), el cual a su vez esta contenido en {x € R?: (\* 2) > 0}.
Definiendo B = cone({y}) + cone({u}) Ucone({z}) + cone({u}), se tiene que B es un cono convexo.
Dados x, y € B se deduce que [y, z] C B C cone(A + P). Sigue que co(A) C cone(A + P), con lo
que se infiere que cone(A + P) es convexo, pues P C cone(A + P).

b) < ¢)| Obiamente ¢) = b). Si cone(A + P) es convexo, entonces

int(cone(A + P)) = int(cone; (A) + P) = coney (A) + int P = coney (A + int P),

es tambien convexo.
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c)=e)] Seany, —y € cone(A+int P). Razonando por contradiccién supongamos que y # 0.
Por hipétesis, cone; (A + int P) es convexo, luego 0 = 1y + $(—y) € cone; (A + int P), lo cual
implica que existen t > 0, a € Ay p € int P tales que 0 = t(a + p). Luego a = —p implica
que AN —int P # 0 lo cual es una contradiccién. Asi, del lema 3.1, el conjunto cone(A + int P) es
pointed.

e) = f)l Asumlendo por el contrario que co(A) N —int P # 0. Entonces existe a; € A,

po € int P, a; > 0, Zal = 1, de tal manera que 0 = Z%GZ 4+ po = Zal a; + pp). Como
=1 =1
cone(A + int P) es pointed, se sigue que «;(a; + pg) = 0 para todo ¢ = 1,...,m. Por lo tanto

a; + po = 0 para algin j. Sin embargo esto implica que cone(A + int P) = R2 lo Cual contradice el
hecho que sea pointed.

En virtud del resultado anterior y del razonamiento empleado en [5], la idea es particionar
el cono cone(F(C) — u(1,0) + R2 ), para determinar las condiciones que permitan asegurar la
condicion de Pointed con respecto a las particiones, se denota R%r 4 = int R%r.

Por otro lado hacemos K = {z € C: g¢g(z

) < 0} = S5,(0) US;(0), en donde, S, (0) =
{v € C: g(x) <0}, 57(0)={z € C: g(z) =0}, 57(0) ={zr € C: g(x)>0}. Similarmente
se definen

Sp(p)=A{z € C: fla)<pu}t, Sy(p)={z € C: f@)u}, Sy(p) ={z € C: f(z)=p}.

Al particionar F(C) — u(1,0) + R2, = Q3 UQy UQ3, se obtiene cone(F(C) — p(1,0) +R2 ) =
cone(2;) U cone(£22) U cone(23), donde

w= U 0o+RJu U [0.90)+ B

x€argmin i fNSF(0) z€argming fNSg (0)

g = U [(f(l’) - u,g(m)) + R?H-} U U [(f(x) — i, 0) + R?H-]

zeST ()NSy (0) zeST (n)NSsz (0)

G= U (F@-ug@)t®0 | (0g@R0 (@) e@) R

zeS7 (1)NSy (0) zeST (1)NSy (0) zeST (1)NSg (0)
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Observacioén 4.1. Por definicion de u tenemos que f(x) < p implica g(x) > 0, luego Se(u)n
S50) = 57 ()

Por otro lado, mientras S]T(u) NSy (0), Sy (1) sean no vacios, se definen respectivamente

9@) L o W)

r= inf .
€S} (w) f(x) —p

zestnsy © f(2) =

Es claro que, —oco <r <0, —00 < s < 0.

La siguiente proposicion recoge propiedades bésicas de los conjuntos previamente definidos.
Proposicién 4.1. K # () y u finito. Entonces:
a) C=K < S;(0)=0;

b) argming f NS, (0) =0y S;{(,u) NS;(0)=0 < S, (0)

Il
=

c) S7(p)NS;(0) =0 <= S,(0) C argming f;

d) S;(u) =0 = p= if f(z).

Demostracion. a) Evidente de la definicién de K.
b) «<| Es directo.

=] Por contrareciproco, existe un elemento zo € S, (0) tal que f(xg) > p. Con lo cual se
generan dos posibilidades:

Caso 1) f(wo) = p. Como p1 € R entonces zg € argaming f y por lo tanto argamin ;- fNS; (0) #
0.

Caso 2) f(xzg) > p. Entonces zg € S;{(,u) y con lo cual S;{(,u) NS5 (0) # 0.

¢) Primero notemos que de la definicién de p S (1) N Sy (0) = 0. Por lo tanto,

SJJ[(,u) NS, (0)=0 < S, (0) C [SJT(,u)]C = S5; (p) Uargming f < S, (0) € argming f.
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d) Es directo de la definicién de Sy (1).

Observacién 4.2. Notemos que para efectos prdcticos, en lo que respecta a la obtencion de resul-
tados, se asume que | es finito y que el conjunto factible K es no vacio. Notar que a raiz de esta
hipdtesis se verifica que

F(C) - p(1,0)N (~B2,) = 0.

Luego teniendo en cuenta el teorema 4.2, podemos afirmar que la convexidad del conjunto
cone(F(C) — pu(1,0) + R2 ) es equivalente a que sea Pointed.

En [5], los autores mostraron bajo que condiciones el conjunto cone(F(C) — u(1,0) + R2 ) es
convexo (teorema 4.1). Ademds en el mismo trabajo, del corolario 4.2 se da un conjunto de solucién
para los multiplicadores de Lagrange, para lo cual se verifica Strong Duality. El siguiente resultado
agrupa ambos resultados.

Teorema 4.3. [5, Teorema 4.1, Corolario 4.2] Consideremos el problema (P), K # 0 y u finito.

a) En el caso en que argming f # 0 se tiene que cone(F(C) — pu(1,0) + R ) es convezo si y
solo si, se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

a.1) [argming fNS;7(0) # 0 o S}r(u)ﬂSg_(O) #0, r=—oc] y[SF(0)=10 0.8; (1) = 0,5, (0) #
(0]. Entonces

conet (F(C) — pu(1,0) + R ) = {(u,v) : u >0}

Por lo tanto

3 (v, € RIN{(0,0)}: v*(f(x) —p)+Ag(z) >0, Vo € C < >0, \*=0.

a.2) argming f NS, (0) = 0, argming f NS, (0) # 0 y K = argming f. Entonces
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R2 | ,SH(0)=10

cone (F(C) — pu(1,0) +R2,) = ¢ {(u,v): v>su, v>0} Si(p) #0, s <0

{(u,v) : v>0} Si(p) #0, s=0

Por lo tanto

a.2.1) Si S} (0) =0,

(77, 0%) € RZ\{(0,0)}: v'(f(z) =)+ Ng(a) 20, ¥a € C <= 4" 20, N >0,

a.2.2) 5i Sy (n) #0, s <0. Entonces

1
3 (7 N) € RAV{(0,0)} 1 7" (f(2) i) +Ng(@) 20, Yo € C = 77 >0, X 2 —7", X" £0,

a.2.3) 5i Sy (n) # 0, s =0. Entonces

3 (77, 07) € B2Z\{(0,0}: v (f(2) =)+ Ng(a) 20, Vo € C <= 7" =0, A" >0.

a.3) argming f N S;7(0) = 0, argming f N S7(0) # 0, S;{(,u) NS;(0)#0, —coc<r<0y
[Sy(0)=0¢ S¢ () =0, S5(0) # 0]. Entonces

cone, (F(C) - p(1,0) + B2,) = coney (F(SF (1) NS5 (0)) — u(1,0) + R,

={(u,v): v>ru, u>0}

Por lo tanto

352 € BAA{0,0): 7 (@)~ )+ Xg(@) 20, Yo € O = 7750, 0S A < — 17"
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a.4) argming f N S;7(0) = 0, argming f N S7(0) # 0, S}'(,u) NS,;(0)#0, —cc<r<0y
Sy(uw)NSF(u) #0, s<r.

Definiendo A = (S}r(u) NSy (1) VS (1), se tiene

coney (F(C) — p(1,0)+ R%,) = cone;(F(A)—pu(1,0)+R2,)

={(u,v) : v>ru, v>su}

Por lo tanto

a.5) [argming f NS, (0) = 0, argming f N.S;(0) # 0 6 S;{(u) NS, (0)#0]y S;{(u) NS, (0) =
St (u) = 0.
f

cone, (F(C) - p(1,0) + B2 ) = B2,

Por lo tanto

3 (v, A7) € RIN{(0,0)}: 7" (f(z) =) +Ag(x) 20, Yz € C = 7" 20, A" > 0.

b) En el caso en que argming f = 0 se tiene que cone(F(C) — u(1,0) +R2 ) es convero siy
solo si, se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

" b.1) S{()NS;(0) # 0, —00 <7 <0y S7(0)=06[S;(0)#0, s <rl, 6[S; () =0, SF(0) #

Como consecuencia,

{(u,v): v>ru, u>0} ,S]T(u)ﬂSg_(O) #£0, —co<r<0, [SF(0)=0
cone (F(C)—pu(1,0)+R?%,) = J Sy (1) = 0, S5(0) # 0]

{(u,v) : v>ru, v>su} ,S]f(u)ﬂSg_(O)#(Z), Se(w) #0, s<r
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Por lo tanto

b.1.1) Si S]f(u) NSy (0)#0, —oco<r <0, [SF(0)=06S;(n) =0, S5(0) # 0]. Entonces

1
35X € RIV{0,0)): 7' (f(@) —p) +Ag(0) 20, Vo € C &= 77 >0, 0<A" <

b.1.2) Si S]T(u) NS, (0) #0, S (n) #0, s <r. Entonces

1

1
3 (v, %) € RIN{(0,0)}: v*(f(z) —p)+A"g(z) >0, Vo € C < ~+* >0, —;S)\*g—;.

b.2) S;r(u) NSy (0)#0, r=—00 yS;(0) =06 [Sy () =0, S5(0)# 0.

Como consecuencia,

cone (F(C) — pu(1,0) + R ) = {(u,v) : u >0}

Por lo tanto

I (v N € Ri\{(0,0)} S (f(e) = p)+Ag(x) >0, Vo € C <= ~v">0, \*=0.
b.8) S} (1) N5, (0) = S5 (1) = 0, 57 () 11.57(0) £0.

coney (F(C) — pu(1,0) +R2,) = cone+(F(S;{(,u) NS7(0)) — p(1,0) +R3,)

_ R2
=R,

Por lo tanto

3 (7)€ REIN{(0,0)}: " (f(x) —p) +A"g(2) 20, Vo € C < 7" >0, A" >0.
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Figura 4.1: Teorema 4.3

Demostracion. La demostracién se remite a la visualizacién de la figura.

O

El siguiente resultado provisto en [5], caracteriza de manera completa la condicién de Strong
Duality asociado al problema (P).

Teorema 4.4. [5, Teorema 4.4] Sea K # () y u € R. Son equivalentes:

a) Se cumple Strong Duality (S.D)

Demostracion. a) = b)| De acuerdo al teorema 4.1 y a la observacién 4.2, Strong Duality implica
que cone(F(C) — pu(1,0) + R2 ) es convexo. Si S¢ (1) = 0 entonces no hay nada mas que probar,
por lo cual suponemos que Sy (u) # 0. Por hipétesis existe A* > 0 de modo que f(z) + A*g(z) >
u, Vx € C, ademds necesariamente A* > 0 pues en caso contrario f(z) > pu, Vo € C lo cual de
acuerdo a la proposicién 4.1 d), Sy (1) = 0 lo cual darfa una contradiccién en este caso.
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Ahora supongamos que s = 0. Entonces, existe T € SJT (1) tal que

. 1 . . .
ya que en caso contrario se concluye que —— es una cota superior estrictamente negativa para
)\*

s lo cual no puede ser.

De la anterior relacién se concluye que f(Z) + A\*g(Z) < p, lo cual es una contradiccién pues
estamos bajo el supuesto de Strong Duality. Por consiguiente, s < 0.

b) = a)| Se sigue del teorema 4.3
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Capitulo 5

Strong Duality v/s condiciones de
optimalidad: Caso Cuadratico con m
restricciones.

En este capitulo se estudia la relacién que existe entre la propiedad de Dualidad fuerte y las
condiciones de optimalidad para problemas cuadraticos, con el objetivo de estudiar el caso propuesto
por los objetivos de esta tesis asi como tambien presentar nuevos resultados. También se hace un
repaso a resultados de trabajos afines.

5.1. Formas cuadraticas.

Sea M, el espacio de las matrices reales cuadradas de tamano n x n, S™ al espacio de las
matrices, reales, simétricas de orden n. Una forma cuadrética se define como una funcion:

f: R®" — R —ET T
v flz) f(:c)fo Az +a =+ a,

endonde A € M,, a € R", o € R. Dado que,

T T
v Az =" <A+A )x, A—;A e S,

es que sin perdida de generalidad podemos considerar a lo largo del trabajo que A € S™.

Definicién 5.1. Sea A = (a;;) € S™ y A(A) los valores propios de A. Entonces diremos que A
es:
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1. Ortogonal si y sdlo si:

ATA = AAT =1, I matriz identidad;

2. Simétrica si y solo si:

A=A,

Como consecuencia, para todoi =1,...,n \(A) € Ry A es diagonalizable, es decir, existe
matriz O € M, ortogonal de modo tal que:

MA) .0
OTAO = Do, = diag(A1(A4), ..., A (A))

3. Semi-definida positiva si y solo si:

Ve € R": z' Az >0, (A>0),
equivalentemente, para todo i =1,...,n \;(A) > 0;

4. Definida positiva si y sélo si:

Ve € R*\{0}: =" Az >0, (4> 0),
equivalentemente, para todo i =1,...,n X\;(A) > 0;

5. Dado un cono convexro P diremos que A es copositiva en P si

' Az >0, V2 € P

Definicién 5.2. Dada una matriz A € M, se define Ker A={zx € R": Az =0}
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Teorema 5.1. Sea A € S™. Si A > 0 entonces,

2 Ar =01 € Ker A

Demostracion. Como A € S™, existe matriz ortogonal O € S™ de modo tal que A = Odiag(\(A), ..., A\ (A)OT.
Definiendo y = Ow, se sigue que

T Az =0 <
y'diag(A1(A), ..., \(A)y=0 &

Z?:l )\z(A)nyz =0,

como A = 0, entonces y; =0, i=1,...,nyasi O’z =0, con lo cual Az = 0.

Ejemplo 5.1. La hipdtesis A = 0 es necesaria. En efecto consideremos

A_<(1) _?) 2= (1,1)

Se tiene que x' Az = 0, sin embargo, Az # 0.

5.2. Condiciones de optimalidad.

Uno de los primeros resultados [12] cronolégicamente hablando, fue presentado en 1982 por
Jorge J. Moré, en este, se dan condiciones de optimalidad para un problema con una restriccién,
bajo hipétesis de restriccién.

Teorema 5.2. [12, Teorema 3.2] Sean f : R" — R g : R — R funciones cuadrdticas, esto es
f(x) =32 Az +aTa+a, g(z) = 2" Be+bTe+B, B#£0, A, B € 8", a, b € R a, § € R,
Consideremos el problema de minimizacion:

min f(z). (5.1)

g(xz)=0



Ademds supongamos que se satisface:

inf g(x) <0< sup g(x).
zCRn x€R™

Entonces:

N >0: V@) +AVg(@) =0
T es solucion de (5.1) <=
A+XNB =0

Demostracion. =] Supongamos que T es minimo de (5.1). La demostracién requiere considerar dos
casos.

Caso 1) Si Vg(Z) # 0 se cumplen las condiciones de K.K.T., es decir:

FN eR: Vf(T)+ \*Vg(z) =0.

Falta probar que A + A\*B = 0. En términos del Lagrangiano

LA z) = f(z) + Ag(x),

se tiene V,L(\,ZT) = 0, ademds haciendo el desarrollo de Taylor en torno a T tenemos:

LM\ x2)= L\Z)+ (Vo.L(\",Z),z — ) +%(w —7) V2L, 7)(z — 7)

= f(@) +Xg@) +3(x —7)TVILON,7) (2 - 7),
-

=0

definiendo w = x — T se tiene:

Flw+ ) + Xglw +7) = LV, 2) = f(@) + yuT VAL, B,

es decir:

Sw VAL B = f(w +7) — f(7) + Xgw + 7).

Asi tenemos que si w + T es factible (g(w + %) = 0) entonces w' V2L(\*,T)w > 0, afirmacién
por la cual requiere particionar de manera conveniente a R", esto es:
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en donde

S ={weR": Vg(@) w#0,w" Bw # 0}
Sy ={weR": Vg(@) w=0,w"Bw =0}
S3={weR": Vg(@) w=0,w"Bw # 0}

Sy ={weR": Vg@)"w#0,w Bw=0}

Notemos que

1 1 1
g(tw+7) = 5(tw+f)TB(tw+f)—i—bT(tw—i-f)—l—B = ithTBw+thw+t§TBw+§TTBI—H)TE+[3

1 1 1
= §t2wTBw+t(§TB+bT)w+g(f) = §t2wTBw+t(Bf+B)Tw+g(f) = 5752wTBu;Jﬂth(f)Terg(f).
Como T es factible, g(Z) = 0, luego

g(tw +7T) = t>w Bw +tVg(T) "w (5.2)

Para concluir que A + A\*B = 0, se procede de la siguiente manera. Dado un elemento w € S;
para cada i = 1,...,4, construir una direccién factible T + tw de modo que ¢(Z + tw) = 0.

Siw € S entonces Vg(Z) w # 0,w " Bw # 0, por lo que escogiendo

‘ _Vg(i)—rw
 w'Bw’
tenemos de (5.2) que g(tw + Z) = 0 por lo tanto w ' V2L(\*,Z)w > 0.

Siw € Sy entonces Vg(Z) w =w' Bw = 0 tenemos de (5.2) que g(tw+2Z) =0, V¢t € R por
lo tanto w' VZL(\*,Z)w > 0.

34



Sea w € S3. Como Vg(T) # 0 entonces existe v # 0 : Vg(Z) v # 0 ya que en caso contrario
Vg(@)Tv =0, Vv € R"lo que concluye de manera contradictoria Vg(Z) = 0.

De esta manera se define w; = w +tv, t € R, el cual, satisface Vg(Z) w; # 0,w,; Bw; # 0
para t suficientemente pequeo, por lo tanto wy; € 57 es decir

w] V2L, T)w; > 0,

en el limite w ' V2L(\*,Z)w > 0.

Sea w € Sy Como B € 8™ es no nula, existe al menos un valor propio no nulo. De esta
manera definiendo w; = w + tv, v' Bv # 0 y razonando de manera anéloga al caso iii) se concluye
que w' VZL(\*,Z)w > 0.

De esta manera se a probado que bajo el supuesto Vg(Z) # 0, que w' V2L(\*,Z)w > 0, para
todo w € R".

Si Vg(Z) = 0, falta por demostrar que V f(Z) = 0 y que V2L(A\*,Z) = 0 para concluir la prueba
se sigue el siguiente orden:

Probar que para todo w € R" : w' Bw = 0 se cumple que f(T + aw) > f(Z), V a € R™.

Primero notemos que la existencia de w tal que w' Bw = 0 esta garantizada por hipStesis en
la restriccién g. En efecto, supongamos en caso contrario que:

w' Bw#0, VweR"\ {0} & w Bw< 06w Bw>0,VweR"\{0}.
Por otro lado, para todo z € R™, x # T del desarrollo de Taylor de g alrededor de T se tiene,

g(z) = 9(@) + (Vg(T),2 —7) + %(x ~%) Bz —7) = %(x —7)"B(z — ),

1
ya que, Vg(z) =0y ¢g(Z) = 0. En el caso que 5(3: —7)"B(x —T) > 0 se obtiene que g(z) > 0 lo

1
cual implica que inﬂ{ g(z) > 0 resultado andlogo, es decir, sup g(z) < 0 en el caso i(x—f)TB (x—
TER™ z€R™
T) < 0, contradiciendo la hipdtesis en la restriccién g.

De esta forma para todo w tal que w' Bw = 0, Vg(z) = 0 y g(T) = 0 de la ecuacién (5.2) se
tiene:

g(T +tw)=t>w'Bw=0, VteR,
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esto implica que f(ZT +tw) > f(z), Vt € R ya que T + tw es factible y Z es minimo.
Probar que para todo w € R™: w'Bw = 0, entonces Vf(Z) w = 0.

Como sabemos que w € R” : w' Bw = 0 implica f(Z + tw) > f(z),V t € R™. Desarrollando
f(Z + tw) de acuerdo a (5.2) se tiene que t>w' Aw +tVf(T)Tw >0, Vt € R.

tw' Aw+ V(@) Tw>0, Vt>0
Entonces y
tw' Aw+ V(@) Tw <0, Vt<0

Por lo tanto V f(z)"w = 0.
Probar que V f(Z)Tv = 0, para todo vector propio v de B.

De la condicién g(z) =0, Vg(z) =0y

inf g(z) <0 < sup g(x),
z€eR™ rER”

necesariamente B es indefinida. Sean vy, vo en R™\ {0} : vlTBvl <0y vlTBvl > 0. Sin pérdida
de generalidad se asume que v;, i = 1,2. son vectores propios pues,

T
r, Bx
1

Vmin < iy < VUmax, V@ 7é 0, Vmins Vmax;

minimo y maximo valor propio de B respectivamente y ademas se escogen de modo que
V@) v >0,i=1,2.

Como (v{ Buy)(vg Bvg) < 0 entonces el discriminante A = (2v; Bva)? — 4(v{ Bvy)(vy Bus) de

(v;—ng)t2 + 2(vlTBv2)t + ’U;—Bvl = (v1 + tvg)TB(vl + tva),

es positivo, por lo tanto existe ¢ € R tal que (vy + tvg) B(vy + tvg) = 0 lo cual implica
que (Vf(Z),v1 + tvg) = 0, suponiendo ¢ > 0 se obtiene que Vf(Z) v; = 0, i = 1,2. Asi queda
demostrado que Vf(Z) v = 0, para todo vector propio v de B, como B es simetrica Vf(Z) es
ortogonal a R™ por lo que Vf(z) = 0.

Para finalizar queda probar que L(\*,Z) = 0, para lo cual se usa el siguiente resultado.

36



Lema 5.1. [12, Teorema 2.3] Sean A, C' matrices simétricas en R™*"™ y C indefinida. Entonces

w Cw=0= w'Aw >0

sty solo si A+ AC = 0 algin X € R.

De acuerdo al lema anterior, esto es, suponiendo w' Bw = 0 y el hecho que g(Z) = 0, Vg(Z) = 0,
se tiene:

9@ +w) =w'Bw+ Vg(@) w+g(T) =0,

por lo que f(T 4+ w) > f(Z). Como V f(Z) = 0 se obtiene:

w' Aw = f(T+w) — f(T) > 0.

Lo cual implica de acuerdo al lema 5.1 que A + A*B > 0 para algin A* € R.

< | Supongamos que ¢g(Z) = 0 y que existe A* € R tal que

V(@) + NVg(@) =0

A+ X'B >~ 0.

Estas condiciones aseguran que el Lagrangiano L(A*,-) alcanza el minimo en T sobre R™. De
esta manera

f(z)+ Xg(x) > f(Z)+ Ng(@) = f(T), Vo € R", porlo que

f(x) = f(@), Va: glx) =0,

por lo tanto T es un minimo de (5.1).

Ejemplo 5.2. [12] La hipdtesis B # 0 en el teorema anterior es necesaria. Por ejemplo, conside-

remos f(z) = x3 — 23, g(x) = x9. Luego el problema

37



5 1)

tiene a T = (0,0) como minimo y a \* = 0 multiplicador. Sin embargo,

27T (= \*) __ 2 0

el cual claramente no es semidefinida positiva.

Por otro lado la hipdtesis sobre la restriccion tambien es necesaria como deberia esperarse. En
efecto, al considerar f(z) = z3 + x2, g(x) = 23, el problema

B 1)
zER™

tiene a T = (0,0) como minimo, sin embargo,
V(@) +AVg(@) =(0,1), VA € R.

Corolario 5.1. [12, Teorema 3.4] Sean f : R" — R g : R®™ — R funciones cuadrdticas, esto es,
f(z) = %JJTAZL‘-FGTJI-FQ, g(z) = %xTBx—HJTx—i—B, B #0,donde A, B € S", a,b € R", a, § € R.
Se Considera el problema de minimizacion:

nfn f(z). (P)
Tz ERM

Ademds supongamos que se satisface:

inf 0.
of,9(0) <

Entonces:
g(Z)<0y3I N € R: V@) +AVg(@)=0
T es minimo global de (P) <=
A+XB >0
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Mds ain, \* =0, si g(T) < 0.

Demostracion. =] Supongamos que T es solucién de (P) entonces T es factible, es decir, g(z) < 0,
lo que genera dos casos:

Caso 1) Si g(T) < 0, entonces f alcanza el minimo T sobre un abierto, por lo cual Vf(Z) =0y
A = 0. De modo que, escogiendo A\* = 0 se tiene:

V(@) + NVg(@) =0

A+NB=0

Caso 2) Si g(T) = 0, entonces

f@)= min f(z) = min f(z).
z€R™ z€R™

Por otro lado notar que si sup g(z) < 0, entonces g(z) <0, Vz € R", asi se obtendria:
z€R"

f(@) = gﬁ%o f(z) = min f(z).

Por lo tanto nuavemente se alcanza el minimo sobre un abierto y se concluye de la misma

manera que en el caso anterior. Por lo tanto, suponiendo que sup g(x) > 0, se cuenta con las

zeR™
mismas hipétesis que en el teorema anterior y asi entonces existe A* € R tal que:

V(@) + NVg(@) =0

A+ XB >~ 0.

Estas condiciones aseguran que el Lagrangiano L(\*,-) alcanza el minimo en T sobre R". Esto
es:

f(2) + Ng(a) = (@) +N'g(T) = f(@), ¥« € R

De esta manera
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f(@) +Xg(z) =2 f(Z), Vo eR" (5.3)

Se quiere concluir que A* > 0. En efecto supongomas que A* < 0. Entonces se tiene que:

S7(n) NSy (0) =0 (5.4)

ya que en caso contrario, es decir, tomando un elemento o € Sy (k) N S4(0) se cumple que
f(zo) < p= f(Z) y g(xo) > 0 por lo que:

f(@o) + A" g(zo) < (),

contradiciendo (5.3). Més atin de (5.4) se obtiene que Sy (1) = 0. En efecto, puesto que en
caso contrario f(z) < f(7) implica g(x) < 0 lo cual contradice que T es minimo. De esta manera
f(z) > f(z), V € R" lo cual implica que Vf(Z) =0y A > 0.

Lo que se acaba de mostrar es que si A* < 0, siempre es posible redefinir un nuevo multiplicador
A = 0 de manera que se cumplan las condiciones de optimalidad.

Vf(@) +AVg(Z) =0

A+ B = 0.

finalizando de esta manera la primera parte de la demostracién.

< | Es claro usando el mismo argumento dado por el Lagrangiano.

5.3. Lagrangiano regularizado para problemas cuadraticos con res-
tricciones lineales

En esta seccién, introducimos el concepto de dualidad fuerte asociado al Lagrangiano regulariza-
do (para més detalle ver [11]), el cual justificamos su uso en los capitulos posteriores. Consideremos
el problema de optimizacién cuadratica con m restricciones cuadréticas y r restricciones lineales,

ot f(z), (Pm)
zeC
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en donde, f: R" - R g : R" = R™, f(x) = %xTAx +a'r+a, gi(z) = %xTBix + bz + Bi,
A B, € S" a, b € R" «a, i € R, paracadai =1,....m. C = {x : Hzx = d},
H e R™"™ d e R". Para efectos practicos escribimos la matriz H de la forma

Es comun ver en la literatura asociada al tema, definir al Lagrangiano asociado al problema
(Pm) como

Lg(z,\,v) = f(x) +Z>\igi(x) +Zl/j(hjra:—dj), reR", X € R?, v € R".
i=1 j=1

Lamentablemente, para este Lagrangiano mostraremos que Strong Duality falla. Veamos el
siguiente ejemplo que evidencia este hecho.

Ejemplo 5.3. [11] Sean f(z,y) = —42, g(z,y) = 22 +y?>—1 y H(z,y) = 24y cond = 0. Considere
el sigutente problema cuadrdtico con restriccion lineal,

min T
g(z,y)<0 f( ’y)
H(z,y)=0

El valor optimo es —% y es alcanzado en los puntos (—2, ——2), (——27 —2) El problema dual

2 2 272
asociado al Lagrangiano usual es

dx mf {2 + X2 +y* - 1) +v(z+y)}
r?gg(x,lyI)leRQ{ Y+ A" +y - 1) +r(z+y)}

el cual tiene como valor optimo —1. Por lo tanto Strong Duality no se cumple.

Sin embargo considerando el problema dual

$ inf PP V- ST |
rgg(xvy)g;ﬁ(o){ y 4+ Az 4y - 1)},

. , . 1
se tiene que el optimo es —3.
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Definicién 5.3. Para el problema (Py,) se define el Lagrangiano Regularizado como
L(z,\) = f(z) + Y _Nigi(z), € H'(d), A € RT.
i=1

Notemos que para todo A € R7T, v € R", tenemos f(z) + (\, g(z)) = f(z) + (N, g(x)) +
(v,Hx —d), Vx € C. Luego se cumple

Jnf {f(@) + A g(2)) + (v, Ho —d)} < mf{f(2) + (A g(2))},

entonces

sup inf {f(z) + (A g(z)) + (v, Hx —d)} < sup inf {f(z) + (A g(x))}-

AR zERN AERT zeC
vER™

Por lo tanto, si se cumple Strong Duality con respecto al Lagrangiano usual entonces también se
cumple Strong Duality con respecto al Lagrangiano regularizado. Teniendo en cuenta este hecho y el
ejemplo 5.3, se sigue que la propiedad de Strong Duality con respecto al Lagrangiano regularizado
es una condicién mas débil por lo cual etrega més informacién. De esta manera los resultados
obtenidos en este trabajo se obtendran considerando el Lagrangiano regularizado.

El siguiente resultado dado en [11], los autores caracterizan la propiedad de dualidad fuerte,
por medio de el Lagrangiano Regularizado, bajo el supuesto que el problema primal tiene solucién
(argming f # (). Este resultado, generaliza en parte, los resultados de problemas cuadréticos con
una restriccion.

Teorema 5.3. [11, Teorema 2.1] Sean f : R" — R g : R — R funciones cuadrdticas, esto es
f(z) = %CL‘TA.’E—FCLTZC—{—O(, gi(x) = %.’ETBix—Fb;rl‘—}—,Bi, A, By € S" a, b; € R", a, 5; € R, para
cadai=1,...,m. Consideremos P =R",C = H '(d) ={x: Hx = d}, donde H € R"™", d € R".
Entonces,

(I = (L. AL) ERT y R

V@) + >0 XiVe(T) + H'y=0

T € argming f(r), p= max inf L\ z) <
ACRY aeH™H(d) A+ AfB;, es copositiva en Ker(H).

Ngi() =0, i=1,...,m.

42



Demostracion. En este caso

Lz, \*) = -I—Z)\*gl ), z € H1(d).

Supongamos que T € argming f, = max inf L(\", z),
=] Supong q gming f, p X, i (d)( )

INERT: f()+ Y Ngilz) = f(@), Voe H ()

SINERY: fla+T)+ > Ng(z+T) > f(E), Vo e Ker(H),
=1

m
en particular para x = 0 € Ker(H), Z Agi(T) >0y gi(x) <0, Vi=1,...,m, con lo cual

Ngi(T) =0, ¥i=1,...,m

Asi

flz+7T) —1—2)\*92 r+7) > f(T —l—Z)\*gZ , Vo € Ker(H) = 0 es un minimo global de
=1

L(-+z,\") sobre Ker(H) = (VL(Z,\"),z) <0, V2 € Ker(H),

Como Ker(H) es subespacio vectorial se concluye que

(VL(Z,\*),z) =0, YV € Ker(H) = VL(T,\*) € (Ker(H)): =Im(H")

s3yeR™: V —}—Z)\Vgl )+ H'y=0.
Por otro lado

43



1 m
L(z +Z,\*) = L(T, \) + (VL(T, \*), z) +§xT > AiBiz, Vz € Ker(H)
N—————— —
=0

1 T * — ok — \k % * spe
= 5% ;)\i Bix = L(x +Z,\*) — L(Z,\") > 0 = ;/\i B; copositiva en Ker(H)

< | Supongamos que se cumplen las condiciones de optimalidad,
JNeR*yeR":
Vi@ + > AMVe@) +H'y=0

2f@) + >, AfB; copositiva en Ker(H).

Xigi(®) = 0.

Del desarrollo de Taylor de L(-, A*) en torno a T se tiene que V = € Ker(H)

L(z + 7, \*) = L(Z, \) + (VL(Z, \*) - xT Z N Bz

>0

L(Z,\) + (—H "y, z) = L(T, \*) + (—y, Hz) = L(T, \*)
e’

= f(x +7T) +Z)\ gilr+7x) > f(T —I—Z)\ 9i(T) = f(x), Va € Ker(H)
i=1

A,_/
=0

*a; > f(F -1 — . _
':E) +Z)\zgl(l‘) - f(‘r)a Ve € H (d) =T € argmanf( ) n = /{161%2’(1 xefl{nfl(d) ()\7x)

O

El siguiente resultado muestra que con respecto al Lagrangiano usual también se pueden for-
mular condiciones de optimalidad.
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Teorema 5.4. Sean f: R" — R g : R” — R funciones cuadrdticas, esto es f(x) = %mTAx—i—aTx—}—
a, gi(z) = %CL‘TBZ'.CU+ blx+Bi, A, B € S" a, b € R*, o, 3 € R, para cadai=1,...,m
Consideremos P =R x ©", C' =R", donde H € R™", d € R". Entonces

INeRY, v eR":

V@) +Y " AMVa @) + H'v* =0

T € argming f(z), p= max inf L\ v,z) <=
AERT? zeR"

ueﬂJ A + ZZW;1 A;‘Bi =0

[ Agi(T) =0

DemOStTaCZOn :>J Supongamos que T € argmanf n = maX lan L()\ v, x) entonces
A*eRm TrERM
UERT

N eRY, VT eR": f(x)—l—Z)\;‘gl +ZV h x—d;) > f(z), Ve € R"

ST
0,Vj=1,...,r. Como cada A} > 0 se tiene que )\Zgl( ) < 0, con 10 cual lel X gi(T ) < 0. De esta
manera

> Ng@ =0, > vi(hjzT—d;) =0,
i=1 j=1
asi \7gi(Z) =0, Vi=1,...,m. Por otro lado

r m r

B)+ > Ngi@)+ D vi(hjw—dj) > f(®) = f@) + Y Nai@) + Y vi(hjT—dj), YV eR"
=1

j=1 =1 7j=1

m
= T es un minimo global de L(\*,v*,:) = VL(\*,v",Z) =0, A+ ZA;Bi =0
i=1

SINERTV ER: V@) + ) ANVa@ +VZ vih] T
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r

= V@) + Y NVg@ + Y _vih] =VI@) + > AN Vgi(@) + H v =0,
i—1 i=1

j=1
A+ i A‘B; = 0.

i=1

< | Supongamos que:

JXN*eR” v* e R":
V@) + 3" NVg(@) + H v =0
A+ N B = 0

Aigi(T) =0

Estas hipétesis permiten asegurar que L(A\*,v*,-) es convexa con T punto critico, entonces

L\, v*,x) > L(A\*,v",Z), Vo € R"

S fl@)+ ) Ngil@)+ Y _vithje—dy) > f@)+ D> M@ +Y_vi(hT—dj) = f(T), Vo eR".
=1 ] 1=1

]:]_ ]:1

=0 =0

Observacion 5.1. En ausencia de las restricciones lineales (H =0, d = 0) los teoremas 5.3 y 5.4
son equivalentes.

46



Capitulo 6

Strong Duality v/s condiciones de
optimalidad: Caso cuadratico con un
restriccion cuadratica y una lineal

6.1. Convexidad de imagen de formas cuadraticas y teoremas al-
ternativos

Esta seccién esta enfocada a estudiar algunos resultados clasicos asociado a las formas cuadrati-
cas. Uno de estos corresponde al teorema de Dines de 1942 y el cual asegura que la imagen de dos
formas cuadriticas homogéneas es siempre un conjunto convexo de R2. A raiz de lo anterior los
teoremas del tipo alternativo para dos desigualdades cuadraticas el cual estudiaremos, nos permiten
obtener una version relajada del teorema de Dines y de acuerdo a nosotros nuevo en la literatura.

Teorema 6.1. [15, Teorema 4.4] (Dines) Sean f(z) = x' Az, g(x) = 2" Bx con A, B € S" .
Entonces,

{(f(2),9(x)): = € R"}

es un conjunto convezo en R?.
Demostracion. Sea F(R?) = {(f(z),g9(x)) : = € R"}. La prueba se hace usando la definicién de

convexidad, para esto, dado dos elementos u, v € F(R?), se presentan 2 casos.

Caso 1) Si u,v son colineales con respecto al origen entonces existe & € R, tal que |o| < 1y
u = av, luego para cualquier A\ € (0,1) se tiene que Au+ (1 — N)v = [(a — DA+ 1jv € F(R"),
~———

>0
pues f, g son homogéneas.

Caso 2) u, v no son colineales, luego u = (uf,uq) y v = (vs,vy), entonces existen x,, z, € R"
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tal que, u = (uf,uy) = (f(zu),9(zn)) y v = (vf,v9) = (f(20),9(xy)). Puesto que u,v son no
colineales entonces

ur vr
Ug Vg

d= = upvg — ugvy # 0.

Sea A € (0,1) arbitrario. Buscamos ) € R"™ de modo que

(f(xr), g9(zx) = Au+ (1 = Ao. (6.1)

Para esto, consideremos el plano x) = p(z, cosf + z, sinf) en donde p, 6 son variables. Resol-
viendo a través de sus componentes el sistema (6.1) con respecto a las variables p, 6, A se obtiene,

P? f(zy cos 0 + zysin ) = (1 — Nug + Aoy
P2 g(2y cos0 + x,sin @) = (1 — Nug + v,

Al igualar ambas ecuaciones con respecto a p® se obtiene,

(I—=Nug+ vy (1= Nug + Iy

f(xycosO + xysinh)  g(xy, cosb + z,sinb)

con lo cual es posible construir la siguiente funcién dependiente de 6:

g f(@y cos @ + x,sin @) — urg(z, cosf + x, sinf)

0) =
AG) (ug — vg) f(zy cos0 + x4 sinf) — (up — vy)g(2y cos + x,sin )’

la cual esta bien definida, para verificar esto, denotemos como T'(#) al denominador de A(6),
luego, T'(#) es cuadrética al ser combinacién lineal de cuadraticas por lo que en forma paralela se
puede escribir T'(0) = a cos? 6 + Bsin? 6 + 2 cos @ sinf, por otro lado, d = T(0) = T(+%) = a =
f=d..T(0)=d+ ysin26. Luego observando que,

T(0)>0, s [y20y6 € [0.5]]6 [y <0y 0 €[50,

es que sin perdida de generalidad se supone que v > 0 y asi como se deseaba A(f) esta bien
definida en [0, F].
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Por otro lado se tiene que A(#) es continua al ser composicién de funciones cuadraticas, ademas,
A(0) =0, A(5) = 1, asi por el teorema del valor intermadio existe 6y € (0,1) de modo que A() = X
y asi z satisface (6.1).

O

Ejemplo 6.1. El resultado anterior no es valido para formas cuadrdticas no homogéneas. En efecto
sean f(z,y) = s+y—a*—y>=2zy, g(z,y) = > +y’+2zy—1, F(R*) = {(f(z,9),9(z,v)) : (z,y) € R?}.

Consideremos los puntos (0,0) = (f(0,1),4(0,1)), (—2 O) (f( ,0),9(— 1,0)) = 1. Sin
embargo, una vez dicho esto, mostraremos que (—1,0) = + 3(-2,0)

flay)=—1  w+y—(z+y)*=-1
g(z,y) =0 (z+y)?—1=0,

es decir, |t +y| =1y x4y = 0. Por lo tanto el sistema anterior no tiene solucion, con lo cual
se concluye que (—1,0) ¢ F(R?).

grificamente se puede ver la no convexidad de F(R?).

Figura 6.1: Grafica de F(R?)
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Teorema 6.2. [15, Teorema 5.6] (Brickman) Sean A, B € S™ yn > 3. Entonces,

{(z" Az, 2" Bx) : ||z|]| =1} es convexo y compacto en R

La hipdtesis sobre la dimensién de las matrices es necesaria tal cual como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.2. [15, Observacién 5.7] Consideremos las matrices,

(5 D)= (10)

Haciendo la parametrizacion x(0) = (cos@,sinf), 6 € [0,27x], se obtiene:
{(z" Az, x"Bz) : ||| = 1} = {(cos26,sin20) : 6 € [0,27]} = B(0,1) esfera unitaria, en R%,
la cual claramente no es conveza.

Definicion 6.1. Dado un subconjunto K C R", diremos que K es un cono reqular si K U —K es
un subespacio vectorial.

Figura 6.2: Ejemplos de conos regulares: a) {(u,v): v >0}, b) {(u,v): u <0}URZ
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Teorema 6.3. [10, Teorema 3.2](Dines Generalizado 2009)
Sean f : R" - R g : R — R funciones cuadrdaticas homogéneas, esto es, f(x) = %SCTAQS',
g(x) = %xTBac, A, B € S™ Sea K CR"™ un cono reqular. Entonces

{(f(x),g9(x)): x € K}, es convexo.

Demostracion. Sea F(K) ={(f(z),g(z)): x € K}y S = KU—-K. Sesigue que S es un subespacio
de dimension m con m < n. Ademds como las formas son homogéneas, F(K) = F(—K). Por lo
tanto F(K) = {(f(z),g(z)) : = € S}. Como S es un subespacio vectorial de dimensién m,
entonces existe una matriz @ € R™ ™ de rango completo tal que S ={Qy: y € R™}. De esta
forma

F(K) ={(32"Az,32"Bz): = € S}
= {3y (QTAQ)y, 3y (QTBQ)y) : y € R™}.

El cual por teorema 6.1 es convexo.

Teorema 6.4. [10, Teorema 3.6](Yuan 2009) Sean f:R"™ - R ¢g: R"™ — R funciones cuadrdticas,
esto es, f(x) = %xTAx+aT:E+a, g(z) = %SUTBJJ—FZ)TSU-F,B, A B e S a be R a 8 € R
Sea ag € R™ y sea S C R"™ un subespacio vectorial. Entonces se cumple sélo una de las siguientes
alternativas:

a) FEziste 9 € ag+ S tal que

b) Eziste (v*,A*) € RZ\ {(0,0)} tal que
Y f(z)+ ANg(x) >0,V € ag+S.

Demostracion. b) = no a)| Es directo.

no a) = b)| Como el sistema a) no tiene solucién entonces
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z € St file)=flz+ao) <0, gi(x) =gz +ap) <0

no tiene solucién. Definiendo las formas homogéneas asociadas a f1 y go, esto es

~ 1
fi(z,t) = §$TA1:E +taj x + t2oy

- 1
g1(z,t) = §:UTle + tb;rx + 25

en donde Ay = A, By = B, a1 = a + Aag, by = b+ Bag, a1 = a + %aS—Aao +alag, B =
B+ %aOTBao +b'ag.

De esta manera se tiene que el sistema homogéneo
fl(xat) <0, f;(l’,t) <0, (x7t) € Sx R-i-

es no soluble. En efecto, supongamos que (z,t) es una solucién del sistema homogéneo anterior.

Sit # 0, entonces f(§ +ao) = fi1(}) = t_2f1(x,t) <0yg(§+ao)=g(F) = t=2g1(x,t) <0 lo
cual contradice el hecho que la hipdtesis a) no se cumpla.

Si t = 0, entonces %$TA$ = fl(x, 0) <0y %CL‘TBZE = g1(x,0) < 0, esto implica que
f(nx) — —o0, g(nx) — —o0, cuando n — co.

Por lo tanto existe N € N de modo que f(Nz) <0y g(Nz) < 0 lo cual es una contradiccién.

Como S x R4 es un cono regular, ]?1, g1 son homogéneas en virtud al teorema 6.3 y argumentos
de separacién de conjuntos convexos, existe (v*,A\*) € R\ {(0,0)} tal que

Vi@, t) + NG (e, t) >0,V € (,8) S x RT.

En particular para ¢t = 1, se cumple b).
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Corolario 6.1. [15, Teorema 2.2](S-lemma, Yakubovich 1971) Sean f : R — R g : R" — R funcio-

nes cuadrdticas, esto es, f(x) = %xTAx+aTx+a, g(z) = %xTBx+bTm+ﬁ, A B e S a beR" af €R.
Supongamos que existe T € R™ tal que g(T) < 0. Entonces se cumple sélo una de las siguientes
alternativas:

a) Eziste z € R" tal que

b) Eziste \* > 0 tal que:

f(z)+Xg(x) >0V zx € R™

Demostracién. b) = no a)| Es directo.

no a) = b)| Por hipétesis se tiene que el sistema

no es soluble, luego aplicando el teorema 6.4, en donde S = R™ y ag = 0, existe (A1, \2) € R2\
{(0,0)} de modo tal que

AMf(x) + Aag(z) >0, Vo € R™

Por otro lado \; tiene que ser positivo pues en caso contrario Ag > 0 y A2g(x) > 0 para todo
x € R™. Sin embargo para x = T, A2¢(T) < 0 lo cual es una contradiccién.

Finalmente haciendo \* = i—f se cumple b).

Como adelantamos a principios de la seccion, el cono de la imagen de dos funciones cuadraticas
arbitrarias, no necesariamente homogéneas es un conjunto convexo en R?, el cual, damos su prueba
de facil demostracion.
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Teorema 6.5. Sean f : R” — R g : R" — R funciones cuadrdticas, esto es, f(x) = %mTAx +
a'z+a, glz) = %I‘TBCL‘+bTCC+ﬁ, A B € S" a, b e R" «a f € R. Ademas consideramos
w finito y C = H-Y(d), en donde, H € M™ " d € R™. Entonces

cone(F(C) — u(1,0) + R%,) es convezo.

Demostracion. Dado que p es finito, no existe x € R™ que resuelva el sistema g(z) < 0, Hz = d
y f(x) — p < 0. Por otro lado C' = zy + Ker H para cada elemento fijo z9p € C. De esta forma y
en virtud del teorema 6.4, asegura la existencia de (v,A) € R2 \ {(0,0)} tal que

Y(f(x) —p)+Xg(x) >0V zx € C=x9+ Ker H.

Aplicando el teorema 4.2 se concluye que cone(F(C) — u(1,0) + R2 ) es convexo.

6.2. Caso cuadratico no-homogéneo con restriccion lineal y cuadrati-
ca

Vimos en la seccién 4.2 que son equivalentes,

Wf (@)~ 1)+ Ag) 2 0¥ w € C = (1,0) € [cone(F(C) — u(1,0) + B2,

esto es, los multiplicadores (v, \) que verifican la desigualdad anterior, pertenecen al polar de
cone(F(C) — pu(1,0) + R% ).

El siguiente resultado describe todas las situaciones vistos en el teorema 4.3, en este caso, una
completa caracterizacién de los multiplicadores de Lagrange cuando se considera un problema de
minimizacién cuadratica con una restriccién cuadratica y lineal.

Proposicién 6.1. Sean f:R" — R g : R™ — R funciones cuadrdticas, esto es, f(x) = %wTAx +
a'z+a, g(x) = %:L‘TB:U+bT;U—|—ﬁ, A B e S a, b e R" a B € R. Ademds consideramos
p finito y C = H-Y(d), en donde, H € M™ " d € R™. Entonces

a.1) Si argming f N S, (0) # 0 6 S;(u) NSy (0) # 0, r = —oo, entonces Sy (u) = 0 y como
consecuencia
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cone; (F(C) — pu(1,0) + R2 ) = {(u,v) € R*: u >0}

=

I:‘?.
1
=

(1=,

=1

Ademds,

3 (5N € RIN{(0,0)}: v (f(z) —p) +Ag(x) >0, Va € C < 7" >0, A" =0;

a.2) Siargming f NS, (0) =0, Sy () =0y Sf+(,u) NS, (0) #0, —oo <r <0, entonces

cone; (F(C) — pu(1,0) + R2 ) = {(u,v) € R*: v >ru, u>0}

=]

(7", 2%)

@l

HE
L
Ademds,

1
(v, 0 € RI{(0,0)} : v*(f(2)—p)+A"g(x) 20, Vo € C <= 7*>0,0< N\ < =%
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a.3) Si Sj'f(,u) NS, (0) # 0 y Sy (n) # 0, entonces s < r y argming f NS, (0) = 0, como conse-
cuencia:

conet (F(C) — pu(1,0) +R2 ) = {(u,0) € R*: v >ru, v> su}

[~

(v*, A%)

-
-
-
- -

Aqud,

3 (v, ) € RAN{(0,0)} : v*(f(z)—p)+A*g(z) >0,Vz € C < v* >0, SN S0

a.4) Siargming f NS, (0) =0, S7 (1) NS, (0) =0 =S5 (1), entonces

cone; (F(C) — pu(1,0) + R3, ) = {(u,v) € R*: u>0, v>0}

! (v, A%)

-——u

Ademas,

3 (7A€ RIN(0,0)} : 7" (f(2)—p)+A"g(2) 20, Vo € C = (v',X") € RI\{(0,0)};
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a.5) Si S}F(u)ﬂSg_(O) =0, Sy (n) #0, s <0, entonces argming fNS; (0) = 0, como consecuencia,

cone; (F(C) — pu(1,0) + R2, ) = {(u,v) € R*: v > su, v >0}

(v*, A%)

Ademds,

* * * * * * 1 *
3 (75 A) € RIN{(0,0)}: v (f(e)—p)+Ag(x) >0, Vo € C <= 7 >0, A > =75

a.6) Si S}F(u)ﬂSg_(O) =0, 8¢ (n) #0, s =0, entonces argming f NS (0) = @ como consecuencia,

cone; (F(C) — pu(1,0) + R, ) = {(u,v) € R*: v >0}

Ademas,

3 (A7) € RIN{(0,0)}: 7" (f(2) —p) + A"g(2) 20, Vo € C <= 7"=0, A" >0;
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Demostracion. a.l)

i) Si argming f N S;(0) # 0. Entonces de la convexidad de cone (F(C) — u(1,0) + R2.) se
tiene que Sy (u) = 0, luego

cone (F(C) — pu(1,0) +R3,) = coney (F(argming f N S; (0)) — p(1,0) +R3 )

={(u,v) € R?: v>0}

= | Razonando por contradiccién, supongamos que v* = 0,6 \* > 0. Como sigue que argmin g fN
Sy (0) # 0, existe T de modo tal que g(Z) < 0y f(T) = p. Luego v*(f (%) —p)+A"g(T) = N'g() > 0,
es decir, g(Z) > 0 lo cual es una contradiccion.

<] Supongamos que v* > 0, \* = 0. Luego probar que
Y (f(x) — p)+ XNgx) >0,V € C,

se reduce a demostrar que f(x)

— >0,V € C,locual es directo aplicando la proposicién
4.1, pues como ya se demostré S (u) = 0.

ii) Si S’}r(u)ﬂSg_ (0) # 0 conr = —oo. En este caso la convexidad de coney (F(C)—u(1,0)+R3 )
asegura nuevamente que S (1) = (), de esta manera

cone, (F(C) — p(1,0) + B2 ,) = coney (F(SF (1) N Sy (0)) — u(1,0) + B2 )

={(u,v) € R?: v>0}

= | Razonando por contradiccién supongamos en un primer lugar que v* = 0. Entonces A* > 0,
sigue que \g(z) >0, Vo € C, es decir, g(xr) >0, Vo € C. Por lo tanto S, (0) = () lo cual es
una contradiccion.

Si A* > 0, se sigue de la convexidad de cone; (F(C) — u(1,0) + R% ),
g9(z) gl n _
2 > Y Vo € S’f(,u)ﬂSg (0),
por lo cual, r > —%, lo cual es una contradiccion.
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<] Bajo el supuesto que v* > 0, A* = 0. Ya sea argming f NS, (0) # 0 6 S;{(,u,) NS, (0) #
0, r = —o0, la convexidad de cone(F(C) — u(1,0) +R2 ) permite asegurar que St () = 0. Por lo
tanto de la proposicién 4.1 f(x) > p, para todo x € C. Asi, v*(f(z) —pu) >0, Va €

a.2) Suponiendo que argming f NSy (0) =0, Sy () =0y S}“(u) NS;(0)# 0, —oo<r <0,
entonces

coney (F(C) — pu(1,0) +R2,) = cone+(F(S}r(,u) NS;(0)) —p(1,0) +R3 )

={(u,v) € R?: v >ru, u> 0}

1
<] Supongamos que v* >0y 0 < \* < ——~*. En el caso en que \* = 0 y usando el hecho que
r
St (1) = 0 se tiene que

Y(f(x) — p) + Ng(x) =7 (f(z) —p) >0,V € C.

1
Si0 < A* < ——, consideremos z € C arbitrario. Sabemos que S () = @ por lo que f(z)—p > 0
por proposicién 4. 1 Se sigue que g(x) > 0 entonces v*(f(x) — p) + N*g(z) > 0.

Si g(z) < 0 entonces f(z) — p > 0 pues argming f N .S, (0) = (). Luego

g(x) v (f(x) = ) 1

r << = Z—;"}/* Z)\*,

y asi v*(f(z) —p) + A"g(z) 20, Vo € C.

= | Bajo las presentes hipétesis, sabemos que

cone (F(C) — u(1,0) + RZ ;) = coney (F(S} (1) N SF(0)) — u(1,0) +RZ,)

={(u,v) € R?: v>ru, v>0}
por lo cual (v*,A*) € coney(F(C) — p(1,0) +RE,)* ={(u,v) € R : v < —21u}.
Entonces v* >0y 0 < A* < —%7*.

a.3) Bajo el supuesto S+( )NSy (0) # 0, S (1) # 0, entonces de la convexidad de cone. (F/(C)—
1(1,0) + R% ) se tiene que argming f N Sy ( )=0y s <r. Ademds
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cones (F(C) — p(1,0) + B2.,) = cone, (F((SF () N S5 (0)) UST (1) — p(1,0) + B2.,)
={(u,v) € R%: v>ru, v>su}
y asf (v*,A\*) € conei(F(C) — pu(1,0) +R2)* = {(u,v) € R*: — 1u <wv< —lu}
s r
1 1
Conlocual v* >0y ——4* < A* < ——~*.
s r

1 1
= | Supongamos que v* > 0y —gv* <N < ——~* Sea x € C( arbitrario, con lo cual se dan
r

los siguientes casos.
Si f(z) —pu >0y g(x) >0 entonces v*(f(z) — p) + A*g(z) > 0.

Si f(z) —p <0y g(xz) >0 entonces x € S; (p), luego

<s< -1 e (@) - p) +Ngl@) 2 0.

a.4) Bajo los supuestos argming f N S, (0) = 0, S}“(u) NS, (0) =0 =Sy (), entonces

cone. (F(C) = p(1,0) + B3 ;) =R%

y asi (v',A%) € cones(F(C) - u(1,0) + B2, )* = R2,.
Con lo cual v* > 0y A* > 0.

<] Supongamos que (v*,\*) € Ri\{(o, 0)} y seaz € C arbitrario. Se tiene que f(z)—p >0
y g(x) > 0. De esta manera

Y (f(x) —p)+ Ng(z) >0,V € C
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a.5) Bajo el supuesto S}F(u) NSy (0) =0, S¢(n) # 0, s <0, entonces de la convexidad de
coney (F(C) — pu(1,0) + R, ) se tiene que argming f N .S, (0) = 0. Ademés

cone; (F(C) — u(1,0)+R%,) = coneq (F(Sy (1)) — p(1,0) + R2 )

={(u,v) € R?: v > su, v>0}

1
y asf (v*,A*) € conei(F(C) — pu(1,0) +R2)* = {(u,v) € R*: — Ju <w, u>0}.

1
Con lo cual v* > 0y ——v* < A%
s

*

1
< | Supongamos que v* > 0y ——v* < X\*. Sea x € C arbitrario, con lo cual se dan los
s

siguientes casos.
Si f(x) —pu >0y g(x) >0 entonces v*(f(x) — p) + N*g(x) > 0.

Si f(z) —p <0y g(xz) >0 entonces z € S (u), luego

<s <02 e (fl@) - )+ Ngla) 2 0.

a.6) Bajo el supuesto S}F(u) NSy (0) =0, S¢(n) # 0, s =0, entonces de la convexidad de
coney (F(C) — p(1,0) + R, ) se tiene que argming f NS, (0) = 0. Ademés

cone, (F(C) — u(1,0) + R2.,) = cone, (F(S7 (1)) — p(1,0) + R2.,)
= {(u,v) € R?: v >0}
y asf (v*,A*) € conet(F(C) — pu(1,0) +R2,)* ={(u,v) € R*: v >0, u=0}.
Con lo cual v* =0y A* > 0.

<] Supongamos que v* > 0y A\* > 0. Sea z € R™ arbitrario, con lo cual se dan los siguientes
casos.

Y (f(z) — p) + A*g(x) = A*g(x) > 0.
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Con el objetivo de entregar en algin sentido una caracterizacion de la propiedad de Strong
Duality para el problema considerado en esta seccion, es que, previamente damos unos resultados
que aprovechan las propiedades de las formas cuadréticas.

Proposicién 6.2. Supongamos que K = {x € C: g(x) <0} # 0, p finito. Sean [ : R™ — R,
g:R" = R funciones cuadrdticas, en donde f(z) = 32" Az +a'z+a, g(z) = 32 Bz +b'z + 3,
A B €S a, b € R", «, 8 €R. Entonces

Vv € Ker H, v Av >0 6 v Bv>0.

Demostracion. Supongamos que existe v € Ker H tal que v’ Av < 0y v' Bv < 0. Entonces para
algin to > 0z +tv € S, (u) NSy (0) para todo [t| > to, z € H~(d), lo que no puede ser pues
g(x +tv) <0, H(x + tv) = Hx = d implica f(z + tv) > pu.

Proposicién 6.3. Sea v € Ker H, v' Bv <0, v' Av = 0. Entonces
a) Eriste t1 >0 tal que x +tv € S;7(0),Vz € H'(d), ¥ [t| > 1.
b) Vf(z)Tv=0,Va € HYd) yasi flx +tv) = f(z) Vo € H ),V |t| >t.
c) S;(u)=0.

d) SiS;{(u)#@:r:—oo.

Demostracion. a) Seax € H~(d), luego paratodot € R g(z+tv) = g(x) —l—th(m)Tv—F%vTBv.
Como v Bv < 0 entonces g(x + tv) — —oo, cuando |t| — +oo.

En consecuencia, existe t1 > 0 tal que x +tv € S7(0), V [t| > t1.

b) De a), f(x +tv) > p V¥V |[t| > t;, pues z +tv € H d) y g(z + tv) < 0. Ademds
p < f(z+tv) = f(z)+tVf(x) v,V [t| > t; entonces Vf(z) v =0y asi f(z+tv) = f(z), V[t| > t;.

c) Si Sy (n) # 0. Seazg € Sy (u), estoes, f(zo) < p. De a), existe t; > 0 tal que g(zo+tv) <0
para todo |t| > t1 y por lo tanto f(xg) = f(xo + tv) > u, lo cual es una contradiccién.

d) Sea xy € S]T(u), luego existe 1 > 0 tal que f(xg + tv) = f(x9) > u para todo [t| > ;.
Ademads de a) sabemos que g+ tv € S]T(u) NS, (0). De esta manera cuando ¢ — 400
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o g(x0) +tVg(wo)Tv + %vTBv
B flzo) — p

— —00.

Proposicién 6.4. Sea v € Ker H, v' Bv =0, v' Av < 0. Entonces
a) Eziste t1 > 0 tal que x +tv € Sy ()N Sy(0), Vo € H=(d), V [t]| > t;.
b) Vg(z)Tv=0, Ve € H'd) yasiglx+tv)=glx) Vo € H ),V [t|>t.
c) K=10.
d) s =0.

Demostracion. a) Seax € H~(d),luego paratodot € R f(z+tv) = f(a:)—i—tVf(m)Tv—i—%vTAv.
Como v Av < 0 entonces f(x + tv) — —oo, cuando || — +oo.

En consecuencia, existe t; > 0 tal que x +tv € SJT (n) C SJT (1) N S;(O), Y|t >t

b) De a), 0 < g(z + tv) = g(x) +tVg(z) v, V |t| > t1, entonces Vg(z) v =0, Vo € H(d)
y asf g(z +tv) = g(x), V¥ [t| = 1.

c) Si K #0.Seaxy € K, esto es, g(xg) <0. De a), existe t; > 0 tal que f(xo+ tv) < u para
todo [t| > t; y por lo tanto g(zo) = g(xo + tv) > 0, lo cual es una contradiccion.

d) Seazg € Sy (u), de a) existe t; > 0 tal que zo +tv € Sy (1) N S5 (0) para todo [t > t1.
Ademds de b) sabemos que g(zg + tv) = g(zp). De esta manera cuando t — 400

s> g(azo)

— 0.
— f(xo) +tV f(xo) Tv + %UTAU — i

El siguiente resultado, entrega por un lado una condicién suficiente para Strong Duality y por
otro, una condicién necesaria, en términos de sistemas de desigualdades y en donde no depende de
la condicién de Slater.
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Teorema 6.6. Sea K no vacio y u finito.

a) S;(N’) = @ 6 [argmanf N Sg:(o) = @, para tOdO Tk c H—l(d) N S;(M), tal que {L‘kl — v,
se tiene v Bu =0 = v Av > 0];

b) S.D se cumple;
c) S;(u)=006[Sy(n)#0, s<0];

d) fngf(x) =pdv € Ker H v'Bv<0 = v'Av>0].
Te

Entonces, se satisface la siguiente relacion:
a) = b) <= ¢) = d).

Demostracion. b < c)| Es directo del teorema 4.4.

a) = ¢)| Si S; (u) = 0, entonces no hay nada que demostrar. Si Sy (n) # 0, Razonando por

contrareciproco. Supongamos que s = 0, entonces existe sucesion {x, }nen en H1(d) N SJ? (1), tal
que

i —9(n)

e Fa) —p

Luego para cadan € N, f(x,) < py g(z,) > 0, con lo cual se presentan dos casos.

Caso 1. sup||z,|| < +oo. Entonces existe una subsucesién convergente {x,, }ren de {2y, }nen a
neN
un punto xg en R™, para lo cual en el limite, g(z9) > 0y f(x9) < u. Bajo estas condiciones tenemos

que, si g(zg) =0y f(zog) < p contradice el hecho que p sea el infimo sobre K, ademés

9(zo) .
i 9Gm) Flao) —n” 0 si g(z0) > 0y f(wo) < p
n—+00 f(g;n) —
- , sig(zo) >0y f(zo) = p

Por lo que necesariamente g(xo) =0y f(zo) = u.

Caso 2. sup ||z, || = +00. Entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que
neN
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Por lo cual, dividiendo por ||z, ||?,

lim f(@n) =0 Av

n—too ||z, 2

g(xn) _ ’UTB’U
=400 [|zp||?

y ademds, en el limite v Bv > 0y v Av < 0. De modo similar al caso anterior tenemos que

T
v' Bv . T T
. g(zn) _ ’UTA’U#O ,siv Bu>0yov Av <0
”_H'mf(xn)_,u
400 ,siv'Bu>0yv Av=0

Por lo tanto necesariamente se debe cumplir que v Bv =0y v' Av < 0.

¢) = d)| Si Sy (n) = 0 entonces f(z) > p para todo z € C por proposicién 4.1. Asumimos
entonces que Sy (1) # 0y s < 0. De la convexidad de coney (F(C) — p(1,0) + R2 ), se tiene
que argming f N S, (0) = §. Consideramos dos casos: S, (0) = 0 6 S, (0) # 0. Obviamente en el
primer caso, la condicién c) se cumple vacuamente. Si S (0) # (), se sigue que S;{(,u) NS, (0) # 0,
pues en caso contrario se sigue de la proposicién 4.1 que S (0) = (. Por lo tanto tenemos que
—00 < s < r <0, esto, nuevamente gracias a la convexidad de cone (F(C) — u(1,0) + R% ).

Razonando por contradiccién. Supongamos que existe v € Ker H, de modo que v Bv < 0y
v" Av < 0. Por proposicién 6.2, se considera el caso v' Bv < 0y v' Av = 0. Para 2y € H1(d) se
obtiene

1
g(xo + tv) = g(xo) + t{(Vg(x0),v) + itszBv — —00, cuando t — +00,

entonces existe ¢ > 0 de modo que g(xg + tv) < 0 para todo t > t, asi x¢ + tv es factible y
f(xo+tv) —p > 0 pues argming f NS, (0) = 0. Por lo tanto, para todo t >, tv € S;’(u) NS, (0).
Sin embargo,

g(zo + tv) _g@m%+ﬂvdxwﬂw+%ﬁuTBv
f(iUO‘f‘tU)—M B f($0)+t<vf(l'o),’l)>—lu

— —o0, cuando t — 400,
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lo cual contradice el hecho que r sea finito.

O

Los siguientes ejemplos, relacionados con el teorema 6.6, justifican el porqué con las proposicio-
nes presentadas, no se tienen las equivalencias.

Ejemplo 6.3. La implicancia ¢) = a) del teorema 6.6 no se tiene en general. Consideremos

el ejemplo 6.1, f(z,y) =z +y — (z +v)?, g(z,y) = (x +y)? — 1. En este caso, como parte de un
problema de minimizacion

= { f
p= ff f(z,y),
(z,y)€R2

y en donde primero mostraremos que i es real. En efecto, para = —2 y A = % se tiene:

3 1 1
f@y) =A@, y) = v+y—(e+y) +24 5 (24y)*—1) = 24y+5 (24y) 45 = 2a+y+1)* 2 0, V (2,9) € R,

en particular para (x,y) € K se obtiene que p > —2. Ademds f(—1,0) = @ = —2 donde
(—=1,0) € S;7(0) De esta manera se concluye que p = —2 y argming f N S;"(0) # 0. Por otro lado
notemos que

Sy ={(z,y): (z+y)?—(@+y)—2>0}

={(z,y): z+y>2tU{(z,y): z+y< -1} #0

Con lo cual por teorema 6.1 a.3) se tiene que s < r < 0.

Ejemplo 6.4. La implicancia d) = ¢) no se da en en general. Consideremos f(x,y) = x +y
y g(z,y) = (z +1y)2. Se tiene que K = {(0,0)}, C = R?, ademds S;(0) =0 y de esta manera la
condicion d) se cumple vacuamente. Por otro lado Sy (1) = {(z,y) : @ +y < 0}. Entonces

g(,y)
@u=00 f(z,y) = p

(@,y)€S, (1)

=0,

lo que implica que s = 0.
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El siguiente ejemplo muestra que atun a falta de la condicién de Slater, como esperabamos,
Strong Duality se cumple para el caso cuadratico.

Ejemplo 6.5. Consideramos H(z,y) =z —vy, d =0, f(z,y) = 222 — %, g(z,y) = 2% — y%. Se
tiene que K = {(x,y): x =1y, 22 —y?> <0} = {(t,t) : t € R}. Claramente Sq (0) =0=5¢(n)
y p =0 con argming f{(0,0)} y de acuerdo con teorema 6.1 a.4) se tiene Strong Duality para todo
A*>0.

El siguiente resultado, el cual es nuevo, entrega condiciones de optimalidad para el problema
(P) analizado en esta seccién en el cual abarca el caso no convexo.

Teorema 6.7. Sean f y g funciones cuadrdticas, u finito C = H='(d) y T un punto factible para
P. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es solucion de (P) y Sy (n) =0 6 [S} (1) # 0, s <0] se cumple.

b) Ezisten \* >0 ey € R™ tales que Vf(T) + N*'Vg(T)+ H 'y =0, \*g(T) =0, A+ \*B es
copositiva en Ker H.

Demostracion. a) = b)] Del teorema 6.6, se cumple strong duality, esto es, existe \* > 0 tal que

f(@) +Xg(@) < f(7) = inf (f(z) + Xg(2)).

zeC

Lo cual implica que A*g(T) = 0 y ademds T es un minimo para L(z) = f(x) + \*g(z) sobre C,
el cual, al ser afin se cumple

(Vf@) +Ng(@),z—7) >0,V € C.

Como z — T € Ker H para todo z € C, se sigue que (Vf(Z) + X\*g(T),x — T) = 0 para
todo z —Z € Ker H. Entonces Vf(Z) + \*g(%) € (Ker H)* = H"(R™). Por lo tanto, existe
y € R™ tal que Vf(T) + A g(T) + H y = 0. Por otro lado del desarrollo de Taylor se tiene que

L(z) = L(Z) + (Vf(T) + \*g(T),x — =) + %(x —Z)" (A + XNB)(z — 7). Para todo x € C. Como
L(Z) < L(z) y V(@) + \g(Z) = —H "y, se obtiene

0<L()— L@E) = —(H g,z —7) + %(x —H) (A4 NB)(z—7) = %(3: —HT(A+NB)(z —7),
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lo cual implica que A + A\*B es copositiva en Ker H.

b) = a)] L(z) = f(x) + A*g(x), x € C entonces,

L(z) ~ (@) = (V@) + X'o(@), 2 ~7) + 5 (o~ D) (A + X' B)(x — 7).

Por hipétesis, existe y € R™ tal que Vf(Z) + Ng(Z) = H'y, N*g(T) = 0y A+ \*B es
copositiva en Ker H. Con estos supuestos la diferencia anterior es positiva con lo cual, para todo
z e C

0< L(z) - L(T) = f(z) + Ng(x) - f(x) < f(z) - f(7).

Lo cual demuestra que T es solucién de (P).

Aplicando el teorema 6.6, volvemos a obtener la versién original [12, Teorema 3.4], dada por
Moré, bajo las hipétesis de Slater y que la matriz asociada a la forma cuadratica de la restriccién
B se no nula.

Corolario 6.2. Sean f y g funciones cuadrdticas, p finito. Asuma que g(xg) < 0 para algin
xg € R"y H =0,d =0. ST es solucion del problema (P), entonces existe \* > 0 tal que
V(@) +ANVg(@) =0, Ng(x) =0y A+ B = 0.

Demostracion. Enel caso Sy (p) = 0, el resultado es consecuencia del teorema 6.7. Si.Sy (n) # 0, por
chequear que s < 0. En efecto supongamos que s = 0. Entonces de la convexidad de coney (F(C)

1(1,0) + R2 ) se tiene (ver proposicién 6.6 a.6)) que S;{(,u) N S, (0) = argming f N S, (0) = 0,
lo cual implica (ver proposicién 4.1) que Sg (0) = 0. Contradiciendo la hipétesis de Slater. Por lo

)
tanto s < 0 y se concluye usando el teorema 6.7.
O

6.3. Existencia de minimos para un problema cuadratico.

El siguiente resultado, entrega una versién particular del teorema dada por Frank and Wolfe
[6], comprende un demostracién corta, similar a la versién dada por Blum and Oettli [1]. En la
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version original dada por Frank and Wolfe requiere el teorema de descomposiciéon para poliedros
convexos. En nuestro caso usamos un poliedro particular.

1
Teorema 6.8. Sea h(x) = §xTA:U +a'z+aconA € S a€ R a € R. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

—co<v= inf h(z);
a) —eo < seH 1 (d) (=)

b) A es copositiva en Ker H y [v/ Av=0, v € Ker H = (Az+a)'v=0V 2 € H (d)];
c) A es copositiva en Ker H y argming—1(qh # 0;

d) A es copositiva en Ker H y existeT € H '(d), y € R™ tal que AT+b+ H'y=0.

Demostracion. a) = b)| Primero probemos que A es copositiva en Ker H. Sea z € H (d) y

v € Ker H cualquiera. Por hipdtesis —oo < v = ;Infl @ h(z). Haciendo el desarrollo de Taylor,
rxeH ™
tenemos
12
h(z + tv) = h(z) + t(Vh(z),v) + E’UTA’U >y, Vt € R (6.2)

Dividiendo por t? > 0 en (6.2) se obtiene,

1

v
? _

1 1 -
h(@) + 5 (Vh(z),0) + 50T Av > o,

haciendo tender t — +00, se obtiene v’ Av > 0, Vv € Ker H, lo cual demuestra la copositividad
de A. Por otro lado sea v € Ker H tal que v' Av = 0. Entonces de (6.2) se tiene

%h(:r) + (Vh(z),v) >

=+ R

, V>0

— (Az+a)'v=0
1
Eh(m) + (Vh(z),v) <

=+ R

, Vt<0

b) = ¢)| Para cada k € N, se considera el problema
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(Pr) min f(z)
r€BL={r € HY(d): ||z|| <k}

el cual posee solucién para cada k € N. Sea x; € argming h de norma minima, es decir

|zk|| = min{||z| € argmianh}.

Caso 1. sup ||zx]| < oo.
keN

Entonces existe zy, — 7, cuando [ — co. Veamos que T € argming-1(g)h.

Seax € H'(d)ylyp € Ntal que ||[Z|| < k. Luego ||z| < k; para todo [ > ly. Esto implica

h(.’L‘kl) < h(a;), V1 > lo.

De donde, debido a la continuidad de h, se obtiene
h(Z) = lim h(zy,) < h(x),
l—o0

y como x € H~!(d) es arbitrario, se concluye Z € argmin H-1 (@)

Caso 2. sup ||zg|| = oo.
keN
Podemos suponer que ||zg|| — oo y ﬁ — v € Ker H cuando k — oc.
),

Obiamente, dado # € H~(d), existe kg € N tal que h(zg) = 3z] Az +a'zy, + a <

h(z), ¥ k> ko.

(Az+v)"v = 0 para todo 2 € H~'(d). Por otro lado,

De donde, v T Av < 0. Como A es copositiva, se obtiene v Av = 0. Por hipétesis b) se tiene que
Tk

Tzl — v implica que para algin k&, € N
Tk

[z = llzgl[ol] < llzgll, ¥ &> k1.

Sea uy, = xp — ||z ||lv, luego ur, € HY(d), |lugl < ||zl ¥
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h(ug) = h(zy — ||lzkv)
= h(ag) — [lon] (Azg + a) To + |20 " Av
= h(xy) = ||lzg]| (2 Av + aTv)
= h(zy) — [JzgllaTo

= h(zy)

De aqui, up € argming h para un k suficientemente mayor, lo cual no puede suceder pues

T € argminargmianh” ) H y ||uk’|| < ”ﬂj‘k”

En consecuencia el caso 2 no puede ocurrir y por lo tanto argming—1(q)h # 0.

¢) = d)] SeaT € argming-1(4h. Entonces de la condicién necesaria de optimalidad, tenemos
que (Vh(T),z —Z) > 0 para todox € H~'(d). Dado que x —Z € Ker H para todoz € H~'(d),
tenemos que AT 4+ a = Vh(Z) € (Ker H)* = HT(R™). Por lo tanto existe y € R™ tal que
AT +a+H'y=0.

d) = a)] Es directo. Notemos que H 1(d) =7 + Ker H y
1
hz+7) = h(T)+ (Vh(Z),x) + §a:TAx, x € Ker H.

O

Cuando H es la matriz nula y d = 0, el teorema previo admite una formulacién més precisa,
expresado en el siguiente corolario.

1
Corolario 6.3. Sea h(z) = §$TA$ +a'z4+aconA € S*, ae R*, a € R. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) —oo <v= inf h(x);

z€R™

b) A=0yv € Ker A = a'v=0)];
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c) A= 0 yargmingnh # 0;

d) A>0yexistex € R", tal que AT+b=0
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

En cuanto a los objetivos planteados en este trabajo, en lo que respecta a la propiedad de Strong
Duality el Teorema 6.6, da evidencia de que existe una relacién con la solubilidad de un sistema de
inecuaciones, gracias a una condiciones suficientes para la proposiciones s < 0 y r = —oo. Queda
propuesto unificar en solo una condicién la caracterizacion, lo cual significa caracterizar el hecho
que s < 0.

Las condiciones de optimalidad obtenidas en el Teorema 6.7, nos permiten extender desde el
caso homogéneo [5, Teorema 5.1] al caso cuadratico no-homogéneo. Ademés generaliza el resultado
obtenido por Moré [12, Teorema 3.4], en el sentido que se obtienen las mismas condiciones de
optimalidad sin pedir la hipdétesis de no nulidad a la matriz B.

Relevante para la obtencién de nuestros objetivos, resulté el Teorema 6.5, pues la convexi-
dad del conjunto cone(F(C) — (11,0) + R% ) es una hipétesis necesaria y suficiente para asegurar
Strong Duality, ademds permitié obtener una descripcién mas eficiente, del conjunto solucién de
los multiplicadores de Lagrange.

Cuando aseguramos que el teorema 6.8 entrega una versién mas fuerte, ya que, la existencia de
minimos se hace sobre el subespacio vectorial afin H~!(d), que a diferencia del resultado obtenido
sobre un poliedro convexo por Frank and Wolfe en [6], entrega mayor informacién.

Si bien es cierto, las condiciones de optimalidad obtenidas por V. Jeyakumar and Guoyin Li
en [11, Teorema 2.1], caracteriza Strong Duality asociado al Lagrangiano regularizado, en el caso
argmin f # () para un problema con m restricciones cuadrdticas y una lineal, por consiguiente uno
podria entender que este caso esta ya esta resuelto. Sin embargo, dado el éxito obtenido en [5] en
el cual se obtiene una completa caracterizacién de Strong Duality para un problema general con
una restriccion, es aun, un problema abierto el resolver el caso general con m restricciones debido
a la complejidad (a priori) en describir el conjunto cone(F(C) — (y,0) + R7).
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