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Resumen

En esta memoria consideramos una mezcla formada por un fluido viscoso y material particulado
disperso en ella formado principalmente por particulas solidas pequenas de diferentes especies y
diferentes tamanos. El modelo que se presenta en este trabajo nace de combinar un sistema Shallow
Water (o Saint Venant) con un sistema de sedimentacién polidispersa, esto permite conocer tanto el
comportamiento vertical de la especies en la mezcla como también el movimiento horizontal de ellas
en el fluido. El modelo multicapa aparece tras dividir el dominio a lo largo de la direccion vertical
en M capas de tamano h,, resultando en un modelo Shallow Water multicapa con sedimentacion
polidispersa en dos dimensiones horizontales, el cual puede ser escrito como un sistema hiperbélico
con productos no conservativos no homogéneo. Aqui, no consideramos el efecto de sedimento
compresible, ni tampoco el efecto de disminucién o variacion de la batimetria por sedimento
depositado en el fondo.

Se propone resolver el problema con un método numérico de dos pasos, primero descartando el
flujo del lado derecho y obtener una solucién intermedia del problema (homogéneo), posteriormente
agregar los flujos verticales.

Se presentan algunas simulaciones numeéricas en busca de validar los resultados obtenidos con
nuestro esquema numérico, algunas de estas fueron realizadas con la tinica intension de comparar
nuestra solucion con la solucién entregada con otros métodos bajo las mismas condiciones. Algunas
posibles mejoras de este modelo pueden ser encontrados al final de esta memoria, las cuales se
pretende alcanzar en trabajos futuros.



Introduccion

En amplia variedad de aplicaciones, en primer lugar geofisicas, pero también de las ciencias
de la ingenierfa (civil, quimica, metalirgica), se estudian flujos de suspensiones, es decir de una
mezcla formada por una fase continua y una fase dispersa, donde la fase continua es un fluido
viscoso (tipicamente, agua) y la fase dispersa formada por particulas sélidas (por ejemplo, arena).
La propiedad esencial que determina el movimiento de tal mezcla es la diferencia en densidad de
ambas fases, la cual tiene como consecuencia que las particulas sedimentan y forman &dreas de
distinta composicién si la suspensién es polidispersa (caso a ser considerado aqui), es decir las
particulas pertenecen a un nimero N de especies de distintos tamanos o densidades. Ademas, el
asentamiento de las particulas es fuerza motriz del movimiento de la mezcla, el cual puede ge-
nerar, por ejemplo, circulaciones, corrientes, capas limite y otros fenémenos de la fase continua.
Esta fuerza motriz se agrega al efecto del flujo de la mezcla por un “terreno” con fondo no plano,
situacion tipicamente modelada por las ecuaciones shallow water (modelo de Saint-Venant) para
el liquido puro.

Los modelos de Saint-Venant multicapa han sido utilizados para estudiar corrientes con coe-
ficientes de friccién grandes, profundidad del agua importante y/o efectos importantes de viento
(ver por ejemplo [2, 4, 15]). En estos casos, el sistema shallow water estandar se considera invalido
porque la velocidad horizontal dificilmente puede ser aproximada por una velocidad verticalmente
constante (es decir, que varfa solamente en funcién de las coordenadas horizontales). Este tipo de
aproximacion multicapa nace tras considerar una subdivisién en la direccion vertical del dominio
en capas (como se puede ver en la figura (1)). En [1] se presenta un modelo Saint-Venant multicapa
consistente de un conjunto de sistemas Saint-Venant acoplados para cada capa, donde se supone
que no hay intercambio de masa entre capas vecinas.

Un modelo multicapa alternativo, basado en un anélisis asint6tico de una forma de las ecuaciones
de Navier-Stokes incompresibles bidimensionales con un marco hidrostatico, ha sido propuesto en
[4]. Cada capa es descrita por su altura y una velocidad horizontal verticalmente constante. Aqui,
a diferencia de [1] se permite el intercambio de masa y momento entre las capas. Para cerrar el
sistema se relaciona la altura de cada capa (h,) con la altura total del fluido. Asi, las inc6gnitas del
sistema son la altura total del fluido y una velocidad horizontal constante (u,) para cada capa. La
velocidad vertical puede ser calculada por pos-procesamiento considerando la incompresibilidad
del fluido. En [5] Audusse et al. presentan una extension de este modelo a flujos de superficie libre
densidad-estratificados. (Este modelo formalmente aproxima las ecuaciones de Navier-Stokes con
densidad variable, cuando la densidad varfa en dependencia de la temperatura o la salinidad).

La soluciéon numérica de modelos multicapa estd basada en trabajos recientes relacionados a méto-
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Figura 1: Modelo multicapa en dos dimensiones.

dos especializados para problemas hiperbdlicos con productos no conservativos [9, 11, 13, 14, 16].

En este trabajo se pretende extender el planteo utilizado en [12] para flujos de tales mezclas

donde las componentes de velocidad horizontales no son despreciables. A grandes rasgos, se busca
combinar el contundente cuerpo de conocimiento analitico y numérico relacionado con modelos
shallow water para liquido claro, que entregan una velocidad horizontal (verticalmente integrada)
y la altura local de la columna del liquido sobre un terreno, con los modelos de sedimentacion
polidispersa desarrollados en la literatura [6], que esencialmente describen la segregaciéon bajo
fuerza de cuerpo gravitacional (vertical), con la finalidad de desarrollar un modelo multicapa con
un método de solucién numérica correspondiente que sea menos complejo de resolver que un mo-
delo bi- o tri-dimensional (con una o dos dimensiones horizontales) derivado de las ecuaciones de
flujo-sedimentacién originales (tridimensionales).
El tratamiento [12] es bi-dimensional, es decir se considera una coordenada z horizontal y otra,
z, vertical. El principal aporte de la presente memoria serd la extensién del tratamiento de [12] a
dos dimensiones horizontales, resultando en un modelo tridimensional pero donde se trabaja con
ecuaciones verticalmente integradas (modelo multicapa).

Esta memoria se organizara de la siguiente manera. En el capitulo 1 presentamos un mode-
lo multicapa con sedimentacion polidispersa en 2D horizontales, tal modelo puede ser escrito en
forma condensada como un problema hiperbdlico con productos no conservativos no homogéneo.
Estos productos no tienen sentido distribucional, pues del hecho que nuestra solucion es lineal a
trozos hace que tengamos que multiplicar dos distribuciones (A (w)d,w), producto que de mo-
mento carece de sentido.

En el capitulo 2 se define un método numérico que entrega una soluciéon numérica al problema
(1.42), tal solucién es computada en dos pasos, primero resolvemos el sistema homogéneo y pos-
teriormente se agregan los flujos verticales (lado derecho G). El esquema numérico resultante
fue programado en el lenguaje de programacién Fortran 90 y compilado con Ifort (Intel Fortran
Compiler), ademds hemos usado el lenguaje de programacién Python para generar las imdgenes
3D haciendo uso de librerias tales como Matplotlib, Numpy, Mayavi. Las imagenes 2D fueron
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graficadas con Matlab.

Finalmente en el capitulo 3 se presentan simulaciones numéricas, resultado de correr nuestro
algoritmo con diferentes condiciones inicial y de frontera como también considerando diferentes
batimetrias.



Capitulo 1

Modelo Multicapa

1.1. Modelo shallow water con sedimentacion polidispersa

El modelo es derivado de las ecuaciones de balance de masa y de momento lineal, en [6] pode-
mos encontrar un modelo de sedimentacion polidispersa con efecto de compresién de sedimento,
aqui en cambio suponemos que las particulas dispersas en un medio continuo (generalmente agua)
son esferas solidas pequenas, en otras palabras, se supone que no hay compresibilidad gradual del
sedimento.

Consideremos N € N* especies de particulas esféricas solidas dispersas en un fluido viscoso, de-
notaremos por ¢;, 0j,d;, v; = (u;,vj, w;), fraccién volumétrica, densidad, didmetro de la particula
y velocidad de la fase respectivamente, donde u; y v; representan las componentes horizontales
(eje = e y respectivamente) y w; la componente vertical de la velocidad de la fase. Las N especies
solidas y el fluido satisfacen las leyes de balance de masa y momento lineal. Asi las leyes de balance
de masa para cada especie, considerando de que no hay intercambio de masa entre las especies,
vienen dadas por

A(0j0;) +V - (0jd;v;) =0, j=1,....N,
y como las componentes son incompresibles (g; = cte), se tiene

Qd; + V- (¢5v))
=00+ V- ((1=9¢)vo) =

0, j=1,...,N, (1.1)

donde ¢ = ¢y + -+ - + dn.
Recordando que Zfig ¢; = 1, tenemos que la concentracién total de los sélidos es ¢ = 1 — ¢,
donde ¢y denota la concentraciéon volumétrica del fluido. Luego, sumando las ecuaciones (1.1)

obtenemos N N
) (Z @) +V. (Z gijj) =0. (1.2)
§=0 Jj=0

Definiendo
q:= (u,v,w) = Govo+ -+ ONVN (1.3)
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como la velocidad promedio del volumen de la mezcla, concluimos a partir de (1.2) que
V.-q=0. (1.4)

Por otro lado las ecuaciones de balance de momento lineal para las N especies sélidas vienen dadas
por

0i(0j0ivi) + V- (0j0;v; ®v;) =V - T+ 0jo;b+m) +m¥, j=1,... N (1.5)

donde el tensor tension de las fases solidas esta dado por T; = —p,;I+ T? con p; = (¢;/¢)(¢dp +

oo(®)) presion de la fase j, b = —gk, fuerza de cuerpo, m§- = a;j(P)u; + 5;(P)Ve;, fuerza
de interaccién soélido-fluido por unidad de volumen, donde «; es el coeficiente de resistencia a
transferencia de momento entre el fluido y las fases de especies sélidas, u; = v; — vy es la velocidad
relativa sélido-fluido, y se puede mostrar (ver por ejemplo [6]) que (1(®) = --- = n(P) = p,
mj"l : jﬁl +- 4 mj?\l, fuerza de interaccién por unidad de volumen entre particulas sélidas. En
nuestro caso el termino m

para numero de Reynolds bajo los mj‘jl son despreciables. Asi, la ecuacién de balance de momento

j"l puede ser descartado pues existe evidencia experimental y tedrica que
lineal para cada especie viene dada por

]
¢

En [6] se obtiene u; explicitamente a partir de las ecuaciones (1.6) mediante andlisis dimensional
e hipotesis constitutivas:

01(0j0;vi)+V-(0i0;v;@V;) = V'T?—Qj%gf(—d)ijJrOé(q’)juﬂLV( Ue>, j=1,...,N. (1.6)

u; = pé;V(®)|(g; — @ )k + Ue(d))v(ﬂ) + (ﬂ)VUE(gb)], j=1,...,N, (1.7)

9%; ¢ g9
donde p = —gd? /18y, con g aceleracién de gravedad y p viscosidad del fluido, 0; = 0j — 0o,
0:=(0y,...,0y)", 0; ;= d3/d}. Ademds V (¢) es el factor de obstaculizacién a sedimentar, el cual
satisface

V(p) >0, V'(¢) <0 para 0 < ¢ < Gmax-

Notemos que la velocidad relativa sélido-fluido u; = v; — vo y la igualdad (1.3) nos permiten
obtener

VjZUj+q_<¢1ul+"'+¢NuN)> (18)
luego, introduciendo (1.7) en (1.8) se obtiene
v, = q+ oM P(@)k. (1.9)

donde vé\/[LB
expresion:

es la velocidad de sedimentacion obstaculizada, la cual viene dada por la siguiente
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Asi, por (1.3) y (1.9) tenemos que la velocidad vertical de las particulas viene dada por

¢jwj:¢jw+fj(®), jzl,...,N, (111)

donde w = gowo + -+ + dywn v [;(P) = gij;-v[LB. Sumando las ecuaciones (1.11) de 1 a N se
obtiene una ecuacién para 7 = 0. En efecto,

N N N
Z fj(q)) = Z (bjwj —w Z (bj =w — (ﬁ(ﬂUo — 'U}(l — ¢0) = ¢0(w — U}O). (112)
j=1 j=1 j=1
Asi, la igualdad (1.12) implica
N
Powo = gow + fo(P) con fo(®) = — ij(cp),
j=1

Finalmente podemos reescribir la ecuacién de balance de masa (1.1) para las especies sélidas como
sigue:

015 + 0x(dju;) + 0y(@5v5) + 0:(pjw + f;(®)) =0, j=1,...,N.

De (1.6) descartando el tensor extra T? se obtiene la ecuacién de balance de momento lineal para
las fases sélidas

0;(0(d;v;) + V - (6;v; @ V))) = —0;0;9k — ¢;Vp + aj(®)u;, j=1,...,N. (1.13)

En nuestro caso el tltimo término de la igualdad (1.13) sélo aporta a la componente vertical como
se puede ver en la ecuacion (1.7), pues como se ha mencionado anteriormente en el presente trabajo
no se considera el efecto de compresibilidad de sedimento.

1.2. Aproximacién multicapa

Para obtener una aproximacién multicapa [ver figura 1] dividimos nuestro dominio en la direc-
cién del eje z en M € N* capas de altura hq(t,z,y) con M + 1 interfaces zq41/2, @ = 0,..., M,
asi se tiene que hy, = Za41/2 — Za—1/2. Denotemos por 2, := 219 v 2 = zu41/2 €l fondo y la
superficie libre respectivamente. Luego podemos escribir

Zav12(t,x,y) =25+ h1+ -+ he paraa=1,..., M.

Dada una funcién cualesquiera a(t, z, y, z), se define la velocidad promedio horizontal y la fluctua-
cion vertical, por

1 Za+1/2
ao(t,z,y) = h_/ a(t,z,y,z)dz y G = alt,z,y,2) — au(t, z,y). (1.14)
A Jza—1/2

De (1.14) se desprenden las siguientes propiedades.
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Propiedad 1.1 De la definicion anterior se tienen las siquientes identidades:

Za+1/2
i) / Godz =0,
Za—1/2

_ Zat1/2 Ratl/2  _
i) / abdz = hyaaba + / Uobo dz,
Za—1/2 Za—1/2

Zat1/2 Fat1/2 —
i) / abcdz = hyagbaco + / (Calaby + Coab) dz.
Za—1/2 Za—1/2

Demostracion. De la definicién de @, se tiene que

Ra41/2 Ra41/2
a,dz = a— a,dz
Za—1/2 Za—1/2
Za+41/2 Za41/2
:/ adz — / a, dz
Za—1/2 Za—1/2

Ra+41/2
:/ adz — hya,

Za—1/2
Za41/2 Za41/2
= adz — adz
Za—1/2 Za—1/2
=0,

con lo cual se tiene la propiedad 7). Para mostrar la propiedad i), notemos que

Za+1/2 _ Za41/2
/ Gobo dz :/ (@ — aq)(b—by)dz

a—1/2 Za—1/2

Za41/2
= ab — ab, — a,b + a,b, dz
Za—1/2
Za41/2 Za41/2 Za+1/2 Za+1/2
= abdz — / ab, dz — / anb dz/ anb, dz
Za—1/2 Za—1/2 Za—1/2 Za—1/2
Za+1/2
= abdz — 2h,a0by + haaoby
Za—1/2
Za+1/2
= abdz — hyaabe,
Za—1/2

lo cual muestra que

Za+1/2 Za41/2 _
/ abdz =h,a,b, + / Qb dz

Za—1/2 Za—1/2
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y con ello la propiedad 7). Finalmente para mostrar la propiedad iii), notemos que aplicando i)
al siguiente contexto se obtiene

Za+1/2 Zat1/2
/ abcdz =hg(ab)aco + / (ab) o dz

za—l/Q Za—1/2

Za+1/2
=ha(ab)aco + / (ab — (ab)y)¢q dz

Za—1/2
Za+1/2 Za+41/2
=hy(ab)aco + / Coabdz — / Col(ab), dz
Za—1/2 Za—1/2
Za+1/2 Za+1/2
=hy(ab)aco + / Coabdz — (ab)a/ G, dz
Fa—1/2 Ra—1/2
=0 por 7).
Za+1/2 Za41/2
=C, / abdz + / coabdz
Za—1/2 Za—1/2
Za+1/2 _ Ra41/2
—ca (haaaba v / Toba dz> n / aabdz
Za—1/2 Za—1/2
Za+1/2 _
=hanboCo + / (Calaby + Coab) dz,
Za—1/2
obteniendo de esta manera la propiedad ii). |

De esta manera, integrando las ecuaciones de balance de masa (1.1), aplicando regla de integracién
de Leibniz y usando el operador diferencia A® dado por

A%pio = Pja — Pja-1

obtenemos

Za+1/2 Za+1/2 Za+1/2
@t / qu dz + (‘335 / quuj dz + 8y / gijj dz = A‘i (gzﬁj,aH/Q@tzaH/g)
Za—1/2 Za—1/2 Za—1/2

(1.15)
+ A2 ((951)atr1/2052a11/2) + A2((0505)ar1/20y2a172) — (S50 + (@)1
Podemos reescribir la ecuacion (1.15) como sigue:
Za+1/2 Za+1/2 Za41/2
8t / (bj dz + ax / ¢juj dz + 8y/ ¢jvj dz
Za—1/2 Za—1/2 Za—1/2 (1-16>

:Ai(qﬁj,a—kl/QGa—&-l/Q_fj,oa+1/2((p))a j :0,...,N, o = ]_,...,M,

donde para a = 0,..., M se define la cantidad G112, la cual representa un término transferencia
entre las capas a y o+ 1 a través de la interfaz z,1/2 como:

Ga+1/2 = atza+1/2 - uj,a+1/2axza+l/2 - Uj,a+1/2ayza+1/2 + Wa1/2,
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fO,oH—l/?((I)) = —¢0,a+1/2(wa+1/2 - wo,a+1/2)-

Haciendo uso de las propiedades (1.1) en (1.16) se obtienen las siguientes ecuaciones:
at(haqﬁj,a) + ax(ha(ﬁjﬂauj,a) + ay(ha¢j,avj,a)
Zat1/2 _ Za+1/2 _ a (117)
+ 81/ ¢j,auj,a dz + ay/ ¢j,oﬂ)j,a dz = A_(¢j,a+1/2Ga+1/2 - fj,a+1/2(q)))-

a—1/2 a—1/2

Lema 1.1 Las velocidades horizontales de cada especie coinciden con la velocidad del fluido, es
decir u; = uy y v; = vy para todo j =1,..., N.

Demostracion. La ecuacién (1.9) puede ser reescrita de la siguiente manera,

N
rj_z(biri:v;v[LB(q))f(a jzla"'aN7
=1

donde r; = v; — vy, resultando en un sistema de N ecuaciones, el cual puede ser resuelto explici-
tamente utilizando la férmula de Sherman-Morrison, que establece que una matriz A de la forma
A =D + xy", donde D es una matriz diagonal invertible y x e y vectores cualesquiera, admite
inversa,

A7'=D'-(1+y'D'x)'D 'xy'D™*

Asi, en nuestro caso D =1, x = —(1,...,1) e y = (¢1,...,¢n) con lo que se obtiene la solucién

N
r; = <U;VILB((I)) + 1%¢ Z QSW%VILB(Q)))R,
=1

por lo tanto u; = up y v; = vo para todo j =1,..., N. ]

Suposicién 1 Aqui se supone que la altura de cada capa es suficientemente pequena, de manera
7

que las fluctuaciones verticales de las velocidades horizontales y las concentraciones dentro sean

pequenas. FEs decir

€ = MaX |Za41/2 — Za-1p2], a=1,.... M
(t2,y)

es pequeno. Asi

Za+1/2 Za+1/2
895/ G;alljadz = O(e) y ay/ ¢;aVjadz=0(), j=0,....,N, a=1,...,M.
Z Ra—1/2

a—1/2

Tomando en cuenta las suposiciones anteriores y descartando los términos O(e), obtenemos de las
ecuaciones (1.17) las siguientes ecuaciones:

at<ha¢j,oz> + ax(ha¢j,aua) + ay(hongj,ava) - A(i(qb]',a+l/2Ga+l/2 - fj,a+1/2(<b))‘ (1'18>
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Sumando de 0 a N las ecuaciones (1.18) y en virtud de

N
> Gjasr1p=1 paraa=0,... M,
§=0
tenemos
5’,5]1& + 3x(haua) + Gy(hava) = AgGCH_l/Q, a = 1, . 7]\4. (119)

Por otro lado sumamos las componentes horizontales de la ecuacion de balance de momento lineal
(1.13), integrando y usando propiedades (1.1), se obtiene

a+1/2
Ot (ha0a(®)uq) + 0r(haoa(®)u2) + 0y (hata(®)uavs) + 0 / 0a(P)uy dz

Za—1/2

a+1/2 a+1/2 = _ a+1/2
+ ax/ 0a(P)ug dz + ay/ (Va0a(P)Ua + Vao(P)u) dz + Z 0jP5wiulz 1),

Fa—1/2 Za—1/2
a+1/2
= —0, / prdz + A2 ((Q((I))u)a+1/2(atza+l/2 + Uat1/200Zat1/2 + Ua+1/2ay2’a+1/2>)
a—1/2
+ Ag (pT,a+1/2axZa+1/2)7

luego,

a+1/2
Oy (e (®)110) + s (00 (P)2) + By (00 (P t1aa) + O / 00 (D), =
a—1/2

Za—1/2

a+1/2 a+1/2 N
+ 0, / 0a(®)u2 dz 4 0, / (Vo 00(P)Ug + Too(P)u) dz + Z[Qj(Acf((bjw + fi(®))u)]
Za—1/2 7=0

at1/2
= —0, / prdz + A2 ((Q(¢)>u)a+1/2(atza+1/2 + Uag1/200Zat1/2 + Ua+1/23y2a+1/2))
a—1/2

+ A(i (pT7a+1/28$Za+1/2> .

Descartando los términos O(e), reordenando, y aplicando propiedades del operador diferencia,
tenemos

Or(haa(®)tia) + Ou(hata(®)uz) + Oy(haa(®)uava) + Ou(hapr.a)
N

[QjAﬁ (¢j,a+1/2ua+1/2(atza+1/2 + Ua+1/2ax2a+1/2 + Ua+1/28y2a+1/2 - wa+1/2)

B
(=)

- a+1/2fj,a+1/2(q)))] + A% (pra+1/202%a+1/2)

[
Mz

[QJAC_Y(ua+1/2(¢j,oz+l/2Ga+1/2 - fj,a+1/2(<1>)))] + A% (pT,a+1/23xZa+1/2)-

<.
Il
o
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Por tanto tenemos

O (ha@a(q)>ua) + am(haga(q))ui) + 8y(ha9a(¢)>uava) + aac<hapT,a)

Z Ua+1/2(<l5g a+1/2Ga+1/2 fj,a+1/2(q)>>)] + Ag(pT,a+1/Qamza+1/2>7 (1-20)

Jj=0
a=1,...,M.

Anélogamente se obtienen las siguientes ecuaciones,

at( azQa( )Ua) + 8ﬂc(ha9a<q))uava) + ay(haQa(q))U§> + ay(hapT,a)
N
Z Q] Ua+1/2(¢3 a+1/2Ga+1/2 - fy a+1/2(q))))} + AZ (pT,a+1/2ayZa+1/2)a (1'21)
7=0

a=1,...,M.

Suposicion 2 Suponemos que estamos en un dominio poco profundo. Luego la presion puede ser
considerada hidrostdtica, es decir, 0,pr = —o(®)g, donde g es la constante de gravedad.

Asi, para z € (24-1/2, Zat1/2) S€ tiene

Z,g+1/2 Za+1/2 ,
pr(t,z,y,2) = p(zmi1/2) + Z / ®)gds’ +/ o(®)gdz

=a+1 B-1/2

donde p(2r41/2) es la presién en la superficie libre. Integrando sobre (24-1/2, Zat1/2) ¥ dividiendo
por h,, se tiene para cada a=1,..., M

M
1 a+1/2 a+1/2 ,
praltay) =plas) +g 3 haes@ 4o [ [T e@ygdras )
A Jza_1/2 z

B=a+1
donde los dos primeros términos del lado derecho representan la presion en z,41/2, es decir

M

Pra+i1/2 = p(ZM+1/2) +g Z hsop(®).
B=a+1

Finalmente extendiendo el tltimo termino del lado derecho de la ecuacién (1.22) obtenemos
a+1/2 a+1/2 at1/2
prolteg) =prasiat o [ w@Cana-ds o [ [T @gara,
Za—1/2 Za—1/2

Descartando el tltimo termino de la ecuacién anterior pues es de orden O(e), obtenemos

1
Pro(t.7,y) = p(za12) + 59haa(®) +9 ), hoos(®). (123)
B=a+1
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Por otro lado tenemos que
Za+1/2(t7 xay) = Zb(xay) + hl(twra y) +- hoz(ta xay)a
de esta manera

axzor&-l/2 = axzb + a$h1(t7 z, y) +oee aa:hoz(t; xz, y)

Luego
M «
A (pr.at1/202%a+1/2) = <p(ZM+1/2) +g Z hsos(®) <a:czb + Z @ch,@)
B=a+1 B=1
M a—1
- (p(ZM+1/2) 9 Z hsos(P) (axzb + Z azhﬁ)
B=a B=1
M a
= (p(ZM+1/2) +g > hsos(®) <3sz +> ax%)
B=a+1 B=1
M a—1
- <p(ZM+1/2) +g > haos(®) + ghaga(q))) (&czb + Zaxhﬁ) .
B=a+1 p=1

Haciendo uso de 0,2041/2 — OrZa—1/2 = Opha, tenemos

M a—1
Ag (pT,Oz+1/26:vZa+1/2) = (p(ZM+1/2) + g Z hﬁgﬁ(cb)) accha - ghozgoz(q)) <8$Zb + Z axh6> )

B=a+1 B=1
(1.24)

andlogamente

M a—1
A (prat1/20y2at1/2) = (p(ZM+1/2) +g Z hﬁ@ﬁ(@) Oyha — ghaoa(P) (ayzb + Z ayhﬁ) .

f=a+1 p=1
(1.25)

Asi, el modelo multicapa estd constituido por las ecuaciones (1.18), (1.19), (1.20) y (1.21), in-
troduciendo (1.23), (1.24) y (1.25) correspondientemente, de esta manera se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

Orha + Oz (hotta) + 0y(have) = A%Got1)2, (1.26a)
at(ha(bj,a) + ax<ha¢j,aua) + ay(ha(bj,ava) = Ag (¢j,a+1/2Ga+1/2 - fj,a+1/2(q)>)7 (126b)
O (he0a(P)uq) + ax(haga(é)ui) + 0y (ha0a(P)uava)

Lo, (ha

M
1
P(2p41/2) + 59’1&0(1@) +9g BZH hpop(®)
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N
= [0/A% (tas1/2(Sjat1/2Gas1/2 = fias1/2(P)))] (1.26¢)
=0

<

[0

p(ZM+1/2> +g Z hﬁgﬂ(q)>> Opha — ghaQa((I)) <amzb + ai 8xhﬂ> )
0t (ha0a(P)vs) + 03 (ha0a(P)uqvy) + 0y(h aga(q)) 2)

N

(
d
B=a+1 B=1
)

+

8y p(ZM+1/2 + ghoe@a +g Z hﬁgﬁ ])

B=a+1

Mz

M
[0; A% (Vat1/2Hjar1/2)] + (p(ZM+1/2)+9 > hBQﬁ(‘P)) Oyha (1.26d)

j=0 B=a+1

a—1
— ghaga(q)) (8y2b + Z 8yh5> .
p=1

Suposicion 3 Supongamos que la altura de las capas es proporcional a la altura total del dominio,

es decir hg, =l h conl, >0y
M
> b=
a=1

Bajo esta suposicién, y sumando de 1 a M, el sistema de anterior puede ser reescrito como sigue:

M M
Oh + 0, (h Z lgUg) + 8y <h Z lﬂ’l)g) = GM+1/2 — Gl/g, (1.27&)

B=1 B=1

1
8t(h¢j,a) + ax(h¢j,aua) + ay(hgbj,ava) = Z_Ag(qu,a+l/2Ga+1/2 - fj,a+1/2(q))): (1'27b)

Dt (hoa(P)ua) + ar(hQa(q)) 2) + 0 (hé)a( JUaVa)

aQa Z lpos(® ]) (1.27¢)

=a+1

+ 0, (hP(ZM+1/2) +gh?

N

M
N
_ Z l—JA,(Ua+1/2Hjaa+1/2) + (p(ZM+1/2) + hg Z lﬂ@ﬁ(@)> :h
j=0 "¢

B=a+1
a—1
— ghoa(P) <8xzb + Z 158Ih> ,

p=1
O (hoa(P)va) + Ou(hoa(® )uava)+@ (hga( )vz)

aQa Z lgop(P ]) (1.27d)

B=a+1

-+ (9y (hp(ZM+1/2> -+ gh
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N M
Zl_j (Vat1/2Hjar1/2)] + (P(ZM+1/2) +hg Y lﬁQB(‘D))ayh

7=0 B=a+1

a—1
— g0 (D) <ayzb +) zgayh> .

p=1
Como G441 /2 es una cantidad que representa transferencia entre las capas a y o+ 1 a través de
la interfaz 2,412, podemos suponer que tanto en el fondo (z1/2) como en la superficie (za711/2) no
hay transferencia, luego G/ = Gpr41/2 = 0. Notemos también que ecuacién (1.26a) junto con la
suposicion (3) nos permiten escribir las cantidades Ggo1/2 en funcién de la altura total y de las
velocidades horizontales de cada capa.

Sumando de 1 a « la ecuacién (1.26a), obtenemos

Goripz=Gipz+ > 1g(0h+ Ou(hug) + 0, (hvg)), (1.28)
B=1

luego, introduciendo la ecuacién (1.26a) en (1.28) se infiere que

Goy12 = G2 (1 - Z lﬂ) + Grrr1y2 (Z lﬁ)
p=1 =1
+ Z I

< (hug) — (Zlhm)) (@(hvﬂ)—ay &”))]

Considerando GM+1/2 = G2 = 0 se tiene

o= - () (- ()

—Zgav (huy) + 0, (hv,)), a=1,...,M,

(1.29)

donde definimos para o,y € {1,..., M},

N (1—(l,...,1ln))l, paray<a
o —(ly, .. L)l en otro caso.

Como se puede apreciar, en el sistema de ecuaciones (1.27) aparecen los términos tg1/2, Va+1/2 ¥
®jat1/2 los cuales pueden ser definidos a través de la siguientes aproximaciones (ver [12]),

n Jugyy st Gagaye 20, n _Jvnyy st Gagipp 20,
a+1/2 = Vat1/2 =

uy en otro caso, (0 en otro caso,

(1.30)
n o {Qb?,aﬂ si Hjat1/2 20,

at1/2 =
dectl/ ", enotro caso,
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donde Hjoy1/2 = @jat1/2Gat1/2 — [jav1e Para a = 1,..., M, j = 0,..., N y n representa el
tiempo t = t,,. Alternativamente podemos reescribir (1.30) como sigue:

Uat1/2 = Wat1joUa + (1 — Wag1/2)Uat1, Vat1/2 = Wat1/2Va + (1 — Waiy1/2)Vay1,
Djat1/2 = Ojat120ja + (1 = Oja41/2)Pjat1,
donde wqt1/2, 0. € [0,1] estan dados por

1 . 1 n
Wat1/2 = §<1 - Sgn(GaH/g)), 9j,a+1/2 = ) <1 - Sgn(Hj,a+1/2)>-

O incluso es posible definir wq41/2 = 00412 = 1/2.

De esta manera el sistema (1.27) tiene (IV42)M +1 ecuaciones e incognitas. Este sistema puede
ser escrito en forma condensada (ver Anexo) en las variables w = (h, Qo u, Qa.p, ) € ROVFDMF
donde

Gou = 0a(P)hu,, Qo = 0a(P)hvy, a=1,..., M,

Tia=0iah j=1,....,N, a=1,...,M.

Como el sistema resultante es un sistema de gran tamano, a continuaciéon se introducen nue-
vas variables las cuales permiten disminuir el nimero de incognitas y con ello reducir el costo
computacional del problema.

1.3. Sistema en forma condensada
Introduciendo las variables
Qou = Qa(q))huaa Gov = Qa(q)>hvou Mmey = Qa(q))h7 a=1,..., M7

multiplicando la ecuacién (1.27b) por p; y sumando de 0 a N obtenemos la ecuacién

N
atmoz + azQa,u + ayQa,v = Z ZQ—]AgH-7a+1/27 (131)
=0

(67

ademads el sistema (1.27) se reescribe como

M M
aih + 0, (Z zm%‘) +0, (Z zﬁhqmi;> =0, (1.32a)
B=1

p=1
N 0;
8tmo¢ + 8&8Qo¢,u + ayQQ,v = Z l_JAgH',a+1/27 (132b)
j=0 ¢
7 Gond 1 M
Orou + 81( a:) + 8y( a’:l:"v) + 0, (hp(zM+1/2) + gh Elama(q)) + BZH lgms(®P) )
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N M
Z l_]A Uay1/2Hj 0t1/2) + (P(ZM+1/2) +y9 Z lﬁmﬁ(q)))axh (1.32c)
=0

B=a+1
— gma (a 2+ Zzﬁa h>

2
a,uYa,v Ao
8tQO¢,v +ar(q : ¢ : ) +8y( : ) +ay (hp(ZMJrl/Z) +gh

ma «

lma (®) + Z lﬁmb’(q))]>

B=a+1
N M
_ 9j Ao
= Z _A—<Ua+1/2Hj,oz+1/2) + (P(2M+1/2) +9g Z lﬂmﬂ(‘b)) Oyh (1.32d)
j=0 "¢ B=a+1
a—1
— gma (ayzb + ) lsdyh
B=1

(1.
A(iI{j,qurl/2 - (¢j a+1/2 Zgowy hu'y + 0, (hv’y)) - fj,a+1/2>

" (1.33)
= A2 Z ¢j,a+1/25a,’y<am<hufy) + ay(hv,y))) — Agfj’a+1/2.
y=1
Por otro lado,
Gy 1 Gy
8z(hu):8$< i >: Dy u — — 5 020,(P)
k 0,(®) 0,(®) ! 0,(®)? !
h Gyu
- _a’pq u — ha’EQ P
y como
0y (hoy(®)) = 04(P)0sh + hd,0,(P) = Opmy — 04(P)0,h = hO,0,(P),
obtenemos " "
q’y,u q%u
_ v _ My v 1.34
Oy (hu.) mvﬁxq%u m2 Opmy + m, 0.h, (1.34)
en forma analoga
h hay Gy
9, (hv,) = anq77v — 771—%(91,7717 + m%yayh. (1.35)

Por tanto, insertando las ecuaciones (1.34) y (1.35) en (1.33), se obtiene

M
o o h hayu Gy,
A_Hj,a+1/2 = Z A_¢j,a+1/2€oz;y |:<m_a:cq%u - m—’gaa:m'y + mLaxh)
Y

v=1 v Y



18 CAPITULO 1. MODELO MULTICAPA

h hay Qyv N
+ ( y Ty — Wéaymv + vaayh>] — A% fat1/2-

My ¥

Asi, el lado derecho de la ecuacion (1.32b) del sistema (1.32) queda
ZN 0 Z h hq q
Z_JA H; ja+1/2 = HA Ea yma+1/2) |:<m_aqu,u - ﬁaxmwﬁamh>
j=0 "%

N
h hay @y % A
+ ( yQ’y v m—éaym»y + n%@,h)} - Z l_ fJ a+1/2- (136)

m
Y ¥ Y j=1 a
Ademas, realizando un desarrollo algebraico similar al anterior se obtienen las siguientes ecuaciones

Mj

l_Aci(uaH/ij,aﬂn)
j=0 ¢
= h q q
= _Ag(Qa-i-l/Q,uga, ) |:(_aa:q o hﬂaacm + ﬂéxh> (137>
; hia, \m, Y m?2 T om,
N _
+ (ia o — W29 m, + Dt h)] SN Gipe ety
m, v m? v o I~ Magrp ’
N 0
Z Z—A‘f (Var1/2Hjat1/2)
j=0 "¢
Mo h q q
= — A% (qas1/2,0Ea) {(—&cq w— h=2=0,m., + ﬂ@h) (1.38)
; hl, 7 m, m?2 T om,

~ y la Ma+1/2

N
h Gy,u Qv o Qot+1/2.0
+ <m_7 ydyv — h#aym'y + ﬂi—ayh)} - jzl _jA fj,a+1/2'

De este modo, usando (1.36), (1.37) y (1.38) podemos reescribir el sistema de ecuaciones (1.32)
en la forma

Oih + 0, (Zl hqﬁ“> + 0, (Z lﬁhqﬁ”> =0, (1.39a)
mg

A=1 Mg
at'rnoc + axQoe,u + 8yQa,v
M
h hay Ty
— Z o — A (gqyMart1/2) Km—v Gy — m—%&rm7 + m”—yégh) (1.39b)

FQI

h hg q =
+ (m Oy o — mvgvay vt 71}8 h)] Z C—ij,ori-l/?a

Y ol 7
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q>>)

M
lma )—f- Z lﬁmg(

« «

2
Qo a,ua,v

atQa,u—'—aa:( 7 ) +ay(q - a : ) +ax (hp(2M+l/2) +gh
m m

B=a+1
M
1 h Gy Gy
g h_ Q(x+1/2 u€a 'y) [(EamQ7,u - hT:L_%azm’Y + mw_’yag;h> (1390)
h q q S Tj 1o ot/
+ {0yt — h- 253 0ymy + 220 h)] SI e 2o
(e = Wggm + i) | = S frantetiey, ..,

M a—1
+ (p(zM+1/2) +g Z lgmﬁ(q))) Oxh — gmy, ((‘Lzb + Z lg@xh> ,
B=a+1 p=1
l ma Z lﬁmg ] >

2
a,uYo,v Qo
atQa,v +ar(q o, ) ‘i_ay(,’n7 ) +ay (hp<ZM+1/2) +gh
B=a+1

« «

a h Gyu Gyu
= Z _A—<Qa+1/2,v5a,'y) |:(m_a'cQ’Y,u - h#axm’y + n’;_axh) (139d)
o Y

v Y

N
h Gy Qv,u a Qa+1/2 v
+ (m_ vy — R 77712 Oy + 7:17 ayh)} - ; iA fiat1/2

v 5 Mat1/2
M a—1
+ (p(zMH/g) +g Z lﬁmg(é)) Oyh — gm,, <8yzb + Z l[g@yh> .
B=a+1 p=1

El resultado es un sistema con exactamente 3M +1 ecuaciones, coincidentes con 3M +1 incognitas.
En lo que sigue, se muestra que el sistema (1.39) puede ser escrito en forma condensada como

O wW+0,F* (W) + B (W), (W) +0,F (w)+BY ()3, (W) = S (W), H+S¥(w)d, H+G(w), (1.40)

donde w = (h,m,q) € R¥¥M*1 Fr Fv S§* SV G : R — R3MFL son campos vectoriales,
B*, BY : R3M T — My, (R) son funciones matriciales y H : R3*1 — R es un campo escalar.
En primera instancia, haciendo uso de las igualdades

az(hP(ZMﬂ/z)) = haa:p(ZM+1/2) + p(zM-&-l/Q)azha
Oy(hp(2p41/2)) = hoyp(2rit1/2) + P(20141/2)Oyh,

podemos reescribir el sistema (1.39) como sigue:

M M
Oph + 0, (Z zm%‘) +9, <Z zgh‘fg”> =0, (1.41a)

A=1 f=1 s

M 1 h th U q’Y u
atma + a:r:Qa,u + ay(Ja,v - hl —A? (ga,'yma+1/2) m_axq%u - Wa 07 + a h

7=1 g B! My
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M N _
h hq q .
- _A a «a —_— v ﬁa ﬂa h)=-— —]Aa o 1.41b
z_;hla (Eaqm +1/2)(m7 vy, m? Yy + m, ! > ; . 2 fiat1/2; ( )
q2 a—1 M
8tqw+(9 ( o l aMa + Z 157715 > +ay<Qa,uqa,v —|—g<maZl/3 - Z lﬁ’ﬂl@) &th
p=atl M B=1 B=a+1
1 h q q
- — A% (qat1/2,u0, )(_8zq w— h=220,m., + ﬂ&Jz)
; hia \my m Tom,
M
1 h q q
- — A% a uCa —0, v — hﬂ@ ﬂa h
Z pi 22 ”)(mw b = g O, )
N % g
a+1/2u
- Z Z_A m+ : fiat1/2 = gmaOzzy — hOpp(2r1112), (1.41c)
7
O+ (qa;fa’”) To, ( 4 gh | L1m, + St ) (mazzﬂ S zﬁmﬁ)a )
@ B=a+1 B=a+1
M
1 h q q
- — A% el vea _ax u hﬂ T ﬂaxh
; hla —(q +1/2,0€ ,’Y)(m’y qy, m?y M~ + m, )
M
1 h q q
- —A*(qa vEa —0yGyy — h20 229, h
N o ¢
i A Yat+1/20
== Al m++/1 2 fias172 = gma0yz, — hOyp(2ari1/2). (1.41d)

El sistema (1.41) es de la forma (1.40), donde w = (h,m, qy,q,), S*(W) = (SZ(W))v=1,. 3m+1,
Fo(w) = (FI(W)) ..... sm+1, SY(W) = (SYUW))u=1,. 301, Fy( ) = (FY(W))v=1,. 301, G(W) =

(GL(W))y=1..3m+1 vienen dadas por:

( M

Zlﬁh(fl—‘; para v =1,

=1
Qous a=v—1 para v=2,...,M +1,
Fj(w) = q‘” “ + gh tlamg + Z lgmg|, a=v—M—1 para v=DM+2,
B=a+1
J2M + 1,

foudas a=v—2M—1 para v=2M+2,

\ ,3M +1
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M
Zlghqni—g para v =1,
B=1
Ga,vs a=v-—1 para v=2,..., M +1,
Joudow a=v—M-—1 para v=M+2
Y — Mo’ )
y(w) LM 41,
a2, 1 A
ot gh| 5lama + > lgmg|, a=v—2M —1 para v=2M +2,
B=a+1
\ oo, 3M 4+ 1,
0, para v=1,.... M +1,
Si(w)=<¢ —gma, a=v—M—1 para v=M+2,...,2M +1,
0, para v=2M+2,...,3M +1,
SY(w) = 0, para v=1,...,2M + 1,
v |l —gme, a=v—2M—1 para v=2M+2,...,3M +1,
(0, para v =1
N _
_Z%Agfj,a-i-l/% a=v-—1 para v =2,
j=1
o, M+,
N _
GV(W): _Z%Z:Zf/’:fj,aﬂ/z—haxp(ZMﬂ/z), a=v—-—M-1 para v=M+2,
j=1
o, 2M 4+ 1,
N _
—2izzzf/’;fj,aﬂ/z—hayp(ZM+1/2)7 a=v—2M—1 para v=2M + 2,
j=1
\ oo, 3M 4 1.

Para continuar, consideremos la siguiente tabla que define rangos de los pares de indices (v, u)
denotados por Ji,..., Jis:

X p=1\p=2,... M+1|p=M+2,...2M+1
v=1
v=2. . M+l A 7 T
v=M+2,....2M +1 Js Je J7
V:2M+2,,3M—|—1 Jg Jl() J11
X L=2M+2, .. .3M+1 | p=1,. . 3M+1
v=1 Jo
v=2,....M+1 Jy
V= M+2. . 2M+1 Ts
V:2M+2,,3M+1 Jlg

De esta manera las matrices B*(w) = (B} ,(W))y =1, am+1, BY(W) = (BY ,(W)),u=1
vienen dadas por
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(0 para (v, u) € Jo,
M
Z (Ea,'yma+1/2)(lrl_,:7 a=v-—1 para (Va :u) S J17
"/:
1A G a=v-—1
” *(EayMati/2) 2 me N1 para (v, p) € Jo,
a a=v-—1
_laim A% (eqyMart1/2), =g M—1 para (v, pu) € Js,
0 para (v, p) € Jy,
(ma Z lg — Z lﬂmﬂ>
B=a+1
- Zl hlam. A(i(qOA-kl/Q,uga;y)qW,uy a=v—M-1 para (l/, ,u) - J5,
"/:
a=v—M-1
la’,ln% A(i (qa+1/2,u€a;\/)q’y7u7 ’Y _ ,LL o 1 para (l/, ILL) I~ J6,
1 o a=v—M-—-1
~ Loy AL (dar1/2080,), W—p_M_1 Paa (np) €
0 para (v, u) € Jg
M
_ 21 iAg(gaﬁan/m)%—’:, a=v—2M-1 para (v, p) € Jy,
’y:
o a=v— 2M —1
i 71%2 A% (ga,'yCZa+1/2,v)q’y,u7 { para (V, ,U) S Jlo,
ot V=
o a=v— 2M —1
_larlm A (EanGati/2); { == M—1 para (v, pu) € Ji,

( 0 para (v, u) € Jiz,
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(0 para (Vv :U’) S JOy
M
-2 hlalm7 AN (5a,vma+1/2)qu,m a=v-—1 para (v, p) € Ji,
y=1
el a=v-—1
l(,ylﬂg A% (€a,yMat1/2) 0,0, { N=p—1 para (v,u) € Jo,
0 para (v,1) € J,
1 A« a=v-—1
_lam’yA,(ga,yma-l—l/Q) { N =M —1 para (v, p) € Jy,
M
-2 _hlalmw A% (qat1/2uE09) 0w, =V —M —1 para (v,p) € Js,
=1
a=v—-M-1
la}n% A(i (QOc+1/2,u5a,’y)qA/,U7 { N=p— 1 para (V, Iu) - J67
y =
Bu,u(W) 0 para (% 'u) e
1 o a=V— M — ]_
o A (Gat1/2,u€ay) { v = p—2M—1 para (v, pu) € Jg

a—1 M
g(ma BZ lﬁ - Z lﬁﬂlﬁ)
=1

B=a+1

hlam~

M
— > A (Gat1/20E0 )Gy, @ =V —2M —1 para (v, p) € Jo,
y=1

1
lam% Ag (Ea,'y(Ja-i—l/Zv)q%w

para (v, pu) € Jio,
0 para (v, pu) € Ji,
a=v-—2M -1
y=pu—2M -1

o lainﬂ, A% (5a,WQa+1/2,v),

para (v, pu) € Jia.

\

Asi, finalmente hemos escrito el sistema (1.41) en la forma compacta (1.40), donde H = zy(z, y).
Expandiendo los términos 0,F*(w) y 0,FY(w) se obtiene

ow + A%(w)o,w + AY(w)0,w = S*(w)0, H + SY(w)0,H + G(w), (1.42)

donde A*(w) = 0, F*(w) + B*(w) vy AY(w) = 0 F¥(w) + BY(w).

En lo que sigue se definird un método numérico para resolver el sistema en derivadas parcia-
les (1.42), cuya solucién numérica serd obtenida mediante un método de dos pasos, en primera
instancia se resuelve el sistema homogéneo ((1.42) quitando el flujo vertical G(w)), es decir

ow + A%(w)o,w + AY(w)o,w = S*(w)0, H + S¥(w)0, H, (1.43)

el cual puede ser escrito en forma homogénea definiendo w = (w, H)T y agregando la ecuacién
0,H = 0. Asi, se tiene

ow + A%(w)o,w + AY(w)0o,w = S*(w)0, H + SY(w)0, H,

1.44
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equivalentemente,

definiendo ademas

A (W) = [

A | S ],

0 | 0 Ang)—{Ay(W)—Sy(w)},

0o | 0

el sistema (1.43) se reescribe como el siguiente sistema homogéneo con productos no conservativos:

W + Ay (W), w + Ay(w)d,w = 0. (1.45)
Posteriormente se agrega en flujo G(w) y se resuelve
nt+l _ . n+l/2 n
wii=w T+ ALG(W), (1.46)
donde WZ}LI/ % es la solucién numérica del primer paso.

1.4. Velocidad vertical

En esta seccién se presenta como seran calculadas las velocidades verticales w, para a =
1,..., M capas. Para ello se hace uso de la ecuacion 1.4 y de la condicién de salto de conservacion
de masa. Sea z €]z, /2,20 +1 /2[, integrando la ecuacién 1.4 y restringiendo el campo de velocidades
a la capa «, se obtiene

z

wa(t, Y, 2) = walt, 2, Y, 2a-1/2) — / Oy, dz — / Oyvq dz, a=1,..., M,

Za—1/2 Za—1/2

Del hecho que las velocidades horizontales son independientes de z, se obtiene un perfil vertical
lineal para w, dado por

W (t, 2, Y, 2) = wa(t, ©, Y, Za—1/2) — (2 = Za—1/2)(Oatia(t, z,y) + Oyva(t, z,y)).
Por otro lado, definiendo
G;rﬂ/g = Otzar1/2 + Uat102%at1/2 + Vat10y2as1/2 — War1(t, T, Y, Zat1/2),
G;+1/2 = 875'2134-"—1/2 + ua8x2a+1/2 + Uaayza-i-l/Q - wa(t’ z,Y, Zoz+1/2)7
se dice que el campo de velocidades satisface la condicién de salto de conservacién de masa si

G =G7

a+1/2 a+t1/2°

Esta identidad implica que
Wa+1 (ta z,Y, Za+1/2) = (uoz+1 - ua)azza-',-l/Q + (UaJrl - Ua)ayza+1/2 + wa(tv x,Y, za+1/2)'

De esta manera podemos calcular la velocidad vertical siguiendo los siguientes pasos.
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= Como G/, representa un termino de transferencia de masa en el fondo, naturalmente fue
supuesto que este termino es cero. Esto permite

G2 = GT/Q = Opz1/2 + U1 0p21/2 + 010y2172 — w1 (L, 2, Y, 21/2) = 0,
lo que implica

wi(t, ®, Y, 21/2) = u10221/2 + 110y 21/2.

» Paraa=1,... .M,y 2 €]za_1/2, Zat1/2[, tenemos
Wo(t, T,y,2) = wa(t, 2,Y, 2a—1/2) — (2 = Za—1/2)(Ontia(t, x,y) + Oyva(t, x,y)),
luego hacemos uso de la condicién de salto
Wat1(t, 2, Y, Za+1/2) = (Uat1 — Ua)ax2a+1/2 + (Vag1 — Ua)ayza-i-l/Q +wa(t, 2, Y, Za+1/2),
donde

woz(ta z,Y, ZO¢+1/2) = wa(t7 x,Y, Za—1/2) - ha<axua(t7 x, y) + ayva(ta z, y))



Capitulo 2

Definicién e implementacion del método
numérico

La principal dificultad que se presenta al resolver el sistema (1.42) es tratar en forma adecuada
el sistema homogéneo (1.45) que aparece en el primer paso tras quitar el flujo vertical G(w). En este
capitulo se expone un método numérico para (1.45), en nuestro caso se sigue el método desarrollado
en [10], tales métodos numéricos nacen gracias a la teoria desarrollada por Dal Maso, LeFloch y
F. Murat [11], esta teorfa permite definir adecuadamente el producto no conservativo como una
medida de Borel. Posteriormente se usa una aproximacion de la matriz de viscosidad numérica
en busca de eficiencia computacional pues este tipo de métodos no necesita una descomposicion
completa de esta matriz.

Consideremos el siguiente sistema en derivadas parciales

O + AL (W)0, W + Ay (W), W = 0, (2.1)

donde w toma valores sobre un dominio convexo € de R™ y A;, Ay : Q@ — M suaves y
localmente acotadas. Consideremos la matriz

AW, n) = Ai(W)ny + A(W)nz,  n€ B ={n=(n,n) €R*:|n|| =1},

luego, si A(W,n) es estrictamente hiperbdlica, es decir si para w € Q y n € B, A(w,n) tiene M
valores propios reales distintos

Al(w,n) < Xp(w,n) <...< Ay(w,n),
A es diagonalizable y admite la descomposicion
A(W,n) = R(w,n)A(w,n)R ' (w,n),

donde R(w,n) es la matriz de vectores propios por columnas y A(w,n) es una matriz diagonal
con los valores propios de A.
Por otro lado, del hecho que (2.1) no puede ser escrito en forma conservativa pues A;, A3 no son
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matrices jacobianas de alguna funcién de flujo y ademdas w es discontinua, el producto no conser-
vativo A; (w)0,w, A2(W)0, W no tiene sentido distribucional. En este punto, la teoria desarrollada
por Dal Maso, LeFloch y Murat [11] permite definir adecuadamente el producto no conservativo
como una medida de Borel dependiente de una familia de caminos ® que satisfacen las siguientes
propiedades.

Definicién 2.1 Una familia de caminos en Q@ C RM
O:[0,1] x Q2x N2 xB—Q,
(B como antes) es una funcion localmente lipschitz si satisface las siguientes propiedades:
1) Para todo wy,, wg € 2, n € B

¢ (0; Wi, Wg, ) = Wy, Y O(1; Wi, Wg, ) = Wg.

2) Para todow € Q, s €[0,1] yn€ B

O(s;w,w) =w.

3) Para todo wi,,wg € §), s € [0,1] yne€ B

O(s;wp, wr,n) = &(1 — s; W, Wg, —n).

4) Para todo U C Q, existe k > 0 tal que

od,
_(87 WL, WR, n)

Os

< k|WL_VT’R7

VwL,Wwg €U,s € [0, 1],11 € B.
5) Para todo U C Q, existe K > 0 tal que

od, . b, ., _
_(87Wi7w%{7 n) - _(87W]2_,7W12%a l’l)

0s O0s

< K(Jwp, = Wil + [Wg — Wil),

Vwi,wk,wi, Wi €U, s€[0,1],n € B.

Una vez elegida la familia de caminos ® € €2 los productos no conservativos pueden ser interpreta-
dos como una medida de Borel y se puede dar una nocién de solucién débil (ver [11] para detalles).
Luego relativo a la teoria de Dal Maso w es una solucién débil de (2.1) si se tienen las siguientes
condiciones

= W es una solucién clésica donde es suave.
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» En cada discontinuidad w satisface la siguiente condicién de salto
1
/ (—O’[ + .A((I)(S, \A’(’L, {;VR, Il), n))a@(s, \A’(’L, {;VR, Il) ds = 0, (22)
0

donde I es la matriz identidad, o es la velocidad de la discontinuidad, n es el vector unitario
normal a la discontinuidad y wy,, wr son los limites laterales de la solucion en la discontinuidad.
La condicién de salto (2.2) es a veces llamada condicién de Rankine-Hugoniot generalizada pues
si existieran funciones F'y G tales que 0z F = A; vy 0sG = As, esta condicién se reduce a la
condicion de Rankine-Hugoniot usual. En efecto

1
0= / (—ol + A(P(s, W, Wr,n),n))0sP(s, wr,, wg, n) ds
0
1
= / (—0[ -+ Al(CI)(s, ﬁL;‘R}Ra Il))?’Ll + AQ((I)(S,WL,{{/R, n))ng)asfb(s, WL,WR, 1’1) ds
0

1
:/ (=0l + 0,F(®(s, Wi, Wr, 1)) + 9,G(D(s, Wi, W, 1)))0s®(s, W, Wg, n) ds
0

Luego la definicién (2.1) nos permite concluir
O'(\%;'R — {RV/'L) = (F(\?VR) — F(VT’L))TM + (G({NV/R) - G(\}\V/L))ng
olw] = [(F,G)] - n.
La eleccién de la familia de caminos ® es importante pues determina la velocidad de propagacion

de la discontinuidad. Siguiendo [10], [14], la familia de caminos debe satisfacer las siguientes
propiedades.

(H1) Dado n € By dos estados wy, y Wg en la misma curva integral v de un campo linealmente
degenerado de A(w,n), el camino ®(s,wr, Wg,n) debe de ser una parametrizaciéon de la
curva 7 uniendo Wy, con Wg.

(H2) Dadon € By dos estados wi, y wg en la misma curva integral v de un campo genuinamente
no lineal de A(w,n) y tal que A\;(wr,n) < \;(wg,n), el camino ®(s, wr, Wg,n) debe de ser
una parametrizacién de la curva v uniendo wy, con wg.

(H3) Dado n, denotemos por RP, C Q2 x Q el par (wy,, wr) tal que el problema de Riemann
u; + A(u,n)ue =0,
wen—{a STy e
tiene unica solucion débil self-similar compuesta por J 4 1 estados
Uy = W, Uy,...,Uy_1, Uy = WR,

con J < N, uniendo choques, discontinuidades de contacto o ondas de rarefacciéon. Luego,
dado un par (wr,, wg) € RPy, la curva descrita por ®(s, wy, Wg,n) € Q es igual a la unién
de los caminos ®(s;u;_q,u;,n), para j =1,...,J.
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Propiedad 2.1 EI concepto de solucion débil para (2.1) es definido sobre la base de que la familia
de caminos satisfaga las propiedades (H1)-(H3). Luego

(1) Dados dos estados Wi, y Wgr en la misma curva integral -y de un campo linealmente degenerado
de A(w,n), la discontinuidad de contacto dada por

wy, sin-x<ot,

w(z,y,t) = {

wgr sin-x > ot,

es una solucidn débil entrdpica, donde o es el valor propio (constante) a través de la curva
integral.

(2) Sea (Wi, wWr) € RP,, y u solucion del problema de Riemann (2.3). Para todo t > 0 la masa
total en R de la medida de Borel A(u(-,t),n)ue(-,t) es igual a

1
/ A(@(S, \AK}L, {KV/R, n), n)@sq)(s, \AK}L, {KV/R, n) ds.
0

(3) Sea (Wi, wWr) € RPy y u; cualquier estado intermedio envuelto en la solucion del problema
de Riemann (2.3). Luego

1
/A(@(S,VVL,VVR,n),n)@sq)(s,vaL,ﬁvVR,n)ds
0
1
:/ A(®(s, wr,, uj,n), n)0sP(s, w, u;,n)ds
0
1
+/ A(®(s,uj, wg,n),n)0sP(s,uj, wg,n)ds.
0

El método numérico que se presenta en este capitulo se basa en una linealizacién de Roe, la cual
depende de una familia de caminos ¥ dada.

Definicién 2.2 Una funcion Ay : Q@ x Q2 x B = My« (R) se dice linealizacion de Roe de (2.1)
si esta satisface las siguientes propiedades:

(1) Para todo wy, wg € Q y paran € B, Ay(Wr, Wg,n) tiene M valores propios reales distintos,
esto es
Al(VA(’L,‘Ai’R, Il) < )\Q(VA&}L,VA(’R, Il) < e < )\M<VA&}L,WR, Il).

(2) Ag(w,w,n) = A(w,n) para todo w € ) y para n € B.

(3) Para todo wy,, Wg € Q y paran € B,

1
A@(WL,WR,n)(wR—WL):/ A( (s, %1, ¥, 1), )30 (s, ¥r, W, m) ds.
0
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Notemos que si A;(W) para i = 1,2 son matrices jacobianas de alguna funcién de flujo F;(w) para
i = 1,2, la propiedad (3) de la definicién (2.2) se reduce a la propiedad de Roe usual. En efecto
paran € B

1
A\I/(WL, \/X/R, Il) ({NV/'R - GVL) = / A(\IJ(S, {7\7[” \A?{/'R, 1’1), 1’1)85\1[(8, \/X/L, {NV/'R, n) ds
0

1
:/ (83F1<‘II(S,WL,VA(7R,D>>H1+83F2(@(S,WL,€VR,D))n2)dS
0

= (Fi1(Wr) — Fi(wr))n1 + (Fa(Wr) — Fa(Wy))n2
= Fn(WR) — Fa(WL),

donde
Fa(w) = Fi(w)ny + Fy(w)ng

representa el flujo en la direccion n.
La generalizacion del método de Roe para problemas en forma no conservativa en dos dimensiones
como (2.1) propuesta en [10] sigue la siguiente notacion.

Elegida la familia de caminos W y linealizada la matriz Ay se discretiza el dominio en celdas
poligonales V; C R? tales que V; sean conjuntos convexos y cerrados y cuya interseccién V; N'V;
sea un punto o un lado en comun. En adelante 7 denotard el conjunto de todos los poligonos V;
y |7| denotard la cardinalidad de 7. Ademds 7; denotard el conjunto de todos los poligonos V;
vecinos de V;, E;; representa el lado comun entre V; y Vj, |E;;| representa el tamafio de E;; y
denotaremos por n;; = (n;;1,M;2) €l vector normal unitario a E;; que apunta a V;. Cada celda V;
puede descomponerse en triangulos que van del centro de V;, C;, a cada lado £;;, los denotaremos
por Vj;, cuyas areas vienen dadas por |V;| y |V;;| respectivamente. De esta manera

1 ~ n
m/‘/w(%yat )7

representa el promedio de la solucién en la celda V; en el tiempo t".
Supongamos que conocemos {wW?} en el tiempo ¢t = t", de esta manera para calcular la solucién
en t = t"*! se debe resolver el siguiente problema de Riemann en cada lado E;; del volimen finito

Vi

I

W.

<N
(2

Wi+ A (W), W + Ax(W)9,w = 0

w(z,y,t) = {

sl niji + nijay < lij,

s =

n
i
TSl Ny X+ Ny >
j ij,1 zy,2y ¥R

donde [;; es tal que E;; € L = {n;;10 + nijoy = l;;}. Ademas la solucién al problema anterior
viene dada por

\’7\7(1‘, Y, t) = u(nij,lx + nij,2y7 t)a
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donde u es la solucién del problema de Riemann en una dimensién

w+A(u, n;;)u. =0,

wl! sie< lij,
u(e,t) =4 _"
wiosie >y,

cuyo problema linealizado viene dado por

w+Ag (W], W, ng )u. = 0,
wl' sie <l
ule,t) =< " . v
W? S1€ > lij,

donde Ay (W}, W}, n;;) es la linealizacién de Roe asociada a los estados w}', w?. Luego la solucién

wt! en los trlangulos Vi; es aproximada por el promedio de la solucién u en el tiempo ¢"*!

intervalo [l;; — d;;/2,1;;], donde d;; = d(C;, Eyj), es decir

en el

2 [l
/ wtdedy = = 2 [T et
l

|V,]| di ij—dij /2

De esta manera la solucién en el volumen V; en el tiempo t"*! se calcula como promedio de las
aproximaciones en los tridngulos V;;

Wit = Z |Vij[ugst, (2.4)

| JET;

asumiendo una condicion CF L como

At
max{ |\ : k=1,.. M}Qd— =~ <1, (2.5)
ij

donde |A;; x| son los valores propios de la matriz Ag (W7, W7, ny;), (2.4) permite escribir el método
numérico como sigue

n wt At ~n ~n
= W Z]EUM WL W ) (W — W), (2.6)

]ET

donde

(A (W}, W, n55) — | Ag (W], W5, ni5)] ).

Ay (W), W tong) =

N —
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2.1. Aplicaciéon del Método de Roe

En esta seccion aplicamos el método presentado en la seccion anterior al sistema con productos
no conservativos resultante en el capitulo 1

D% + Ay (W) 0, W + Ay (W), W = 0, (2.7)

donde w = (w, H)T con w(z,y,t) : E x (0,7) - QCRY, H: E CR?> — R donde F es acotado
en R? y Q un subconjunto convexo de RY ademds

_ [A%(w) | —8%(w)

_ AV(w) | —SY(w)
o | o

o | o |’

Ar(w) Az (W)
donde A?(w) = 0,F%(w) + B%(w), A¥(w) = 0y F¥ + BY(w) con F* F¥ : Q — RY y B*(w),
BY(w) : Q — My(R), finalmente S*(w), S¥(w) : Q — RV,

En lo que sigue usaremos la siguiente denotacion

= A%(w)n; + AY(w)ng,

= OwF*(W)n; + 0 FY(w)no,

= B*(w)ny + BY(w)no,

= S%(w)ny + SY(w)na.

Supongamos que el sistema (2,7) es hiperbdlico, luego para todo vector unitario n y cualquier
estado w, la matriz

A(w,n) = Ai(w)ni + As(w)n,
tiene N + 1 valores propios distintos
A(w,n),..., Ax(w,n),0
con vectores propios asociados B _
Rl({ﬂvf, n), ey RN+1(\,7\\//, Il),
dados por

R, (%, n) = ( Ri(‘(’)v’n) ) i=1,.. N, Ri(W,n)= ( A~ (w,n)S(w, n) )

Para construir las matrices de Roe es necesario elegir una familia de caminos ¥ que dada la
direccién n y dos estados wy,, Wi estos sean unidos a través de ¥, es decir

\I[1<Sa "X,La “NIPW n)
\112(37 WL, WR, n)

5 ( U (s, W, W, 1) )

U(s, W, Wg,n) = Uny1(s, W, Wr, 1)

\IIN+1 (Sa G}In WR: Il)
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En [10] se propone la siguiente linealizacién de Roe para el problema (2.7)

A(I“,({)\V/L, \X/R, Il) ‘ _S{fj(ﬁL7 {NVIR, Il)
0 | 0 ’

A‘I,(\AN//'L,VA\/’R,H) = (28)

Donde J, Bg y Sg deben satisfacer las propiedades que se presentan a continuacion, las cuales
permiten mostrar que efectivamente la eleccién anterior es una linealizacién de Roe para (2.7).
Dada la direccién unitaria n y los estados wy, y Wg, si es posible calcular

(1) Una matriz J(wr, wg,n) tal que
J(WL, WR, n)(WR — WL) = Fn(WR) — Fn(WL),
con Fy(w) = F*(w)n; + F¥(w)na.

(2) Una matriz Bg(wy,, wg, n) tal que
1
B (Wi, Wg,n)(wWg — w,) = / B(¥(s,wr, Wg,n),n)0,¥(s, wr, wg, n)ds.
0
(3) Un vector Sg tal que
1
S\I;(Wh WR, n)(HR — HL) = / S(lI’(S, \/X/L, {Nvfl:h n), n)@S\IJN+1 (S, {7\7[” \A?{/'R, 1’1) ds.
0

Entonces (2.8) es una linealizacién de Roe para (2.7).
La existencia de tales matrices hacen que podamos verificar en forma automaética la propiedad (3)
de la definicién (2.2), en efecto para cualquier wg, w, € Q y n

Ag(wy, wg,n) | —Sg(wr, wg, n)

Ay, ) 5 — ) = |Aenen) Sebvenn) | g, )

| J(wy, wg,n) + Bg(wp, wg, n) ‘ —Sg (WL, wg,n) |~ o~
- o I R

_ ( J(WR — WR) + B@(WL;WL, Il)(WR — WR) — S@(WL, WR, n)(HR — HR) )
0
1
/ (a\I,Fn(\II(S,WL,VVR, n)) + B(‘I’(S,V’VL,\,?VVR, Il), n))@s\I'(s,G'vL, VT/R, Il)) ds
0
0
1
S<\IJ(S7{{IL7WR7n))as\IIN+1<S7WL7{{,R7n))
0
0
_/1 |i A(‘I,(87WL7WRan)an) ‘ _S(lIl(vaL7WRvn)7n)
B 0 | 0
0

(95@(3, W, Wg, ) ds
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1
:/ A(\I/(S, {NVIL, G/VR, 1’1))\1/(8, \A?(/L, {NVIR, Il) dS.
0

n
i

En lo que sigue, la linealizaciéon de Roe Ay asociada a los estados w
serd denotada por A;;, es decir

wi' y a la direccién nj;
~no . n

Notando ademads que la matriz A;; posee N + 1 valores y vectores propios de la forma
D RZ i ~ Ail Sz )
Rij,k:( Ojvk>7k:1,...7N vy R’L'j,NJrl:( 231 J)’

J— ~ n n _ _ n _ .
donde Sl] = S\IJ(WZ ,Wj y l'll'j), Al] = Jl] + Bij; con Jl] = J<W7, ,W?, l’l”) y Bl] = B\I,(W:L,W?, Ill'j),
es posible mostrar que la inversa de la matriz cuyas columnas corresponden a los vectores propios
de A;; viene dada por la siguiente expresion
J

Kl = i

~ K.'| -K,'A'S;
i 0 | 1 ’

donde K;; corresponde a la matriz de vectores propios de A;;. Lo anterior nos permite mostrar
las siguientes identidades

i iiAij Sij Ayl | —|A5IAL'S;
Af;z O]\ JOJ ]} y ’Aij’:[ O] ]0] L |

En efecto,

+ _ 1w pEpe-1

_ [ Ky | Ay'Sy } Dt [ K | -K;'A;'Sy }
0] 1 JL0 | 1
_[KDE 0] [ K KA,
L0 o 0 | 1
[ KyDEK' | -K;DEKPA'S
1 0 | 0
_ [ AL -ATAL'S, ]
0 | 0 '

Y dado que |A;;| = AT — A7, se tiene la tdltima identidad. Finalmente las identidades anteriores
permiten escribir el método numérico como sigue:

~ At

ﬁ’,?-&-l :W? . |V|
7

> By AG (W) — W)

JET
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_, At AL | —ALALS; ][ wh—wr
g ol [ =R [

JET;

descartando la ecuacién N + 1 obtenemos

with =w — i (W) —wi') — A;AL'S;(H; — H))
]eTZ
n n n 1 -
; |V\ Z ’Ew’ — Ay (W] —w') — §(Aij — |A;)A;'S; (H; — Hy))
JET’L
w;' |V| Z | w| w;) — §’Aij|(wj —wy) — 5(1 - |Aij|Aij1)Sij(Hj — H;))
JET;

W n 1 — _

JET

1
n
+ §(Bij (W]
En este trabajo utilizaremos una malla cartesiana, de esta manera el método numérico en funcion
de los volimenes que aparecen en la figura (2.1) se reescribe como sigue,

—w;') = Sy(H; — H;))).

(i,5 +1)

(i-15)| Gj) |G+1,))

(ivj_ 1)

Figura 2.1: Volimenes en una malla cartesiana.

At /. 5 1/ -
n+1 n /—_'n /—_'n Bn Bn
Wij —Wi, A ( i+1/2,5 i—1/2,5 5( i+1/2,5 i71/2,j)>

r~n n 1 n n
- A_y< ig+12 — Sijo12 t 5( ij+1/2 T i,j—1/2>>’
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An
donde las expresiones F7 1250 Figri/2:

- . _
B}, /2; Blji1/2 vienen dadas por

1 X n X n 1 X n n n n
fin—kl/Q,j 25 (F (Wz'+1,j) +F (Wzg)) - §’A§,(Wi+1,j>wi,j)| (Wi+1,j — Wi

— AL (Wl WE) IS (W W) (Hi — H))

an 1 T n n w" T n n

i+1/2. T o (Bxp( W1, Wi, )(Wz—l—l] ‘ ) - S~(Wi+1,j7wi,j)(Hi+1,j - Hiu’))

A 1 (2.10)
Fz?j+1/2 —3 (Fy(WZjH) + Fy(wﬁj)) - —‘Ay (wi' ij+1 Wn])| <W?j+1 - erj

—AY ( 2]+17 ) lsy ( z]+17 nj)( i,+1
An 1 n n n n
i,i+1/2 25 (B%(Wi,jJrlaWi,j)(wi,jJrl - Wi,j) —SY ( W, i+1 ])( i,j+1 ))7
donde A"E( Wi, Wi), AL ( Wi W), Bx( Wi, Wiy), BY ( Wi, W)Y S%(W?Jrl,j’WZj)’

SY ( Wi, W) son hneahzamones de Roe de las respectlvas matrlces A* AY  B* BY, S*y SY.
Como es conocido el método de Roe lleva consigo un costo computacional enorme debido a que
la matriz de viscosidad numérica asociada a éste viene dada por la matriz |A;;| y descomponerla
es bastante costoso, mayor aun si el sistema consta de un nimero considerable de ecuaciones
como lo es en nuestro caso. En esta memoria se introduce una aproximaciéon de la matriz de
viscosidad numérica |A;;|, este tipo de herramientas es usualmente conocida como métodos PV M
(Polynomial viscosity matrix) introducidos en [9]. Estos métodos numéricos resultan bastante
ventajosos pues necesitan de poca informacioén acerca de los valores propios de la matriz de Roe A;;
(en algunos casos es solo necesario conocer el maximo o el minimo valor propio o aproximaciones
de estos), y no una descomposicién completa de la matriz A;;. Se propone aproximar la matriz de

viscosidad asociada al método numérico (2.6) a través de un polinomio P}, m € N, es decir

|AU| z] (A )7

m _ m k .k
donde P! (x) = > pL, ogj@
En [9], [17] se analiza bajo que condiciones los métodos resultantes tras aplicar una aproximacién
a la matriz de viscosidad numérica (en nuestro caso |A;;|) resulten en métodos numéricos estables.
Si Aij1,- .-, Aijn son los valores propios de A;; luego el método numérico

n At n n 1 m n n —
w, +1 _W Z |E2j| l’lz] (W) — Fnij (WZ )) — §PZ] (A,])<Wj -w, — Aijlsij(Hj . Hz))

il ’

Bz’j<wn - W) — Sij(Hj — Hi))),

J

JET;

1

+§(

bajo una condicién C'F L usual (2.5) resulta ser un método estable. Ademds una condicién suficiente
para que el método numérico sea estable es

Ax
o] < B (z) Sz Vo € i, A, (2.11)
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donde Ax representa el didmetro del volumen finito.
En nuestro caso se propone usar un polinomio de la forma

Pij(z) = ag + au(2),
donde ag y oy vienen dadas por

_ SrlSL| — Si|Skl _ [Se[ =[50

Spn—95. = M7 e._g

donde Sg, St, son aproximaciones de los valores propios de A;;.

Finalmente el método numérico resultante es como (2.9) redefiniendo F7 41/, .7-"2”] +1/2 €OMO
T 1 T n T n 1 T z (Wi
Fi1/2. =5 <F (W) +F (Wzg)) 2P (AL (Wl ;W ( Wity —
AL (W W) S (Wi W) (Hisry — Hiy))
) . | (2.12)
‘FiT,Lj+1/2 :i (Fy(WZjJrl) + Fg(“’?,])) - §Py (A 2]+17 ( Wig+1 —

— AW, W) TS (W, z><Hz-,j+1—Hi,j>)

2.2. Aproximacién numérica del problema original

En esta seccién se muestra como se calcula la solucién numérica al problema original (1.42),
para ello usaremos un método de dos pasos. El primer paso es descartar el flujo vertical del sistema
(1.42) logrando reducirlo aun un sistema homogéneo con productos no conservativos (1.45) para el
cual ya hemos presentado el método numérico en la seccién anterior, y posteriormente agregamos el
flujo vertical y resolvemos como en (1.46). En lo que sigue w;; /2 representa la soluciéon numérica
del primer paso. Por simplicidad en la exposicién del método numérico descartaremos el superindice
n.

En el primer paso, utilizamos el método numérico (2.9) con los flujos B 12,5 Bﬁj +1/2 Como en

(2.10) y F

Fn j4+1/2 COMO en (2.12). Esto nos permite computar la solucién intermedia

i+1/2,50 774,
WZ+1/2:(thr1/27mZ+1/2’ Z,Jirjl/Q’ 221/2)’ (2.13)
donde
5= ()™ a5l = (@) )T
ars = (@) )™

Por otro lado como F” 125 Y .7-" ij+1/2 Tepresentan aproximaciones de F*(w;1/2;,t") y
FY(w; j11/2,t") (haciendo un andlogo a un problema de leyes de conservacion en forma conservativa
con término fuente) respectivamente, y como ademds se tienen las siguientes igualdades

o Tk = Tk
Fx’T‘k,a - man’ma y Fy’rk’a = maFylma, k=1,..
« «

'7N7
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(ver F* y FY en el anexo.), podemos aproximar F;i1/2|r, . ¥ Fijt+1/2]r. & través de la siguiente
formula upwind

(r,0)ij F i F
L Fit1/2,5]ma Sl Fit1/2lma >0,

r 4 — J (ma)i
‘E*‘rl/QJ’T’k,a - {(Tk:,a)i+1j >

(ma)i+1j i+1/2,j|ma €.0.C,

(Tk: a)zy

A ) ]:, +1/2]ma si ]:—i—',-l 2,'|ma >0,
Fijr1/2lr . = {( =) ” T4 /2 k=1,...,N.

(Tk a)zg+1 7
Ma)iji1 m+1/2|ma e.o.c,

>n+1/2

Luego podemos computar la solucién intermedia para (1 4 ), ; con el siguiente esquema numérico

At /- . 1/~ ~
n+1/2 n T T
(ra)ii % = (rha)s — E<]:i+1/2,j\m,a — Fit1/2,5lren 5( 12,5l . T Bi—1/2,j|7“k,a>> 211
2.14
At /- .
_A_y <E7j+1/2|rk,a - 'Fi,j+1/2|rk a <By]+1/2|rk ot Byj 1/2|7'k a))
donde

Z‘c+1/2,j|rk,a = ZBTp( zn+1pwn )(wi Wit1,j WZj)?

By]+1/2|7'ka = EB%(ijJrl?WZj)(ijJrl - WZj>‘

(B” y BY pueden ser encontradas en el anexo.)

El paso dos consiste en agregar el flujo vertical dado por G(w) y G(w). Estos flujos poseen el flujo
vertical fiaq1/2(®) parak =1,..., Ny a=0,1,..., M, el cual puede ser computado siguiendo
[8] a través de

|Eoc+1|

fk,a+1/2(q)ou (I)a—I—l) <¢k aUMLB( ) + ¢k,a+1U£ALB(q)a+1)> - (d)k a+1 — ¢k a)

¢k7a
PRI (@) — 0P (@4) Sgn<¢k,a+1 = Fral

donde v™B(®) es la velocidad de sedimentacién obstaculizada dada por la ecuacién (1.10), ®, =

(¢1,m . 7¢N,o¢) Y Eat1 = mészl SN |UMLB(
sigue

«)|- Finalmente podemos actualizar la solucién como

Byt :h’?fl/ 2

at fqzt;” + AtGlq, (W),
Q= + AtGlg, (W),
e =T ARG (W),

)
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donde
et = ()it (o) )T (rea) T ()i (v )T
Ademads
(rea)i™
(Gro)itt = TEdi sy,
hi
N
(ﬁbo,a)zﬂ =1- Z(Qbkva):';ﬂ’
k=1

N
(M) = oohf5 + ) (ok — 00) (rra)ii™
k=1

Tal procedimiento entrega la solucién numérica al problema (1.42). En el capitulo siguiente se
presentan algunas simulaciones numéricas, las cuales son calculadas con el método descrito.



Capitulo 3

Definicion de problemas test y
simulaciones

En este capitulo se presentaran algunas simulaciones numéricas usando el método desarrollado
anteriormente para modelar el proceso se sedimentacién de una suspension bidispersa, para ello se
usaran los siguientes pardmetros, d; = 4,96 x 1074 m, dy = 1,15 x 107 m, g; = 0o = 2790kg/m3,
diametros y densidades de las especies solidas dispersas en el fluido. Los parametros para la
fase liquida considerada en estas simulaciones son gy = 1208kg/m? y la viscosidad del fluido
1o = 0,02416 Pas. La maxima concentracion de solidos es ¢4« = 0,68 y el factor de obstaculizacién
V(¢) con A =47,
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,t=1s ).

0.020

[Con\centracioﬁ 0y, relativa a U corte al centro del domi'nial

0.015 N, = :
Q —/\~L@wbacwn 0, , relativa a u corte cercano a la fron,temJ
3 s
3& / \
',‘;;.
5 0010 T
5

0.0057

Curvas de nivel del fondo
0.000 [ ——— ]

G <= =>D))

0g L0

0.6
0.0 00 0.2 0.4
=0.2 -0.2 . I

Figura 3.1: Ejemplo de como leer la solucion.

En la figura (3.1) encontramos la forma estandar en la cual se mostrard la soluciéon numérica
a nuestro problema. Sobre los costados se muestra la concentracién de sedimento en cortes a

diferentes niveles. Sobre el fondo encontramos las curvas de nivel de la batimetria y en el centro
la solucién numérica en cada punto del dominio.

3.1. Test 1

En este primer test se simula el proceso de sedimentacion en un canal de largo L = 1 y ancho
A =1, con fondo no plano andlogo al test 1 en [12], la discretizacién horizontal consta de 100
nodos x; y 100 nodos y; y verticalmente se ha discretizado usando M = 5 capas horizontales. La
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, .t =1s ).

Coneentracion por capas de la primera especie (¢, .t =1s ).

0.0201 0.0101
0,008
0.015
g g
3 3 0.0067
& &
£ 0.0107 5
=M =N
= =
ks $ 0.004]

Concentracion por capas de la primera especie (&, ,,t =55 ). Concentracion por capas de la primera especic (&, ,,t =5s ).

0.0251 o.ozow
0.0207]
0.0157
g g
3 0.0157 2
X &
5 g
H £ 0.0107
=N =N
= =
®0.0107 ks

Figura 3.2: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢; o y
¢2.o por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢ .t =10s ).

o.uaow
0.03571
00307

0.0257]

<UL UQLDIPUINUO)
o
o
]
=]
\

0.0157

Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,t =155 ).

0.05 “

\

0.04 7

=g
=}
w

}

T UOWDLPUIIUO)
o
o
~
\

(c)t=15s

Figura 3.3: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢y o y

i UL

§ 0.0207
H

g

8. 0.0157
E

&

=

Concentracion por capas de la primera especie (¢, .t =10s ).

0.0301

Concentracion por capas de la primera especic (¢, ,,t =15s ).

0.0401

0.0357

0.0257

o
o
N}
=3

\

0.0157

(d)t=15s

¢2.o por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,t =20s ).

Concentracion por capas de la primera especie (§, ..t =20s ).

Ui QLI
U0

TG uo1D 4

(a) t=20s (b) t=20s

Figura 3.4: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢y, vy
¢2.o por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.

simulacion esta sujeta a la siguiente condicién inicial

Gou(t=10)=0, Ga,s(t=0)=0, ¢1(t=0)=0,01, ¢p2,(t=0)=0,005 Va=1,...,M
y h(t =0) = 0,3 — zp(x,y) donde

20(,y) = 026009

Ademas de la siguiente condicién de frontera

Ua|:c:o,0<y<1 = Ua|x:o,0<y<1 = wa|x:0,o<y<1 = Ua|:c:1,0<y<1 = Ua|x:1,0<y<1 = wa|x:1,o<y<1 =0,

“a|0<w<1,y=0 = Ua|0<z<1,y=0 = wa|0<x<1,y=0 = “a|0<w<1,y=1 = va|0<z<1,y:1 = wa|0<x<17y=1 =0,
para todas las capas a = 1,..., M.

En las figuras (3.2), (3.3), (3.4) podemos ver la concentracién de las especies por capas en los
tiempos t = 1,5,10,15,20 s, en ellas se puede ver el comportamiento interrelacionado entre las
diferentes especies, por ejemplo podemos dar cuenta de que las particulas de mayor tamano se
depositan mas rapido que las de menor tamano sobre el fondo, de igual manera notamos el efecto
de la batimetria durante el proceso de sedimentacion, un efecto visible sobre la primera especie es
por ejemplo que esta tiende a caer rapidamente lejos del cerro (pues la concentracién de la primera
especie en la primera capa es alta), mientras que al contrario la segunda especie se eleva en el
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centro aumentando con ello la concentracién de la segunda especie en la quinta capa. A modo de
como pasa el tiempo y las particulas comienzan a caer el fluido comienza a moverse creando una
circulacion a ambos lados del cerro, es este movimiento el que eleva las particulas de la segunda
especie al centro del dominio. En la figura (3.5) se presenta el campo de velocidades para los
tiempo t = 1, 5,10, 15s. Aqui, podemos ver en forma clara la circulacién del fluido a ambos lados
del cerro y ademas vemos la pronunciada velocidad vertical en las cercanias de este. También es
notorio el efecto del campo de velocidades sobre la superficie libre, tal efecto produce una onda
sobre la superficie que se desplaza desde el centro del dominio hacia afuera en la direccién x.

3.2. Test 2

En este test se modela el proceso de sedimentaciéon bidispersa en un canal, con las mismas
condiciones inicial y de frontera que en el test anterior.
Condicién inicial

ot =0)=0, guo(t=0)=0, ¢ra(t=0)=0,0L ¢pa(t=0)=0,005Ya=1,... M
y h(t =0) = 0,3 — 2z,(z,y) donde

Zb(.ilj, y) — 0,26_40(x_0’5)2_40(?/—0,5)2_

Condicién de frontera
ua‘x:0,0gygl = Ua‘x:O,Ogyél == wa’x:0,0éygl = ua‘x:l,Ogygl == /Ua‘le,Ogyél = wa’x:l,OéySl = 07

ua‘ﬂgxgl,yzo = Ua‘Oga:gl,yZO = wa’nggl,yZO = ua‘nggl,yzl = /Ua‘l)gasgl,yzl - wa’OSxSl,yzl = 07

para todas las capas a = 1,..., M.

Como podemos ver, la diferencia recae en la eleccion del fondo 2z, pues en este caso representa un
cerro simétrico al centro del dominio. En esta simulacidn, en las figuras (3.6) hasta (3.10) podemos
notar que en el corte realizado al centro del dominio el comportamiento de las concentraciones de
las especies es similar al de la simulacién anterior, tal evento era de esperar pues la batimetria
en tal corte coincide con el fondo anterior, ademas este comportamiento se repite para cualquier
corte que pase por el centro del dominio, es decir, la concentracion de la primera especie en la
primera capa es considerablemente mayor alrededor del cerro y bastante menor sobre la cima de
este en la misma capa (ver figura (3.10)), en cambio, la concentracién de la segunda especie en la
quinta capa aumenta considerablemente sobre la cima del cerro. En puntos lejanos del centro, la
concentracion en la primera capa de la primera especie aumenta conforme pasa tiempo, mientras
que las concentraciones de la segunda especie se mantienen en niveles muy bajos en todas las
capas, tales concentraciones no se alejan mucho de la concentracién inicial. En la figura (3.11)
encontramos el campo de velocidades y el efecto de éste sobre la superficie libre. Debido a que
no se inyecta flujo a través del contorno, las particulas se posicionan en forma simétrica sobre el
fondo.
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0,000’ 00

0,0001 00

y 1,00

(c) t =10s.

1,00

X
(d) t =15s.

Figura 3.5: Campo de velocidades simulacién 1.

1,00
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Concentracion por capas de la primera especie (6, .t =1s ). Coneentracion por capas de la sequnda especie (¢, ,,t=1s ).

o.oon 0.010f
0.0087
0.0157
g L= g
: / 3 0.006]
= =
5 3
£ 0.0107 g
g &
g £ 0.0047
0.0057
0.0027

(a) t=1s (b)t=1s
05 : : : : 007 05 : : : : 0.04
0.45 g 045 1
008 0.035
0.4 1 04f 1
0.03
0.35 1 0.05 0.35F -
- | sk | 0.025
0.04
0.25 0.25 .02
0z b3 0z
0.015
015 00z 015
0.01
01 01
0.01
0.05 0.05 0.005
n 0 o 0
0 02 0.4 06 0.8 1 i 02 0.4 0.6 0.8 1
(c)t=1s d)t=1s

Figura 3.6: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢; o y
¢2.o por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, .t =5s ). Concentracion por capas de la sequnda especie (¢, ,,t =5s ).

o.ozoﬂ
0.0141
0,012
0.0157
g 2 0.0107
g 8
E) < 0.008 ]
£ 0.0101 g
g %
RS 5 0.0067

(a) t=5s (byt=>5s
05 : : : : 007 05 0.04
0.45 g 045 1
008 0.035
0.4 1 04f 1
0.03
0.35 1 0.05 0.35F -
- | s | 0.025
0.04
0.25 0.25 .02
0z b3 0z
0.015
015 00z 015
0.01
01 01
0.01
0.05 0.05 0.005
n 0 o 0
0 02 0.4 06 0.8 1 i 02 0.4 0.6 0.8 1
(c)t=5s (d)t=5s

Figura 3.7: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha)
¢2.o por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.

especie ¢4 y
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Concentracion por capas de la primera especie (¢ ..t =10s ). Concentracion por capas de la sequnda especie (¢, ,,,t =10s ).
0.030¢ o.ozsw
0.0257
0.0207
£ 0.0207] 2
3 3 0.0157
ES ES
£ 0,015 8
=M =N
= =
?’ ,:? 0.0107
©0.0107 N
0.0057
0.0057
0.000T 0.0007
(a) t =105 (b) t=10s
05 T T T T 0.o7 0.5 T T T T 0.o7
0.45 1 0451 T
0.08 0.08
0.4 1 n4r T
0.35 1 0.05 0351 1 0.05
0.3 0.3
0.04 i ol 0.04
0.25 0.25
0 0.03 0 0.03
0.15 0.0z 015 0.02
0.1 0.1
0.01 0.01
0.05 0.05
u] o 1] o
1} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 02 0.4 0.6 0.8 1
(c)t=10s (d)t=10s

Figura 3.8: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢y 4 y
¢2.o por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, ..t =15s ).
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0.25

oz
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0.2
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(c)t=15s
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Ve UV LU0
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,,t =15s ).

0.5

0451

041

0351

0.3

0.25

0.2

015

0.1

0.08

o0z

0.4 0.6

(d)t=15s

0.g

0oy

0.08

0.05

0.04

0.03

0.02
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Figura 3.9: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢y 4 y

¢2.o por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢ ..t =20s ). Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,t =20s ).

o.oaoﬂ 0.045w
00351 0.0407
0.0307 0.035
2 2 0.0307
2 0.0257 H
g g
ES 3 0.0257
£ 0.0207 g
B 5 0.020
- =
£ 0.0157 S
: * 0.0157
0.010 0.0107
0.0057 0.0051
0.0001 0.0001
(a) t =20s (b) t=20s
05 : : : : 007 05 : : : : 0.07
0.45 E nast E
006 0.08
04 g o4t .
0.35 1 0.05 0.35F - 0.05
03 0.3
004 H 0.04
025 025
. 003 . 0.03
0.15 o0z 0.15 0.0z
01 0.1
oot 0.01
0.05 0.05
0 0 o ]
0 0.z 04 06 0.8 1 0 02 04 06 08 1
(c)t=20s (d)t=20s

Figura 3.10: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢1 4
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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0,000, 00

0,000' 00

1,00

(c) t =10s.

1,00
X
(d) t =15s.

Figura 3.11: Campo de velocidades simulacién 2.
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3.3. Test 3

En esta simulacién se modela el proceso de sedimentacion bidispersa en un canal, con las
mismas condiciones inicial y de frontera que en el test 1. El fondo que consideramos en esta
simulacién viene dado por la funcién z;, que se presenta a continuacion.

Condicién inicial

Gou(t=0)=0, Gars(t=0)=0, ¢p1,(t=0)=0,01, ¢poo(t=0)=0,006 Va =1,...,M
y h(t =0) = 0,3 — 2,(z,y) donde
zb(x, y) _ 0’2(1 _ (6—40(;10—0,5)2—40(34—0,5)2))'
Condicion de frontera
ua‘z:0,0gygl = Ua‘x:O,Ogygl = wa’xzo,ogygl = ua‘x:l,Ogygl = Ua‘m:l,ogygl = wa’x:l,ogygl =0,

ua|0<w<17y:0 = Ua|0<z<1,y:0 = wa|0<ﬂc<1,y:0 = ua|0<w<17y:1 = Ua|0<z<1,y:1 = wa|0<ﬂc<17y:1 =0,

para todas las capas a = 1,..., M.

En esta simulacién la batimetria representa un hoyo al centro del dominio. En las figuras
(3.12) hasta (3.16) vemos que el comportamiento de la concentracién de ambas especies tienen un
comportamiento similar, tanto la concentracion de la primera especie como la concentracién de la
segunda especie aumentan en la primera capa, una diferencia en el comportamiento radica en que
la concentracién en la quinta capa de la segunda especie comienza a aumentar lejos del centro, a
partir de ¢t = 5s tal efecto comienza a ser notorio (ver figura (3.13)). Esto sugiere que hay particulas
de la segunda especie que comienzan a flotar a partir de este tiempo. Ademas en esta simulacién
ocurre un comportamiento mucho mas interesante, podemos ver que ambas especies a partir de
t = 15 s (ver figura 3.15) tienen concentracion cero en las capas 2, 3, 4 y 5 al centro de nuestro
dominio, es decir si pensaramos por un momento en una aplicacién clésica al cual este modelo
podria ser implementado (hablamos del proceso de recuperacién de aguas), el modelo sugiere que
si deseamos obtener aguas libres de contaminantes o material particulado debemos extraer agua
desde el centro y desde una profundidad 1/4 del total. El campo de velocidades sugiere que existe
una circulacion al centro del dominio la cual eleva el nivel del agua como se puede ver en la figura

(3.17).

3.4. Test 4

En esta simulacion numérica, a diferencia de las anteriores, imponemos velocidad horizontal
y concentracion de sedimentos fija como condicién de frontera en la cara izquierda de nuestro
dominio, la condicién inicial es considerada igual a las simulaciones anteriores. En este caso usamos
el fondo z, que viene dado por

2(2,y) = 0,2(1 — e 10@=05)%),
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,t=1s). Concentracion por capas de la segunda especie (¢, ,,t=1s ).

o.ozow

0.0101
0.0081
0.0157
g jet g
3 3 0.006 £===;‘é;;;;;;;;,;g=g
= =
s a
% 0.0107 \\\\\\‘\\\\\\\\ B \\\‘\\‘\\\\\\\\
g &
K & 0.0047]
0,005
0.0027

Figura 3.12: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢1 4
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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o7

Concentracion por capas de la primera especie (¢, .t =5s ).

Concentracion por capas de la sequnda especie (¢, ,,t =5s ).

0.10 ﬂ

0.08 7

g 2 0.0307
3 0.06 3

5 % 0.0257
2 2

g $ 0,020
S 0.04

g

Figura 3.13: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢1 4
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢ ..t =10s ).

Concentracion por capas de la sequnda especie (¢, ,,,t =10s ).

0.25 ﬂ

0.20 7

g g
3 0157 3 0.06 1
= =
E E
g g
3t I
& 0.10 S 0.04 7

(a) t=10s (b) t=10s

0.5 T T T T 0.25 0.5 T T T T 01
0450 b 0451 b 0.09
0.4 T 0.z 0.4 T 0.0g
0351 T 0351 7 0.o7
0.3 T 0.15 0.3 T 0.06
0.25 0.25 0.05
0.04

0.03

0.02

0.01

(c)t=10s (d)t=10s

Figura 3.14: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢1
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, ..t =15s ).

J 0.14 1

0.30
0.25 7

0.20 7
0.08 7

0.15 7
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Concentracion por capas de la sequnda especie (¢, ,,,t =15s ).

(a) t=15s
05 T T T T 0.25 0.5
0.45 1 0451
0.4 1 0z n4r
0.35 1 0351
0.3 1 015 0.3
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(c)t=15s

(d)t=15s

N
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0.08
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0.03

0.0z

0.01

Figura 3.15: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢1 4

Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢ ..t =20s ).

Concentracion por capas de la sequnda especie (¢, ,,,t =20s ).
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0.3 1 015 0.3 7 0.06
0.25 0.25 0.05
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0.03

0.02

0.01

(c)t=20s (d)t=20s

Figura 3.16: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢1 4
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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0,00 00 1,00

(c) t =10s.

0,005 50 1,00

X

(d) t =15s.

Figura 3.17: Campo de velocidades simulacion 3.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,t=1s). Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,t=1s).

QOZOT a010f
0.0081
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g g
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5 E
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0,005
0.0027
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0.2 0.2
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0.05 1 0.01 0.05¢ J 0.005
1] o o o
1} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 02 0.4 0.6 0.8 1
(c)t=1s dt=1s

Figura 3.18: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢y
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, .t =5s ). Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,t =5s ).

o.ozsw 0.0101
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2 0.0157 3 0.0067
= =
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0.5 T T T T 0.1 0.5 T T T T 0.04
0.45 1 0.09 0.45 T 0.035
0.4 1 0.08 n4r T
0.03
0.35 b 0.o7 0.35 T
0.3 0.08 0.3 0.025
0.25 0.05 0.25 0.02
0.2 0.2
D04 0.015
0.15 1 0.03 015 T
0.01
01 1 0,02 o1 1
0.05 1 0.0t 0.05¢ J 0.005
u] o 1] o
1} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 02 0.4 0.6 0.8 1
(c)t=5s (d)t=5s

Figura 3.19: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢1
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢ ..t =10s ).

<7l UGV LPUINUO)
9 UQD LU

Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,,t =10s ).

(a) t=10s
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(c)t=10s
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0015
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0.005

Figura 3.20: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢1 4

Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (¢, ..t =15s ). Concentracion por capas de la primera especie (¢, ,,,t =15s ).

LG UOIIDLPUIIUO)
Ve UGV U0

(a) t=15s (b)yt=15s
05 0.1 0.5 0.04
0.45 1 0.09 0451 T 0.035
0.4 1 0.08 n4r T
0.03
0.35 b 0.o7 0351 T
0.3 0.08 0.3 0.025
0.25 0.05 0.25 0.02
0.015
0.01
0.005

(c)t=15s (d)t=15s

Figura 3.21: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢1
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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0, 000, 6 0

1,00

(c) t =10s.

0, 000,6 0

1,00
X
(d) t =15s.

Figura 3.22: Campo de velocidades simulacion 4.
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La velocidad inyectada en la frontera es u, = 0,3m/s y v, = 0m/s.

En las figuras (3.18) hasta (3.21) podemos ver el comportamiento de las concentraciones cuando
se inyecta un flujo con cierta velocidad y que ademas trae material particulado con concentraciones
$1.0 = 0,01 y 9o = 0,005. A diferencia de las simulaciones anteriores en este caso el comporta-
miento del material particulado no es simétrico, podemos ver por ejemplo que a partir de t = 15
en la segunda y tercera capa la concentracién de ambas especies es cero al lado izquierdo (lado
contrario al campo de velocidades), sin embargo el efecto contrario se produce en el lado derecho
del hoyo en el cual el agua llega de frente. Es aqui donde podemos encontrar la mayor concen-
tracién de las especies. La figura (3.22) muestra el campo de velocidades de la simulacién en los
tiempos t = 1, 5,10, 15 s. También se aprecia el movimiento de la superficie libre.

3.5. Test 5

Esta tdltima simulacién se lleva a cabo bajo las mismas condiciones inicial y de frontera que
en la simulaciéon anterior pero esta vez se considera un hoyo al centro del dominio, tal batimetria
viene dada por la siguiente funcion

Zb(l’, y) = 0715(1 — @_30(($—0,5)2+(y_075)2)).

En esta simulacién inyectamos un flujo a velocidad u, = 0,3m/s y v, = 0 m/s en la frontera
izquierda de nuestro dominio, tal flujo tiene disperso material particulado con concentraciones
¢1,o¢ =001y ¢2,a = 0,005.

En las figuras (3.23) hasta (3.26) podemos ver la concentracién de las especie en cada capa. En
ellas podemos ver que en un corte al centro del dominio el comportamiento de la concentracién
de ambas especies es similar al comportamiento del test anterior. El efecto de la velocidad hace
que las particulas se depositen de forma no simétrica sobre el fondo. El campo de velocidades lo
encontramos en al figura (3.27).
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Concentracion por capas de la primera especie (6, .t =1s ). Coneentracion por capas de la segunda especie (dy it =1s ).

o.oon 0.0IOT
0.0087
0.0157
§ g
3 3 0.006] /
£ 0.0107 3
S =N
® S 0.0047
0.0057
0.0027

(a)t=1s (byt=1s
0.5 T T T T 0.25 0.5 T T T T 0.1
0.43 7 0.45 1 .02
0.4 T 0.2 0.4 1 0.08
0.35 T 0.35 1 0.07
0.3 0.15 0.3 0.06
0.25 0.25 0.05
0.2 01 0z 0.04
015 0.15 0.03
0.1 7 0.05 o1 1 0.02
0.05 b 0.05 1 0.01
1] 1] o o
[u] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [u] 0.z 0.4 0.6 0.8 1
(c)t=1s (d)t=1s

Figura 3.23: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢y ,
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (6, ,,t =5s ).

0.010¢
0.0087
§ g
3 2 0.0067]
s %
RS & 0.0047
0.0027

Concentracion por capas de la segunda especic (6, ,,t =5s ).

0.5 0.25 0.5 0.1
0451 0451 0.0g

04r 0.2 o4r 0.0g
035 035 0.07

0.3 0.15 0.3 0.06
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0.2 0.1 0.2 0.04
015 0.15 0.03
o1f 0.05 o1f 0.0z
0050 005 0.01

o n] 1) u]
o 0.z 0.4 0.6 0.8 o 0.2 0.4 0.6 0.5
(c)t=5s () t=5s

Figura 3.24: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢y ,
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (6, ,,t=10s ). Concentracion por capas de la sequnda especic (¢, ,,t =10s ).
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0.2 01 0z 0.04
0.03
0.02
0.01
o

(¢)t=10s (d)t=10s

Figura 3.25: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢y ,
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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Concentracion por capas de la primera especie (6, ,,t =15s ). Concentracion por capas de la primera especic (¢, ,,t =15s ).

7l UOLIDLJUIIUO,)
B UGN

(c)t=15s

(d)t=15s

Figura 3.26: Concentracién por capas de la primera (izquierda) y segunda (derecha) especie ¢y ,
Y @2, por capas: Capa 1, Capa 2, Capa 3, Capa 4, Capa 5.
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(c) t =10s.

X

(d) t =15s.

Figura 3.27: Campo de velocidades simulacién 5.



Conclusiones y trabajos futuros

En esta memoria hemos presentado un modelo matematico y disenado un método numérico
para resolver un sistema Shallow Water con sedimentacién polidispersa en dos dimensiones espa-
ciales, el sistema resultante consta de un gran ntimero de incégnitas en nuestro caso (N +2)M +1,
donde N y M representan el nimero de especies y nimero de capas respectivamente, posterior-
mente se reduce el sistema a 3M + 1 ecuaciones e incégnitas, ademds se logré escribir el sistema
resultante como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales con productos no conservativos,
en este punto se aplica la teorfa desarrollada por Dal Maso ([11]) para definir adecuadamente los
productos no conservativos y posterior diseno de métodos numérico.

Se presenté una generalizacién del método de Roe desarrollada en [10] el cual entrega una
solucién numeérica a problemas hiperbdlicos con productos no conservativos pero el costo compu-
tacional que trae consigo es enorme en este tipo de problemas (gran cantidad de ecuaciones e
incégnitas), en busca de mejorar este punto hemos introducido una aproximacién a la matriz de
viscosidad numérica.

Debido a que en primera instancia no conocemos una solucion de referencia no hemos hecho
un anélisis de error, alternativamente podriamos haber tomado como solucién de referencia una
solucion entregada por el método numérico con un mallado excesivamente fino y comparar la so-
lucién con diferentes tamanos Az. Se presentaron algunas simulaciones numéricas para validar
resultados y comparar con la solucion entregada por otros métodos, aqui hemos mostrado que la
solucién numérica que entrega este método coincide con algunos test presentados en [12].

En el desarrollo de esta memoria han aparecido aspectos importantes que se pretende alcan-
zar en trabajos futuros. Por ejemplo aqui hemos considerado que el sedimento no es compresible
(pues se supone que las particulas son esferas solidas de diferentes tamanos) a futuro se pretende
introducir el efecto de sedimento compresible al modelo, otro punto que podria ser analizado es el
efecto o cambio de la batimetria por el sedimento depositado, es decir introducir la variacion del
fondo respecto del tiempo (zp(x,y,t)). En este trabajo hemos considerado que el fondo no varia
en el tiempo.

Es conocido que en problemas de sedimentacion polidispersa las particulas sedimentan y for-
man areas de distinta composicién, el efecto sobre la velocidad en capas con gran concentracién
de sedimento no ha sido considerado aqui pero podria ser considerado en trabajos futuros.

En este trabajo hemos aproximado la matriz de viscosidad numérica a través de un método
PV M, tales métodos son rapidos y de bajo costo computacional pero solo hemos visto una pince-
lada del real potencial que traen consigo, estudiar este tipo de métodos en profundidad y buscar
mejores aproximaciones de la matriz de viscosidad numérica es también un punto interesante a
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trabajar.

Es necesario hacer una evaluacion critica del error cometido al usar un modelo multicapa com-
parado con modelos completos (3D). Finalmente, extender a métodos de segundo orden y posterior
aplicacion a problemas reales son también considerados trabajos futuros.



Anexo

Considerando w = (h, Qa.u, Quw, r) como fue definido en la seccién 1.2, la ecuacién (1.27a) del

sistema (1.27) puede ser reescrita como

M M
4B, ERY
Oh + 0y ls + 0, lg = Gri1/2 — Gijo.
(2t wp) + (2l () = G = Gy
Antes de continuar notemos que Hj,41/2 para j = 1,..., N puede ser escrito como

Hj o172 = ¢, a+1/2Ga+1/2 - fi a+1/2

= ¢] a+1/2 Zga'y h’u"/ + 0 (hvv)) - fj,Oé+1/2

M
Z Eanbjat1/20ja + Eany(l = Oja11/2)Bj.a+1)(Ou(hty) + Oy(hvy)) = fiat1/2-

~v=1
Luego,
M
A%Hjor12 = Z(—€a71,«/9j,a71/2¢j,a71 + (Eanbjarijz = o141 = 0ja-1/2))Pjat
y=1

Carn(1 = 0ja11/2)Bj.041)(Oc(huy) + Oy (hvy)) — A fiay1/2-

Ahora podemos reescribir el lado derecho de la ecuacién (1.27b) del sistema (1.27) como sigue
M
1l Z(_gafl;yej,a—l/er,afl + (Eanliatisz = €a1y(1 = Oja-1/2))7jat
a5

50477(1 - Qj,a+1/2)rj,a+1)(8m(hu”/) + ay(hvv)) - A(iijoH*l/Q'

1 1
Z_A(iHj,a—&-l/Q =

Definiendo
b2

(1)

]a’y —E€a— 179]01 1/2r]a 1+ (ga ’yej a+l/2 — Ea—1 'y(l - ej,a—l/Z))rj,a + ga,’y(l - 0j,a+1/2)rj,a+17

(2)
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la ecuacion (1.27b) del sistema 1.27 se reescribe como sigue
1 «
aﬂ"j,a + (‘317’j7aua + ayT’j@Ua — l Z b] a 7 huv + 19) (hU,Y)) = Z_Affj,a-l-l/Q' (3)

La ecuacion (1.27c) del sistema 1.27 puede ser reescrita como

D1 (hoo(P)ua) + 0p(hoa(P)ul —l—gh2 aga Z lgos (P
B=a+1
N 0
(ghoo(® Z lg — hg Z lpop(®))0h = Z[Z—Jﬁf (Uar1/2Hj0v172)] — ghoa(®)0s 2.
=a+1 j=0 ¢

(4)
Notemos que

N

Z Ua+1/2 a+1/2) :Ag<ua+1/2Ga+1/2)
=0
N

= A% (ay1/2Hoa41/2) = — Z A% (Ugr1/2Hj at1/2) + A% (Uat1/2Gav1/2)-

=1

Luego se tiene que

N N
KN _ 20 A« H 9i A
; . Ua+1/2 a+1/2) . _(Ua+1/2 0,a+1/2 g N Ua+1/2 a+1/2)

N
00 00 A«
=— l_ Ez Uav1/2Hjar1/2) + EA—(%H&GCYH/?%L

lﬁg (ua+1/2Hj,a+1/2) (5)

<
Il
—

s|e

— 0o

«

(0% Q (0%
A% (aq1/2Hjaq1/2) + Z_OA—(Ua+1/2Ga+1/2)

<
Il
—

I
=
S

« Q (e}
A% (ugs1/2Hjaq1/2) + Z—OA_(%H/zGaH/z)-

<
Il
i

[
-
SRSy

Ademads

M
A% (ua+1/2Ga+l/2> :Ag[(wa+1/2ua + (1 - wa+1/2 Ua+1 Z gav (hu'y) + 0 (hvv))]

v=1
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M
= Z Ag[(waﬁ-l/Qua +(1— Wa+1/2)uoz+1)5anax(huv)]+

7=1
M

Z A(i[(woﬂrlﬂuoz + (1 - wa+1/2)ua+l)€a,’yay(hv’y)]7 (6)

v=1
y
A (Ugt1/2Hjat1/2)

=A% (Ua+1/2¢j,a+1/2Ga+1/2 - ua+1/2fj,a+1/2)
=A% (Ua+1/2¢j,a+1/2Ga+1/2) — A% (Ua+1/2fj,a+1/2)

M
= AY[(Was1/2Uat+ (1=war1/2)tar1) (Ojas1 /2050 + (1 = 0jat1/2)Bj041)E0y0s (hty)]

v=1

M
+ Z A% [(wat1/2ta+ (1 =wat1/2)Uat+1) (00172050 + (1 = Oj041/2)j.a+1)€an 0y (hv,)]

y=1
— A% [(Way1/2Ua+(1=Wat1/2)Uat1) fiat1/2]- (7)

Por (5), (6), (7) el lado derecho de (4) se reescribe como sigue

N

S LA (a1 2 Hjas1/2)] — 9hoa(®)u
j=0 "
= Z l—j [Z A% [(Wat1/2ta+ (1 —wat1/2)Uat1) (001172050 + (1 = 0j0+1/2)Bjat1)Ean Oz (huy)]
j=1 "% 4=1

M=

+ ) A%[(Wat1/2uat (1 =wat1/2)ta+1)(0jat1/2050 + (1 = 0ja11/2)Pja+1)Ean Oy (hvy)]—
y=1
M
a Qo a
A% Wat1/2ta+(1 _Wa+1/2>ua+1)fj,a+1/2]] - [ > A [(War12tia+ (1—Wat1/2)tas1)eanOu ()]
a5
M
+ 3 A% (War1ystia + (1 — ot /g)uaﬂ)gway(hw)ﬂ — ghoa(®)d, 2, (8)
v=1

Notemos que el primer termino del lado derecho de (8), puede ser escrito como

M N
1 _
T Z A Z 0;l(War1/2tia+ (1=was1/2)tat1) (Gj.a+1/2050 + (1 = Ojat1/2)Djar1)EanOu(hu, )]

=1 =1

M N
1 _
Zl—zﬁf[(wa+1/2ua+(1—Wa+1/2)ua+1)(Zgﬂjml/?(%a — jat1) + Oat1(P) — 00)a,0x(hu,)]

afy:l ]:1
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M N
1
= D A (Warrptta+(1=war12)tas1)(Y | ias1/2(Sja = Gat1) + a1 (®))eardu(huy)]
o y=1 Jj=1
0 M
_ Z_O Z Af[(waﬂ/gua—i- (1 —wa+1/2)ua+1)£a778x(hu7)]. (9)
)

En forma andloga tenemos

ZAa ZQJ (Wat1/2ta+ (1 =wWay1/2)Uat1) (0501172050 + (1 = 0j.041/2)Pjat1)EaryO(RUY)]

'y 1 7j=1
1 M N
- D A (warrptta+(1=war12)tas1)(Y | Biar1/2(ja = djas1) + Oat1(®))asdy(hvy)]
7=1 Jj=1
% M
- Z [(Wat1/2tat (1 =Watr/2)tas1)ean 0y (Ao, (10)

Las ecuaciones (9), (10) permiten reescribir la ecuacién (8) como

N

9j ra
Z[l_JAf(uOé-‘rl/QHj,a—i-l/Q)] = 9h0a(®)0s 2
j=0
1 M
:l_ Z Aa [(wa+1/2ua+(1 Wa+1/2 ua+1 Z Q] 7y a+1/2(¢] « ¢] a+1) + Oa+1 ((I)))ga,’yax(huv)]
o ’Y:
M
Z [(was1/2ua+ (1—wa+1/2)ua+1)(z 0i8j.a+1/2(Bj.0 = Gjat1) + Cas1(P))€ay Oy (hvy)]

o =1

N
Z l_o wa+1/2ua+(1_Wa+1/2)ua+1)fj,a+1/2 — 9h0a(®)0y 2.

Notemos también que

U 1 U
am(hu«,) = 836 ( b, ) - a Qyu — Lzamgw<q)>

0(®) ) 0y(®) T 0y(®)
_1 (2,(®) — 00) e e
o @ g @ O g ap & o0 ()

0,(®)

_ vy v o 1 . Qv
8y(hv,y) = 8y ( ) Q»y((I)) ochv Q}Y((I))QayQ’Y((I))
1
0,(®)

_ ( ’Y<(I)> _ QO) Q'yv
Q'y (I)) y Gy + h97<q))2 q”/v y 2 Zgja Tjye (12>
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Por lo tanto el lado derecho de la ecuacién (4) en las nuevas variables viene dado por

N
Z l—J ua+1/2 a+1/2)] — ghoa ()0, 2

j=0 ¢
N

Q) — u
n2l, Zbaw( 04 V“+(gh(@7)(¢)§0)q” ‘ qv Z arﬂ>

N

= (04(®) — 00)
h2l Z ( Ot T gy O Z 0730 )+
1

=1

-~

1u - gh@a(q))axzba

h2l,
donde
a Gau Got1,u
P =8y Ty + (=il Z@J s (T = Tiaen) + 0o (B))eas
Y

Qa+1(

6% Q(x,u QOz U
ng)u = - Af[(wa—i-l/Q + (1 wa+1/2) st hz Q]f] a+1/2]

(@) 0ani(®) &

Asi finalmente podemos escribir la ecuacién (1.27c¢) del sistema (1.27) en funcién en las nuevas
variables como:

2 a—1
qa,u 2 Q(x,uQa,v
o0y + 0 (s 3 1))+ (fes) + (e
e B=a+1 =1
1 (04(®)—00) G s
_hgﬁ;l lﬁgﬁ )8 h = h,2l Z Oé’Y’M(gy(@) mq’y ut thy((I))Q qV,uazh h.(_),y(q))2 ; Qjaxrj’,y>
M N
! 1 (04(®) — 0v) q ,
T p21 bl v T aNo 1,8 h — 7
h2la 2o a’”’“<@v(®) o & ho,(®)? T z:: T”)
1
N hzgacgl = 9hoa(®)ds2. (13)

En forma andloga y con un tratamiento algebraico similar se obtiene

2 a—1
atQOc,v + aa: <;]Lo;u?;)ﬂ)l> + 8y <}L§L{?{)) + gh < aQoe Z lﬁ@ﬁ >> + <gh9a(®) Z lﬁ
a o B=a+1 p=1
—hg i lgos(®) ) y Zb < 024 «,u—l-mqwﬁrh— Kali i@ 0 7’]7)
Pt h2l ;Y5 hQW(CD)Q ) hgv(q))Q ‘=
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RS 1 (04(®) — o) PR
Y B (e 1) ~ % j_ —a
i, 2 e @y e+ g @ e g (i 2 50

= c Z) — ghoo(®)0, 2, (14)

N
a QQ,v Ga+1,v _
by, = ,[(wa+1/2g— + (1 = Wat1/2) Qa—:l_(q)))(; 0i0041(Tja — Tjat1) + hoat1(P))ean],

N
«@ Qa,v (' 1v
Cal,z; = A—[(wa+1/2g— + (1 - Wa+1/2) 0 R(I)))h E ijj,a+1/2]'
a+

J=0

Por (11) y (12) la ecuacién (3) se reescribe como

OiTj o + O <M> + 0, (M> — i Lb(-z) [;axq'y;u + quﬁxh

hoa(®) hoa(®) — hlo 77 L0,(P) ho,(®)?
N M N
Gy _ Lo 1 (04(P) —00) G0 _
— 00,7~ — —b | —=0y Gyt 5y 0Oy h— Oyr;
ho,(®)? ; ! ]7] y=1 hlo ’W[QV@D) o ho, (@)% T hoy ()2 ; 7 JV]
I

Finalmente las ecuaciones (1), (15), (13) y (14) permiten escribir el sistema (1.27) en forma
condensada en funcién de la variable w = (h, qq .4, Qa, ). El sistema puede ser escrito como

8w + 8,F* (w) + B*(w)d,w + 9,F(w) + BY(w)d,w = S” (W), H + S¥(w)d,H + G(w),

donde w = (R, Qu.u; Qaw, T) € RVFDMFL 65 6] vector de incognitas, Fe Fv S Sv,

G : RW+2)M+1 _y RIN+2)M+1 campos vectoriales, B®, BY : RV+2)M+1 M (n12ym+1(R) funciones
matriciales y H : RINVF2M+L 4 R campo escalar, los cuales se detallan a continuacién haciendo
uso de la siguiente funcién entera que ademads tiene inversa bien definida.

I:{1,.... M}x{1,..., N} — {2M +2,..., (N +2)M + 1}
Io,j)=(a—1)N+j+2M+1 paraa=1,.... My j=1,...,N.
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=Ny

> oy V!

£ 0s(2)

Fy(w) = qa(" +gh2( a0 (P Z lgop(P )azi/—l, v=2....M+1
=a+1

q,j‘g’jg;, a = V—M—l v=M+2,....2M +1

\CZZZZ&S‘, (a,))=T'v), v=2M+2,...,(N+2)M +1

B4Bv
—~, v=1
ZQB(CD)
o, ufa,v _ _ _
Fowy 4 i amvoLvs 2

qav

oo () +gh2( 000 (P g lgop(® >a:V—M—1, v=M+2,... 2M+1
B=a+1
\ —3;:7("3;3‘, (a,j)=T"Yv), v=2M+2,...,(N+2)M +1

_ 0 v=1
S¥(w) =1 —ghoo(®) a=v—-1 v=2,.... M+1
0 v=M+2,....,(N+2)M+1
_ 0 v=1,....M+1
SUw) =< —ghoa(®?) a=v—-—M—-1 v=M+2,....2M+1
0 v=2M+2,... (N+2)M+1
0 v=1
G (w) @c&u a=v-—1 v=2...,M+1

T 1’7) a=v—M-1 v=M+2,....2M+1
Ac?, a=v-2M-1 v=2M+2,...,(N+2)M +1

hla "3,

Tengamos presente la siguiente tabla al momento de escribir las matrices B* y Bv.

X p=1\p=2,... M+1|pu=M+2,...2M+1
v=1

v=2 . M+1 Ji T T
V:M+2,,2M+1 J5 J@ J7
V:2M+2,,(N+2)M+1 Jg JlO J11
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X p=2M+2,... . (N+2)M+1|p=1,...,(N+2)M+1
v=1 Jo
v=2....M+1 Jy
v=M+2,....,2M +1 Js
v=2M+2,....,(N+2)M+1 Ji9

( 0’ (Vaﬂ) € Jo
a—1 M
gh(@a(‘b)zlﬁ— > la@a@))
ps=1 ,3 a+1
— 00)%yu
h3l Zbavu (@)2 et =v—1, (v,p) € Jy
h2la;(<1>)bi¥7u7 a=v—1, v=p—1, (V, M) € Jo
0 (V7/I’) € J3
h21l biwu}bg (<I>)2QJ7 a=v—1, (v,7) = _l(ﬂ)> ( )€ Js
— 00)%yu B
B, (w) = i Zbaw (q))z , a=v-M-1, (v, p) € Js
h2la9w(¢)zba7v’ &:V_M_l’ ,y:Iu_]_’ (V7#’)EJ6
0, (V’M) € Jy
h21l iwvhew( 20 A= v—M—1, (v,3) =17 (), (v,p) € Jg
2 (Q’V((I)) QO)un . 1
J— — J
; e g (0,5) = I7(v), (v, 1) € Js
hzag7 b?owy? (. ) =17(v), vy=pn—1, (v, 1) € Jio
0 (v,p) € I
\ 1 bjga'yh;i( )zgka (Oé,j) = I_l(y)v (7 j) I~ 1(“)7 ( ) € J12




ANEXO

0, (v, ) € Jo
— 00) Qv

hmzbwu (d>)2 = a=v—1, (v,p) € Jy

0, <V7N) € Jp

h%g7 bgww a=v-—1, y=p—M-1, (v,u) € Js

bTE a=v—1, (7.9) = 17N (p), (v,p) € Js

gh<9a(@)zlﬁ— i ZBQ5(©)>

B=1 B a+1
00)4y,v

h3l Zba'yv (q));))W ’ OéII/—M—L <V7M>€J5
O’ (%M) € JG

h2lag-y bé,},v, Oé:V—M—l, ’}/:’LL—M—17 <V7M>€J7
hZZab}x'yvhqu(Uy@]: a=v—M-—1, (’%j)zl ! M)) (Vvﬂ) € Js

(04(®) —~ 00)dy0 1

— b2 v Vs I 1) € J.

; hZZa Jroy Q’y(¢)2 ) ( a]) (V)a (V M) 9
0’ <V7ﬂ) S JlO

hlaglw(é)bga v (@) =T"(v) TEHRET M-1, (v,p) € Jn
h2l bia'y%@k: (&7j) = [_I(V)> (%]) = [_l(ﬂ)a (Vv M) € Jiz
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