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Prefacio

Los presentes apuntes surgieron como material de apoyo para el curso de Leyes de Con-
servacion Hiperbdlicas, impartido en el Programa de Doctorado en Ciencias Aplicadas con
mencion en Ingenieria Matematica de la Universidad de Concepcion.

Desde hace varios anos, este curso ya cuenta con los apuntes elaborados por el profesor
Raimund Biirger, los cuales constituyen una referencia consolidada para esta asignatura. El
proposito del presente manuscrito no es reemplazar dicho material, sino ofrecer un comple-
mento con un enfoque pedagdgico diferente, poniendo especial énfasis en ciertos aspectos de
la teoria y en su relacién con los métodos numéricos modernos.

La motivacién original de estos apuntes fue desarrollar con mayor detalle la teoria de los
sistemas hiperbdlicos lineales y del problema de Riemann lineal, temas que, a juicio del autor,
constituyen un puente natural hacia la comprension de los sistemas hiperbdlicos no lineales.
A partir de esta idea inicial, el manuscrito fue creciendo progresivamente hasta transformarse
en un texto mas amplio, incorporando posteriormente una introduccion a los solucionadores
aproximados de Riemann, tales como los métodos de Godunov, Roe, HLL y Engquist—Osher,
asi como una breve introduccion a los esquemas well-balanced para las ecuaciones de aguas
someras con batimetria.

El énfasis del texto estd puesto en la interpretacién geométrica de la hiperbolicidad, la
estructura espectral de los sistemas, el papel fundamental del problema de Riemann y la
estrecha relacion entre la teoria analitica y los métodos de volumenes finitos. Siempre que
ha sido posible, se han privilegiado las demostraciones y las interpretaciones matematicas
por sobre una presentaciéon meramente formal de los resultados, procurando que el lector
pueda comprender no sélo como se construyen los distintos resultados, sino también por
qué aparecen de forma natural.

El autor desea agradecer al profesor Raimund Biirger por la lectura critica de una version
preliminar de estos apuntes. Sus observaciones permitieron mejorar diversos aspectos de la
exposicion, corregir algunas imprecisiones en la bibliografia y revisar ciertos detalles técnicos
y férmulas,. Naturalmente, cualquier error u omisién que aun pudiera subsistir es de exclusiva
responsabilidad del autor.

Estos apuntes se encuentran todavia en permanente elaboracién y no deben considerarse
una version definitiva. El autor agradecera sinceramente cualquier comentario, correccion o
sugerencia que contribuya a mejorar tanto su contenido como su presentacién en futuras
versiones.

Concepcién, Chile
Julio de 2026
Mauricio Sepulveda Cortés
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Capitulo 1

Sistemas Hiperbdlicos Lineales

1.1. Introduccion

El objetivo de estos apuntes es estudiar sistemas hiperbdlicos lineales de primer orden en
una dimension espacial, de la forma

uy + Auy, = 0, reR, t>0, (1.1.1)

donde u = u(z,t) € R? y A € RP*P es una matriz constante.

Estos sistemas aparecen de manera natural en el estudio de ondas, actstica, electromag-
netismo, elasticidad, dindmica de fluidos y como linealizacién local de sistemas no lineales de
leyes de conservacién. La propiedad esencial de los sistemas hiperbdlicos es que la informacién
se propaga con velocidad finita. En el caso lineal, dichas velocidades estan determinadas por
los valores propios de la matriz A.

Definicién 1.1.1 (Hiperbolicidad). El sistema (1.1.1) se dice hiperbdlico si la matriz A es
diagonalizable sobre R y todos sus valores propios son reales. Es decir, existen Ay, ..., \, € R,
y una base de vectores propios derechos ry,...,r, € RP tales que

AT‘Z':/\Z‘T’Z', ’L:]_,,p

Observacion 1.1.1. En algunos textos se distingue entre hiperbolicidad y estricta hiperboli-
cidad. El sistema se dice estrictamente hiperbélico si, ademds,

AL <A <o <A

Esta hipdtesis simplifica la estructura de las ondas, aunque muchas ideas se mantienen cuando
hay valores propios multiples.

El hilo conductor sera el siguiente: la diagonalizacién de A permite descomponer el sistema
en ecuaciones de transporte; los vectores propios izquierdos entregan las variables caracteristi-
cas; el problema de Riemann se resuelve descomponiendo el salto inicial en ondas propias;
y la simetrizacion permite construir una entropia cuadratica, usualmente interpretable como
energia.
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1.2. Diagonalizacién y variables caracteristicas

Supongamos que A es diagonalizable con valores propios reales. Sea
R = (7“1|7"2| ‘Tp)7

la matriz cuyas columnas son los vectores propios derechos de A. Entonces AR = RA,
A = diag(\, ..., A,). Como R es invertible, se tiene

A= RAR™. (1.2.1)
Definimos ahora las variables caracteristicas
w= R 'u. (1.2.2)

Entonces u = Rw, y sustituyendo en (1.1.1) se obtiene Rw; + ARw, = 0. Usando AR = RA,
resulta Rw; + RAw, = 0. Multiplicando por R,

w + Aw, = 0. (1.2.3)
Por tanto, el sistema se desacopla en p ecuaciones escalares de transporte:

(w;)s + Ai(w;)x = 0, i=1,...,p. (1.2.4)

0

Proposicién 1.2.1 (Solucién del sistema diagonalizado). Si w;(x,0) = w;(x), entonces la

solucién de (1.2.4) es w;(x,t) = wd(x — \it). Por consiguiente,
P
u(a,t) =Y w(z — Ait)r;. (1.2.5)
i=1

Demostracion. La ecuacién (w;); + A;(w;), = 0 es una ecuacién de transporte. A lo largo de
las rectas caracteristicas

dx
E :)\Z’, l‘(t) :iCo‘F)\it,
se tiene p
awi(ﬂc(f), t) = (wi)e + Ai(w;)z = 0.

Por tanto w; permanece constante sobre cada recta caracteristica y
wi(z,t) = wi(z — Nt 0) = wd(x — \it).

Finalmente, como u = Rw, se obtiene (1.2.5). O

1.3. Vectores propios izquierdos

pt
14

Sea L := R~!. Escribimos L por filas: L = 2 . Entonces w; = éfu.
/T

P
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Proposicién 1.3.1 (Vectores propios izquierdos). Las filas (7 de R™' son vectores propios
1zquierdos de A, es decir,
TA=N\(F

Ademds, satisfacen la relacion de biortogonalidad (]r; = b;;.

Demostracion. Como A = RAR™!, se tiene R™'A = AR™!. Comparando la i-ésima fila de
ambos lados, £ A = \;¢]. Por otra parte, LR = I, lo cual implica ¢Ir; = §;;. O

Observacion 1.3.1. Los vectores propios derechos r; describen las direcciones en el espacio
de estados en las cuales se propagan las ondas. Los vectores propios izquierdos {;, en cambio,
permiten extraer las amplitudes de dichas ondas:

w; = (.

1.4. EIl problema de Riemann para sistemas lineales

El problema de Riemann consiste en resolver (1.1.1) con dato inicial constante a trozos:

0
u(z,0) = {“L’ v i ) (1.4.1)
Ur, T )

donde up,ur € RP. El salto inicial se descompone en la base de vectores propios derechos:

p
Up — Uy, = Zam. (1.4.2)
i=1

p
Multiplicando por KJT, obtenemos EJT(uR —up) = Z aifjrri = «;. Por tanto,
i=1

a; = (ug —uyg). (1.4.3)

Teorema 1.4.1 (Solucién del problema de Riemann lineal). Supongamos que A es diagona-
lizable con valores propios reales ordenados

M <A< <A,

La solucion autosimilar del problema de Riemann (1.1.1)—(1.4.1) estd dada por

u(z,t) =ugp + Z a;ri, a; = 1 (ug —up). (1.4.4)

)\i<x/t

Demostracion. En variables caracteristicas w = Lu, el dato inicial queda

(Tup, =<0,
wilx,0) = {f-TuR x> 0.
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Cada componente satisface (w;); + A;j(w;), = 0. Por tanto,

( t) KZTUL, l’/t < )‘ia
w;\ T, =
Tup, z/t >\

Reconstruyendo v = Rw = ). w;r;, al cruzar la onda de velocidad );, la componente w;
cambia en (7 (ug — ur) = ;. Esto entrega (1.4.4). O

t
l’:)\lt 4 ZE:AQt $:>\3t

uL + oy f agry Hhors

Uy, URr

\/
8

1.4.1. Curvas de onda en el plano de estados

Consideremos el sistema lineal hiperbdlico asociado a la ecuacién de ondas, con variables

de estado
U (U) (yt ) .
v Yz

Sean Uy, y Ug dos estados constantes. El problema de Riemann produce un estado inter-
medio U, tal que:
Ur —Up = agry + aars.

Esto induce la descomposicién:

onda 1 onda 2
Ur > Up, Ug.

Descripcién geométrica
= La primera onda conecta Uy, con U, mediante:
Um = UL + o7y,
es decir, a lo largo de una recta en direccién del vector propio ry.
= La segunda onda conecta U, con Ur mediante:
Ur = Un + aors,
es decir, a lo largo de una recta en direccion del vector propio 7rs.

Por lo tanto, en el plano (u,v), la solucién del problema de Riemann corresponde a un
camino poligonal compuesto por dos segmentos rectos.
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Relacién con invariantes de Riemann

Sea w; = (I'U las variables caracteristicas. Entonces:

= a lo largo de la onda asociada a \;, se mantiene constante ws,

= a lo largo de la onda asociada a Ay, se mantiene constante w;.

Esto muestra que las curvas de onda son lineas de nivel de los invariantes de Riemann.

>

1 Aamilia 2
Ur = (ur, vR) L
QT

Um = (Um7 Um)

pr

Up =(ur,vr) familia 1

- U

Figura 1.1: Curvas de onda en el plano de estados (u,v) para un sistema lineal 2 x 2. Las
familias de ondas son rectas paralelas a los vectores propios r; y 2. El problema de Riemann
conecta Uy, con Ugr pasando por un estado intermedio U,,.

1.5. La ecuacién de ondas como sistema hiperbdlico

Consideremos la ecuacién de ondas unidimensional
Yt — CYse =0,  ¢>0. (1.5.1)
Definimos u; = y;, us = y,. Entonces

(u)e = F(ug)e =0, (u2)s — (1), = 0.

o _(ur (0 —c?
ug + Au, = 0, u= (uQ)’ A= (_1 0 ) . (1.5.2)

1.5.1. Valores y vectores propios

Por tanto,

Los valores propios de A son A\; = —c¢, Ay = ¢. Una eleccién de vectores propios derechos

esry = (i), ro = (EC) Asi,

oy
Il
VR
)
— |
o
N~
oy
L
Il
K|
—_0
N —N| —
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Las variables caracteristicas son

1 1 1 1

wy = 2_Cyt + éyma W = _Q_Cyt + 5%:

1.5.2. Deduccion de la féormula de d’Alembert
Supongamos condiciones iniciales
y(an) :f(x)a yt(x70) 29(37)

Entonces ui(x,0) = g(x) y uz(z,0) = f'(z). Como w; viaja con velocidad —c y wq con
velocidad c, se tiene

w (z,1) = wd(x + ct), wy(z,t) = wi(z — ct),
donde
0 1 1., 0 1 1,
wy(z) = %Q(I) + §f (@), wy(x) = —2—69(515) + §f ().

Como u = Rw, resulta

Yy = U1 = CWy — CWa, Yp = Uz = W1 + Wa.
La funcién
1 1 x+ct
y(x,t) = é(f(x +ct) + flz —ct)) + 2—6/ g(s)ds (1.5.3)
xr—ct

satisface las expresiones anteriores para ¥; e y,, y cumple las condiciones iniciales. Esta es la
formula de d’Alembert.

1.6. Sistemas simetrizables y entropia

La diagonalizacién describe como se propagan las ondas. Sin embargo, muchos sistemas
hiperbdlicos poseen ademaés una estructura energética. Esta estructura se expresa mediante
la existencia de una matriz simetrizante.

Definicién 1.6.1 (Sistema simetrizable). El sistema lineal u; + Au, = 0 se dice simetrizable
st existe una matriz simétrica definida positiva H tal que

HA = (HA). (1.6.1)

Proposicién 1.6.1 (Entropfa cuadrética). Si existe H = H? > 0 tal que HA es simétrica,
entonces

1
n(u) = §uTHu
satisface
1
m+a =0, qu) = ju' HAu, (1.6.2)
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Demostracién. Multiplicamos la ecuacién por u! H:
uwI Huy + uT HAu, = 0.
Como H es simétrica,
uI'Hu, = 0, (%UTHU) .
Ademads, como H A es simétrica,
u"HAu, = 0, (%uTHAu> .

Se obtiene entonces (1.6.2). O

1.6.1. Simetrizacion de la ecuacion de ondas

Para la matriz

1 0

tomamos H = (0 2

) . Entonces

que es simétrica. La entropia asociada es
1 1,y 1 1

n(u) = 5“? + K¢l = 5%:2 + 50293

Esta es la energia de la cuerda: el primer término corresponde a la energia cinética y el
segundo a la energia potencial elastica.

1.7. Ecuaciones de Maxwell en una dimensién

Partimos de las ecuaciones de Maxwell en el vacio, sin cargas ni corrientes:
O,E = ¢V x B, 0B = -V x E,
junto con las restricciones
V-E=0, V-B=0.

Aqui
E=(E, E,E,), B = (B,, By, B.).

Supondremos una onda plana que se propaga en la direccién x. Esto significa que todos los
campos dependen solo de x y t: 9, = 0, = 0. Entonces

0 0
VxB=|-(B.):], VXE=|—-(E,),
(By)a (Ey)a
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Por tanto, Maxwell se reduce a

(EI)t =0, (Bx)t =0,
(Ey) = _CQ(BZ)M (By)t = (E.)x,
(EZ)t = 02(By)xa (BZ)t = _(Ey):v-

Las componentes longitudinales F, y B, no se propagan; permanecen constantes en el tiempo.
Ademas, si inicialmente V- E = (E,), =0, V- B = (B,), = 0, entonces estas restricciones
se preservan. De este modo, la dindmica propagativa queda contenida en dos sistemas 2 x 2
desacoplados:

(Ey)t + 02(B2>1‘ - O, y (Ez)t - CQ(By)x - 07
(B:)e + (Ey)ar =0, (By)t —(E.). = 0.
Cada uno de estos sistemas describe una polarizacion transversal de la onda electromagnética.

E
Consideremos, por ejemplo, el primer par: U = ( y) . Entonces

B,
U, + AU, = 0 A= (0 ¢
t x — Y - 1 O .
Los valores propios de A son \; = —c¢, Ay = ¢. Por tanto, el sistema es hiperbélico. Una

eleccion de variables caracteristicas es
wy = By +cB;, w_ = E, —cB,.
En efecto,
(we)e +c(wy)e =0, (wo)e — c(w-)e = 0.
Asi, w, se propaga con velocidad ¢ hacia la izquierda, mientras que w_ se propaga con
velocidad ¢ hacia la derecha, segun la convencion w; + Aw, = 0.

Energia electromagnética

La energia electromagnética reducida es
Lo 1o
Esta energia corresponde a la suma de la energia del campo eléctrico y la energia del campo
magnético. En forma matricial,

1 . 10
n(U) = ;UTHU, H_(O§>

1 0 0 ¢ 0
ma= (g o) (1 5)= (2 %)
que es simétrica. Por tanto, el sistema de Maxwell 1D es simetrizable y admite la ley de
conservacion

Ademas,

1

En este caso, ¢(U) = ¢*E, B,. Este flujo de energfa es la versién unidimensional del vector de
Poynting.
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Comentario fisico

La reduccién anterior describe ondas electromagnéticas planas en el vacio. Las hipdtesis
usadas son:

= ausencia de cargas y corrientes libres;
= dependencia espacial solo en una direccion;
= polarizacién transversal;

= preservacion de las restricciones de divergencia.

Por tanto, no se esta describiendo la interaccién con antenas, conductores, medios ma-
teriales, absorcién ni dispersion. Sin embargo, el modelo conserva la estructura esencial de
Maxwell como sistema hiperbélico lineal: propagacion a velocidad finita, modos caracteristi-
cos y conservacién de energia electromagnética.

1.8. Sistemas no lineales y linealizacion
Consideremos ahora un sistema no lineal de leyes de conservacién:
U+ FU), =0, U e R". (1.8.1)

Si U* es un estado constante y escribimos U = U* + V, con V' pequeno, entonces

F{U*+V)=FU")+ F UV +0O(V]P).
Como U* es constante, despreciando términos cuadraticos se obtiene

Vi + F'(U*)V, = 0.

Por tanto, la matriz A(U*) = F'(U*) define el sistema hiperbdlico lineal que describe la

propagacién local de perturbaciones alrededor del estado U*.

1.8.1. Entropia para sistemas no lineales

Una entropia para (1.8.1) es una funcién convexa n(U) para la cual existe un flujo de
entropia ¢(U) tal que
Vn(U)F'(U) = Vq(U). (1.8.2)

Para soluciones suaves,

nU): +q(U)z = 0.

Si 1 es estrictamente convexa, entonces H(U) = V?n(U) es definida positiva. En muchos
sistemas fisicos, esta matriz simetriza el sistema en el sentido de que H(U)F'(U) es simétrica.
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1.9. Apguas someras: estructura hiperbdlica y energia

El sistema de aguas someras sin fuente topografica puede escribirse en variables conser-

vativas h
U= ( ), m = hu,
m

U+ F(U), =0, F(U)= (ﬁz ﬂgm). (1.9.1)
R

Aqui h > 0 es la altura de agua, u la velocidad promedio y g la aceleracion de gravedad.

CcOo1mo

1.9.1. Valores propios

El Jacobiano en variables conservativas es

F(U) = 0 1
C\—u?4gh 2u)’
El polinomio caracteristico es A2 — 2u\ + u? — gh = 0, por lo que

Alzu—\/g_h, )\QZU—I—\/_Q_h

Asi, mientras h > 0, el sistema es hiperbdlico.

1.9.2. Invariantes de Riemann

Buscamos funciones w(h, u) tales que sean constantes a lo largo de una familia caracteristi-
ca. Esto equivale a exigir que su gradiente sea proporcional a un vector propio izquierdo del
sistema. El sistema en variables primitivas es:

(h) + Alh,u) (h) — 0, A(h,u) = (“ h) |
u), u/ g u
Los valores propios son:

Ar =uxc, c=+/gh.

Vectores propios izquierdos Buscamos ¢ = ({1, () tal que: LA = M. Esto da el sistema:

Klu—l-&g = /\El,
€1h+€2u = )\EQ

Para A = u + ¢, se obtiene:

€1h+€2u = (U + C)EQ = El = %62

Por tanto, un vector propio izquierdo es proporcional a:

0, = (% 1).
0= (—% 1) .

Anélogamente, para A = u — ¢
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Construccion de los invariantes Buscamos w(h,u) tal que: Vw o £. Entonces:

c c
e -, 1) s = (— -, 1) .
Vwy ( . Vw .
Esto equivale a resolver:

Owy c

oh " h

Integrando respecto de w: wy = u + ¢+ (h). Luego:

==

vgh
h

Integrando: ¢4 (h) = £24/gh. Por lo tanto:

w,:u—Q\/g_f% w+:u+2\/ﬁ.

Interpretacion Estas cantidades permanecen constantes a lo largo de las curvas carac-
teristicas:

— =u=£+/gh.

Esto refleja la naturaleza no lineal del sistema: las velocidades dependen del estado.

1.9.3. Entropia y energia

La energia mecanica total por unidad de area es

tm*> 1 , 1 , 1 ,
=2 g2 = o ~gh?. 1.9.2
n(h,m) 5] +29h 2hu +29h (1.9.2)

El primer término es la energia cinética del flujo y el segundo es la energia potencial gravi-
tacional asociada a la columna de agua. El flujo de entropia correspondiente es

1
q(h,m) =u <§hu2 + ghg) :

Para soluciones suaves, n; + ¢, = 0. En presencia de choques, la energia satisface tipicamente
una desigualdad de entropia 7; + ¢, < 0, que expresa disipacién mecanica.

1.9.4. Linealizacién de aguas someras
Sea (h*,u*) un estado constante, con h* > 0. Para perturbaciones pequenas
h=h*+h, u=u"+u,
se obtiene, en variables primitivas,
h u* h*\ (h
(o), (5 ) ) o

Este es un sistema lineal hiperbdlico con velocidades

u* — +/gh*, u* 4 1/ gh*.
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Invariantes de Riemann en la linearizacién

Consideremos la linearizacién alrededor de un estado constante (h*,u*):

(), () (@) =

A =u*tc, " =+/gh*.

Los valores propios son:

Vectores propios izquierdos Anélogamente al caso no lineal, se obtiene:

c*
gi - (iﬁ, 1) .

Invariantes lineales Buscamos funciones lineales:

w4 = ﬂ+aih.
Sk

c
Imponiendo: Vw4 o /4, se obtiene: ay = iﬁ' Por tanto:

*

we =0+ —h.

<o

Comparacién con el caso no lineal En el sistema completo:

wy = u+ 2y/gh,

mientras que en la linearizacion:

*

we =0+ —h.

<o

= En el caso no lineal, los invariantes son funciones no lineales de h.
= En la linearizacion, los invariantes son combinaciones lineales.

= La dependencia 2+/gh se reemplaza por su derivada en el estado base.

Interpretacién La linearizacion aproxima localmente la estructura caracteristica del sis-
tema no lineal. En particular, los invariantes lineales son la aproximacién de primer orden de
los invariantes no lineales alrededor del estado (h*, u*).
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1.10. Sistema Shallow Water—Exner

El sistema acoplado Shallow Water—Exner modela la interaccion entre flujo superficial y
evolucion del lecho sedimentario. Una forma usual es

hi + (hu), =0,
(hu); + (hu2 + %giﬂ) = —gh(2p)e, (1.10.1)
(26)e + Eap(h,u)z = 0,

donde z, representa la elevacién del fondo, g, es el flujo sélido y € es una constante relacionada
con la porosidad del sedimento.

1.10.1. Energia extendida

Para aguas someras con topografia, la energia hidraulica natural incluye el término po-
tencial asociado al fondo:

1 1
n(h,u, z) = Ehu2 + Egh2 + ghzp. (1.10.2)

Los tres términos representan, respectivamente: energia cinética del flujo, energia potencial
gravitacional de la columna de agua y energia potencial asociada a la posiciéon del lecho.

1.10.2. Balance formal de energia

Para la parte hidraulica se obtiene formalmente
1 1 1
O, (§hu2 + §gh2 + ghzb) + 0, {u (§hu2 + gh® + ghzbﬂ = gh(zp):.

Si el fondo es fijo, (25); = 0, la energia hidrdulica se conserva. En cambio, cuando el fondo
evoluciona segin Exner,

(2)e = —€qp(h, u)a,
se tiene

gh('zb)t = _ggh Qb(ha u)x

Este término representa el intercambio energético entre el flujo y el lecho mévil.

1.10.3. Comentario sobre convexidad

A diferencia de la energia de aguas someras puras, la energia extendida

1m? 1
h,m,z) = =— + —gh® + ghz
no es estrictamente convexa en todas las variables (h, m, ;). En efecto, el término ghz, acopla
h y zp, pero no existe un término cuadratico positivo en z;,. Esto refleja que el sistema acoplado
no posee, en general, una simetrizacién convexa simple del mismo tipo que las aguas someras
puras.
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1.11. Riemann solvers para sistemas lineales y lineali-
zados

Los métodos de volimenes finitos para leyes de conservacion usan flujos numéricos cons-
truidos a partir de problemas de Riemann locales. En una malla uniforme z; = jAz, una
actualizacion conservativa tipica es

At
n+1 __ n n n
Uit = U = xp (Flape = Filaga) -

El problema central es definir el flujo numérico F7

; i 112 & partir de los estados U, = U} y
R = Yjt1-

1.11.1. Solver exacto lineal

Para el sistema lineal u; + Au, = 0, con A = RAR™!, se descompone

p
Ur — ur = E ;7.
i=1

El flujo de Godunov para el sistema lineal puede escribirse como
Fo(up,up) = A"ug + A%uy,

donde
A% = RATR, AT = diag(AT, ..., A)),

con A\ = méx(\;,0) y A; = min();,0).

1.11.2. Solver de Roe

Para un sistema no lineal U; + F(U), = 0, el solver de Roe reemplaza localmente el
sistema por uno lineal:

U, + AU, Ug)U, = 0,

donde A debe aproximar el Jacobiano y satisfacer, idealmente,

F(Ur) — F(Ur) = A(U,Ug)(Ur — Ug).
Luego se aplica la descomposicion caracteristica de A:
UR — UL = Z aﬁz
El flujo de Roe se escribe

Froo(Us, Ur) = ~(F(UL) + F(Ur)) — %Z il

N —
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1.11.3.

FHLL =

Este solver es robusto y muy utilizado en aguas someras, Euler y sistemas acoplados, aunque

Solver HLL

El solver HLL aproxima la solucién del problema de Riemann por tres estados separados
por dos velocidades sy, v sg. El flujo HLL es

F(UL>7

SRF(UL) — SLF(UR) + SLSR(UR — UL)

OSSLa

SR — SL

F(Ur),

3 SL§O§3R7

SRSO.

puede ser mas difusivo que Roe porque no resuelve todas las ondas intermedias.

1.11.4.

Los distintos flujos numéricos pueden entenderse segin cuanta informacién utilizan sobre

la estructura caracteristica del sistema.

Comparacion entre solvers de Riemann

nico de ondas por dos
ondas extremas.

tremas Sr y Sg.

Método Idea principal Informacién usada | Comentario
Godunov Resuelve exactamente | Soluciéon exacta del | Es el flujo de refe-
el problema de Rie- | abanico de ondas. rencia, pero puede
mann local. ser costoso para sis-
temas no lineales.
Roe Reemplaza el sistema | Valores y vectores pro- | En el caso lineal
no lineal por un siste- | pios de la matriz de | con F(U) = AU,
ma linealizado local. Roe A. coincide exacta-
mente con Godu-
nov.
HLL Aproxima todo el aba- | Solo velocidades ex- | Es robusto y sim-

ple, pero no resuel-
ve ondas interme-
dias.

Lax—Friedrichs

Agrega difusién
numérica uniforme.

Una velocidad maxi-
ma global o local «a.

Es un caso parti-
cular de HLL con
S, = —Q, SR = Q.
Es mas difusivo.

Comentario

En el caso lineal con coeficientes constantes,

el solver de Roe coincide con el solver exacto de Godunov, ya que la linearizacién de Roe
es simplemente A = A. En cambio, el flujo de Lax—Friedrichs no utiliza la descomposicién

F(U) = AU,
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caracteristica completa. Su término disipativo es proporcional a
Oé(U R — U L);

donde « es una cota superior de las velocidades caracteristicas. Por esta razon, Lax—Friedrichs
suele ser mas difusivo.

El método HLL puede interpretarse como una mejora de Lax—Friedrichs: en lugar de usar
una unica velocidad simétrica «, emplea dos velocidades extremas s; y sg, que aproximan
el abanico de ondas del problema de Riemann. Por ello, Lax—Friedrichs se obtiene como caso
particular de HLL tomando s;, = —a, sg = a. Desde el punto de vista conceptual, se tiene
la jerarquia

Godunov/Roe — HLL — Lax—Friedrichs,

donde la flecha indica una pérdida progresiva de informacién caracteristica y, tipicamente,
un aumento de difusién numérica.

1.12. Sistemas hiperbdlicos lineales en varias dimensio-
nes

Consideremos el sistema lineal en d dimensiones:
d
w Yy A, =0,  uelR?, (1.12.1)
j=1
donde A; € RP*P son matrices constantes.

1.12.1. Simbolo direccional

Sean = (ny,...,nq) € R% con |n| = 1. Definimos el operador direccional
A(n) = njA;. (1.12.2)
j=1

Definicién 1.12.1. El sistema es hiperbolico si, para todo n, la matriz A(n) es diagonalizable
con valores propios reales.

Observacién 1.12.1. FEl andlisis en varias dimensiones se reduce al estudio unidimensional
en cada direccion n.

1.12.2. Ejemplo: ecuaciones de Maxwell en 3D

Consideramos las ecuaciones de Maxwell en el vacio, sin fuentes:

OE = c*V x B, 0B = -V x E. (1.12.3)
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_ E 6
U—(B>6R.

Entonces el sistema se escribe como

Definimos el vector de estado

Ut + AlUm + AQUy + AgUZ - 0

1.12.3. Matrices del sistema

Las matrices A; estan dadas por:

00 0 00 O 0 00 0 0 ¢
00 0 0 0 —c? 0 00 0 0 0
A_0000020 A_000—c200
100 0 00 0 |’ 2 1o o1 0 00
00 —-100 0 0 00 0 0 0
01 0 00 0 -1 00 0 0 0

0 0 0 0 —c 0

0 0 0c¢ 0 0

A _ |00 00 0 0

5710 =10 0 0 0

1 0 00 0 0

00 00 0 0

1.12.4. Figura: polarizacion de ondas

E

plano transversal

Bln

B

25

(1.12.4)

Figura 1.2: Polarizacién transversal de una onda electromagnética plana. La direccion n

indica la propagacion, mientras que E y B pertenecen al plano transversal.
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1.12.5. Analisis espectral

Para una direccion n, se define:

A(n) = n1A1 + n2A2 + n3A3.
E —?nxB
A (i) = (7 05")
\ E\ [(-nxB
B) nxE '

‘/\:—c, 0, c‘

Se puede verificar que

El problema espectral es:

Los valores propios son:

con multiplicidades:

» +c: dos modos (polarizaciones),
= —c: dos modos,

= 0: dos modos (no propagativos).

Observacion 1.12.2. El sistema es hiperbolico pero no estrictamente hiperbolico, debido a
la multiplicidad de los valores propios.

1.12.6. Entropia (energia electromagnética)

La energia electromagnética es:

1 1
n(U) = 5|E|2 + §c2\B|2. (1.12.5)

Satisface la ley de conservacion:
n+V-(’E xB) =0. (1.12.6)

El flujo S = ¢2E x B es el vector de Poynting.

1.12.7. Interpretacion fisica

= Los modos con A\ = +c¢ corresponden a ondas electromagnéticas transversales.
» Los modos con A = (0 corresponden a restricciones de divergencia.

= La multiplicidad refleja la existencia de distintas polarizaciones.
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Interpretacion fisica: vector de Poynting

El flujo de energia electromagnética esta dado por el vector
S = ¢’E x B.

Este vector se denomina wvector de Poynting. Su direccién indica la direccién de propa-
gacion de la energia electromagnética, mientras que su magnitud representa la cantidad de
energia que atraviesa una superficie por unidad de tiempo y por unidad de &rea.

La ley

nt+V'S:0

expresa la conservaciéon local de la energia electromagnética. En efecto, si Q C R3 es un
dominio regular, entonces

4 ndx:—/ S-ndsS.
dt Jo o0

Por lo tanto, la variacién temporal de la energia contenida en €2 es igual al flujo neto de
energia que atraviesa la frontera 0f2.
En una onda plana, los campos E, B y el vector de Poynting son mutuamente ortogonales:

E | B, S || direccién de propagacion.

Asi, en el marco de sistemas hiperbdlicos, el vector de Poynting juega el rol de flujo de
entropia: la entropia es la energia electromagnética y su flujo es la energia transportada por
la onda.

1.12.8. Estructura del problema de Riemann en varias dimensio-
nes

El problema de Riemann multidimensional para sistemas hiperbdlicos lineales presenta
una estructura geométrica mas rica que en una dimension. Para sistemas lineales 2 x 2, Gil-
quin, Laurens y Rosier demostraron que, mediante cambios lineales adecuados, estos sistemas
pueden reducirse a formas candnicas, y resolvieron explicitamente el problema de Riemann
multidimensional para el caso candénico més relevante [6].

Consideremos el sistema lineal hiperbdlico en dos dimensiones:

U + Alum + Aguy = 0,
con datos iniciales tipo Riemann definidos por estados constantes en cada cuadrante:

Uiy, >0, y>0,
U, <0,y>0,
U, <0, y<0,
Ui, 2>0,y<0.

u(z,y,0) =
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Problema de , Riemann 1D Problema de Riemann 2D
xr = )\ﬂf N Tr = )\QIL )
A
U,
Unm
U, L UR

\
8

- ., _
mtergecron > T

U__ U,_

Figura 1.3: Comparacién entre el problema de Riemann en una y dos dimensiones. En 1D
aparecen estados constantes separados por ondas; en 2D aparece una region de interaccion
dentro del cono de influencia.

Cono de influencia

La propagacion de la informacién ocurre con velocidad finita. En consecuencia, los efectos
de la discontinuidad inicial se propagan dentro del cono:

2%+ y* < At
Fuera de este cono, la solucién permanece igual a los estados iniciales.

Regiones de la solucién

El espacio se divide en dos tipos de regiones:

= Regiones exteriores: donde la solucion es constante e igual a uno de los estados
iniciales.

» Regién interior (cono): donde ocurre la interaccién de las ondas provenientes de las
distintas direcciones.
Diferencia con el caso unidimensional

En una dimension, el problema de Riemann produce una solucién formada por estados
constantes separados por ondas.
En dos dimensiones, la situacion es distinta:

= la solucién ya no es constante dentro del cono;

= aparece una region de interaccién continua;
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frentes de onda

T
scontinuidad

rayos caracteristicos

Figura 1.4: Representacion esquematica de curvas caracteristicas en dos dimensiones: los rayos
indican direcciones de propagaciéon y los circulos representan frentes de onda para tiempos
crecientes.

» la solucién depende de integrales (tipo Kirchhoff) y no solo de combinaciones lineales.

En varias dimensiones, las caracteristicas no se reducen a rectas en el plano (z,t). Para
una perturbacion localizada, la informacion se propaga en todas las direcciones espaciales.
Los rayos caracteristicos indican las direcciones de propagacion, mientras que los frentes de
onda corresponden a superficies de nivel de tiempo de llegada. En el caso isotrépico con
velocidad ¢, dichos frentes son circunferencias en 2D y esferas en 3D.

Interpretacién

Este fenomeno refleja que, en varias dimensiones, las ondas se propagan en todas las di-
recciones simultaneamente. Como consecuencia, las interacciones no pueden describirse tini-
camente mediante la descomposicién en vectores propios, sino que involucran una estructura
geométrica mas rica.

Comentario

El caso unidimensional puede interpretarse como una situacion degenerada en la cual
la propagacion ocurre solo en dos direcciones. En contraste, en dos dimensiones aparece un
continuo de direcciones de propagacion, lo que genera la regién de interaccién observada en
la figura.
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1.13. Riemann solvers en varias dimensiones

En esta seccién extendemos los métodos de volimenes finitos al caso multidimensional.
El objetivo es mostrar cémo los solvers de Riemann unidimensionales se utilizan localmente
en cada direccién o interfaz.

1.13.1. Caso bidimensional en malla cartesiana

Consideremos el sistema

U+ FU),+GU), =0.

Sea una malla rectangular con celdas C; ;. Integrando sobre una celda se obtiene el es-
quema:

At At
n+1 __ n _ B .
ij+1
. Yo
IS
| Fl%.,j
—>
<
Fi.
irel
LT 5 v l
n

flujos numéricos y normales exteriores en una celda rectangular

Figura 1.5: Celda cartesiana C;; en un esquema de volimenes finitos bidimensional. Cada
flujo numérico se calcula resolviendo un problema de Riemann normal a la interfaz corres-
pondiente.

Idea clave

Cada flujo en una cara se calcula resolviendo un problema de Riemann unidimensional
normal a dicha cara.

‘El problema multidimensional se reduce a problemas 1D locales

1.13.2. Solvers en cada interfaz

En la interfaz vertical x = ;412

Fip15=F Ui, Uiry),
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donde F es un solver 1D.
Anélogamente, en la interfaz horizontal:

Gijrr = G(Ui;, Uij).

1.13.3. Ejemplos de flujos numéricos

Godunov Se usa la solucién exacta del problema de Riemann en cada cara.

Roe Se lineariza el sistema localmente:

Fioe = 5 (F(U) + F(UR) — 5] Al(Un — U).

HLL Se aproximan las ondas por dos velocidades extremas:

E _SRF(UL)—SLF<UR)+8LSR(UR—UL)
HLL — Sp — 5L .

Lax—Friedrichs )
«a
Frp= §(F(UL) + F(Ug)) — §<UR —Up).

1.13.4. Interpretacion geométrica

Cada interfaz define una direcciéon normal n. El flujo numérico depende del operador
direccional:

A(n) = n,F'(U) + n,G'(U).

‘Se resuelve un problema de Riemann en la direccion normal a la cara

1.13.5. Mallas desestructuradas

Sea ahora una particién del dominio en voliimenes arbitrarios C;.
El esquema de voltimenes finitos se escribe como:

. . At
" ecoc;

donde:
m e: cara de la celda,
= n,: normal exterior,

= F: flujo numérico a través de la cara.
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Flujo en cada cara

Fe = F(ULa URane)v

donde el solver se aplica en la direcciéon normal:

Riemann solver en direccién n,

1.13.6. Comentario
En mallas no estructuradas, la clave es:
= proyectar el sistema en la direccién normal,
= aplicar un solver unidimensional,

= reconstruir el flujo vectorial.

Esto muestra que la teoria unidimensional es el bloque fundamental para el caso multidi-
mensional.

‘Los métodos multi-D se construyen a partir de solvers 1D

1.14. Ejercicios

Ejercicio 1.14.1. Sea
21
A_Q_Q.
Diagonalice A, encuentre sus vectores propios izquierdos y resuelva explicitamente u;+ Au, =

0 para un dato inicial ug(z).
0 —c
A_(_1 O).

Calcule sus valores propios, vectores propios derechos, vectores propios izquierdos y variables
caracteristicas. Verifique directamente que dichas variables satisfacen ecuaciones de trans-
porte.

Ejercicio 1.14.2. Considere

Ejercicio 1.14.3. Deduzca la formula de d’Alembert a partir de la diagonalizacion del sistema
asociado a la ecuacion de ondas.

Ejercicio 1.14.4. Resuelva el problema de Riemann para un sistema lineal 3 X 3 con valores
propios A\ < Ag < A3. Dibuje el diagrama en el plano (x,t).

Ejercicio 1.14.5. Demuestre que si A = AT, entonces n(u) = L|u|?* es una entropia para

2
ug + Au, = 0. Determine el flujo de entropia.
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Ejercicio 1.14.6. Sea A diagonalizable con valores propios reales. Demuestre que existe una
matriz simétrica definida positiva H tal que HA es simétrica. Sugerencia: use A = RAR™!
y considere H = R"TR™!,

Ejercicio 1.14.7. Para el sistema de Mazwell unidimensional, identifique las variables carac-
teristicas y la energia electromagnética asociada. Compare con el caso de la cuerda vibrante.

Ejercicio 1.14.8. Para el sistema de aguas someras, derive los valores propios u & +/gh.
Luego verifique que we = u + 24/gh son invariantes de Riemann.

Ejercicio 1.14.9. Linealice el sistema de aguas someras alrededor de un estado constante
(h*,u*). Interprete las dos velocidades caracteristicas obtenidas.

Ejercicio 1.14.10. Analice la matriz Hessiana de la energia extendida del sistema Shallow

Water—Exner:

1m? 1

n(h,m,z) = 3 + §gh2 + ghz.

FExplique por qué no es estrictamente convexa en todas las variables.

Ejercicio 1.14.11. Construya el flujo de Roe para un sistema lineal uy + Au, = 0. Muestre
que coincide con el flujo exacto de Godunov.

Ejercicio 1.14.12 (Simbolo direccional). Considere el sistema lineal

d
U + Z Ajuxj =0.
j=1

Paran € R%, |n| =1, defina
d
j=1

Ezxplique por qué la hiperbdlicidad multi-D se estudia analizando los valores propios de A(n)
para toda direccion n.

Ejercicio 1.14.13 (Maxwell 3D). Para las ecuaciones de Mazwell sin fuentes, use las ma-
trices Ay, Ay, As del texto y calcule explicitamente A(n). Verifique que

E —*nx B
A = .
(n) (B) ( nxE )
Ejercicio 1.14.14 (Espectro de Maxwell). Demuestre que los valores propios del simbolo
direccional de Maxwell son

A=—c, A=0, A=c,

con multiplicidad dos cada uno. Interprete fisicamente los modos A = £c y A = 0.
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Ejercicio 1.14.15 (Entropia de Maxwell). Demuestre que
]' 2 1 2 2
n(E,B) = §!E\ +5¢ B

satisface
n+ V- (cE xB)=0.

Interprete ¢2E x B como flujo de energia.

Ejercicio 1.14.16 (Aguas someras linealizadas en 2D). Considere el sistema de aguas so-
meras 2D sin fuente:
hy + (hu), + (hv), =0,

1
(hu); + (hu2 + §gh2) + (huv), = 0,

x

1
(hv) + (huv), + <h02 + égh2> = 0.
v

Linealice alrededor de un estado constante (h*,u*,v*). Luego, para una direccion unitaria
n = (ni,ns),
demuestre que las velocidades caracteristicas del simbolo direccional son
A =u'ng +v'ng — \/EW,

Ao = u'ng + v ng,

A3 =u'ng +v*ng + v/ gh*.

Interprete la onda intermedia.

Ejercicio 1.14.17 (Energia de aguas someras multi-D). Para aguas someras 2D, considere
Lo ooy, 1 s
n(h,u,v) = Eh(u +v%) + Egh :

Deduzca formalmente la ley de conservacion de energia para soluciones suaves y determine
el flujo de entropia vectorial.
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Capitulo 2

Sistemas Hiperbdlicos No Lineales

2.1. Hiperbolicidad y algunos ejemplos

En esta seccion introducimos sistemas hiperboélicos no lineales de leyes de conservacion y
algunos modelos fundamentales provenientes de la mecanica de fluidos.

2.1.1. Sistemas de leyes de conservacién en una dimension
Un sistema de leyes de conservacién en una dimensién espacial tiene la forma
U+ FU), =0, (2.1.1)

donde
U(x,t) € R™, F:QCcR™—=R"

es el flujo del sistema.
La matriz jacobiana del flujo es

A(U) = DF(U).

Definicién 2.1.1 (Hiperbolicidad). El sistema (2.1.1) se dice hiperbolico en U € Q si la
matriz A(U) posee valores propios reales y una base completa de vectores propios.

Definicién 2.1.2 (Hiperbolicidad estricta). El sistema (2.1.1) se dice estrictamente hi-
perbolico si sus valores propios satisfacen

AMU) < X(U) < -+ < Ap(0).

La hiperbolicidad implica propagacion de informacion con velocidad finita y existencia de
familias caracteristicas.

2.1.2. Sistemas hiperbdlicos multidimensionales

En varias dimensiones espaciales, un sistema de conservacién tiene la forma
d
U+ Fj(U),, =0. (2.1.2)
j=1

37
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Definiendo
A;(U) = DF;(U),

la hiperbolicidad se estudia en cada direccién espacial.

Definicién 2.1.3. El sistema multidimensional es hiperbdlico si para todo vector § = (&1, ...,&q) €
R?, la matriz

d
A U) =) &5A;0)
j=1
tiene valores propios reales y una base completa de vectores propios.

Observaciéon 2.1.1. La matriz A(§,U) corresponde al operador linealizado en la direccion
&. Sus autovalores representan velocidades de propagacion de ondas en dicha direccion.

2.2. Ecuaciones de Shallow Water

2.2.1. Deduccion fisica

Las ecuaciones de shallow water describen el movimiento de una capa de fluido cuya
profundidad es pequena respecto de la escala horizontal caracteristica.

u

fondo

Figura 2.1: Modelo shallow water 1D. La variable h(x, t) representa la altura de la columna de
agua y u(z,t) la velocidad horizontal promedio. Las velocidades caracteristicas son u 4 +/gh.

Consideremos un fluido incomprensible con superficie libre z = n(z,t) y fondo z = b(z).
La profundidad del fluido es

h(z,t) = n(x,t) — b(z).

Las ecuaciones de Euler incomprensibles son

Uy +w, =0, (2.2.1)
1

Up + Uy + WUy = — =Py, (2.2.2)
P
1

wy + uw, + ww, = ——p, — g. (2.2.3)
P
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: : : H : :
Bajo la hipdtesis de aguas someras, ¢ = — < 1, las aceleraciones verticales son despre-

ciables y la presion se aproxima por la ley hidrostatica

p(x, 2,t) = pg(n — 2).

Integrando verticalmente y suponiendo que la velocidad horizontal es aproximadamente uni-
forme en profundidad, se obtiene

ht + (hu)a: = Oa

1
(hu)y + (hu2 + §gh2) =0.

T

(2.2.4)

2.2.2. Hiperbolicidad en una dimension

Tomando variables conservativas

el flujo es

La matriz jacobiana es

Los autovalores satisfacen
)\172 =ut \/ gh

Por tanto, mientras h > 0, el sistema es estrictamente hiperbdlico.

Observacién 2.2.1. Cuando h = 0 las velocidades caracteristicas coinciden y el sistema
pierde hiperbolicidad estricta. Esta situacion corresponde a formacion de vacio o zonas secas.

2.2.3. Modelo bidimensional

En dos dimensiones espaciales, las ecuaciones son

hi + (hu), + (hv), =0,

1
(hu); + (hu2 + §gh2) + (huv), = 0,

T

(2.2.5)

2

1
(hv) + (huv), + (hv2 + —ghQ) =0.
y

Para estudiar la hiperbolicidad se considera una direccién

§= (&%),
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y la combinacién lineal de jacobianos

A(§) = &AL + & A,

Los autovalores son

/\1:Un—\/g_h, )\2:un7 )\3:un+\/g_ha

donde u,, = u&; + v&; es la velocidad normal a la direccion €. Luego el sistema es hiperbdlico
para h > 0.

2.3. El p-Sistema

2.3.1. Deduccion fisica

El p-sistema se obtiene a partir de las ecuaciones de Euler isentrépicas en una dimension
espacial, escritas inicialmente en coordenadas eulerianas. En estas coordenadas, = representa
una posicién fija del espacio y las incognitas son la densidad p(z,t) y la velocidad wu(z,t).
Las ecuaciones de Euler isentrépicas son

P+ (pu)fr =0,
(pu)i + (pu® + p)e = 0. (2.3.2)

La hipdtesis isentropica significa que la entropia especifica de cada particula fluida permanece
constante. En consecuencia, la presién queda determinada tnicamente por la densidad, o
equivalentemente por el volumen especifico. Por eso se escribe p = p(p), o, al introducir

1
v = —, se escribe p = p(v). La primera ecuacién de Euler puede desarrollarse como
P
pr + upy + pug = 0.

D
Introducimos la derivada material D= 0; + u0,. Entonces la ecuacién de masa queda

L
Dt e T
Como v = 1/p, se tiene
Dv 1 Dp
Dt p:Dt’
Usando la ecuacién anterior,
Dv
Dt —E(—Pux) = T Vg
Por tanto,
Dv
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Ahora pasamos a coordenadas lagrangianas. En una dimensién, una coordenada lagrangiana
natural es la masa acumulada: y = y(z,t), dy = pdz. Equivalentemente, y, = p. La variable
y etiqueta particulas del fluido. Por tanto, derivar respecto del tiempo manteniendo y fijo

equivale a seguir una particula. En consecuencia,

D
E = 8t|y.

Ademas, por la regla de la cadena,
1
Op = Yo0y = p0, = an.
De manera equivalente, d, = v0,. Aplicando estas identidades a

Dv
Dt

= VUy,

1
obtenemos v; = v (—uy = u,. Asi,
v

vy — uy = 0.
Consideremos ahora la ecuaciéon de momentum. La ecuacidén
(pu) + (pu® +p)s =0

puede escribirse, usando la ecuacion de masa, en la forma no conservativa

D =0

p Dt Pz =U.
Dividiendo por p, se obtiene

Du . r 0

Dt ppI - .
Como v = 1/p,

Du 0

— +vp, = 0.

pt P

) Du

En coordenadas lagrangianas, D = U, Vp, = py. Por tanto,

U + p(v)y =0.

Hemos obtenido entonces el sistema

vy — Uy = 0,
Ut +p(?))y =0.

Finalmente, es usual renombrar la coordenada lagrangiana y como x. Asi se obtiene el p-

sistema:

UVt — Ugp = 07
Uy +p<v)x = 0.

Aqui:

(2.3.3)
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= u representa la velocidad material del gas;
» v = 1/p representa el volumen especifico;
» p=p(v) es la presién a lo largo de una curva isentrépica.

Observacién 2.3.1 (Sobre la hipétesis isentrépica). En un gas general, la presion depende
tanto del volumen especifico como de la entropia: p = p(v, s). La hipdtesis isentrdpica significa
que la entropia especifica de cada particula es constante:

Ds 0

Dt
St ademds el flujo se encuentra sobre una curva de entropia fija s = sy, entonces la presion
queda determinada solo por v:

P = p(v, s0).

Por esta razdn, en el p-sistema se escribe simplemente p = p(v). Para un gas ideal isentropico
se obtiene, por ejemplo,

p(v) = Kv™7, v > 1.

Observacion 2.3.2 (Shocks y entropia). Aunque el modelo se denomina isentrdpico, las
soluciones débiles pueden desarrollar shocks. Fisicamente, un shock real no es isentrépico:
en su estructura interna se produce entropia debido a efectos disipativos como viscosidad y
conduccion térmica.

La interpretacion usual es que el shock del modelo hiperbolico representa el limite ma-
croscopico de una capa disipativa muy delgada. En el limite de viscosidad pequena, la capa
se colapsa en una discontinuidad. La condicion de entropia selecciona precisamente aquellos
shocks que son compatibles con este limite disipativo.

2.3.2. Hiperbolicidad

La matriz jacobiana es

A, 1) = (p,?v) _01) .

A== —p/(v).

Los autovalores son

Por tanto, el sistema es hiperbdlico si p’(v) < 0. En particular, para un gas politrépico
p(v)=Kv™,  y>1,

se tiene p'(v) < 0, el sistema es estrictamente hiperbdlico.
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2.4. Dinamica de los Gases

2.4.1. Ecuaciones de Euler unidimensionales

Las ecuaciones de Euler compresibles en una dimension espacial son

pr+ (pu)x =0,
(pu)s + (pu® + p)e = 0, (2.4.1)
Ei+ (w(E+p)), =0.

Aqui:
= p: densidad, u: velocidad, p: presion,
» B =pe+ %pu2: energia total.

La primera ecuacién representa conservacion de masa; la segunda, conservacién de mo-
mentum; y la tercera, conservacion de energia. Para cerrar el sistema se introduce una ecua-
cién de estado. Para un gas ideal:

p=-1) (B go0?)

2.4.2. Hiperbolicidad
Los autovalores del Jacobiano son
Al=u—c, Ay = U, A3 =u-+c,

donde

es la velocidad del sonido. Para un gas ideal:

_ /P
c=,/—.
p

Mientras p > 0, p > 0, el sistema es estrictamente hiperbdlico.

Observaciéon 2.4.1. Las ondas correspondientes a u £ ¢ son ondas acusticas, mientras que
la caracteristica u corresponde a una discontinuidad de contacto.

Observacion 2.4.2 (Entropia y ecuacién de estado). En dindmica de gases, la presion no
depende unicamente de la densidad. En general, el estado termodinamico de un gas queda
determinado por dos variables independientes. Una eleccion habitual es: (p, s), donde:

= p es la densidad,
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= s es la entropia especifica.

Equivalentemente, puede describirse el estado mediante: (p,e), donde e representa la energia
interna especifica. La relacion entre estas variables proviene de la termodinamica. La primera
ley establece

de =T ds — pdv,
donde:

= T es la temperatura;
= p es la presion;
» v =1/p es el volumen especifico.

Por tanto, la energia interna puede considerarse una funcion e = e(v,s), y la presion queda
determinada mediante

En consecuencia, la presion depende en general tanto de la densidad como de la entropia:
p = p(p,s). La hipdtesis isentrdpica consiste en asumir que la entropia especifica permanece
constante a lo largo de las trayectorias del fluido:

Ds

— =0.

Dt
En ese caso, el flujo evoluciona sobre una curva de entropia fija s = sg, y la presion pasa a
depender unicamente de p (o equivalentemente de v): p = p(p). Para un gas ideal se obtiene

la ley politrdpica p(p) = Kp?, o equivalentemente p(v) = Kv™", donde v > 1 es el coeficiente
adiabdtico.

2.4.3. Ecuaciones tridimensionales

En tres dimensiones espaciales, las ecuaciones de Euler compresibles toman la forma

pr+ V- (pu) =0,
(pu); + V- (pu®u) + Vp =0, (2.4.2)
Ei+ V- ((E+p)u)=0.

Aqui: u = (uq, ug, ug) es el campo de velocidades y
Lo
E = pe + §P|u|

representa la energia total. La presion se determina mediante una ecuacion de estado: p =
p(p, s), donde s representa la entropia especifica.
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Proyeccion en una direccién

Para estudiar la hiperbolicidad se considera una direccién unitaria

£ =(6,6,8) e R

Definimos la velocidad normal u,, = u - £. El sistema proyectado sobre la direccion & tiene la
forma

Ut + A(Ua f)Ux = 07
donde

AU, ¢) = ijAj(U)-

En variables primitivas W = (p, uy, us, uz, p)*, la matriz proyectada puede escribirse como

u,  p&r p&a p&s 0
0 Uy, 0 0 é
£
AW, =0 0 w0 2],
p
0 0 0 Uy, @
2 2 2 p
0 pc&s pcéa pcs uy
2 dp . .
donde ¢* = EP es la velocidad del sonido al cuadrado.
P/ s
Valores propios
Los autovalores de A(W, €) son
‘un —C, U, (o Uy Unp + C.

Por tanto, el sistema es hiperbélico siempre que ¢ > 0. Las velocidades u,, & ¢ corresponden
a ondas acusticas que se propagan respecto del fluido con velocidad del sonido.

Multiplicidad del valor propio u,

A diferencia del caso unidimensional, el valor propio u, tiene multiplicidad algebraica
tres.
Esto tiene una interpretacion fisica importante. Las tres ondas asociadas corresponden a:

= una onda de entropia;

s dos ondas vorticales o de cizalle.

Estas ondas son transportadas por el flujo con velocidad u,, pero no corresponden a
compresiones acusticas.
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= Las ondas actsticas modifican presion y densidad.
» Las ondas vorticales modifican la direccién del campo de velocidades.

= La onda de entropia transporta variaciones de entropia sin generar presion acustica.

Por esta razon, Euler multidimensional no es estrictamente hiperbdlico, aunque sigue
siendo hiperbdlico.

Observacién 2.4.3 (Ondas acusticas y modos transportados). La estructura espectral de
Fuler tridimensional refleja una descomposicion fisica natural:

= dos modos acusticos: u, *+ c;

= tres modos transportados: .

Los modos acisticos describen propagacion de presion y densidad, mientras que los modos
asociados a u, simplemente son advectados por el flujo.
Esta estructura juega un rol fundamental en:

= aeroacustica;
= dindmica vortical;
= métodos numéricos upwind,

= separacion entre dindmica compresible e incomprensible.

2.5. Sistema de Cromatografia

2.5.1. Deduccion fisica

La cromatografia describe la separacién de componentes quimicos que son transporta-
dos por una fase movil a través de una columna que contiene una fase estacionaria. Cada
componente puede estar disuelto en la fase mévil o adsorbido en la fase estacionaria.

Consideremos dos especies quimicas con concentraciones moviles

u=u(z,t), v=uv(x,1).

La masa total de cada especie se obtiene sumando la masa en la fase mévil y la masa
adsorbida. Si a;(u,v) y as(u,v) denotan las cantidades adsorbidas, entonces las leyes de
conservacién tienen la forma

O (u+ ar(u,v)) + dy(qu) =0,

O (v + as(u,v)) + d,(qu) = 0,

donde ¢ > 0 representa la velocidad de arrastre de la fase movil.
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Una hipdtesis usual es que la adsorcién es instantanea y esta gobernada por una isoterma
de Langmuir competitiva:

Klu
14+ Kiu+ Ky’

K2U
14+ Kju+ Ky

ai(u,v) = az(u,v) =

Esta ley expresa que ambas especies compiten por una cantidad limitada de sitios disponibles
en la fase estacionaria.
Luego de una adimensionalizacién adecuada, una forma conservativa simplificada del

sistema es
U
U — | =0,
ot (1 +u+v)m

v
——— | =0.
Ut+(1+u+v)m

Este sistema es un modelo elemental de cromatografia binaria. La no linealidad aparece
porque la velocidad efectiva de transporte de cada especie depende de la concentracion total
U+ v.

(2.5.1)

2.5.2. Forma conservativa y matriz jacobiana

Escribimos u
v (1), Fo= et
l1+u+v
Sea
S=14u+w.
Entonces

F(U) = (Z?g) .

1 [1+v —u
DF(U):_(—U 1+u)'

La matriz jacobiana es

2.5.3. Hiperbolicidad
Los autovalores de DF(U) son

1 1
A== A= —
1 S) 2 527
es decir,
1 1
1= s >\2: .
l+u+w (1+u+wv)?
Si
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entonces
S=14+u+v>1.

Ademas,

1 1
M= = —=— = S=1 <= u=0v=0.
1 2 S
Por tanto, el sistema es estrictamente hiperbélico en la regién
u+v > 0.

En el origen (u,v) = (0,0), los autovalores coinciden y se pierde la hiperbolicidad estricta.

2.5.4. Campos caracteristicos

1 1
Para \; = 3 un vector propio asociado es r; = (_11) .Como VA = —— (1) , se tiene

g2
VA -r =0.
Por tanto, la primera familia caracteristica es linealmente degenerada.
Para Ay = %, un vector propio asociado es ry = (Z) . Ademas, Vs = —% G) .
Entonces
Ty 1y — _—2(“% v,

Siu+wv > 0, esta cantidad es distinta de cero. Por consiguiente, la segunda familia caracteristi-
ca es genuinamente no lineal. Este sistema de cromatografia combina una familia linealmente
degenerada, asociada a discontinuidades de contacto, con una familia genuinamente no lineal,
asociada a shocks y rarefacciones.

Observacion 2.5.1 (Interpretacién fisica de la discontinuidad de contacto). En el sistema

de cromatografia,
u
u+ | ——— | =0,
‘ (1 +u+ v) N

v
— ) =o,
o <1+u~|—v)x

el primer campo caracteristico estd asociado al valor propio

1

AM=—-—,
YTt uto

y posee vector propio r1 = (1,—1). La direccion r1 corresponde a perturbaciones tales que
ou = —dv, es decir,
d(u+v)=0.

Por tanto, las ondas de la primera familia modifican unicamente la composicion relativa de
la mezcla, manteniendo constante la concentracion total u + v.
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Desde el punto de vista fisico, esto significa que pueden existir dos regiones de la columna
cromatogrdfica con distinta proporcion entre especies quimicas, pero con igual concentracion
total. Como la velocidad efectiva de transporte depende solamente de u + v,

1

M=
YTt uto

ambas regiones se desplazan exactamente a la misma velocidad.

En consecuencia, la interfaz entre dichas regiones no experimenta compresion ni erpan-
sion: simplemente es transportada por el flujo. Esto explica la aparicion de discontinuidades
de contacto asociadas al primer campo caracteristico.

contacto shock /rarefaccién
—> AN~
entrada—> uw dominante . v dominante . % -+ v menor —salida
u+v=.>9 u+v=2>9 u+ov=39

Columna cromatogréfica

Figura 2.2: Interpretacion del sistema de cromatografia. Una discontinuidad de contacto
separa regiones con igual concentracion total u + v, pero distinta composicién relativa.

En contraste, la sequnda familia caracteristica es genuinamente no lineal y puede generar
shocks y rarefacciones.

2.6. Pérdida de Hiperbolicidad

En varios modelos fisicos de leyes de conservacion, la hiperbolicidad puede perderse en
ciertas regiones del espacio de estados. Esto significa que algunos valores propios del jacobiano
dejan de ser reales y aparecen velocidades caracteristicas complejas.

Desde el punto de vista fisico, esto suele indicar que el modelo idealizado deja de ser valido
y que fenémenos omitidos —como mezcla, viscosidad, turbulencia o difusién— comienzan a
dominar la dinamica.

2.6.1. Modelo Two-Layer Shallow Water
Consideremos un fluido estratificado compuesto por dos capas superpuestas:
= capa superior: espesor hy, velocidad uq,

= capa inferior: espesor hs, velocidad wus.

Denotemos por p;, p2, las densidades respectivas, con 0 < p; < py. Definimos el cociente

. 1 . . 7. . s
de densidades: » = —. El sistema unidimensional de conservacién de masa y momentum es:
P2
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h1 hiuy
2 2U2
h2u2 hQU% + %gh% + Tghlhg

Un modelo unidimensional en variables primitivas es

hig +urhy g + hiug g =0,

Uy + Uty e + Ghi e + gho . = 0,
hat + ughg z + hous . = 0,

ug g + UgUg x + 7Gx + ghay = 0.

superficie libre
A Uy <x7 t o1

(2.6.1)

—_—
. hi(z,1) f pP1 < p2
\Ma_z'\/\:‘ﬁ;;v%tz . inestabilidad interfacial
v h2(‘r7 t) P2
uz(z, t) Y

fondo
Modelo two-layer shallow water

Figura 2.3: Modelo two-layer shallow water. Dos capas de densidades p; < ps, alturas hq, ho
y velocidades uy,us. Un corte suficientemente grande |u; — us| puede producir pérdida de
hiperbolicidad e inestabilidad interfacial.

Definiendo W = (hy, uy, ho, u2)T, el sistema puede escribirse como

W, + AW)W, =0,

donde
Ul hl 0 0
9 w g O
A(W) o 0 0 U9 hg
rg 0 g wu

El polinomio caracteristico es

[()\ —up)? — ghl} [(/\ —uy)? — ghﬂ —rg*hihy = 0.

La hiperbolicidad requiere que las cuatro raices sean reales.

Caso simétrico

Supongamos h; = hy = h, y definamos

Au Au
U1:U+7, U2:U_7
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donde el salto de velocidades entre ambas capas esta definido por: Au = u;—us. Introduciendo
1= X — U, el polinomio caracteristico se transforma en

2 2
[(p—%) —gh] (u+%) —gh] —rg*h? = 0.

La pérdida de hiperbolicidad ocurre cuando algunas raices dejan de ser reales. Esto sucede

2 2
(% — gh) —rg*h* < 0.

si

Equivalentemente,

gh(1—/r) < % < gh(14 /7).

Por tanto, la pérdida de hiperbdlicidad ocurre para un rango critico del cizalle relativo
entre ambas capas. Para diferencias de velocidad suficientemente pequenas o suficientemente
grandes, el sistema vuelve a ser hiperbdlico.

Interpretacién fisica

La pérdida de hiperbolicidad esta asociada con la inestabilidad de Kelvin—Helmholtz.
Cuando |u; —us| es grande, la interfaz entre las capas se vuelve inestable y aparecen remolinos
y mezcla turbulenta. El modelo idealizado de dos capas perfectamente separadas deja entonces
de ser valido.

2.6.2. Sedimentacién Multicomponente

. . P . 1
Consideremos ahora una mezcla de dos especies sélidas con concentraciones ¢ = (¢ ) :

P2

Un modelo cinematico general tiene la forma

O, + F(D), = 0.

Los flujos se escriben como

rw = (o),

donde vq, v9 representan velocidades de sedimentacion.

La matriz jacobiana es
a b
pr@ = (! 1),

a:aqinfla b:a(bgfla
C = 8¢1f2, d = 8¢2f2.

con
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Los autovalores son

La hiperbolicidad requiere

(a — d)* + 4bc > 0.

Si

(a —d)* + 4bc < 0,

los autovalores se vuelven complejos y el sistema pierde hiperbolicidad.

Interpretacion fisica

Los términos cruzados b = 0y, f1, ¢ = Oy, f2, miden como una especie modifica el flujo de
la otra.

Si las interacciones entre especies son suficientemente fuertes, el sistema deja de poseer
velocidades reales de propagacion.

Esto indica que el modelo puramente hiperbdlico ya no describe correctamente la fisica
del problema y que deben incorporarse efectos adicionales como:

difusion,

viscosidad,

mezcla,

dispersién hidrodinamica.

Ejemplo de velocidades de sedimentacién

Un modelo frecuente en sedimentacién impedida consiste en asumir que las velocidades
dependen de la concentracion total: ¢ = ¢1 + ¢9. Por ejemplo:

Vi(P1, P2) = Vio(l — @)", i=1,2,
donde:
" V; o velocidad de sedimentacion de la especie ¢ en suspension diluida,
= n > 1: pardmetro empirico.
Entonces:

_ [ P10100(1 = P1 — @2)"
F<(I)) B (¢2U2,oo(1 —¢1 — ¢2)") '

Este modelo refleja el fenémeno de sedimentacion impedida: el aumento de concentracién
disminuye las velocidades de caida debido a la interaccion hidrodinamica entre particulas.
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2.6.3. Implicancias Numéricas

Cuando un sistema pierde hiperbolicidad:

las velocidades caracteristicas dejan de ser reales,

el problema de Cauchy puede volverse mal puesto,

aparecen oscilaciones numéricas violentas,

las soluciones dependen fuertemente de la discretizacion.
En la practica se utilizan tres estrategias principales:

1. restringir el céalculo a regiones hiperbdlicas;

2. agregar términos regularizantes, por ejemplo

U+ F(U), = €Uyy;

3. reemplazar el modelo por uno mas completo que incorpore mezcla, viscosidad o turbu-
lencia.

La pérdida de hiperbolicidad no debe interpretarse tinicamente como una dificultad ma-
tematica o numérica; frecuentemente representa una senal de que el modelo fisico simplificado
dejo de ser valido.

2.7. Ejercicios
Ejercicio 2.7.1. Considere el sistema de shallow water unidimensional

ht + (hU)x = 0,
1
(hu); + (hu2 + Egh2> = 0.

T

1. Escriba el sistema en variables primitivas (h,u).
Calcule la matriz jacobiana.
Determine los valores propios y vectores propios.

Verifique que el sistema es estrictamente hiperbolico para h > 0.

AR N

Interprete fisicamente las velocidades caracteristicas.

Ejercicio 2.7.2. Considere las invariantes de Riemann del sistema shallow water:

w1:u+2\/g_h, wgzu—2\/g_h.
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1. Verifique que son invariantes de Riemann.
2. Determine las curvas integrales asociadas a cada familia caracteristica.
3. Deduzca las curvas de rarefaccion.

Ejercicio 2.7.3. Sea el sistema de shallow water.

1. Deduzca las condiciones de Rankine—Hugoniot.
2. Obtenga la curva de Hugoniot.
3. Verifique la condicion de entropia de Lax para shocks de primera familia.

Ejercicio 2.7.4. Considere el problema de Riemann para shallow water con datos

(hLvuL>7 T < 07
(hR,UR), x> 0.

(h,u)(x,0) = {

1. Describa las cuatro configuraciones posibles:

R—R, S—R, R-S, S—2S.
2. Explique cudndo puede aparecer vacio.
3. Determine la condicion para formacion de vacio.

Ejercicio 2.7.5. Considere el p-sistema

Vg — Ugp = Oa
Ut + p(v)x = 0.
1. Calcule los autovalores del sistema.

2. Determine condiciones sobre p(v) para hiperbolicidad.

3. Verifique que para
pv) =Kv7,  y>1,

el sistema es estrictamente hiperbolico.

Ejercicio 2.7.6. Considere las ecuaciones de Fuler isentrdopicas

{pt + (pu), =0,

(pu)e + (pu® + p(p))s = 0.

1. Clalcule los autovalores del sistema.
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2. Demuestre que las velocidades caracteristicas son
u =+ c,

donde

3. Interprete fisicamente c.

Ejercicio 2.7.7. Considere el sistema de cromatografia

+ 4 0
Uu _— pr—
! l+u+v), ’

v
Y% ) —o.
Vet <1+u—|—v)x

1. Calcule la matriz jacobiana.
2. Determine los autovalores y vectores propios.
3. Verifique que el primer campo es linealmente degenerado.
4. Verifique que el seqgundo campo es genuinamente no lineal.
Ejercicio 2.7.8. Para el sistema de cromatografia, introduzca las variables
S=u+wv, R=u—w.
1. Deduzca una ecuacion para S'.
2. Deduzca una ecuacion para R.

3. Interprete fisicamente la discontinuidad de contacto asociada al primer campo carac-
teristico.

Ejercicio 2.7.9. Considere el sistema two-layer shallow water:
W, + AW)W, = 0.
1. Deduzca el polinomio caracteristico.
2. Estudie la hiperbolicidad en el caso

hlzhgzh.

3. Determine condiciones sobre
‘Ul — 'U/2’

para pérdida de hiperbolicidad.

4. Interprete fisicamente el fenomeno.
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Ejercicio 2.7.10. Considere un sistema bidisperso de sedimentacion

o, + F(P), =0,

DF(®) = (‘Z Z) .

1. Demuestre que el sistema es hiperbolico si

con

(a — d)* + 4bc > 0.

2. Explique cudndo puede perderse la hiperbolicidad.

3. Discuta posibles interpretaciones fisicas.
Ejercicio 2.7.11. Sea un sistema de conservacion
U+ FU),=0.

1. Defina qué significa que un campo caracteristico sea:

= [inealmente degenerado,

= genuinamente no lineal.
2. Fxplique la relacion entre:

= campos genuinamente no lineales,
= shocks,

= rarefacciones.

3. Ezxplique por qué los campos linealmente degenerados producen discontinuidades de con-
tacto.

Ejercicio 2.7.12 (Ejercicio teérico). FEzplique por qué la pérdida de hiperbolicidad suele
interpretarse como una senal de que el modelo fisico simplificado deja de ser vdlido.
Discuta el rol de:

» viscosidad,

= mezcla,

difusion,

turbulencia,

reqularizacion numeérica.



Bibliografia

1]

A. Bressan. Hyperbolic Systems of Conservation Laws: The One-Dimensional Cauchy
Problem. Oxford University Press, 2000.

C. M. Dafermos. Hyperbolic Conservation Laws in Continuum Physics. Springer, 4th
edition, 2016.

E. Godlewski and P.-A. Raviart. Numerical Approximation of Hyperbolic Systems of
Conservation Laws. Springer, 1996.

P. D. Lax. Hyperbolic Systems of Conservation Laws and the Mathematical Theory of
Shock Waves. STAM, 1973.

R. J. LeVeque. Finite Volume Methods for Hyperbolic Problems. Cambridge University
Press, 2002.

J. Smoller. Shock Waves and Reaction—Diffusion Equations. Springer, 2nd edition, 1994.

B. Temple. Systems of conservation laws with invariant submanifolds. Transactions of
the American Mathematical Society, 280:781-795, 1983.

E. F. Toro. Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics. Springer, 3rd
edition, 2009.

27



o8

BIBLIOGRAFIA



Capitulo 3

Problema de Riemann

3.1. Introduccion

En el Capitulo 1 observamos que, para sistemas lineales, las ondas elementales se propagan
con velocidades constantes dadas por los valores propios de la matriz del sistema. La solucion
del problema de Riemann se obtiene entonces mediante una descomposicién lineal sobre los
vectores propios.

En sistemas no lineales, los valores propios dependen del estado. Como consecuencia, las
velocidades caracteristicas pueden variar a lo largo de una misma familia de ondas. Esta
dependencia conduce a fendmenos nuevos, inexistentes en el caso lineal, tales como abanicos
de rarefaccién, discontinuidades de contacto y ondas de choque.

El problema de Riemann ocupa un lugar central en la teoria de sistemas hiperbdlicos
de leyes de conservacién. Dado un estado izquierdo Uy y un estado derecho Ug, se busca
describir la evolucion de la discontinuidad inicial

Uy, <0,
U(x’O):{UR x>0

En sistemas lineales, la solucion puede obtenerse mediante diagonalizacion y superpo-
sicion de ondas elementales. En sistemas no lineales la situacion es mas rica: las familias
caracteristicas generan ondas de naturaleza diferente, tales como rarefacciones, discontinui-
dades de contacto y ondas de choque.

La clasificacién de estas ondas depende de la estructura geométrica de los campos propios
asociados al Jacobiano del flujo.

En este capitulo estudiaremos como los vectores propios y las invariantes de Riemann
permiten construir dichas ondas elementales.

3.2. Ondas de rarefaccién, discontinuidades de contac-
to e invariantes de Riemann

En esta seccién estudiamos la estructura geométrica de las ondas elementales asociadas a
sistemas hiperbdlicos no lineales unidimensionales. Veremos como los vectores propios generan

29
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las curvas de onda y cémo las invariantes de Riemann permiten describir dichas curvas en el
espacio de estados.

3.2.1. Sistema hiperbdlico no lineal

Consideremos un sistema de leyes de conservacién:
U+ FU), =0, U e R?,

donde A(U) = DF(U) denota el Jacobiano del flujo. Supondremos que el sistema es estric-
tamente hiperbdlico:
M) < U) < - < 2(U),

donde:
= \;(U) son los valores propios,
= 1;(U) son los vectores propios derechos,
» /;(U) son los vectores propios izquierdos.
Estos satisfacen:
AU)r;(U) = X(U)r; (U),
GU)AU) = X(0)4(U).
La estricta hiperbdlicidad garantiza que cada familia caracteristica esté asociada a un

valor propio simple y a un campo propio bien definido.

3.2.2. Problema de Riemann
El problema de Riemann consiste en resolver el sistema con condicién inicial:

Uy, x<0,
U(x70):{UR x>0

La solucion se construye mediante ondas elementales asociadas a cada familia caracteristi-
ca.

Geométricamente, una j-onda corresponde a una curva en el espacio de estados que sigue
el campo propio 7;(U).

3.2.3. Curvas integrales y j-ondas

Sea U(s) una curva parametrizada en el espacio de estados. Diremos que sigue la j-ésima
familia caracteristica si satisface:

dU

E—TJ(U)-
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Esta ecuacién diferencial define las curvas integrales del campo propio 7;.
Dado un estado inicial Uy, la solucién de este sistema genera una curva:

U(s),  U(0) = UL,

que representa todos los estados alcanzables mediante una j-onda.
Por tanto:

las j-ondas son curvas integrales del campo propio r;(U).

3.2.4. Invariantes de Riemann

Una funcién escalar w(U) se denomina invariante de Riemann para la familia j si:

Vuw(U) - r;(U) = 0.

Geométricamente, esto significa que w(U) permanece constante a lo largo de las curvas inte-
grales de r;(U). En efecto, si Ul(s) satisface:

v

E - Tj(U)7
entonces:
Lo () = Vo) Y = vu@) @) =0
dSw S = w ds = w 7”] = U.
Por tanto:

w(U(s)) = constante.

Esto muestra que las invariantes de Riemann describen geométricamente las superficies de
nivel transversales a las curvas de onda. En dimensién p, cada familia caracteristica posee en
general p — 1 invariantes independientes.

3.2.5. Diagonalizacién mediante invariantes de Riemann

Consideremos el sistema cuasilineal
U+ AU)U, =0, UeRP.
Supongamos que el sistema es estrictamente hiperbdlico, con valores propios
M(U) <--- < A\(0),

vectores propios derechos r;(U) y vectores propios izquierdos ¢;(U), normalizados de modo
que ¢;(U) - r;(U) = §;;. Multiplicando el sistema por ¢;(U), obtenemos

Como
GU)AU) = N (U)G(U),
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se sigue que

Si existe una funciéon w;(U) y un factor no nulo p;(U) tales que Vw,;(U) = p;(U)¢;(U),

entonces
1 1

t(U) - U= m(wj)m y  4U)- U, = m(wg‘)z-
Por tanto,

1 (U) [(w;)e + X (U)(wy)] = 0.

Luego

()t + Aj(W)(w;). = 0.

Asi, si para cada j existe una coordenada w; cuyo gradiente es proporcional al vector propio
izquierdo ¢;, el sistema se escribe en forma diagonal:

(w;)e + (W) (wj)e =0,  j=1,...,p.

Por tanto, las invariantes de Riemann diagonalizan el sistema.

3.2.6. Campos genuinamente no lineales

El campo caracteristico j se dice genuinamente no lineal (GN) si:

VA (U) - (U) #0.

En coordenadas de Riemann esto equivale a:

O\,
8_u)j % O.

Esto significa que la velocidad caracteristica depende de la amplitud de la onda.

3.2.7. Ondas de rarefaccion

T
Una rarefaccién es una solucién autosimilar: U(z,t) = U(§), € = > Sustituyendo:

—SU'(§) + A(U)U'(§) =0,
o equivalentemente:
(A(U) - ENU(€) = 0.
Para soluciones no triviales: U'(§) || 7;(U), y simultaneamente: £ = \;(U). Por tanto:

U'(§) = al§) (V).

La rarefaccién sigue exactamente la curva integral del campo propio:

dU

E—TJ(U)-
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Construcciéon mediante invariantes

Las invariantes de Riemann permiten describir explicitamente las curvas de rarefaccion.
En un sistema 2 x 2, una familia posee una sola invariante independiente.
Por ejemplo, para shallow water:

wi:uj:Q\/g_h.

Sobre la familia asociada a:

)\Jr:u—i_\/ﬁu
w_:u—Q\/g_h.

Por tanto, la curva de rarefaccion satisface:

u—2\/g_h: ur, — 2/ ghy.

Esto define explicitamente la curva de onda en el plano (h,u).

permanece constante:

Estructura del abanico

Como el campo es genuinamente no lineal,
VA (U) - ri(U) #0,

la velocidad caracteristica cambia a lo largo de la curva de onda. Para una rarefacciéon j, se
tiene: A\;(U) < A;(Ug). La solucién toma la forma:

UL, J/’/t < )\j(UL),
Ulx,t) = UE), M\(Ur) <€ < Ai(Ur),
UR, x/t > )\]<UR)

Dentro del abanico: £ = A\;(U(€)).

3.2.8. Campos linealmente degenerados

El campo j-ésimo se dice linealmente degenerado (LD) si:

VA (U)-r;(U) = 0.

Esto significa que la velocidad caracteristica permanece constante a lo largo de las curvas

integrales:
d

N (s)) = TN (U) 1y (U) = 0.

Por tanto:

A;(U) = constante sobre las curvas de onda.

En consecuencia: A; constituye una invariante de Riemann de la familia j.
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3.2.9. Discontinuidades de contacto

En un campo linealmente degenerado, las caracteristicas no divergen ni se comprimen.
La onda elemental asociada es una discontinuidad de contacto. La solucién tiene la forma:

Uz, 1) Uy, x < st,
x,t) =
Ugr, x> st,

donde: s = X\;(Ur) = A;j(Ug). La discontinuidad satisface las condiciones de Rankine-
Hugoniot:
F(UR> — F(UL) = S(UR — UL>

Deduccién local desde la curva integral

Supongamos que Up estd sobre la curva integral del campo r; que parte de Uy. Para
estados cercanos:
UR = UL + €Tj(UL) + 0(8).

Expandiendo el flujo:

F(UR> = F(UL> + A(UL)(UR — UL) + O(E).
Como:

A(UL)r;(Ur) = X (Up)r;(UL),

obtenemos:

F(Ugr) — F(UL) = \j(Up)(Ur — Up) + o(¢).
En un campo linealmente degenerado: \;j(Ur) = A;(UL), de modo que la velocidad de pro-

pagacién es constante: s = \;j(U) = \;j(Ug). Asi, la discontinuidad de contacto satisface
localmente:

F(UR) —F(UL) = S(UR— UL)

3.2.10. GN versus LD

La cantidad V;(U) - 7;(U) determina la naturaleza de la onda.

Campo genuinamente no lineal (GN).
VA;-r; #0.
La velocidad depende de la amplitud de la onda. En coordenadas de Riemann:
(wj)e + A;(W)(w;)e = 0.

Si se considera una onda pura de la familia j, los deméds invariantes permanecen constantes,
y la ecuacién se reduce a:
(w)e + Aj(w;)(wy)z = 0.
Localmente, expandiendo alrededor de un estado de referencia, aparece una dindmica tipo
Burgers:
vy +avv, =0.

Las caracteristicas pueden comprimirse o divergir, produciendo shocks y rarefacciones.
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Campo linealmente degenerado (LD).
V)\j . Tj = 0.

0
Entonces: a—] = 0. La velocidad no depende de la amplitud de la onda. Para una onda pura:
Wi

(w)); + c(wy)e =0,

con ¢ constante.
La dinamica es puramente transportiva y aparecen discontinuidades de contacto.

3.2.11. Resumen geométrico

Los vectores propios generan las ondas.

Las invariantes de Riemann describen las superficies de nivel de dichas ondas.

‘GN — shocks y rarefacciones. ‘

LD — discontinuidades de contacto. |

3.2.12. Curvas de rarefaccién para el sistema de aguas someras

Consideremos el sistema de aguas someras 1D:
ht -+ (h,U)x = O,
1
(hu); + (hvf + §gh2) =0.

En variables primitivas (h,u), con h > 0, se escribe:
()G o))~
u), g u)\u)_

Al:u_\/g_h7 )‘QZU_I_\/g_h

Los valores propios son

Denotamos ¢ = +/gh.



66 CAPITULO 3. PROBLEMA DE RIEMANN

Primera familia

Para \; = u — ¢, el vector propio derecho satisface

(A—=M1I)r; =0.
Es decir,
<c h) (dh) _0
g c) \du
De la primera ecuacion:
cdh + hdu = 0.
Por tanto,
du ¢ ]9
dh  h VAW
Integrando:

u + 24/ gh = constante.

Luego la curva de rarefaccion de la primera familia que parte desde Uy, = (hy,uy) estd dada

por
u+ 2\/g_h =ur + 2@.
Equivalentemente,
w(h) = ug 4 2+/ghy — 2/gh.
Como

A (h) = u(h) — \/gh = ug + 2+/ghr — 3/gh,

la velocidad A; aumenta cuando h disminuye. Por tanto, la rarefaccion de la primera familia

se obtiene moviéndose hacia
h < hyp.

En el plano (h,u), la 1-onda se mueve hacia la izquierda y hacia arriba.

Segunda familia

Para Ay = u + ¢, se tiene

(A — )\2])7’2 = O,

es decir,
(—c h) (dh) o

g —c) \du
De la primera ecuacion:

—cdh + hdu = 0.
Asi,

du ¢ g

dh  h h’
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Integrando:
u — 2/ gh = constante.

Luego la curva de rarefaccién de la segunda familia que parte desde Uy, esta dada por

U—Q\/g_h:UL —2\/ghL.

Equivalentemente,

u(h) = ug — 2/ghy + 21/ gh.
Aa(h) = u(h) + \/gh = ug — 2y/ghr + 3+/gh,

la velocidad Ay aumenta cuando h aumenta. Por tanto, la rarefaccion de la segunda familia

se obtiene moviéndose hacia
h > hr.

En el plano (h,u), la 2-onda se mueve hacia la derecha y hacia arriba.

Como

1ﬁu
0.5
Il Il Il Il Il Il Il Il Il h\
02 04 06 0.8 1 12 14 16 1.8 2 22
—0.5 f
— l-rarefaccién
-1+ — 2-rarefacciéon

Figura 3.1: Curvas de rarefaccién del sistema de aguas someras en el plano (h,u), para g = 1,
hL = 1, up = 0.

Curvas en el plano (h,q)

Si ¢ = hu, entonces las curvas anteriores se transforman en:

a(h) = h (uL +2v/ghy — 2@) . h<hy,

para la primera familia, y

o(h) =h <uL —2\/ghL + 2@) . h>hy,

para la segunda familia.
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119=hu

: : : : L. : : : : :
02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2 22

— 1-rarefaccién
—1+4 — 2-rarefaccién

Figura 3.2: Curvas de rarefaccién del sistema de aguas someras en el plano conservativo (h, q),
parag=1, hy =1, u;, =0.

3.3. Ondas de choque y curvas de Hugoniot
Consideremos nuevamente el sistema de leyes de conservacién

U+ FU),=0, UEeRP.

Una onda de choque es una solucién débil discontinua que conecta dos estados constantes
Ur, y Upg mediante una discontinuidad que se mueve con velocidad s. La solucién tiene la

forma
U, < st
U(l‘,t) _ { L X St,
Ur, x> st.

Para que esta funcién sea una solucién débil del sistema, la discontinuidad debe satisfacer la
condicion de Rankine-Hugoniot.

3.3.1. Condicién de Rankine-Hugoniot

La condicién de Rankine-Hugoniot es

F(UR) —F(UL) = S(UR— UL>

Esta condicién expresa la compatibilidad entre el salto del flujo y el salto de la variable
conservativa.

Deduccién

Escribimos la ecuacion en forma integral sobre una region que contiene la discontinuidad.
La conservacion implica que el flujo neto a través de la discontinuidad debe balancear el
cambio del estado conservado. De manera formal, para una discontinuidad que se mueve con
velocidad s, el salto se denota por

[U] = Ug — Uy, [F] = F(Ur) — F(Uy).
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La condicion de conservacién a través de la curva z = st es

Es decir,
F(UR) — F(UL) = S(UR — UL>

3.3.2. Curva de Hugoniot

Fijado un estado izquierdo Uy, la curva de Hugoniot asociada a Uy es el conjunto de
estados U que pueden conectarse con Uy, mediante una discontinuidad que satisface Rankine—
Hugoniot.

Es decir,

H(UL) ={U eR:Is € R tal que F(U) — F(UL) =s(U—-Uyp)}.

El parametro s corresponde a la velocidad de propagacion del choque.

3.3.3. Curvas de Hugoniot por familia

En un sistema estrictamente hiperbdlico, cerca de Uy, la curva de Hugoniot se descompone
en ramas asociadas a las distintas familias caracteristicas.
La j-ésima curva de Hugoniot se denota por

Sj(o-; UL)a

donde
S;(0;UL) =Uy.

Para amplitudes pequefias, esta curva es tangente al vector propio derecho r;(Up):

d
%Sj(o; UL) = Tj(UL).

Por tanto, al igual que las curvas de rarefaccion, las curvas de choque nacen tangentes a
los campos propios.

3.3.4. Deduccién de la tangencia

Sea U(c) una rama de la curva de Hugoniot tal que
U(0) = Uy, s(0) = X;(Uyp).
La condicién de Rankine-Hugoniot es

F(U(o)) — F(Uy) = s(o)(U(c) — Up).
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Derivando respecto de ¢ y evaluando en ¢ = 0, obtenemos
A(UL)U'(0) = s(0)U'(0).
Como
s(0) = A;(Ur),

se concluye que
A(UL)U'(0) = X;(UL)U(0).

Por tanto,
U'(0)

es un vector propio derecho asociado a \;(Uy), es decir,

U'(0) |l m(Us).

Esto muestra que la curva de Hugoniot y la curva de rarefaccién tienen la misma tangente
en Uy,

3.3.5. Choques fisicamente admisibles

No toda discontinuidad que satisface Rankine-Hugoniot es fisicamente admisible.

Para seleccionar la solucién fisicamente relevante se necesita una condicién de entropia.

En sistemas estrictamente hiperbdlicos, una condiciéon clésica es la condicion de Lax.

Un j-choque que conecta Uy, con Ug y se mueve con velocidad s satisface la condicién de
Lax si

)\j(UR) <s < /\](UL)

Ademas, para las familias vecinas:
Aj-1(UL) < s < Xjra(Ur),

cuando estas expresiones tienen sentido.
La condicion esencial es que las caracteristicas de la familia j entren al choque desde
ambos lados.

3.3.6. Interpretacion geométrica

Una rarefaccion aparece cuando las caracteristicas se separan:
Aj(UL) < Xj(Ukg).

Un choque aparece cuando las caracteristicas se comprimen:
Ai(UL) > Aj(Ur).

Por tanto, para campos genuinamente no lineales, la misma curva integral puede generar
rarefacciones o choques dependiendo del sentido en que se recorra.
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3.3.7. Comparacion entre rarefacciones y choques

Para amplitudes pequenas:

Ri(o;UL) = Uy + orj(Ur) + O(?),

Si(o;UL) = Up, + or;(Ur) + O(c?).

Es decir, ambas curvas son tangentes en Uy.

Sin embargo, a orden superior difieren, salvo en campos linealmente degenerados.

En campos linealmente degenerados, la curva de rarefaccion y la curva de Hugoniot coin-
ciden, dando lugar a discontinuidades de contacto.

3.3.8. Resumen

Rankine-Hugoniot: F(Ugr) — F(UL) = s(Ugr — UL).

Curva de Hugoniot: conjunto de estados conectables por un choque.

La curva de Hugoniot es tangente a r;(Uy).

’La condicién de Lax selecciona choques admisibles. ‘

3.3.9. Curvas de choque para el sistema de aguas someras

Consideremos el sistema de aguas someras en variables conservativas:

h
v=("), q¢=nmu
(9> =

q
FU) =14 1
T L2
n 9

con flujo

Sea
Up = (hz,qr), qr, = hrug,

un estado izquierdo fijo, y sea
U=(h.q), q=hu,

un estado derecho conectado con Ur, mediante una discontinuidad de velocidad s.
La condicién de Rankine-Hugoniot es

FU) = F(UL) =sU = Uy).
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Es decir,
s(h—hr) =q—qr,
2

2
T q 1
S(q_QL):E_i"_ég(hz_h%)'

Suponiendo h # hp, de la primera ecuacion:

Es més conveniente trabajar con u = ¢/h. Entonces, eliminando s, se obtiene la relacién
de Hugoniot:

(h—hp)*(h + hy)
2hhy,

(U—UL)2 =49

Por tanto,

g(h+hg)

U—UL::l:(h—hL) thL .

Estas dos ramas corresponden a las curvas de choque asociadas a las dos familias carac-
teristicas.

Primera curva de choque

La primera familia tiene velocidad

Alzu—\/g_h.

La rama tangente al vector propio de la primera familia es

g(h+hg)

Sl(UL) . u(h) :UL—(h—hL) thL .

La condicién de Lax para un 1-choque es
)\1(U) < s < /\1(UL)
Esta condicién selecciona la rama

Por tanto, la 1-onda de choque se obtiene moviéndose desde Uy, hacia estados con mayor
altura h. En el plano (h,u), para uy, = 0, esta curva se mueve hacia la derecha y hacia abajo.
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Segunda curva de choque

La segunda familia tiene velocidad

)\QZU—F\/E

La rama tangente al vector propio de la segunda familia es

g(h + hL)

So(Ur):  u(h) =wup+ (h—hy) S

La condicién de Lax para un 2-choque es
)\Q(U) <s < /\Q(UL)

Esta condicion selecciona la rama

Por tanto, la 2-onda de choque se obtiene moviéndose desde U}, hacia estados con menor
altura h. En el plano (h,u), para u;, = 0, esta curva se mueve hacia la izquierda y hacia
abajo.

0.5 U
1 1 1 1 -UL 1 1 1 1 1 1h
0.2h()<4h9.6 0 1.4 1.}(3>1.}§L 2 22
—-0.5
-1 — 57 1-choque
— S5: 2-choque

Figura 3.3: Curvas de choque del sistema de aguas someras en el plano (h,u), para g = 1,
hL = 1, ur = 0.

Curvas en el plano conservativo (5, q)

Como g = hu, las curvas anteriores se escriben como

g(h+hy)

ql(h) =h uL—(h—hL) Zth s

h > hp,
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para la primera familia, y

g(h+hr)

¢2(h) =h |ug + (h—hyp) S :

0< h<hyp,

para la segunda familia.

Comentario

Las curvas de choque y las curvas de rarefaccion son tangentes en el estado Uy, pero
difieren a orden superior. Para aguas someras:

Ry : u+ 2v/gh = constante,

Ry u—24/gh = constante,

mientras que las curvas de choque estan dadas por la relacién de Hugoniot:

o (h="N1)*(h+he)
(w—ur)” =9 Shhy '

05 ”q — hu

s : : : : : :h
14 1.6 1.8 2 22

—0.5+ h > hL
—1 +
—1.5 — 51: 1-choque
—S5: 2-choque
_9l <

Figura 3.4: Curvas de choque del sistema de aguas someras en el plano conservativo (h, q),
parag=1, hy =1, uy, = 0.

3.4. Resolucion del problema de Riemann para el sis-
tema de aguas someras

Una vez construidas las curvas de rarefaccién y de choque asociadas a cada familia carac-
teristica, podemos resolver el problema de Riemann para el sistema de aguas someras. Dados
dos estados constantes

Up = (hp,ur), Ur = (hg,ug),
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la solucién del problema de Riemann consiste en encontrar un estado intermedio Uy, =
(hars uar), tal que
U L — U M — U, R,

mediante una onda de la primera familia seguida de una onda de la segunda familia.

3.4.1. Curvas completas de onda

Recordemos que la primera familia puede generar una rarefacciéon o un choque. La curva
completa de la primera familia que parte desde (Uy) se denota por

Wi(Ur) = Ry(Ur) U S1(Up).
Andlogamente, la curva completa de la segunda familia que termina en (Ug) se denota por
WQ(UR) - RQ(UR) U SQ(UR)

Geométricamente, el estado intermedio se obtiene como la interseccion de ambas curvas:

Uy = Wi (Up) N Wo(Ug).

Por tanto, resolver el problema de Riemann equivale a encontrar la intersecciéon de dos curvas
en el plano de estados ((h,u)).

3.4.2. Curva de onda de la primera familia

Sea (h > 0).
Si (h < hpr), la primera onda es una rarefaccién y satisface

u=ur, +2(\/ghr, — /gh).

Si (h > hyp), la primera onda es un choque y satisface

g(h+hr)

u:uL—(h—hL) thL .

Introducimos la funcién

2 (\/ghL - gh) > h < hL,

¢r(h) = g(h+hr)

—(h — hL) Shig , h > hp.

Entonces la curva completa de la primera familia se escribe como

u=ug + ¢r(h).
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3.4.3. Curva de onda de la segunda familia

Andlogamente, si (h < hg), la segunda onda es una rarefaccién y satisface

u = up — 2(/ghr — \/gh).

Si (h > hg), la segunda onda es un choque y satisface

h+h
Definimos
( ) _2(VghR_ Vgh>7 hShRJ
¢r(h) =
h+h
(h = hr)y /9528 > hp.
Entonces
U = U + ¢R(h)

3.4.4. Determinacién del estado intermedio
El estado intermedio Uy = (ha,upr) pertenece simultdneamente a la curva de onda

emitida desde Uy, y a la curva de onda que llega a Ug. Por tanto,

unv =ur+¢rlha), Y um =ur+ ¢r(ha).
Eliminando u);, obtenemos la ecuacién escalar
ur + ¢r(hm) = ur + ¢r(har).
Equivalentemente, f(hy) = 0, donde
f(h) =ur —ur + ér(h) — dr(h).

Esta ecuacion posee una tnica solucion positiva. En la practica se resuelve mediante métodos
iterativos, por ejemplo Newton o fzero en Matlab. Una vez calculado (hy;), se obtiene

upr = urg, + ¢r(har).

De este modo queda completamente determinada la solucién del problema de Riemann.

3.4.5. Estructuras posibles de la solucién

Dependiendo de la posicién relativa de (Uy) y (Ug), pueden aparecer cuatro configura-
ciones: Ry + Ry, Ry + 53, S1 + Ry, S1 + S5. Por ejemplo, en el problema clasico de rotura de
represa

ULZURZO, hL>hR,

aparece una rarefaccion de la primera familia seguida de un choque de la segunda familia:
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3.4.6. Formacion de vacio

Existe una situacién particular en la cual no aparece ningun estado intermedio con altura
positiva. Consideremos las curvas de rarefaccion extremas emitidas desde (UL) y (Ug). La
primera rarefaccion satisface

u=ur +2(v/ghr — \/gh),
mientras que la segunda satisface
u=up—2(v/ghr — v/gh).
Si hacemos tender (h) a cero en ambas expresiones obtenemos los estados limite
u:uL—i—Q\/gE, y u:uR—Z\/ﬁ.

Para que exista un estado intermedio positivo, ambas curvas deben intersectarse antes de
alcanzar (h = 0). Por tanto, es necesario que

ur, + 2 ghL >UR—2\/ghR.

Equivalentemente,

U — ur < 24/ ghL + 2\/ghR.

Si esta desigualdad se viola, las dos rarefacciones se separan completamente y no existe un
estado intermedio con (hys > 0). En ese caso aparece una region seca:

h = 0.

La solucién tiene entonces la estructura

‘Rl + vacio + Rs. ‘

3.4.7. Interpretacién fisica

La formacion de vacio corresponde a una separacion tan intensa entre los estados izquierdo
y derecho que las dos masas de agua dejan de estar conectadas.

Geométricamente, las curvas de rarefaccién ya no se intersectan en el semiplano (h;0),
sino inicamente sobre el borde degenerado (h=0).

Desde el punto de vista fisico, aparece una region seca entre ambas masas de fluido.

Este fenémeno no tiene analogo en los sistemas lineales estudiados anteriormente y cons-
tituye una de las caracteristicas mas interesantes de los sistemas hiperbdlicos no lineales.

3.4.8. Entropia para el sistema de aguas someras

Consideremos el sistema de aguas someras en variables conservativas U = (q , ¢ = hu,

Ut+F<U)$ - 07
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con
q
FU) =g 1

24 Zgh?

n T 2Y

Buscamos una funcién de entropia convexa n(U) y un flujo de entropia asociado Q(U) que
satisfagan

nt"—Qr:O

para soluciones suaves.

Interpretacion fisica

'
L

DN | —

1
La energia cinética por unidad de longitud es Fj = ihuQ. Usando ¢ = hu, B, =

1
Por otra parte, la energia potencial gravitacional por unidad de longitud es £, = éghQ. Por

tanto, la energia mecanica total es

¢ 1 ,
— L 4 Zgn2
n(U) 57 59

Esta funcion sera nuestra candidata natural a entropia.

Gradiente de la entropia

Calculamos
Vi(U) = 2 h2 g ——u2—|—gh ‘
q u
h

Condicién de compatibilidad

Recordemos que una pareja (1, Q) debe satisfacer

VQ(U) = Vn(U) DF(U).

Como
0 1
DF(U) = 2 9
h? h
obtenemos

Vn(U)DF(U) = (u(gh —u?), gh + gzﬂ) .

Integrando estas expresiones se obtiene

QU)=u (%W + gh2> .
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En variables conservativas,

1q3

QU) = 372 T9ah-

Ley de conservacion de la energia

Para soluciones suaves se verifica

1¢2 1 9 1q° B
<§% + §gh )t—i— (5? + gqh =0.

T

Es decir,

Esta ecuacién expresa la conservacion local de la energia mecénica del fluido.

Interpretacion de los choques

Cuando aparecen discontinuidades, la energia ya no se conserva exactamente. Las solu-
ciones fisicamente admisibles satisfacen la desigualdad entrépica

[+ Q<0

La energia puede disiparse en el choque, pero no puede generarse espontaneamente.

Esta condicion es equivalente a la condicién de entropia de Lax para el sistema de aguas
someras y permite seleccionar la solucién fisica entre todas las soluciones débiles que satisfacen
las ecuaciones de Rankine-Hugoniot.

Observacion 3.4.1. La entropia del sistema de aguas someras coincide con la energia
mecanica total del fluido. Esta interpretacion fisica es andloga a la obtenida para la ecuacion
de ondas lineal, donde la entropia corresponde a la suma de la energia cinética y potencial
de la cuerda vibrante.

Observacion 3.4.2. La entropia mecdnica

¢ 1 ,
h.q) = —— 4+ —gh
n(h,q) 57 T 39

no aparece de manera arbitraria. Si se linealiza el sistema alrededor de un estado de reposo
(H,0), la matriz Jacobiana resultante es simetrizable mediante

_(9/H 0
M_<0 J.
La entropia cuadrdtica asociada es
Min = __B2 +

que coincide, salvo factores de escala, con la energia potencial y cinética linealizadas. La
entropia no lineal del sistema de aguas someras puede interpretarse como una extension
natural de esta energia cuadrdtica al régimen completamente no lineal.
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3.5. Modelo de cromatografia y sistemas de Temple

Consideremos el sistema de cromatografia

+ 4 0
u _— =
! l+u+v/, ’

v
— ) =0
UH—(l—i—u—l—v)x ’

con u,v > 0. Escribimos

U
o= (1), Fo= (e
l1+u+v
Definimos S = 1 + uw + v. Entonces
B 1 (140 —u
A(U)—DF(U)—ﬁ(_U 1+u>'
Los valores propios son
1 1
MU) = = U)=—.
(0) =55 M) =4

Como S > 1, se tiene \; < \y. Los vectores propios derechos pueden tomarse como

3.5.1. Campos caracteristicos

VA(U) = —% G) |

VM) -1 (U) = —w.

Para la primera familia,

Por tanto,

Siu+ v >0, entonces

VA (U)-m(U) #0.

Luego la primera familia es genuinamente no lineal.

Para la segunda familia,
1 /1
)

Vs (U) - 15(U) = —éu -

Luego la segunda familia es linealmente degenerada.

Entonces
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3.5.2. Invariantes de Riemann

Para la primera familia buscamos una funcién w(U) tal que
Vw(U) - (U) = 0.

Como
Tl(U) = (uav)T>

esto equivale a

Una solucion natural es

Por tanto, sobre las curvas de la primera familia se conserva la razén

v
— = constante.
U

Las curvas de la primera familia son rayos que salen del origen:
v = ku.
Para la segunda familia buscamos w(U) tal que
Vw(U) -rey(U) = 0.
Como ro(U) = (1,—1)T, esto equivale a
Wy — W, = 0.

Una solucion natural es

wy(U) =u+v.

Por tanto, las curvas de la segunda familia satisfacen

\u + v = constante. \

Ademas,

1
O =T

de modo que Ay también permanece constante sobre las curvas de la segunda familia, como
corresponde a un campo linealmente degenerado.
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3.5.3. Ondas de rarefaccion

Las curvas de rarefaccion de la primera familia satisfacen

% =r(U).
Es decir,
du dv
i i
Dividiendo ambas ecuaciones,
dv v
du — u
Integrando,
Inv=Inu+ C,
y por tanto

Asi, las rarefacciones de la primera familia son rayos en el plano (u,v). La velocidad carac-

teristica asociada es |

(1+u+v)?
A lo largo de un rayo v = ku, si u + v disminuye, entonces A; aumenta. Por tanto, una
1-rarefaccion se obtiene moviéndose hacia el origen.

)\1(U) =

3.5.4. Discontinuidades de contacto

La segunda familia es linealmente degenerada. Sus curvas satisfacen u + v = constante.

Sobre estas curvas,
1

:1+u+v
permanece constante. Por tanto, las ondas de la segunda familia son discontinuidades de
contacto que se desplazan con velocidad

Ao(U)

1

s=%U) =10

3.5.5. Curvas de choque
Primera familia

La condicién de Rankine-Hugoniot es
F(UR) — F(UL) = S(UR — UL>

Escribiendo las dos componentes,

u U
—R——L:s(uR—uL), — — — =s(vg —vp),
Sr Sp
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donde S; =1+ u; +v;, © = L, R. Reordenando,

1 _ (L
SR S| UR = SL S |)ur,

Dividiendo ambas relaciones obtenemos
UR ur,
UR (% .
Por consiguiente, ugpv; = vrur, y los estados Uy y Ur son colineales. Existe entonces un

escalar a > 0 tal que

Esto demuestra que todas las curvas de choque de la primera familia son rayos que pasan
por el origen,

v
— = constante.
U

Como las curvas de rarefacciéon obtenidas anteriormente satisfacen exactamente la misma
ecuacién, concluimos que las curvas de choque y rarefaccion de la primera familia coinciden.
Segunda familia
Para la segunda familia, si Uy y Ug satisfacen
ur, + vV;, = UR + VR,

entonces S;, = Sg = S. Luego

1
F(Ugr)— F(Up) = E(UR —Up).
Por tanto, Rankine-Hugoniot se satisface con
1
§=—.
S

Estas son precisamente las discontinuidades de contacto de la segunda familia.

3.5.6. Sistemas de Temple

Un sistema de Temple es un sistema hiperbdlico para el cual las curvas de rarefaccién y
las curvas de choque de cada familia coinciden. El modelo de cromatografia es un ejemplo
cldsico de sistema de Temple. Las curvas de onda son, por tanto, rectas en el plano (u,v):

. e1s . v
= Primera familia: rayos que parten del origen, — = constante.
u

» Segunda familia: (rectas de pendiente —1), u 4+ v = constante.

Esta estructura simplifica fuertemente el problema de Riemann, ya que el estado intermedio
se obtiene como interseccion de una curva de la primera familia emitida desde U; con una
curva de la segunda familia que llega a Ug.
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v = ku

-“GA coxtacto

Figura 3.5: Curvas de onda para el modelo de cromatografia. Las curvas de la primera familia
son rectas que pasan por el origen (v/u = constante); las de la segunda familia son rectas
u 4+ v = constante. Las curvas de choque y rarefaccién de la primera familia coinciden,
caracteristica tipica de los sistemas de Temple.

3.5.7. Choques y rarefacciones en la familia 1

Una caracteristica notable de los sistemas de Temple es que las curvas de choque y de
rarefaccién de una misma familia coinciden geométricamente. Para la familia 1 del modelo
de cromatografia obtenemos

Ur = aU, L, a > 0.

Sin embargo, la naturaleza de la onda viene determinada por la condicién de entropia de

Lax. Como 1
A - -
1(0) (1 + 0)2 )

es estrictamente decreciente respecto de ¢ = u + v, tenemos:

0<a<l1l = rarefaccion 1,‘ y ‘a >1 = choque 1.

Por tanto, la misma recta del plano de estados puede representar una rarefacciéon o un choque
dependiendo de la orientacién con que se recorre.

3.5.8. Estado intermedio del problema de Riemann

Dado
UL: (UL,UL), UR: (uR,vR),
la primera onda conserva
v . vr,
u o oug

La segunda onda debe conectar con Ug, por lo que conserva

U+ v =up + Vp.
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Familia 1 (GN) Familia 2 (LD)

fe— e
hoque”

Ur

contacto

rarefadg )

UN-, U= cte
R

u u

Figura 3.6: Geometria de las ondas del modelo de cromatografia. Izquierda: primera familia
(v/u = cte), genuinamente no lineal. La misma recta puede representar una rarefaccién
(hacia el origen) o un choque (alejandose del origen). Derecha: segunda familia (u+v = cte),
linealmente degenerada. Las ondas asociadas son discontinuidades de contacto.

El estado intermedio Uy = (upr, var) se obtiene resolviendo

Um vL
— =, Upr + Uy = UR + VR
Up ur,
Por tanto,
vL
Ur + VR I
Uy = UL y Um UL (ugr + vgR)
1+ — 1+ —
ur, ur,
Equivalentemente,
Ur + VR
Uy=—"-—"U,.
ur, + vr,

La solucion del problema de Riemann tiene entonces la estructura
U, — Uy — U R,
donde la primera onda es una 1-rarefaccién o un 1-choque, dependiendo del sentido en que

se recorre el rayo, y la segunda onda es una discontinuidad de contacto.

3.5.9. Entropiay flujo de entropia para el modelo de cromatografia

Consideremos nuevamente el modelo de cromatografia

+ 4 0
Uu _— =
t l+u+v/, ’

v
—— | =0.
Ut—i_(l—l—u—l—v)x
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Escribimos w
Uz(ij), FU)y=|1ty+e
l+u+wv

u
Introducimos las variables ¢ = u + v, y = . de modo que u = ¢y, v = ¢(1 —y). Aqui ¢
U+

representa la concentracién total, mientras que y representa la fraccion relativa de la primera
especie.

Coordenadas de Riemann

En estas variables, los valores propios son

1 1

Al(c):m, Xa(c) = o

Las curvas de la primera familia conservan la razén entre las concentraciones, es decir,

Y= = constante,
U+ v

mientras que las curvas de la segunda familia conservan
¢ = u + v = constante.
Por tanto, (¢, y) son coordenadas naturales para el sistema.
Construccion de pares entropia—flujo en coordenadas de Riemann
La condicién de compatibilidad para un par entropia—flujo (7, q) es
Vq(U)=Vn(U)DF(U).

En las coordenadas de Riemann

u
u+v’

c=u-+v, ==
el sistema se escribe en forma diagonal. Por tanto, la condicién anterior se transforma en

ge = M ()N, qy = Aa(C)ny.

Para que exista un flujo de entropia ¢(c,y), debe cumplirse la condicién de integrabilidad
Qey = Qye- Sustituyendo las expresiones anteriores, obtenemos

ay (/\1 (C>nc) =0, ()‘2(0)77?;) :

Como las velocidades caracteristicas dependen sélo de ¢, se tiene

)\l(c)ncy = /\2<C)776y + )‘,2(6)779



3.5. MODELO DE CROMATOGRAFIA Y SISTEMAS DE TEMPLE 87

Por tanto,

(A(c) = A2(€))mey = Xy(e)ny,.

Esta es una ecuacién diferencial parcial lineal para la entropia 7. En el modelo normalizado
de cromatografia,

1 1
)\1(0): (1—{—0)27 )\2(6): 1—|—C'
Entonces 1 1
c
)‘1(0) _)‘2(0) - (1—|—C)2 B 1+c _(1—1-(3)27
y

Ay(e) = —
Sustituyendo en la ecuacion de compatibilidad:

c B 1
T+ ™™ (g™

1+o?

Multiplicando por —(1 + ¢)?, obtenemos ¢, = 1,. Equivalentemente,

1
Ney = Eny-
Si definimos z(c,y) = n,(c,y), entonces
1
2. = —2.
c

Esta ecuacién ordinaria en la variable ¢ tiene solucién z(c,y) = c¢a’(y), donde a es una funcién
arbitraria de y. Como z = 7,, obtenemos

ny(c,y) = ca'(y).
Integrando respecto de vy,
n(c,y) = caly) + b(c),

donde b es una funcién arbitraria de c. Por tanto, la familia general de entropias tiene la
forma

n(e,y) = caly) + b(c).

El flujo de entropia ¢(c,y) debe satisfacer

Vq(U) =VnU) DF(U).
En coordenadas de Riemann esto equivale a

ge = M (C)e, qy = Aa(C)ny.

Como
ne=a(y) +b(c),  ny=cd(y),
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obtenemos (4) + ()
_aly) +o(c ¢
e = (1+C)2 ) Qy = 1+CCL (y)
Estas relaciones son compatibles, pues
0 laly)+V(o)] _ d(y)
oy | (L+¢? | (140
mientras que
0 c a'(y
D1 ay| = A
Oc |1+c (1+c¢)
Por tanto, un flujo de entropia asociado esta dado por
c < Y(s)
Q(Ca y) - 1 + Ca(y) +/ (1 + 8)2
Asi, el modelo admite una familia de pares entropia—flujo:
n(c,y) = caly) + b(c),
c °b(s)
q(C, y) - 1 —f-Ca(y) +/ (1 +8)2
Un ejemplo de entropia convexa
Una eleccion natural es
n(u,v) = ulogu + vlogw, u>0, v>0.

Esta funcion es estrictamente convexa y corresponde al andlogo de la entropia de Gibbs-
Boltzmann para una mezcla de dos especies. En variables (c,y), esta entropia se escribe
como

n(c,y) = cloge+ clylogy + (1 —y)log(1l —y)].
Esto corresponde a tomar
a(y) =ylogy + (1 —y)log(l —y),  b(c) = cloge.

El flujo de entropia asociado es

c “logs+1
=—yl 1 —y)log(l — ———ds.
0(e.) = T rlogy+ (1 = p)log(1 =) + [ T as
Una forma explicita de la integral es
/Clogs—l—ld | c loge+1
(1+s)? S\1+ec l+c¢’
salvo una constante aditiva. Por tanto,
(c.9) = T ylogy + (1~ y)log(1 — )] + log () — 51
c,y)=——>|ylo —y)log(1l — ) — .
qa\c,y 1—|—cy gy Yy)1og Y gl—l—c 1rc
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Interpretacién

A diferencia del sistema de aguas someras, donde la entropia coincide con la energia
mecanica total, en el modelo de cromatografia la entropia no representa una energia fisica.
Mads bien, debe interpretarse como una entropia matematica asociada a las concentraciones.
En particular, la eleccion

n(u,v) = ulogu + vlogw

mide una forma de mezcla o dispersion relativa de las especies quimicas. Para soluciones
suaves se tiene

Para soluciones débiles con discontinuidades, se impone la desigualdad entropica

Esta condicion permite seleccionar soluciones fisicamente admisibles entre las soluciones débi-
les del sistema.

Relacion con los sistemas de Temple

El modelo de cromatografia es un ejemplo clasico de sistema de Temple. En estos sistemas,
las curvas de rarefaccion y las curvas de choque de cada familia coinciden.
En el presente caso:

s familia 1:

= constante,
U+ v

s familia 2: u + v = constante.

Esta estructura geométrica simplifica la construccion de soluciones del problema de Rie-
mann y también facilita la construccién de pares entropia—flujo.

Observacién 3.5.1 (Modelo de Langmuir con tiempos de retencién). El modelo de croma-
tografia considerado en esta seccion corresponde a una version normalizada del sistema de
Langmuir. En aplicaciones, es frecuente considerar flujos de la forma

klu kQU
Uv) = ———————, Uv) = ———————,
fl( ) 1+k1u+k21} f2( ) 1+k1u+k2v
donde ki y ko representan pardmetros asociados a los tiempos de retencion de las especies
dentro de la columna. Mediante el cambio de variables Uy = kiu, Uy = kov, este sistema se

transforma en
k;U;
U+ | ———
(Ui (1+U1+U2)

Este es el modelo de cromatografia de Langmuir estudiado, por ejemplo, por Lu. Cuando
k1 # ko, las especies poseen velocidades caracteristicas distintas, lo que permite modelar la
separacion cromatografica. El caso normalizado usado en estos apuntes corresponde esencial-
mente al caso k1 = ko, que conserva la estructura geométrica basica pero simplifica notable-
mente los calculos.

=0, =12

T



90 CAPITULO 3. PROBLEMA DE RIEMANN

En el caso general 0 < ki < ko, el sistema sigue siendo un ejemplo importante de sistema
de Temple: las curvas de onda poseen una estructura geométrica especialmente simple. Sin
embargo, la estructura espectral es mds delicada y puede aparecer pérdida de hiperbolicidad
estricta en la frontera del dominio de concentraciones.

3.6. El teorema de Lax y el teorema de Glimm

3.6.1. El teorema local de Lax

Consideremos el sistema hiperbdlico

U+ FU), =0, UeQCRP.
Supondremos que:

1. el sistema es estrictamente hiperbdlico;

2. cada campo caracteristico es genuinamente no lineal o linealmente degenerado.

Fijemos un estado base U € . Denotemos por Tj(g;;U) la curva de onda asociada a la
familia 7.

Si el campo es genuinamente no lineal, T} representa la unién de las ramas de rarefaccion
y choque.

Si el campo es linealmente degenerado, T} representa la curva de discontinuidades de
contacto.

Componiendo estas curvas obtenemos

Q(ey,...,6p) =Tp0---0T1(U).
Es decir, ® : RP — RP.

3.6.2. Interpretacion geométrica

Partiendo de un estado izquierdo Uy, podemos generar una sucesién de estados UMD, U®) . U®)
mediante

U(l) = T1(81; UL),

U = Ty(eq; UY),

U — Tp(6p; U(p—l))‘
La composicién completa define
Ur=®(e1,...,5p).

Los parametros €1, . .., €, representan las intensidades de las ondas.
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Teorema 3.6.1 (Lax). Sea

U+ F(U), =0

un sistema estrictamente hiperbolico cuyos campos caracteristicos sean genuinamente no
lineales o linealmente degenerados.

Entonces, para todo par de estados Uy, Ug, suficientemente prozimos, existe una unica
solucion autosimilar del problema de Riemann formada por la sucesion ordenada de p ondas
elementales.

3.6.3. Idea de la demostracion

Observemos que T;(0; U) = U. Ademas,

0
6_5]-7}(0; U) =r;(U).
Por tanto,
D®(0) = [7"1([7) ro(U) - rp(U)}.

Como el sistema es estrictamente hiperbdlico, los vectores propios son linealmente inde-
pendientes.

Luego det D®(0) # 0. El teorema de la funcién inversa implica entonces que existe un
entorno de U, en el cual la aplicacién ® es invertible.

Por consiguiente, para todo estado derecho suficientemente cercano a Uy, existe una tnica
coleccién de pardmetros (e1,...,¢,) tal que

Ur=®(e1,...,5p).

Esto produce una solucién tinica del problema de Riemann formada por la concatenacion
de p ondas elementales.

3.6.4. El teorema de Glimm

El teorema de Lax resuelve iinicamente un problema de Riemann aislado.
La pregunta natural es:

,qué ocurre para datos iniciales generales U(z,0) = Uy(x)?

La respuesta fue obtenida por James Glimm en 1965.

Teorema 3.6.2 (Glimm). Sea

un sistema estrictamente hiperbolico cuyos campos sean genuinamente no lineales o lineal-
mente degenerados. Si TV (Uy) es suficientemente pequena, entonces existe una solucion global
entropica U(x,t) para todo t > 0.
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3.6.5. Idea de la demostraciéon del teorema de Glimm

El teorema de Lax garantiza la existencia local de soluciones del problema de Riemann.
Sin embargo, para datos iniciales generales aparecen infinitas interacciones entre ondas, por
lo que la construccién local ya no es suficiente para obtener una solucién global.

La contribucién fundamental de Glimm fue demostrar que, si la variacién total inicial
es suficientemente pequena, entonces las interacciones entre ondas permanecen controladas
para todo tiempo.

Paso 1: aproximacion por datos escalonados

Se aproxima el dato inicial por una funcién escalonada UZ(x), de modo que
TV(UL) = TV (Uy).

Cada discontinuidad de U$* genera un problema de Riemann elemental.

Paso 2: resolucién exacta de problemas de Riemann

Entre dos instantes consecutivos, la solucién aproximada se construye resolviendo exacta-
mente todos los problemas de Riemann locales. La solucién queda formada por un conjunto
finito de ondas: aq, as, ..., ay, correspondientes a choques, rarefacciones o discontinuidades
de contacto.

Paso 3: el esquema aleatorio de Glimm

A diferencia del método de Godunov, que utiliza promedios celulares, el método de Glimm
selecciona un punto aleatorio dentro de cada celda.
Sea a, € [0, 1] una secuencia de ntimeros aleatorios. En cada paso temporal se define

UMt = U (z; + ap Az, t" = 0)

Esta eleccion evita la difusion numérica inherente a los promedios celulares y preserva la
estructura exacta de las ondas.

Paso 4: interacciones entre ondas

La principal dificultad aparece cuando dos ondas se encuentran. Supongamos que dos
ondas «, 3 interactian. Lax demostré que las amplitudes de las ondas salientes satisfacen
una estimacion del tipo

ATV = O(|e|5])-

Por tanto, la variacion total puede aumentar debido a las interacciones. Si no se controla este
crecimiento, podria producirse una explosién de la variacion total en tiempo finito.
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Paso 5: el potencial de interaccién

La idea central de Glimm consiste en introducir el potencial
QY= > lalsl,
« approaches

donde la suma se extiende a todos los pares de ondas que eventualmente pueden interactuar.
Cuando dos ondas se encuentran, el producto |«||3| desaparece de la suma. Por consiguiente,
Q(t) disminuye después de cada interaccion.

Paso 6: el funcional de Glimm
Glimm definié el funcional
G(t) =TV(U(t)) + CQ(1),

donde C' > 0 es una constante suficientemente grande. La estimacion fundamental demuestra
que
G(tn+1) S G(tn)

Es decir, aunque la variacion total pueda aumentar ligeramente durante una interaccion,
dicho aumento queda compensado por la disminucién del potencial Q(t). Por tanto, G(t)
permanece uniformemente acotado para todo tiempo.

Paso 7: control uniforme de la variacién total

Como

TV(U(t) < G(1),
obtenemos una cota uniforme
TV(UR(t) < C,,  t>0,

Independiente del parametro de discretizacion. Esta es la estimacion clave de toda la teoria.

Paso 8: compacidad

La familia de aproximaciones de Glimm queda uniformemente acotada en el espacio BV .
El teorema de Helly implica entonces la existencia de una subsucesién convergente:

A 1
U k _> U en LlOC'

Paso 9: paso al limite

Finalmente, utilizando las ecuaciones integrales satisfechas por las aproximaciones y las
estimaciones de interaccion, se demuestra que el limite U satisface

en el sentido débil. Ademas, las soluciones de Riemann utilizadas en la construccion verifican
las desigualdades de entropia, por lo que el limite también es una soluciéon entrépica. Esto
completa la demostracién de existencia global.
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Observacion 3.6.1. La estructura conceptual de la prueba puede resumirse mediante el
stguiente esquema:

Problemas de Riemann = Interacciones = Q(t)
= G(t) = TV acotada

= Helly = Ewistencia.

Esta idea constituye uno de los pilares fundamentales de la teoria moderna de leyes de con-
servacion hiperbolicas.

Observacién 3.6.2 (El método de Glimm y el método de Godunov). Eziste una estrecha
relacion entre el método de Glimm y el método de Godunov. Ambos procedimientos construyen
la solucion global mediante una sucesion de problemas de Riemann locales.

La diferencia esencial radica en la forma en que se actualiza la solucion al final de cada
paso temporal. Mientras que Godunov utiliza promedios celulares, introduciendo inevitable-
mente cierta difusion numérica, el método de Glimm emplea un muestreo aleatorio (random
choice method), seleccionando un inico punto dentro de cada celda. Esta eleccion preserva
exactamente la estructura de las ondas elementales y constituye una herramienta matemdtica
para demostrar resultados de existencia, mas que un método numérico de uso practico.

Por esta razon, el método de Glimm puede interpretarse como un andlogo analitico del
método de Godunov, en el cual la resolucion exacta de problemas de Riemann desempena el
papel central.

Observacién 3.6.3 (De Glimm a la teoria moderna). El trabajo de Glimm (1965) constituye
uno de los resultados fundamentales de la teoria moderna de leyes de conservacion. Bajo la
hipotesis de pequena variacion total del dato inicial, demostro la existencia global de solu-
ciones entropicas para sistemas estrictamente hiperbolicos mediante el método aleatorio y el
funcional de interaccion que hoy lleva su nombre.

Durante las décadas siguientes, numerosos autores extendieron y perfeccionaron esta
teoria. Entre las contribuciones mds importantes destacan los trabajos de Nishida, Liu, Tem-
ple, Dafermos y DiPerna, quienes desarrollaron técnicas para el estudio de la estabilidad, la
interaccion de ondas y la seleccion de soluciones entropicas.

Finalmente, Bressan y colaboradores (1995-2000) reformularon toda la teoria mediante el
método de front tracking, obteniendo un marco unificado de existencia, unicidad y estabilidad
para soluciones de pequena variacion total. Esta teoria se encuentra expuesta sistemdtica-
mente en la monografia Hyperbolic Systems of Conservation Laws (Ozxford University Press,
2000), que constituye actualmente una referencia clasica sobre el tema.

Observacién 3.6.4 (El semigrupo de Bressan). Uno de los principales resultados de la
teoria moderna afirma que, bajo hipotesis estructurales apropiadas, las soluciones entropicas
generan un semigrupo global de aplicaciones.

Mads precisamente, si el sistema
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es estrictamente hiperbolico y todos sus campos caracteristicos son genuinamente no lineales
o linealmente degenerados, entonces existe un numero 6 > 0 tal que para todo dato inicial

TV (Uy) < 9,
el problema de Cauchy admite una unica solucion entrdpica global
U(-t) = SUy,  t>0,
donde la familia de operadores {S;}i>0 satisface las propiedades de un semigrupo,
So =1, Sirs = S¢S,
y ademds es Lipschitz continua respecto de la norma L*:
1S:Uo — SiVollzr < L{|Uo — Vol| 11,

para alguna constante L > 0 independiente del tiempo.

Este resultado proporciona no solamente existencia global, sino también unicidad y de-
pendencia continua respecto de los datos iniciales, completando asi el problema de Cauchy
para una amplia clase de sistemas hiperbolicos.

Las hipotesis de hiperbolicidad estricta y de genuina no linealidad o degeneracion lineal
son esenciales en la demostracion, pues garantizan una estructura suficientemente reqular de
las curvas de onda y permiten controlar las interacciones mediante el funcional de Glimm.

Observacion 3.6.5. La hipdtesis de que cada campo caracteristico sea genuinamente no
lineal o linealmente degenerado se entiende globalmente en el dominio de estados considerado.
Si una familia cambia de naturaleza (por ejemplo, pasa de ser genuinamente no lineal a
linealmente degenerada), la teoria anterior deja de ser aplicable directamente y el problema
del Cauchy resulta considerablemente mds delicado. Fxisten resultados parciales para algunas
clases de sistemas, pero una teoria tan completa como la de Glimm~—Bressan ain no estd
disponible en ese contexto.

Ejercicios
Ejercicio 3.6.1. Considere un sistema estrictamente hiperbolico

U, + F(U), = 0.

Sea r;(U) el vector propio derecho asociado al valor propio \;(U).

1. Demuestre que las curvas integrales de r; satisfacen

du
d_g = T’j(U).

2. Muestre que una funcion w(U) es una invariante de Riemann de la familia j si y sdlo
%

Vw(U) - r;(U) = 0.
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3. Interprete geométricamente esta condicion.

Ejercicio 3.6.2. Considere el sistema de aguas someras

ht + (hu)x = O,

1
(hu)s + (hu2 + §gh2) =0.

T

1. Calcule los valores propios.
2. Calcule los vectores propios.

3. Deduzca las invariantes de Riemann
we = u + 24/ gh.

4. Obtenga las ecuaciones de las curvas de rarefaccion en el plano (h,u).

5. Dibuje varias curvas de rarefaccion.
Ejercicio 3.6.3. Para el sistema de aguas someras:

1. Escriba las condiciones de Rankine—Hugoniot.
Deduzca la velocidad de choque.

Obtenga la ecuacion de las curvas de Hugoniot.

Dibugje las curvas de choque en el plano (h,u).

AR N

Compare geométricamente las curvas de choque y rarefaccion.

Ejercicio 3.6.4. Considere un problema de Riemann para el sistema de aguas someras.

UL, x <0,
U(x’O):{UR x>0

1. Demuestre que el estado intermedio Uy puede obtenerse como interseccion de una curva
de la familia 1 y una curva de la familia 2.

2. Deduzca la ecuacion escalar para la profundidad hyy.

3. Ezplique por qué la ecuacion puede resolverse mediante Newton.
Ejercicio 3.6.5. Considere dos rarefacciones de aguas someras.

1. Demuestre que puede aparecer una region de vacio.
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2. Obtenga una condicion explicita sobre los estados Up, y Ug.

3. Interprete fisicamente el fendmeno.

Ejercicio 3.6.6. Considere el sistema de cromatografia

+ 4 0
U _— =
¢ l+u+v), ’

v
— ) =0
Ut+(1+u+v)x

1. Calcule los valores propios.
2. Calcule los vectores propios.
3. Obtenga las invariantes de Riemann.

4. Muestre que las curvas de la primera familia satisfacen

v
— = constante.
U

5. Muestre que las curvas de la sequnda familia satisfacen

U + v = constante.

Ejercicio 3.6.7. Considere nuevamente el modelo de cromatografia.

1. Deduzca las curvas de choque usando las condiciones de Rankine—Hugoniot.

2. Demuestre que coinciden con las curvas de rarefaccion.

3. Verifique el criterio de entropia de Laz.

4. Determine cudndo una conexion corresponde a un choque y cudndo a una rarefaccion.

Ejercicio 3.6.8. Considere la funcion

1¢2 1
h,q) = —==— + —gh®.
n(h.a) =55+ 39
1. Calcule el Hessiano de 1.

2. Verifique que n es convexa para h > 0.

3. Deduzca el flujo de entropia asociado.

4. Interprete fisicamente la entropia obtenida.
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Ejercicio 3.6.9. Sea

1. Demuestre que

2. Calcule el Jacobiano de ®.

3. Explique por qué el teorema de la funcion inversa implica existencia local de una solu-
cion del problema de Riemann.

Ejercicio 3.6.10. Considere el funcional de Glimm
Gt)=TV(U(t)) + CQ(1).
1. Explique el significado del potencial de interaccion

Q).

2. Describa cualitativamente qué ocurre cuando dos ondas interactian.
3. Ezplique por qué el funcional G(t) debe decrecer.

4. Dibuje un esquema conceptual de la demostracion del teorema de Glimm.

Ejercicio 3.6.11 (*). Demuestre que toda solucion suave de un sistema de Temple permanece
sobre la interseccion de superficies de invariantes de Riemann apropiadas.

Ejercicio 3.6.12 (*). Lea el articulo de Gilquin, Laurens y Rosier (1996) y describa las prin-
cipales diferencias entre los problemas de Riemann unidimensionales y multidimensionales
para sistemas hiperbolicos lineales.
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Capitulo 4

Métodos Numeéricos para Leyes de
Conservacion

Hasta ahora hemos estudiado la estructura matematica de los sistemas hiperbdlicos: hi-
perbolicidad, curvas caracteristicas, invariantes de Riemann, ondas de rarefaccion, choques,
discontinuidades de contacto y el problema de Riemann.

Una de las ideas fundamentales de la teoria moderna consiste en que los problemas de
Riemann no solo permiten describir soluciones exactas locales, sino que también constituyen
el bloque bésico de construccién de numerosos métodos numéricos.

La observacién clave fue realizada por Godunov en 1959: si una solucion general puede
interpretarse localmente como una sucesion de problemas de Riemann, entonces es natural
aproximar la ecuacién resolviendo problemas de Riemann en cada interfaz de la malla.

Esta idea dio origen a toda una familia de métodos numéricos, conocidos como métodos
de captura de choques (shock-capturing methods), entre los que se encuentran los métodos de
Godunov, Roe, HLL, HLLC, WAF y numerosos esquemas modernos.

En este capitulo estudiaremos los principios bésicos de estos métodos para leyes de con-
servacion unidimensionales y sistemas hiperbdlicos.

4.1. El método de Godunov para leyes de conservacién
escalares

Consideremos la ley de conservacion escalar
U + f (u)x = 07
con condicién inicial
u(x,0) = ug(x).

Sea una malla uniforme x; = iAz, y definamos las celdas

Introducimos los promedios celulares
n 1 n
P=— [ u(z,t")dz.

Az [,

u

101
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Nuestro objetivo es construir una aproximacion de estos promedios en tiempos sucesivos.

4.1.1. Reconstruccion constante

Supongamos conocidos los valores u}'. Godunov propuso reconstruir una funcién escalo-
nada
u(x, 1) = ul, x € I,.

Es decir, la soluciéon aproximada es constante en cada celda. Esta reconstruccién genera una

discontinuidad en cada interfaz x,, 1. Por tanto, en cada interfaz aparece naturalmente un
. 2

problema de Riemann local:

U, T < T;i1
7 1+35)
u(z,t") = . :
Uipry T > Tigl
|
L
n
-

Figura 4.1: Reconstruccién constante de Godunov. Cada interfaz genera un problema de
Riemann local.

4.1.2. Flujo de Godunov

Sea u*(x/t;ur,ur) la solucién exacta del problema de Riemann. El flujo numérico de
Godunov se define como

Fa(up,ugr) = f(u*(0;ur, ug)).

Es decir, el flujo se evalia en el estado que ocupa la interfaz x/t = 0. La actualizacién de los
promedios celulares es entonces

At
n+l _ ,n o
= - (FH% Fi_%> :

donde

Fi—i—% = Fg (U;L7U;L+1) .

Esta expresion tiene exactamente la forma de un método de voliimenes finitos.
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Observacion 4.1.1. El método de Godunov puede interpretarse como una discretizacion por
volumenes finitos cuyos flujos numéricos se obtienen resolviendo exactamente problemas de
Riemann en cada interfaz de la malla.

Esta conexion entre problemas de Riemann y métodos numéricos constituye una de las
ideas mds importantes de la teoria moderna de leyes de conservacion.

4.1.3. Ejemplo: la ecuaciéon de adveccion lineal

Consideremos la ecuacién

U + aty =0,
donde a € R es constante. El flujo es f(u) = au. En cada interfaz aparece el problema de
Riemann
up, x <0,
u(z,0) = { g
ugr, > 0.
Sabemos que la solucion exacta es

(2.1) ur, x—at <0,
u(zx,t) =
ugr, *—at>0.

Por tanto, el estado que ocupa la interfaz x/t = 0 depende tinicamente del signo de a.

Si a > 0, las caracteristicas se desplazan hacia la derecha. La interfaz recibe informacién
unicamente desde la izquierda, por lo que u*(0) = uy. Luego

Fo(ur,ur) = f(ur) = aur.

El método de Godunov se convierte en

utt =l — G—At (u” U?q) .

K3 (2 Ax 1
Este es precisamente el esquema upwind clasico.

Si a < 0, las caracteristicas se desplazan hacia la izquierda. La interfaz recibe informacién
desde la derecha y, por tanto, u*(0) = ug. En consecuencia,

Fo(up,ur) = aug.
El esquema resultante es

n+1 = un

u; N (ufy —uf) .

Nuevamente obtenemos un esquema upwind.
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Observacion 4.1.2. El método de Godunov generaliza el concepto de esquema upwind.
En la ecuacion de adveccion lineal, el flujo de Godunov coincide exactamente con el flujo
upwind.:

aur, a>0,
Fe(ur,up) =
augr, a<®0.
Para leyes de conservacion no lineales y sistemas hiperbolicos, el mismo principio continia
siendo valido: el flujo numérico se obtiene resolviendo localmente un problema de Riemann
y evaluando el flujo en la interfaz.

Proposicion 4.1.1. Para una ley de conservacion escalar
U + f(u)x =0,
el flujo de Godunov puede escribirse como

} <
i fluw), up <upg,

Fo(up,ug) =

max U UL > Up.
ur<u<ur f( )7 L R

Esta expresion es vdlida incluso cuando el flujo f no es convexo.

Observacion 4.1.3. Cuando f es conveza, la formula anterior se deduce facilmente a partir
de la estructura simple de los problemas de Riemann escalares.

Para flujos no convexos, la solucion entropica debe construirse mediante las envolventes
convezxas y concavas introducidas por Oleinik. En este caso pueden aparecer combinaciones de
choques y rarefacciones dentro de una misma solucion de Riemann. Sin embargo, la formula
del flujo de Godunov sigue siendo vdlida.

4.2. El método de Godunov para la ecuacién de Bur-
gers

Consideremos la ecuacion de Burgers

u2

El flujo es f(u) = 1u?. Dado un problema de Riemann
ur, =<0,
u(z,0) =
ur, x>0,

la solucion exacta depende de la posicién relativa de uy y ug. Por consiguiente, el flujo de
Godunov debe analizarse caso por caso.
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4.2.1. Rarefaccion

Supongamos u;, < ug. La solucién del problema de Riemann es una rarefaccion

up, x/t<wup,
w(x,t) =< z/t, up <zt < ug,
ug, x/t > ug.

El estado que ocupa la interfaz x/t = 0 depende de la posicién del origen respecto del abanico.

Si 0 < wup < ug, entonces u*(0) = uy. Por tanto, Fiz = §u2.
1
Siug, < ug < 0, entonces u*(0) = ug, vy Fg = §u§%

Si ug, < 0 < ug, el origen pertenece al interior del abanico. Luego u*(0) =0,y Fg = 0.

4.2.2. Choque

Supongamos ahora u; > ug. La solucién es un choque cuya velocidad viene dada por

Rankine-Hugoniot:
_ flugr) = flur)  up+ug

Ur — Uy, 2
Si s > 0, el choque se desplaza hacia la derecha y la interfaz ve el estado izquierdo:

u*(0) = ur. Por tanto, Fg = §u%

1
Si s < 0, la interfaz ve el estado derecho: u*(0) = ug. Entonces Fg; = éu%

4.2.3. Foérmula explicita

Reuniendo todos los casos obtenemos

1
éu%, up, > ugr, ur+ugr >0,
L,
EuR, up > ugr, up+ug <0,
_J)1
FG(UL7UR) - Eu%’ 0< up, < UR,
L,
§UR’ urp < ug < 0,
\0, ur < 0 < ug.

Observacion 4.2.1. Para Burgers,

1
min  -u®, wup < ug,
u€lur,uR]
Fo(ur,ur) =

méax —u?, up > ug.
u€lupr,ur]
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Esta formula es un caso particular de la expresion general del flujo de Godunov para leyes
de conservacion escalares.
4.3. El método de Godunov para sistemas hiperbdlicos
Consideremos ahora un sistema de leyes de conservacién

U, + F(U), =0,

donde U(z,t) € R™. Sea una particién uniforme de la recta en celdas

I; = |:xi7%7$i+%:| :

Como en el caso escalar, definimos los promedios celulares

1
Un = —
! Al' I;

Supondremos conocidos los valores U;".

Uz, t")dx.

4.3.1. Reconstruccion constante

Godunov propuso reconstruir una funcion escalonada

UR(z,t") = UL, x € 1.

Esta reconstruccién genera una discontinuidad en cada interfaz x,, 1. Por tanto, en cada

1
. . 2
interfaz aparece un problema de Riemann local:

n
ur, T < T,

Uz, t") =
Uly, >0

4.3.2. Flujo de Godunov

Sea U*(&; U, Ug), § = 7, la solucién entrépica del problema de Riemann asociado a los
estados Uy, Ug. El flujo de Godunov se define por

Fg(UL,UR) = F(U*(O, UL,UR)).

Es decir, el flujo numérico se obtiene evaluando el flujo fisico en el estado que ocupa la

interfaz § = 0.
La actualizacién de los promedios celulares viene dada por

A
Urtl = yr — A—t (FH; - Fi_;> ,
T 2 2

donde
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Fi 1 =Fg (Ui”, erl)

Esta expresion constituye el método de Godunov para sistemas.

1
2

4.3.3. La dificultad practica

Aunque la definicién del flujo de Godunov es conceptualmente simple, su implementacion
puede resultar costosa. En efecto, para calcular F; (U, Ug), es necesario resolver exactamente
el problema de Riemann correspondiente. Para sistemas no lineales, esta tarea puede requerir:

calculo de valores y vectores propios;

construccién de curvas de rarefaccion;

resolucion de ecuaciones de Rankine-Hugoniot;

determinacion de estados intermedios;

iteraciones de Newton.

Por ejemplo, para el sistema de aguas someras, el estado intermedio se obtiene resolviendo
una ecuacién no lineal para la profundidad h),.

Por esta razén, en la practica suelen utilizarse solucionadores aproximados de Riemann.
Los dos solucionadores aproximados mas utilizados son:

1. el solucionador de Roe;

2. el solucionador HLL.

Ambos intentan aproximar el flujo de Godunov evitando la resolucién exacta del problema
de Riemann.

4.4. El solucionador de Roe

El método de Godunov requiere resolver exactamente el problema de Riemann

Ut+F<U)I = Oa

asociado a dos estados constantes Uy, Ug. Sin embargo, para sistemas no lineales esta
tarea puede resultar costosa. La idea de Roe consiste en reemplazar localmente el sistema no
lineal por un sistema lineal equivalente, cuya solucién de Riemann puede obtenerse explicita-
mente mediante descomposicion espectral. De este modo, el problema de Riemann no lineal
se aproxima por un problema de Riemann lineal.
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4.4.1. Linearizacion de Roe

Buscamos una matriz E(UL, Ug) tal que

F(Ug) — F(UL) = A(Uy, Up)(Ug — Uy).

Esta condicién garantiza que la linealizacion reproduce exactamente el salto de flujo entre
ambos estados. Ademds, se exige que A(U,U) = DF(U), y que A sea diagonalizable con

autovalores reales. La matriz A se denomina matriz de Roe.

4.4.2. Problema de Riemann aproximado

Consideremos el sistema lineal

U+ AU, = 0.

Como vimos en el Capitulo 1, la solucién del problema de Riemann puede obtenerse mediante
la descomposicién espectral A = RAR™'. Si AU = Uy — Uy, escribimos

AU = i LTl
k=1

Cada coeficiente oy representa la intensidad de una onda elemental asociada al valor pro-
pio Ax. La solucion aproximada consiste entonces en una sucesién de ondas lineales que se
propagan con velocidades Ay, ..., \y,,.

4.4.3. Flujo de Roe

4.4.4. Deduccion del flujo de Roe desde el problema de Riemann
lineal

El flujo de Roe puede entenderse como el flujo de Godunov aplicado no al sistema no
lineal original, sino al sistema linealizado

U, + AU, = 0,

donde A = A(U 1, Ugr) es la matriz de Roe. Supongamos que A es diagonalizable con valores

propios reales: A= RAR™! ,donde A = d1ag()\1, ce hy m), v las columnas de R son los vectores
propios derechos 7. Dado el salto

AU =Ugr - Uy,

lo descomponemos en la base propia:

k=1

La solucién del problema de Riemann lineal estd formada por ondas que se propagan con
velocidades A;. Por tanto, el estado que ocupa la interfaz x/t = 0 es
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En efecto, las ondas con velocidad negativa ya han cruzado la interfaz desde la derecha
hacia la izquierda, mientras que las ondas con velocidad positiva permanecen a la derecha
de la interfaz. Como el sistema linealizado tiene flujo F (U) = AU, el flujo en la interfaz es
F* = AU*. Luego
J— A/UL + Z }\vk()ék?k
Ar<0

Introducimos las partes positiva y negativa de cada valor propio:
< 1~ ~ ~ 1~ ~
o= () A =5 (=)

Entonces _ _ _
Me =N+ AL

y X,; =0, si Xk > 0, X; =0, si Xk < 0. Por tanto, el flujo puede escribirse como
F* = AVUL + Zf)\v;ak?k
k=1

Como

AAVAU = Zxkakﬁ,
k=1
y AU = Ug — Uy, tenemos

AVUR = AVUL + Zxkak?,ﬁ

k=1

- 1 /~ -
Usando ahora A\, = 5 <>\k — \)\k|) , obtenemos

.~ Iemy -~ 1 &, -
F :AUL—Fg;)\kO&ka—ég‘AHOéka.

El primer par de términos puede reescribirse como

- 1~ 1/~ -
AUL—|—§A(UR—UL):§(AUL+AUR>.
Por tanto,
. 1/~ ~ Iem v, ~
F* = 5 <AUL —|—AUR> — 5; ’)\k|Oéka.

Para el sistema linealizado,

F(Up) = AU,  F(Ug) = AUs.
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En el método de Roe, ademas, la matriz A satisface la propiedad

F(Ug) — F(Up) = A(Ug — Up).

Esto permite reemplazar el flujo linealizado por los flujos fisicos en los estados Uy, y Ug. Asi
se obtiene finalmente

1 1
FR0e<UL;UR) :i(F(UL)—i‘F UR §Z|>\k|06k7”k
En forma matricial,
1 1 ~
Froe(Ur, Ur) = B (F(UL) + F(Ur)) — §|A|(UR —UL),

donde
A= RIAR,  [A] = diag ([Nl o Rl )

Observaciéon 4.4.1. La formula de Roe no es una correccion heuristica del flujo centrado.
Es exactamente el flujo de Godunov aplicado al problema de Riemann linealizado. El primer
término,

S(F(UL) + F(UR),

corresponde a un flujo centrado, mientras que el sequndo término,
1 ~
§|A|(UR —UL),

es la distpacion upwind asociada a la descomposicion caracteristica del sistema.

Observacién 4.4.2. La diferencia fundamental entre el flujo de Roe y el flujo de Lar—
Friedrichs es que la disipacion numérica de Roe depende de cada valor propio individual. Por
consiguiente, Roe introduce unicamente la difusion necesaria en cada familia caracteristica.
Esto permite capturar choques y discontinuidades de contacto con mucha mayor precision.

4.4.5. Ejemplo: el sistema de aguas someras

h
U= , = hu,
(Q) ¢

Recordemos que
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Observacion 4.4.3. Obsérvese que el solucionador de Roe utiliza exactamente la estructura
espectral estudiada en los capitulos anteriores.

En particular, las velocidades caracteristicas aproximadas son las velocidades de las ondas
gravitacionales

u:l:\/g_h.

Por esta razon, Roe reproduce con gran precision la propagacion de choques y rarefacciones
en aguas Someras.

El flujo de Roe entre Uy, = (hr,qr) vy Ur = (hg,qr) €s

2
1 1 ~
Froe(UpL, Ug) = 3 (F(UL) + F(Ug)) — 3 ; Xe| Qg .
donde
14 we — 1B
L hLa R th

Antes de introducir las medias de Roe, conviene preguntarse como se obtienen estas can-
tidades. A primera vista podria parecer natural utilizar simplemente las medias aritméticas
de h y u. Sin embargo, la linealizacién de Roe no busca aproximar el Jacobiano mediante
un promedio cualquiera, sino construir una matriz A(Uy, Ugr) que reproduzca exactamente el
salto del flujo entre los estados izquierdo y derecho. La condicién fundamental que caracteriza
la matriz de Roe es

F(Ug) — F(Uy) = A(Uy, Up) (U — Uy).

Esta identidad determina las medias que deben emplearse en la construccién de A. En efecto,
para el sistema de aguas someras, la primera componente de esta igualdad no proporciona
ninguna informacién adicional, mientras que la segunda componente conduce a

q2 q2 1 ~
L) 4 —g(h% — h2) = (gh — U?)Ah + 2u Aq,
hg  hy) 2

donde Ah = hr — hy, Aq = qr — qr. Consideremos unicamente el término gravitacional.
Utilizando la identidad algebraica

h% —h3 = (hg +hy)(hg — hy),

1
Eg(h?a - h%) =g (@) (hR - hL) =g (w) Ah.

se obtiene

Por otra parte, la contribucién correspondiente en la matriz de Roe es gh Ah. Para que la
condicion de Roe se satisfaga exactamente para cualquier par de estados U y Ug, ambos
términos deben coincidir. En consecuencia,

g?L Ah =g (@) Ah,
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lo que implica inmediatamente

7 hr + hg

= 5
Asi, la media aritmética de la profundidad no constituye una eleccién heuristica, sino que
surge de manera natural al exigir que el término hidrostatico del flujo, que es cuadratico
en h, reproduzca exactamente el salto de flujo entre los estados izquierdo y derecho. La
deduccién de la media de la velocidad u es mas delicada, pues proviene del término convectivo
q*/h = hu?, cuya factorizacién requiere una identidad algebraica més elaborada. mientras
que el término convectivo ¢?/h = hu? impone una condicién mucho més sutil. Consideremos
ahora el término convectivo de la condicién de Roe,

Q%z Q% 2
- — = = —u*Ah+2uA
he T U + 2u Agq,

donde ¢; = h;u;, i = L, R. Sustituyendo ¢ = hu, obtenemos
hRUZR — hLu% = —62(]13 - hL) + 2ﬂ(hRuR - hLuL).

Esta igualdad puede interpretarse como una ecuacién cuadratica para la media desconocida
u:
(hR — hL)EQ — Q(hRuR - hLuL)E—l— (hRu% - hLU%) =0.

Aplicando la férmula general para las raices, se obtiene

= hRuR — hLuL + vV thR (UR — UL)
hr — hy, '

Una factorizacion sencilla muestra que las dos soluciones pueden escribirse como

~  Vhrurp+Vhrug . Vhrur —Vhpug

u= , o bien u=
Vi + Ve Vhn— ks

A primera vista, ambas expresiones satisfacen la condicién de Roe. Sin embargo, la segun-
da solucién debe descartarse. En efecto, cuando los estados izquierdo y derecho tienden a
coincidir, (hg,ug) — (hr,ur), el denominador /hr — v/hy tiende a cero, por lo que la
segunda expresion deja de estar definida y no admite un limite continuo. En consecuen-
cia, A(U,U) # DF(U), violando una de las propiedades fundamentales exigidas a la matriz
de Roe. Por el contrario, la primera expresién permanece perfectamente regular y satisface
limy,, ., ¥ = u, garantizando la consistencia de la linealizacién. Por esta razén, la media de
Roe para la velocidad se define finalmente como

5= Vhrur +vVhrug
Vhr ++Vhg
Obsérvese que, al igual que la media aritmética para la profundidad, esta expresion no cons-

tituye una eleccion heuristica, sino que surge de imponer la condicién de linealizacion exacta
del salto de flujo junto con la condicién de consistencia A(U,U) = DF(U).
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Observacion 4.4.4. La expresion anterior para u no fue obtenida por inspeccion. En su
trabajo original, Roe introdujo una parametrizacion del estado mediante variables auxiliares
en las cuales el flujo se vuelve cuadrdtico. Esta eleccion permite linealizar exactamente la
diferencia de flujos entre dos estados y conduce de manera natural a la media ponderada por
Vh. Ideas andlogas se utilizan en la construccion de la matriz de Roe para las ecuaciones de
Fuler de la dindmica de gases.

Adicionalmente, ¢ = 4/ g}i. Los valores propios de Roe son

y los vectores propios derechos son

_ (1 _ (1
n=\u-¢) T \a+e)

Si A
h
AU =Ur—-U; = (Aq)’
entonces
AU = o1 + aars,
con
(uw+¢)Ah — Aq Ag— (u—2¢)Ah
o] = — s Qg = — .
2c 2c

Por tanto, explicitamente,

1 qr + qr 1~ _
Froe(Ur,Ug) = B i n lgh% L @ . lgh%{ 3 |A1]aam + [Ag|aara| .
hr, 2 hr 2

4.4.6. Correccion de entropia de Harten

Una de las principales limitaciones del solucionador de Roe es que, aunque reproduce
correctamente los choques y las discontinuidades de contacto, puede violar la condicién de
entropia en presencia de rarefacciones transonicas. Recordemos que el método de Roe reem-
plaza el sistema no lineal por el sistema lineal

U, + AU, Ug)U, = 0,

donde la matriz de Roe posee valores propios constantes Xl, e ,Xm. Sin embargo, en el
problema no lineal las velocidades caracteristicas varian continuamente a lo largo de una
onda de rarefaccion. La dificultad aparece cuando una familia caracteristica cambia de signo
entre los estados izquierdo y derecho,

)\j(UL) <0< )\J(UR)
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Este fenémeno recibe el nombre de rarefaccion transonica.

En la solucion exacta del problema de Riemann, la velocidad caracteristica pasa continua-
mente por el valor cero y el abanico de rarefaccion contiene un estado para el cual \;(U) = 0.
En cambio, el solucionador de Roe reemplaza todas las velocidades del abanico por un tnico
valor constante A;. Como consecuencia, el método puede interpretar erréneamente la rarefac-
ciéon como una discontinuidad propagandose con velocidad Xj, produciendo una solucién que
viola la condicién de entropia de Lax. Este fenomeno recibe el nombre de entropy violating
shock.

(a) Solucit(')n exacta (b) tRoe (c) Roe %l— Harten

AL <0 XEO0 Ar>0 X >0 difusién cefca de A =0
‘ T T

Rarefaccion Choque espurio Rarefaccion corregida

Figura 4.2: Rarefaccién transénica y correccion de entropia de Harten. (a) En la solucién
exacta, las velocidades caracteristicas cambian continuamente de signo y forman un abanico
de rarefaccién. (b) El solucionador de Roe reemplaza este abanico por una tunica velocidad
caracteristica, pudiendo generar un choque no entrépico. (c¢) La correccién de Harten incre-
menta la disipaciéon numérica tnicamente para autovalores proximos a cero, recuperando la
solucién entropica correcta.

Para evitar este comportamiento, Harten propuso reemplazar el valor absoluto de cada
valor propio por una funcién suavizada alrededor del origen. En lugar de utilizar |\;|, se

define

AL Al =6,
¢()‘) BRPL: 4+ 62 |>\| s
25 I )
donde § > 0 es un pequeiio pardmetro. La matriz de valores absolutos |A| = R|A|R™! se

reemplaza entonces por
o(A) = Rdiag (60n), ., 60w)) R

El flujo de Roe corregido queda finalmente

FEC = 2 (F(UL) + F(UR)) — 3 8(A)(Us — Uy).

N | —

Obsérvese que la funcién ¢ coincide con el valor absoluto para autovalores alejados del ori-
gen, por lo que la correccién tinicamente modifica las ondas cuya velocidad caracteristica es
préxima a cero.
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Desde un punto de vista fisico, esta modificacién introduce una pequena cantidad adicional
de disipacién numérica en las rarefacciones transonicas, evitando la aparicién de choques no
entrépicos sin alterar significativamente la resolucion del método en el resto del dominio.

La correcciéon de Harten constituye actualmente una parte estandar de la implementa-
cién practica del solucionador de Roe para numerosos sistemas hiperbélicos, entre ellos las
ecuaciones de Euler y el sistema de aguas someras.

Observacion 4.4.5. El término rarefaccion transénica proviene de la dinamica de gases y
hace referencia a una onda de rarefaccion en la cual una velocidad caracteristica cambia de
signo dentro del abanico de ondas. En términos matemdticos, existe un estado intermedio U*
tal que

/\j(UL) <O<)\j(UR), /\J(U*) =0.

En las ecuaciones de Fuler, esta situacion corresponde a una transicion entre regime-
nes subsonicos y supersonicos. En el sistema de aguas someras, el fenomeno es andlogo vy
representa el paso entre un flujo subcritico y uno supercritico (nimero de Froude igual a
uno). Precisamente en estas situaciones el solucionador de Roe puede violar la condicion de
entropia, lo que motiva la introduccion de la correccion de Harten.

4.4.7. Ejemplo: las ecuaciones de Euler para un gas perfecto
Consideremos las ecuaciones de Euler unidimensionales para un gas perfecto,

p
U= |pu]|,
E
donde p es la densidad, u la velocidad y E' la energia total por unidad de volumen.
El flujo es
pU
FU)=| pu’+p |,
u(E + p)

p=r-1) (B go0?).

Si escribimos m = pu, entonces

donde

p
U=1|m
E
El Jacobiano del flujo A(U) = DF(U) es
0 1 0
v—3
A(U) = ;v B=7u =1
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donde

es la entalpia total.
Los valores propios de A(U) son

Al=u—c, Ay = u, A3 =u+c,

P 1
Y 7 D (g - 22
e= 2 \/ CENICEET
es la velocidad del sonido.

Una base de vectores propios derechos esta dada por

donde

1 1 1
Ty = u—c |, T9 = 1“ , r3 = u+c
H —uc EUQ H + uc

La primera y tercera familias representan ondas actusticas, mientras que la segunda familia
corresponde a una discontinuidad de contacto.

Al igual que para el sistema de aguas someras, el método de Roe reemplaza el problema
de Riemann no lineal por un sistema lineal

U, + AU, =0,
donde la matriz A debe satisfacer

F(UR) — F(Uy) = A(Uy, Up) (U — Uy).

Para las ecuaciones de Euler, las medias de Roe se definen por

o VPLUL + \/PRUR
VoL + PR

i VPLHL + \/prHR
VPL+ PR

La velocidad del sonido de Roe es

a:¢w—n(ﬁ—%m)

Por tanto, los valores propios de la matriz de Roe son
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Los vectores propios derechos asociados son

1 1 1
r = ~ﬁ—5 , Ty = 1“ , T3 = ﬁ—l—’c“
H—uc 5172 H+uc
Dado
Ap
AUZUR—UL: Am s
AFE

se busca la descomposicién
AU = 0415:1 + 052?2 + 0635:3.

Para calcular las intensidades de onda, definimos

1 1

B="1_ (AE _UAm+ —ﬂQAp> ,

c 2
Am —ulAp

X = ~
c

Entonces

m=i(B-x). m=8p—B  ay=3(B+X)

Finalmente, el flujo de Roe para las ecuaciones de Euler se escribe como

3
1 1
Froe(Upr, Ug) = 3 (F(UL) + F(Ug)) -5 Z k| T
Es decir,
1 11~ - ~ - ~ -
Froe = 5 (F(UL) + F(UR)) = 5 | alaats + [Reasfs + |)\3|a3r3] .

117

Esta formula tiene la misma estructura que en el sistema de aguas someras. La diferencia
es que ahora intervienen tres familias caracteristicas: dos ondas actsticas y una onda de

contacto.

4.4.8. Ventajas y limitaciones del solucionador de Roe

El solucionador de Roe constituye uno de los métodos aproximados de Riemann mas
utilizados en dinamica de fluidos computacional debido a su excelente compromiso entre

precisién y costo computacional.
Entre sus principales ventajas destacan:
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» La matriz de Roe satisface exactamente la condicion de linealizacion

F(Ugr) — F(UL) = A(Ur,Ug)(Ug — Uy),

lo que garantiza una representacién muy precisa del salto de flujo entre los estados
izquierdo y derecho.

= Conserva la estructura caracteristica del sistema original, ya que la soluciéon aproximada
se construye mediante la descomposicién espectral de la matriz de Roe.

= Resuelve exactamente el problema de Riemann cuando el sistema es lineal.

= Captura con gran precisién choques, ondas de rarefaccién y, en particular, discontinui-
dades de contacto, introduciendo una cantidad minima de disipacion numérica.

» La difusién numérica se adapta automaticamente a cada familia caracteristica median-
te los valores propios |\g|, produciendo soluciones considerablemente més nitidas que
esquemas mas difusivos como Lax—Friedrichs.

= El costo computacional es moderado y resulta mucho menor que el de un solucionador
exacto de Riemann, razén por la cual continia siendo uno de los métodos mas utilizados
en dinamica de gases y aguas someras.

No obstante, el método también presenta algunas limitaciones importantes.

= La linealizacién puede producir estados intermedios no fisicos, particularmente densi-
dades o profundidades negativas en presencia de choques muy intensos.

= Puede violar la condicién de entropia en rarefacciones transonicas, produciendo choques
no entrépicos. Este inconveniente se corrige habitualmente mediante la correccién de
entropia de Harten presentada en la subseccion anterior.

= Requiere el calculo explicito de los valores propios y vectores propios de la matriz de
Roe, lo que puede resultar laborioso para sistemas complejos con muchas ecuaciones.

» La construccién de una matriz de Roe no siempre es posible. Para algunos modelos no
existe una parametrizacion que satisfaga exactamente la condicién de Roe, mientras
que para otros dicha construccion puede ser muy complicada.

= En problemas con fuertes gradientes o cercanos al vacio, el método puede perder ro-
bustez, siendo necesario recurrir a solucionadores mas difusivos pero mas estables.

Estas limitaciones motivaron el desarrollo de otros solucionadores aproximados de Rie-
mann. Entre ellos, el método HLL constituye probablemente la alternativa mas importante,
ya que evita el calculo de autovectores y requiere iinicamente una estimacién de las velocida-
des extremas de propagacién. Aunque introduce una mayor difusion numérica, presenta una
robustez superior en numerosos problemas practicos y es ampliamente utilizado en simula-
ciones de flujos compresibles y aguas someras.
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4.5. El solucionador HLL

El solucionador HLL (Harten—Laz—van Leer) fue propuesto por Harten, Lax y van Leer
en 1983 como una alternativa mas robusta al solucionador de Roe.

Mientras que Roe intenta aproximar la solucién completa del problema de Riemann me-
diante una linealizacion del sistema y la utilizacién de todos sus autovalores y autovectores,
el método HLL adopta una filosofia mucho maés simple.

La idea fundamental consiste en aproximar el abanico completo de ondas por tinicamente
dos velocidades de propagacién, correspondientes a la onda mas rapida que viaja hacia la
izquierda y a la onda mas rapida que viaja hacia la derecha.

En consecuencia, el método evita el cdlculo explicito de los autovectores del sistema y
unicamente requiere una estimacion de las velocidades extremas del problema de Riemann.

Esta simplificacion hace del solucionador HLL un método particularmente robusto y am-
pliamente utilizado en dinamica de gases, aguas someras, magnetohidrodinamica y otros
sistemas hiperbdlicos complejos.

4.5.1. Aproximacion del problema de Riemann

Recordemos que la solucién exacta de un problema de Riemann para un sistema hi-
perbdlico estd formada, en general, por varias ondas elementales (choques, rarefacciones y
discontinuidades de contacto) que dividen el plano (x,t) en diversos estados constantes.

> T
Solucion exacta del problema de Riemann

Figura 4.3: Estructura tipica de una solucién exacta de Riemann para un sistema hiperbdlico:
varias ondas separan distintos estados intermedios.

El método HLL reemplaza esta estructura por una aproximacion mucho mas simple, for-
mada unicamente por dos ondas que se propagan con velocidades Sy, < 0, Sg > 0, separando
un unico estado intermedio constante U*. De este modo, la solucién aproximada queda

ULa %< SL7
U(l’,t): U~, SL<§<SR,
UR, %>SR.

Obsérvese que todas las ondas intermedias del problema de Riemann original se reemplazan
por un unico estado constante.
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4.5.2. Calculo del estado intermedio

El estado intermedio U* se obtiene imponiendo las condiciones de Rankine-Hugoniot
sobre las dos ondas aproximadas. Sobre la onda izquierda,

F(U*) = F(UL) =S, (U =Up),
mientras que sobre la onda derecha,
F(Ugr)— F(U") = Sg(Ug —U™).

Eliminando el flujo desconocido F'(U*), obtenemos

U SrUg — S Up — (F(Ugr) — F(UL))
Sp — Sy, .

Este estado representa una aproximacién promedio de todos los estados intermedios de la
solucién exacta.

Aproximacion HLL

Figura 4.4: Aproximacion HLL: todo el abanico de ondas intermedias se reemplaza por dos
velocidades extremas Sy, Sg y un unico estado intermedio U*.

4.5.3. El flujo HLL

Aplicando nuevamente las condiciones de Rankine-Hugoniot, el flujo en la interfaz resulta

F _SRF(UL)—SLF(UR)+SLSR(UR—UL)
HLL — SR—SL

Este flujo se utiliza cuando Sp < 0 < Sg. En los casos restantes,

FHLL:
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Por tanto,
F(Up), Sy >0,
Fuup = SrF(Ur) — SLFé;]Ii) ;—LSLSR(UR — UL)’ S, <0< Sp.
F(Ur), Sk < 0.

4.5.4. Estimacion de las velocidades extremas

La precision del método depende de la elecciéon de las velocidades Sy, v Sg. Una eleccion
ampliamente utilizada consiste en tomar

S, =min (A (UL), \(Ug)),

Sr = max (A, (UL), A (UR)) ,

donde A\; y A, representan el menor y el mayor valor propio del sistema, respectivamente.
Para el sistema de aguas someras, por ejemplo,

Alzu—\/g_h, )\2:U+\/ﬁ,

de modo que

St = min (UL —Vghr,ug — v/ ghR> )
SR = max (UL + \/ ghL,uR “+ v/ ghR> .

Observacién 4.5.1. El solucionador HLL unicamente conserva las velocidades extremas del
abanico de ondas y elimina toda la estructura caracteristica intermedia.

Como consecuencia, introduce una mayor difusion numérica que el método de Roe y no
reproduce exactamente las discontinuidades de contacto.

FEsta limitacion motivé posteriormente el desarrollo del solucionador HLLC (HLL-Contact ),
el cual incorpora una onda intermedia adicional con el objeto de recuperar las discontinuida-
des de contacto sin perder la robustez caracteristica del método HLL.

4.6. El solucionador de Engquist—Osher

El flujo de Engquist—Osher, propuesto por Engquist y Osher en 1980, constituye una
alternativa al flujo de Godunov que evita resolver explicitamente el problema de Riemann. La
idea fundamental consiste en descomponer el flujo de acuerdo con el signo de las velocidades
caracteristicas, de manera analoga al esquema upwind para la ecuacion de adveccion lineal.

Consideremos una ley de conservacion escalar

ut+f(u)x =0,
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y sea

a(u) = f'(u)

la velocidad caracteristica. Se introducen las partes positiva y negativa de la velocidad

at(u) = méax(a(u),0), a” (u) = min(a(u),0),

de modo que

a(u) = at(u) +a (u).
El flujo de Engquist—Osher se define entonces por

Froturun) = [0+ [ (s [ a(s)ds

Obsérvese que este flujo depende tnicamente del signo de las velocidades caracteristicas
y no requiere construir la soluciéon del problema de Riemann.

Ejemplo: ecuacién de Burgers. Para f(u) = %uz, se tiene a(u) = u. En consecuencia,

a+(u)_{u, u>0, a_<u)_{o, u>0,

07 USO, u, u < 0.

Integrando, se obtiene la expresion explicita

Fro(ur,ur) =

(méx(ug, O))2 + %(min(uR, 0))2.

N | —

Esta formula constituye una de las principales ventajas del método en el caso escalar.

Extension a sistemas. Para un sistema hiperbdlico
U+ FU), =0,

la situacién es considerablemente més compleja. En efecto, el Jacobiano A(U) = DF(U)
depende del estado y debe descomponerse espectralmente,

AU) = RIOHAU)RU) .
Las partes positiva y negativa del Jacobiano se definen por
AX(U) = RU)AX(U)R(U) ™,

donde A* = diag(\F,...,A%). El flujo de Engquist-Osher generalizado se escribe entonces
como

Fpo(Up,Ur) = F(UL) + / A (U) dU,
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donde I' es una trayectoria que une Uy, con Ug en el espacio de estados. En la practica suele
elegirse la trayectoria lineal

U(s) =UL+ s(Ug — Up), 0<s<1,

evaluandose la integral mediante una cuadratura numérica. Por ejemplo, para el sistema de

aguas someras, U = (Z) , el flujo de Engquist—-Osher requiere integrar las matrices

AE(U) = R(U)AE(U)R(U) ™!

a lo largo de la trayectoria escogida. Esto hace que su implementacién resulte mas costosa
que la del método de Roe o del método HLL.

Observacion 4.6.1. A diferencia del solucionador de Roe, el flujo de Engquist—Osher satis-
face de forma natural la condicion de entropia y no requiere una correccion adicional como la
propuesta por Harten. Sin embargo, la necesidad de evaluar una integral matricial hace que
este método sea menos utilizado en sistemas de ecuaciones, especialmente cuando el niumero
de variables es elevado.

Comparacién entre los principales solucionadores de Riemann

Método Riemann exacto | Autovectores Entropia Contacto Costo
Godunov S1 St Si Excelente | Muy alto
Engquist—Osher No St Si Buena Alto
Roe Aproximado Si Requiere correccién | Excelente |  Medio
HLL No No Si Difusiva Bajo

Cuadro 4.1: Comparacion cualitativa entre algunos solucionadores aproximados de Riemann.

La Tabla 4.1 resume las principales caracteristicas de los métodos descritos en este capitu-
lo. Cada uno de estos métodos responde a una filosofia distinta. Godunov utiliza la solucion
exacta del problema de Riemann; Roe la aproxima mediante una linealizacion conservati-
va; Engquist—Osher evita resolver el problema de Riemann descomponiendo el flujo segiin el
signo de las velocidades caracteristicas; finalmente, HLL reemplaza todo el abanico de ondas
por dos tnicas velocidades extremas.

En la practica, la eleccion del método depende del compromiso deseado entre precision, ro-
bustez y costo computacional. Roe proporciona una excelente resoluciéon de discontinuidades,
mientras que HLL ofrece una mayor robustez en problemas con choques intensos o estados
proximos al vacio. Por su parte, Engquist—Osher ocupa una posicién intermedia, con muy
buenas propiedades tedricas, aunque su extension a sistemas resulta computacionalmente
mas costosa.
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Ejercicios del Capitulo 4
Ejercicio 4.6.1. Deduzca el esquema de Godunov para la ecuacion de adveccion lineal
u; + au, = 0.

Muestre que, si a > 0, se obtiene el esquema upwind hacia la izquierda, y si a < 0, el esquema
upwind hacia la derecha.

Ejercicio 4.6.2. Considere la ecuacion de Burgers

u2

Deduzca el flujo de Godunov explicito distinguiendo los casos de choque y rarefaccion.
Ejercicio 4.6.3. Para una ley escalar

uy + f(u), =0,
verifique que el flujo de Godunov puede escribirse como

min  f(u), up < ug,
urp <usupg
Fo(ur,ur) = )
max f(u), urp > ug.
ur<u<ur,

Comente su relacion con la condicion de entropia de Oleinik.
Ejercicio 4.6.4. Deduzca el flujo de Roe para el sistema lineal

Muestre que
1 1
FRoe = Q(FL + FR) — §’A|(UR — UL)

Ejercicio 4.6.5. Para el sistema de aguas someras, demuestre que las medias de Roe

TL_ hL+hR a,_ \/hLuL—i-\/hRuR
2 ’ Vhr ++Vhg

satisfacen la condicion

F(UR) — F(Uy) = A(Uy, Up)(Ur — Uy).

Ejercicio 4.6.6. Para las ecuactones de Fuler, calcule los valores propios y vectores propios
del Jacobiano del flujo. Luego escriba el flujo de Roe en términos de

u, H, @z
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Ejercicio 4.6.7. Fxplique por qué el solucionador de Roe puede violar la condicion de en-
tropia en rarefacciones transonicas. Implemente la correccion de Harten

Al Al >4,
A =924 g2
26

A < 4.

Ejercicio 4.6.8. Deduzca el flujo HLL a partir de dos velocidades extremas Sy, y Sr. Muestre
que

F(Uyp), Sp >0,
SpF(U;) — S F(Ugr)+ S.Sp(Ug — U
Fipp = rF(UL) LS( R)S .Sr(Ur L)’ S, <0< 5Sp.
R — XL
F(Ug), Sk <0.

Ejercicio 4.6.9. Compare numéricamente Roe y HLL para un problema de rotura de represa
en aguas someras. Analice cudl método captura mejor la discontinuidad y cudl resulta mds
difusivo.

Ejercicio 4.6.10. Para Burgers, deduzca el flujo de Engquist—Osher
1, o 1, 9
Fro(ur,ugr) = E(max(uL,O)) + i(mln(uR,O)) :

Compare este flujo con Godunov.

Ejercicio 4.6.11. Construya una tabla comparativa entre Godunov, Roe, HLL vy Engquist—
Osher indicando: costo computacional, necesidad de autovectores, robustez, difusion numérica
y tratamiento de discontinuidades de contacto.
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Capitulo 5

Métodos bien balanceados

En los capitulos anteriores hemos estudiado leyes de conservacion hiperbdlicas homogéneas
de la forma

U+ F(U), =0,

desarrollando tanto la teoria del problema de Riemann como algunos de los principales
métodos numéricos para su aproximacion, entre ellos los esquemas de Godunov, Roe, HLL y
Engquist—Osher.

Sin embargo, una gran cantidad de modelos de interés en mecanica de fluidos, hidraulica,
geofisica y transporte de sedimentos incluyen ademas términos fuente, dando lugar a sistemas
de la forma

U, + F(U), = S(U, ),

donde el término fuente representa la accién de fuerzas externas, interacciones con el
medio o variaciones geométricas del dominio.
Entre los ejemplos mas importantes se encuentran:

las ecuaciones de aguas someras con batimetria;

las ecuaciones de Euler bajo la accién de la gravedad;

los modelos de Saint—Venant para flujos en canales con pendiente;

los modelos de aguas someras acoplados con transporte de sedimentos (Shallow Water—
Exner);

diversos modelos de flujo multifasico y de medios porosos.

Desde el punto de vista numérico, la presencia del término fuente introduce una dificultad
completamente nueva. Mientras que en las leyes de conservacion homogéneas toda la dinamica
estd gobernada unicamente por los flujos numeéricos, en los sistemas con término fuente existe
un delicado equilibrio entre el flujo conservativo y el término fuente.

En muchos problemas fisicos existen soluciones estacionarias no triviales que satisfacen

129
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F(U), = S(U, z).

En estas soluciones el flujo y el término fuente se compensan exactamente, aunque ninguno
de ellos sea nulo por separado.

Desafortunadamente, una discretizacion independiente del flujo y del término fuente suele
destruir este equilibrio. Como consecuencia, un esquema clasico puede generar velocidades
espurias, ondas artificiales u oscilaciones numéricas incluso cuando la solucién exacta perma-
nece estrictamente estacionaria.

Esta observacién motivé el desarrollo de los llamados métodos bien balanceados (well-
balanced schemes), cuyo objetivo consiste en preservar exactamente determinados estados
estacionarios del sistema continuo.

En este capitulo estudiaremos estas ideas en el contexto del sistema de aguas someras
con relieve del fondo, uno de los modelos paradigmaticos de las leyes de conservacién con
términos fuente. A partir de este ejemplo se introduciran los conceptos fundamentales que
sirven de base para la construccion de métodos bien balanceados modernos.

5.1. El sistema de aguas someras con batimetria

En los capitulos anteriores hemos estudiado el sistema clasico de aguas someras supo-
niendo un fondo horizontal. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones hidraulicas y
geofisicas el fondo del rio, lago o mar presenta variaciones espaciales que influyen de manera
significativa sobre el flujo.

Sea z(z) la elevacién del fondo, medida respecto de un nivel de referencia fijo. La pro-
fundidad del agua se denota por h(x,t), mientras que la elevacion de la superficie libre viene
dada por

n(x,t) = h(z,t) + z(x).

La variable conservativa continua siendo

h
U= , = hu,
(Q) ¢

donde u representa la velocidad media del flujo.
Las ecuaciones de aguas someras con batimetria se escriben como

ht+qx:07

21
qt + (% + §gh2) = —gh Zr-

En forma vectorial,

U + F(U)m = S(Uv J}),

con
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El término fuente representa la fuerza gravitacional inducida por la pendiente del fondo.
Cuando el fondo es horizontal, z, = 0, el sistema se reduce al modelo homogéneo estudiado en
los capitulos anteriores. Es importante observar que el término fuente depende explicitamente
de la geometria del dominio. En consecuencia, el equilibrio entre el flujo conservativo y
la fuente desempena un papel fundamental en la dinamica del sistema y debe preservarse
cuidadosamente en la discretizacion numérica.

5.2. Estados estacionarios y equilibrio de lago en repo-
SO

Una diferencia fundamental entre las leyes de conservacion homogéneas y los sistemas con
término fuente es la existencia de soluciones estacionarias no triviales.
En efecto, un estado estacionario verifica U, = 0, por lo que el sistema de aguas someras

se reduce a ¢, =0, y
q_2 + 1gh2 = —ghz
h 2 . w

En general, estas ecuaciones admiten una gran variedad de soluciones estacionarias. Sin em-
bargo, el equilibrio més importante desde el punto de vista fisico corresponde al denominado
lago en reposo. En este caso, ¢ = 0, es decir, el agua permanece completamente inmovil. La
ecuacion del momento se reduce entonces a

1
(59*)1 = ohe

Derivando,
ghh, = —gh z,.
Suponiendo h > 0, obtenemos h, = —z,, 0, equivalentemente,
(h+z), =0.

Por integracion,

h(x) + () = 1o,

donde 7y es una constante. En consecuencia, el equilibrio de lago en reposo queda caracteri-
zado por

‘q =0, h + z = constante.
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Este resultado posee una interpretacién fisica inmediata: aunque el fondo sea irregular, la
superficie libre permanece completamente horizontal y el fluido se encuentra en equilibrio
hidrostatico. La Figura 5.1 ilustra esta situacion.

n=h+z=cte

W

Figura 5.1: Equilibrio de lago en reposo. Aunque la batimetria es irregular, la superficie libre
permanece horizontal.

Este equilibrio constituye la solucion estacionaria mas importante del sistema de aguas
someras. Idealmente, un método numérico deberia preservarlo de forma exacta. Sin embargo,
como veremos en la siguiente seccion, la mayoria de los esquemas clasicos destruyen este
equilibrio debido a una discretizacion inconsistente entre el flujo y el término fuente. Esta
observacién motiva el desarrollo de los llamados esquemas well-balanced.

5.3. jPor qué falla un esquema de Godunov clasico?
A primera vista podria parecer natural discretizar el sistema de aguas someras con bati-

metria utilizando exactamente el mismo esquema de voliimenes finitos estudiado en el capitulo
anterior. En efecto, escribiendo

Uy + F(U), = S(U,2),

el esquema de Godunov toma la forma

U'nJrl S L —
7 % Ax

)

At(

Fi,1 — F, ) +ALS,,
2

N|=

donde Fj 1 es un flujo numérico obtenido mediante la resoluciéon de un problema de Rie-
mann (exacto o aproximado), mientras que .S; es una aproximacién del término fuente en la
celda 7. Sin embargo, esta discretizacion presenta un inconveniente fundamental: el flujo y el
término fuente se aproximan de manera independiente, sin imponer que ambos permanezcan
en equilibrio. Para comprender este fenémeno, consideremos el estado estacionario de lago
en reposo,

q=0, h+ 2z =no,

donde la superficie libre permanece completamente horizontal. En el problema continuo, este

estado verifica exactamente
1
—gh*) = —ghz,
(29#°), ==
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es decir, el gradiente de presién hidrostatica se compensa exactamente con la fuerza gravi-
tacional inducida por la pendiente del fondo. Supongamos ahora que el fondo se discretiza
mediante valores z; = z(x;), mientras que la profundidad satisface

hi 4 zi = no.

Aunque el equilibrio continuo se verifica exactamente, los estados vecinos

h; h;
U2:<O)7 Ui+1:(6rl>a

no coinciden debido a las variaciones de la batimetria. Como consecuencia, el solucionador
de Riemann interpreta la diferencia entre U; y U;;; como una discontinuidad hidraulica y

genera un ﬁUjO no DUIO,
0
F, 1 :
H—% 7é <§gh2>

Por otra parte, el término fuente suele aproximarse mediante una férmula independiente, por

ejemplo,
( 0 )
Si = Zitl — Ri-1
—gh, AL L)
g 2Ax

la cual, en general, no compensa exactamente la diferencia entre los flujos numéricos. En
consecuencia,
1
s (Fp —Fiy) + 5 #0

aun cuando la solucién exacta permanece perfectamente estacionaria. El resultado es la apa-
ricién de pequefias velocidades artificiales, ¢/*"' # 0, que no tienen ningtin significado fisico y
que pueden propagarse y amplificarse durante la simulacién. Este fenomeno recibe el nombre
de desequilibrio numérico (numerical imbalance) y constituye una de las principales fuentes
de error en la simulacién de flujos poco energéticos sobre fondos irregulares.

7 = cte

Problemhs de Riemann

Uit bz’+2)‘

Ui

| | - 2(2)

Figura 5.2: Aunque la superficie libre permanece horizontal, un solucionador de Riemann

clasico interpreta las diferencias entre estados vecinos como ondas hidraulicas y genera flujos
espurios.

Esta observacién conduce naturalmente al concepto de esquema well-balanced. La idea
consiste en modificar la construccion del flujo numérico de manera que, cuando la solucion
corresponda a un equilibrio estacionario como el lago en reposo,

q=0, h + z = constante,
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el esquema preserve exactamente dicho equilibrio, es decir,
n+l __ n
v =0",

hasta precision de maquina. En la siguiente seccion estudiaremos uno de los métodos mas
exitosos para lograr este objetivo: la reconstruccién hidrostatica propuesta por Audusse,
Bouchut, Bristeau, Klein y Perthame (2004).

Proposicién 5.3.1 (Necesidad de los esquemas well-balanced). Considérese un sistema hi-
perbélico con término fuente

U + F(U)a: = S(Uv J}),

y un esquema de volumenes finitos de la forma

Uin+1 — Uzn .

A
il

Si el flujo numérico Fy 1 y la discretizacion del término fuente S; se construyen de manera
. . 2
independiente, entonces, en general, el esquema no preserva exactamente los estados esta-
cionarios del problema continuo. En particular, un estado de equilibrio puede evolucionar
numéricamente generando velocidades espurias.

En consecuencia, para preservar exactamente un equilibrio estacionario es necesario cons-
truir el flujo numérico y la discretizacion del término fuente de manera compatible.

Demostracion. Sea U(z) una solucién estacionaria del sistema continuo. Entonces
FU), =S, x).

Al discretizar el flujo y el término fuente de forma independiente, no existe, en general,
ninguna razon para que se verifique la identidad discreta

1
~z (Fy =By +Si=0

Como consecuencia,

U AU,

aun cuando la soluciéon exacta permanezca estacionaria. En otras palabras, el esquema in-
troduce una evolucion artificial del equilibrio, produciendo errores que no tienen origen en el
modelo fisico sino en la discretizacion.

La tunica forma de evitar este fendmeno consiste en disenar simultaneamente el flujo
numérico y la aproximacion del término fuente, de modo que ambos se compensen exacta-
mente sobre los estados estacionarios que se desean preservar. Esta es precisamente la idea
fundamental de los métodos well-balanced. O]
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5.4. La idea de los métodos well-balanced

La proposicién anterior muestra que un esquema clasico de voliimenes finitos no preserva,
en general, los estados estacionarios del sistema continuo. El problema no reside en el solu-
cionador de Riemann utilizado, sino en el hecho de que el flujo numérico y el término fuente
son discretizados de manera independiente.

La idea fundamental de los métodos well-balanced consiste en construir simultaneamente
ambas discretizaciones, de modo que se preserve exactamente un determinado estado esta-
cionario del sistema.

En el caso del sistema de aguas someras con batimetria, el equilibrio de mayor interés
fisico es el denominado lago en reposo,

q = 07 h +z= Mo,
donde la superficie libre permanece horizontal.

Definicién 5.4.1. Un esquema numérico para el sistema de aguas someras se dice well-
balanced (o bien balanceado) si preserva exactamente el equilibrio de lago en reposo. Es
decir, si el dato inicial verifica

@ =0, R+ 2z =m,

entonces el esquema satisface

%n:Oa h?—i_zi:nOa
para todo tiempo discreto t", salvo errores de redondeo.

Desde un punto de vista fisico, esta propiedad significa que un lago en reposo permanece
exactamente en reposo durante toda la simulacién, independientemente de las variaciones de
la batimetria.

Esta propiedad resulta particularmente importante cuando se desean resolver pequenas
perturbaciones alrededor de un equilibrio. En ausencia de un esquema well-balanced, los
errores numéricos asociados a la discretizacion del término fuente pueden ser mucho mayores
que la propia perturbacion fisica, produciendo oscilaciones espurias y velocidades artificiales.

La construccién de un esquema bien balanceado puede abordarse de distintas formas.
Una de las técnicas mas exitosas, sencilla de implementar y compatible con la mayoria de los
solucionadores de Riemann consiste en la denominada reconstruccion hidrostatica (hydrostatic
reconstruction), propuesta por Audusse, Bouchut, Bristeau, Klein y Perthame (2004).

5.5. Reconstruccion hidrostatica de Audusse et al.

La idea de la reconstruccién hidrostatica consiste en modificar los estados izquierdo y
derecho antes de resolver el problema de Riemann en cada interfaz. Considérese la interfaz
x que separa las celdas 7 e ¢ + 1. En lugar de utilizar directamente los estados

U, — (h) U= (hm) |
4qi qit+1

i1
1+357
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se reconstruyen primero las alturas de agua. Sea

Zip1 = max (2, Zi+1)

la mayor elevacion del fondo en ambos lados de la interfaz. Se definen entonces las profundi-
dades reconstruidas

hi+%’L = max <0, hi + z; —ZH_%) ,

hz‘+%,R = max (O, hit1 + i1 — Z¢+%) .

Obsérvese que la reconstrucciéon no modifica la elevacion de la superficie libre h + z, sino
unicamente la profundidad utilizada por el solucionador de Riemann en la interfaz. Ambas
profundidades se miden respecto del nivel del fondo mas elevado,

Zitl = MAX(2;, Zi41),

de modo que la porcién de agua situada por debajo de dicho nivel no participa en el in-
tercambio de momento entre ambas celdas. Esta operacion puede interpretarse como una re-
construccién de la columna hidrostatica efectiva en la interfaz. Ademas, el operador méax (0, -)
garantiza automéaticamente
hi+§,L >0, hi—&-%,R > 0,

incluso en presencia de zonas secas. Los estados reconstruidos quedan finalmente

U* _ hi+%,L y U _ hi—l—%,R
. l —_— 9 . l _— .
el hip1 pui R hiy1 RUit1

Estos nuevos estados son los que se utilizan como datos izquierdo y derecho del problema de
Riemann. Una vez resuelto el problema de Riemann reconstruido, se obtiene el flujo

FZ.*+%zf<U,* U )

H—%,L’ z+%,R

donde F representa cualquier solucionador aproximado de Riemann consistente (Godunov,
Roe, HLL, HLLC, etc.). Sin embargo, este flujo ya no contiene exactamente la contribucién
del término de presion hidrostatica, pues ha sido calculado utilizando las profundidades
reconstruidas h; 1Ly h; +1ReED lugar de las profundidades originales. Es necesario, por tanto,
introducir una correcciéon que restituya la parte del flujo hidrostatico eliminada durante la
reconstruccién. Para ello se definen los correctores

( 0
Si-i—l,L =19 2 2 s
: 5 (n=ny,)
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( 0
A (- hd )

Obsérvese que estos términos no constituyen una discretizacién independiente del término
fuente —ghz,. Por el contrario, representan la diferencia entre el flujo hidrostético original y
el flujo construido con las profundidades reconstruidas. En este sentido, el método discretiza
de manera compatible el flujo conservativo y el término fuente, preservando el equilibrio
hidrostatico del sistema continuo.

A partir de estos correctores se construyen dos flujos corregidos asociados a cada interfaz,

L *
Fz’+§ - Fz’+§ + St

R *
Fi+% - ‘FH-% + SH—%,R‘

El primero corresponde al flujo utilizado por la celda situada a la izquierda de la interfaz,
mientras que el segundo corresponde al flujo utilizado por la celda situada a la derecha.
Finalmente, el esquema de volimenes finitos puede escribirse como

n+1l __ n
Y
x
Esta formulacién pone de manifiesto que la reconstruccién hidrostatica no modifica el
solucionador de Riemann utilizado, sino unicamente los estados que se le suministran y la
forma en que se corrige el flujo hidrostéatico en cada interfaz.

= (Rl - F8).

1 1
3 -3

Teorema 5.5.1 (Propiedad well-balanced de la reconstruccion hidrostatica). Considérese el
esquema de volumenes finitos basado en la reconstruccion hidrostdatica de Audusse et al. Si el
dato inicial corresponde a un estado de lago en reposo,

¢ =0, hi + zi = o,
para toda celda v, entonces el esquema preserva exactamente dicho equilibrio. Es decir,
Uin+1 = Uin7
para todo i y todo paso temporal n. Por consiguiente, el esquema es well-balanced.
Demostracion. Supongamos que
¢ =0, hi + z; = no,
para toda celda . Entonces

h; = Tlo — %4, hi+1 =To — Zi+1-
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Sea
Zip1 = max(z, Zip1).

Por definicion de la reconstruccion hidrostatica,

hi%,R = max <0,770 — zi+%> .
Por tanto,
hi+%,L = hi+%,R'
Denotemos este valor comin por
hi ..
i+5
Como ademas ¢q; = ¢;+1 = 0, se tiene

h*
* . * _ iJrl
Ui—&-%,L - Uz’—i—%,R - 0 2]

Luego el problema de Riemann reconstruido es trivial. Por consistencia del solucionador

de Riemann,
F* . * * . F h;:—l
i+ = F (Ui+%7L’Ui+%,R> = 0 ? )

es decir,

Consideremos ahora el flujo corregido utilizado por la celda 7 en la interfaz derecha x;,

1.
..y 2
Por definicion,

L _ *
Fi+% - Fz‘+% + St

Usando la expresion del corrector,

0
Srpe = | g n—(n,) ) )
2\ " i+3
obtenemos
0 0
L __
Fi+% ] (h* )2 + g (hz— (h* 1)2)
2 \i+s 2\ it3
Por lo tanto,
0
Fiy =
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De manera andloga, en la interfaz izquierda z;_1, el flujo corregido que utiliza la celda 7
2
es
R
F;_% — F;_% + Si*%,R'

Repitiendo el mismo calculo se obtiene

0
R
Fi—% Q h2
o't
En consecuencia,
F.Ll — F.Rl - 0
i+5 =5
La actualizacion del esquema,
At
+1 _ L R
Ut =Ur - 5 (B - FL).
queda entonces reducida a
UATH_I — Un
K3 [
Esto demuestra que el equilibrio de lago en reposo se preserva exactamente. O

Observacién 5.5.1 (Origen de la idea well-balanced). La reconstruccion hidrostatica de
Audusse et al. debe entenderse dentro de una linea de desarrollo mds amplia sobre el trata-
miento numérico de términos fuente en leyes de balance. Una idea central, ya presente en los
trabajos de Greenberg y LeRouz, consiste en no discretizar el flujo y la fuente como objetos
independientes, sino en construir una aproximacion compatible que preserve ciertos estados
estacionarios del sistema.

En el caso de las ecuaciones de aguas someras con batimetria, esta filosofia puede inter-
pretarse como una manera de incorporar el salto del fondo dentro del problema de Riemann
local. Dicho de otro modo, la topografia no se trata solamente como una fuente externa agre-
gada al final del paso temporal, sino como parte de la estructura local del flujo a través de
cada interfaz.

Desde esta perspectiva, la reconstruccion hidrostdtica de Audusse et al. ofrece una formu-
lacion especialmente simple: en lugar de modificar el solucionador de Riemann, se modifican
los estados izquierdo y derecho que se entregan al solver, y se corrige de manera compatible el
flujo hidrostdtico. Esto permite preservar el equilibrio de lago en reposo vy, al mismo tiempo,
mantener la positividad de la profundidad.

Observacién 5.5.2 (Sistema aumentado). Otra forma de justificar los métodos well-balanced
consiste en introducir la batimetria como una variable adicional del sistema,

tho.

De este modo, el fondo se interpreta como una componente estacionaria de la solucion.
La discontinuidad de z en una interfaz aparece entonces como una onda de velocidad nula,
y el equilibrio hidrostatico puede ser entendido como una interaccion exacta entre las ondas
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(a) Estados originales

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
$-+
Los estados originales se
entregan directamente al

solucionador de Riemann.

(b) Reconstruccién

Se reemplazan las profundidades
originales por profundidades
reconstruidas respecto del fondo
mas elevado.

(c) Problema de
Riemann

{ Uz, Ug) J

h

[Solver de Riemann (Roe, HLL, Godunov)}

El solucionador de Riemann no
se modifica. Unicamente cambian

los estados de entrada.

Figura 5.3: Reconstruccién hidrostatica de Audusse et al. (a) Los estados originales no satisfacen el equilibrio
hidrostético en la interfaz. (b) Se reconstruyen las profundidades utilizando z; | 1 = mdx(z;, zi+1), preservando
la superficie libre y la positividad del agua. (¢) El solucionador de Riemann (Godunov, Roe, HLL, etc.) se
aplica sin modificacién alguna a los estados reconstruidos, obteniéndose un flujo numérico bien balanceado.
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hidrdulicas y esta onda estacionaria. Esta formulacion, desarrollada sistemdticamente en el
enfoque de Bouchut, proporciona un marco general para construir esquemas compatibles con
estados estacionarios.

Observacién 5.5.3 (Condicién CFL). La incorporacion de la batimetria no modifica la
condicion CFL del esquema. En efecto, las velocidades caracteristicas del sistema vienen
determinadas por los valores propios del Jacobiano del flujo,

/\1,2 =ut \/g_hu

los cuales son independientes del término fuente —ghz,. Por consiguiente, tanto un es-
quema cldsico como un esquema well-balanced utilizan la misma restriccion temporal,

Ax
i ([ + V/5he)

La ventaja de la reconstruccion hidrostdtica no consiste en permitir pasos temporales ma-
yores, sino en preservar exactamente los estados de equilibrio del sistema. En consecuencia,
el método evita la generacion de velocidades espurias y mejora significativamente la calidad
de la aprorimacion, sin alterar la condicion de estabilidad CFL.

At < CFL

5.6. Ejemplos numéricos

En esta seccion presentamos dos experimentos numéricos clasicos que ilustran las princi-
pales ventajas de los métodos well-balanced para el sistema de aguas someras con batimetria.

Aunque los resultados se muestran de manera cualitativa, ambos ejemplos constituyen
pruebas estandar utilizadas en la literatura para validar nuevos esquemas numeéricos.

5.6.1. Ejemplo 1: lago en reposo
Consideremos un dominio unidimensional

0<z< L,

con una batimetria irregular z(x), por ejemplo

o(z) = {0.2 (1 _ cos (2%@)) L 0<az<lL,

y condiciones iniciales

q(x,0) =0,

h(z,0) 4+ z(x) = 1.

La solucién exacta permanece estacionaria para todo tiempo,
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q(z,t) =0, h(z,t) + z(z) = 1.

Si se utiliza un esquema clasico de Godunov junto con una discretizacién independiente del
término fuente, aparecen pequenas velocidades numéricas espurias que rompen el equilibrio
hidrostatico.

Por el contrario, un esquema well-balanced preserva exactamente el estado estacionario
hasta precision de maquina,

para todo n.
Este experimento constituye la prueba basica que debe superar cualquier método well-
balanced.

Free surface: non well-balanced HLL vs well-balanced HLL Discharge
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Figura 5.4: Ejemplo 1: lago en reposo sobre una batimetria irregular. La solucién exacta satisface ¢ = 0y
h+ z = 1 para todo tiempo. El esquema clésico no bien balanceado genera perturbaciones espurias tanto en
la superficie libre como en el caudal, mientras que la reconstruccién hidrostatica preserva el equilibrio hasta
precisién de maquina.

5.6.2. Ejemplo 2: pequena perturbacion sobre un lago en reposo

Consideremos nuevamente un lago inicialmente en equilibrio,

q(z,0) =0, h(z,0) + z(x) =1,
al cual se anade una pequena perturbacion gaussiana

(ﬂc—L/?)Q).

o2

h(z,0) =1 — z(z) + 10" exp (—

La amplitud de la perturbacién es varios 6rdenes de magnitud menor que la profundidad
del agua.
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En un esquema no well-balanced, los errores producidos por la discretizacién del término
fuente pueden ser mayores que la propia perturbacion fisica, enmascarando completamente
la propagaciéon de las ondas.

En cambio, un esquema bien balanceado conserva exactamente el equilibrio de fondo y
unicamente propaga la pequena perturbaciéon introducida.

Este ejemplo pone de manifiesto una de las principales aplicaciones de los métodos well-
balanced: la simulacion de ondas de pequena amplitud sobre estados casi estacionarios.

Discharge
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10015 Free surface: non well-balanced HLL vs well-balanced HLL
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Figura 5.5: Ejemplo 2: propagacién de una pequenia perturbacién sobre un lago inicialmente en reposo. La
amplitud de la perturbacién es varios érdenes de magnitud menor que la profundidad media del agua. El
esquema clasico introduce errores espurios debidos al desacoplamiento entre el flujo conservativo y el término
fuente, los cuales alteran la propagacion de la perturbacién. En contraste, el esquema well-balanced preserva
exactamente el equilibrio hidrostatico de fondo y resuelve tinicamente la dindmica asociada a la perturbacion
fisica, permitiendo capturar con mayor precision ondas de pequenia amplitud sobre estados casi estacionarios.

Observacion 5.6.1. En aplicaciones reales, como la propagacion de tsunamis, las inundacio-
nes fluviales o las marejadas costeras, la amplitud de las perturbaciones suele ser muy pequena
en comparacion con la profundidad media del agua. En estas situaciones, la utilizacion de
esquemas well-balanced resulta esencial para obtener resultados fisicamente fiables.

5.7. Comentarios finales y bibliografia

Los métodos well-balanced constituyen uno de los desarrollos mas importantes de las
ultimas décadas en el andlisis numérico de leyes de conservacion con términos fuente.

Su idea fundamental consiste en preservar exactamente determinados estados estaciona-
rios del sistema continuo mediante una discretizacion compatible del flujo conservativo y del
término fuente.

En el caso del sistema de aguas someras, el equilibrio de lago en reposo representa el
ejemplo paradigmatico. La reconstruccién hidrostatica propuesta por Audusse et al. (2004)
permite incorporar esta propiedad utilizando practicamente cualquier solucionador aproxi-
mado de Riemann, como Roe, HLL o Godunov.
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Actualmente existen numerosas extensiones de esta filosofia a problemas mas complejos,
entre ellos los modelos de Saint—Venant para cauces con pendiente, los sistemas de aguas
someras multicapa, las ecuaciones de Euler con gravedad, los modelos acoplados Shallow
Water—Exner y diversos sistemas de transporte en medios porosos.

El desarrollo de métodos well-balanced contintia siendo un &area activa de investigacion,
especialmente en el contexto de esquemas de alto orden, métodos discontinuous Galerkin y
técnicas de reconstruccién no oscilatoria.

Ejercicios del Capitulo 5

Ejercicio 5.7.1 (El equilibrio de lago en reposo). Considérese el sistema de aguas someras
con batimetria

ht+q27:07
2
q 1 2
— + —gh = —qh z,.
Qt+(h+2g )m ghz

1. Demuestre que el estado

q=0, h+ z =no,
es una solucion estacionaria del sistema.
2. Interprete fisicamente el significado de esta solucion.

3. Considere una batimetria cualquiera z(x). Dibuje esquemdticamente el perfil del fondo
y la superficie libre correspondiente al equilibrio de lago en reposo.

4. Fxplique por qué un esquema de volumenes finitos que discretiza independientemente
el flujo y el término fuente no preserva, en general, este equilibrio.

Ejercicio 5.7.2 (Reconstruccién hidrostatica). Considérese una interfaz x;, 1 entre dos cel-
. 2
das consecutivas, con datos

(hiauiazi)7 (hi+1aui+1azi+1)-

1. Demuestre que la reconstruccion hidrostdtica de Audusse et al.

Zipl = MAx(2;, Zi41),

hH%,L:maX(O, hi + 2z — 2, ),

1
2

h’i+%7R = nax (07 hiv1 + zig1 — Zi+%) )
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garantiza que

2. Muestre que, si inicialmente

q=20, h+ 2z =no,

los estados reconstruidos satisfacen

hz‘+%,L = hi+%,R'
Explique por qué esta propiedad permite preservar exactamente el equilibrio de lago en

reposo.

3. Discuta cudl es la principal ventaja de este procedimiento frente a una discretizacion
cldsica del término fuente.

4. Fxplique por qué la reconstruccion hidrostdtica permite utilizar sin modificaciones los
solucionadores de Riemann estudiados en el capitulo anterior (Godunov, Roe, HLL,
etc.). ¢Qué parte del algoritmo cambia y cudl permanece inalterada?
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Apéndice A

Implementaciéon en Matlab del
esquema well-balanced

Con el objeto de ilustrar los conceptos desarrollados en el Capitulo 5, presentamos a con-
tinuacion una implementacién sencilla del método well-balanced basado en la reconstruccion
hidrostatica de Audusse et al..

El codigo ha sido escrito con fines exclusivamente docentes. Por esta razén, se trata deli-
beradamente de un esquema de primer orden en el espacio y en el tiempo, utiliza condiciones
de borde periddicas y evita optimizaciones de programaciéon que podrian dificultar su com-
prension.

Su objetivo no es proporcionar un codigo de produccién para simulaciones cientificas,
sino mostrar de la forma mas transparente posible cémo se implementan la reconstruccién
hidrostatica, el solucionador aproximado de Riemann HLL y la correccién del flujo necesaria
para preservar exactamente el equilibrio de lago en reposo.

El lector puede modificar libremente la batimetria, las condiciones iniciales, la resoluciéon
de la malla o el nimero de Courant para explorar el comportamiento del método y comparar
sus resultados con los obtenidos mediante un esquema clasico no well-balanced.

A
% SW_HLL_WellBalanced_Audusse_demo.m

T

% Shallow Water equations with bottom topography:
T

% h_t+q9.x=0,

%h q.t + (q¢"2/h + 1/2 gh"2)_ x = - gh z_x.

T

% Comparison between:

% (1) a classical non well-balanced HLL scheme,

%  (2) the hydrostatic reconstruction of Audusse et al. with HLL.
b

% The script contains two tests:

%  testCase = 1 : lake at rest,
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%  testCase = 2 : small perturbation of a lake at rest.
b
% The well-balanced scheme should preserve testCase = 1 up to roundoff.

T

clear; close all; clc;

% _____________________________

% Parameters

% _____________________________

g
L

N

CFL
Tfinal
testCase

" o onn
SO O N+~ ©

- NP O O @
O O1 v+ ~. —_

% 1 = lake at rest, 2 = small perturbation

xmin = 0.0;

xmax = L;
dx = (xmax-xmin)/N;
X = linspace(xmin+0.5%dx,xmax-0.5*dx,N)’;

S —
% Bottom topography

N —
z = 0.20%(1.0 - cos(2xpi*x/L));
eta0 = 1.0;

switch testCase

case 1

hO = etal - z;
case 2

sigma = 0.05;

perturb = le-3*exp(-((x-0.5%L)."2)/(sigma~2));
hO = eta0 - z + perturb;
otherwise
error (’Unknown testCase. Use 1 or 2.7);
end
q0 = zeros(N,1);

% Initial data for both schemes
hN = hO; gN = qO0; % non well-balanced scheme
hWw hO; qW q0; % well-balanced hydrostatic reconstruction



% Time integration

while t < Tfinal
smaxN = maxWaveSpeed(hN,qN,g) ;
smaxW = maxWaveSpeed(hW,qW,g) ;
dt = CFL*dx/max(smaxN,smaxW) ;
if t + dt > Tfinal
dt = Tfinal - t;

end
[hN,gN] = stepNaiveHLL(hN,qN,z,g,dx,dt);
[hW,qW] = stepHydrostaticHLL(hW,qW,z,g,dx,dt);
t =t + dt;
iter = iter + 1;

end

N —

etaN = hN + z;
etaW hWw + z;

fprintf (’\nShallow water with topography\n’);
fprintf ’N = %d, final time = %.4f, iterations = Jd\n’,N,t,iter);
fprintf (’Test case %d\n’,testCase);

if testCase ==

fprintf (’Non-WB HLL: max |eta-etalO| = %.3e, max [ql| = %.3e\n’
max (abs (etaN-eta0)), max(abs(qN)));
fprintf (’WB HLL: max |eta-etal| = %.3e, max I|ql = %.3e\n’

max (abs (etaW-etal)), max(abs(qW)));
else
fprintf (’Non-WB HLL: max |eta-eta_initiall
max (abs(etaN-(hO+z))), max(abs(gN)));
fprintf (’WB HLL: max |eta-eta_initiall
max (abs (etaW-(h0+z))), max(abs(qW)));

%.3e, max |ql

%.3e, max |ql

end

b

b

%.3e\n’,

%.3e\n’,
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figure(’Color’,’w’);

plot(x,z,’k’,’LineWidth’,1.5); hold on;

plot(x,h0+z,’b--",’LineWidth’,1.2);

plot(x,etaN,’r’,’LineWidth’,1.2);

plot(x,etaW,’g’,’LineWidth’,1.2);

grid on;

xlabel(’x’); ylabel(’elevation’);

legend(’bottom z(x)’,’initial free surface’,’non-WB HLL’,’WB HLL’,’Location’,’best’);
title(’Free surface: non well-balanced HLL vs well-balanced HLL’);

figure(’Color’,’w’);
plot(x,qN,’r’,’LineWidth’,1.2); hold on;
plot(x,qW,’g’,’LineWidth’,1.2);

grid on;

xlabel (’x’); ylabel(’q=hu’);

legend (’non-WB HLL’,’WB HLL’,’Location’,’best’);
title(’Discharge’);

yA
% Local functions

T

function smax = maxWaveSpeed(h,q,g)
hsafe = max(h,le-14);
u = q./hsafe;
c = sqrt(gxhsafe);
smax = max(abs(u)+c);
end

R e ———
% Classical non well-balanced HLL scheme.
% The source term is discretized independently by a centered difference.
% Periodic boundary conditions are used for simplicity.
e O e e R —————
function [hnew,qnew] = stepNaiveHLL(h,q,z,g,dx,dt)

N = length(h);

Flux = zeros(N,2); % Flux(i,:) = flux at interface i+1/2

for i = 1:N
ip = periodicIndex(i+1,N);
UL = [h(i); q(i)];
UR = [h(ip); q(ip)];
Flux(i,:) = hl1lFlux(UL,UR,g)’;
end



hnew
gnew

for

end

end

h
b
b
h
h
h
b
b
h
h
h

153

= q;

i=1:N
im = periodicIndex(i-1,N);
ip = periodicIndex(i+1,N);

% Centered independent approximation of -g h z_x
dzdx = (z(ip)-z(im))/(2%*dx);
Source = [0; -g*h(i)*dzdx];

U = [h(i); q(i)];
Unew = U - dt/dx*(Flux(i,:)’-Flux(im,:)’) + dt*Source;

max (Unew(1) ,1e-14);
Unew(2) ;

hnew (i)
gnew (i)

Well-balanced HLL scheme with hydrostatic reconstruction.

At each interface i+1/2:
Fstar = HLL(U_L " *,U_R"x*)

F°L
F°R

Fstar + S_L
Fstar + S_R

Cell i update:

U_i~

{n+1} = U_i"n - dt/dx ( F°L_{i+1/2} - F"R_{i-1/2} ).

function [hnew,qnew] = stepHydrostaticHLL(h,q,z,g,dx,dt)

N =

FluxL = zeros(N,2); % FluxL(i,:)

length(h);

F L_{i+1/2}

FluxR = zeros(N,2); % FluxR(i,:) = F"R_{i+1/2}
for i = 1:N

ip = periodicIndex(i+1,N);

hL = h(i); qL = q(i); zL = z(i);

hR = h(ip); gR = q(ip); zR = z(ip);

ul = gL/max(hL,le-14);

uR = gR/max(hR,le-14);
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zstar = max(zL,zR);

hlLstar = max(0.0, hL + zL - zstar);
hRstar = max(0.0, hR + zR - zstar);
ULstar = [hLstar; hLstar*ul];
URstar = [hRstar; hRstar*uR];

Fstar = hllFlux(ULstar,URstar,g);

SL = [0; 0.5*gx(hL"2 - hLstar"2)];
SR .5xgx(hR"2 - hRstar~2)];

Il
—
(@)
o

FluxL(i,:) = (Fstar + SL)’;

FluxR(i,:) = (Fstar + SR)’;

end

hnew = h;

qnew = q;

for i = 1:N
im = periodicIndex(i-1,N);
U = [h(i); q(i)];
Unew = U - dt/dx*(FluxL(i,:)’-FluxR(im,:)’);
hnew(i) = max(Unew(1),le-14);
gnew(i) = Unew(2);

end

end

function F = hl1F1lux(UL,UR,g)
hl. = max(UL(1),1e-14);
gl = UL(2);
ul. = qL/hL;
cL = sqrt(g+*hL);

hR = max(UR(1),1e-14);
gR = UR(2);

uR = gR/hR;

cR = sqrt(g*hR);
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FL = [qL;
qL*ul. + 0.5%g*hL"2];
FR = [qR;

gR*uR + 0.5%gxhR"2];

sL = min(uL-cL,uR-cR);

sR = max(uL+cL,uR+cR);
if sL >= 0
F = FL;
elseif sR <= 0
F = FR;
else
F = (sR*FL - sL*FR + sLxsRx(UR-UL))/(sR-sL);
end

end

function j = periodicIndex(i,N)
j = mod(i-1,N) + 1;
end
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