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Capitulo 1

Conceptos basicos

Designaremos por C"*" el espacio de las matrices cuadradas de tamano n X n en el
cuerpo C, mientras que cuando los coeficientes pertenezcan al cuerpo R, usaremos la nota-
cion R™*™,

Definicién 1.1. Para A € C™" se definen la matriz transpuesta como la matriz B de
entradas b;j == aj;, y la matriz conjugada transpuesta de A como la matriz C' de entradas

¢;j = aGj;. Notacion: AT =By A" =C.

Definicién 1.2. Una matriz A € C™" se dice simétrica si A = AT, hermitiana si A = A,
ortogonal si AAT = ATA = I y unitaria si AA* = A*A =1T.

Una manera de caracterizar la ortogonalidad, respectivamente la unitariedad, de una
matriz A es a través de las igualdades A~ = AT y A™! = A* respectivamente.

Definicién 1.3. Un escalar \ € C se dice un valor propio de una matriz A € C"*" si existe
x € C", x # 0 tal que Ax = Ax. En tal caso, el vector x se llama vector propio de A
asociado a .

Definicién 1.4. Sea A\ € C un valor propio de A. Se llama espacio propio asociado a A al
conjunto L(\) == {x € C" | Az = \x}.

El conjunto L(\) contiene, ademds del vector nulo, a todos los vectores propios asociados
a A. Se puede demostrar que L(A) es un subespacio vectorial de C" con dimension p()\) dada
por o(A) = n —rango(A — AI). El nimero po(\) también se llama multiplicidad geométrica
de \.

Lema 1.1. Sea A € C™*™. Un escalar A € C es un valor propio de A si y solo si

det(A — \I) =0.
Demostracion. De acuerdo a la Definicién 1.3, un escalar A € C es un valor propio de A siy
sélo si existe ¢ € C", x # 0 tal que Ax = Az, equivalentemente, si y sélo si (A — A)x =0
con  # 0. Esta tltima relacién es un sistema lineal de ecuaciones homogéneo de n ecuaciones

y n incognitas. Para no obtener unicamente la solucién trivial £ = 0, que no nos interesa,
imponemos la condicién necesaria y suficiente det(A — A\I') = 0. [ |

La expresion
fa(A) :=det(A — \I)

es un polinomio de grado n que se llama polinomio caracteristico de A, y tiene la forma
fa\) = (=D)"(A\" + ap g A" P+ -+ g A+ ag). SiAp, Ag, ..., A son los ceros (las raices)

5
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polinomio caracteristico, entonces fa(A) puede factorizarse como
fad) = (DA = AP (A= A)% - (A= )P,

donde fy, ..., B son nimeros naturales tales que 1+ - -+ = n. El nimero §;,i =1,...,k
de veces que se repite el factor (A — ;) se llama multiplicidad algebraica de X;. Al valor
propio A; le corresponden a lo més [3; vectores propios linealmente independientes. El ntimero
de vectores propios de A asociados al valor propio A;, y que son linealmente independientes,
es igual a p()\;). En otras palabras, se tiene que o()\;) < f; parai=1,..., k.

Ejemplo 1.1. La matriz diagonal del tamano n xn, D := ul con u € C, tiene el polinomio
caracteristico fp(A\) = (u— A)™. Luego \ = pu, inico valor propio de D, tiene multiplicidad
algebraica n y multiplicidad geométrica n. Esto indica que L(p) = C", es decir, todo vector
x € C", & # 0 es vector propio de D asociado a .

Ejemplo 1.2. Consideremos la matriz

w10 ... 0
0 u 1 :
A7: 0 eRan7 MGC,
: Y |
0 ... ... 0 p
que tiene el mismo polinomio caracteristico que la matriz del Ejemplo 1.1; efectivamente,
w—A 1 0 e 0
0 pu—X 1 : :
fa) =1 : 0 |=@E-—N"

: o= 1

0 cee 0 -2\

En este caso, el iunico valor propio de A, X = u, tiene multiplicidad algebraica n, mientras
que su multiplicidad geométrica es o(p) = 1. En efecto, a partir de la Definicion 1.4,

Lp)={xeC" | (A—pul)xz =0}

0 1 i) 0

=cqxeC" T : =|: ,
0 1 Tp—1 0
0 0 T 0

esto es,
L(Iu):{aze(cn | x2:0,...,xn:0}:{m:(:m,(),...,())T ‘ 3316@}

Lo anterior muestra que o(pu) = dim L(p) = 1.
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Definicién 1.5. Sean A y B € C™". Las matrices A y B se dicen similares si eziste una
matriz P € C™" invertible tal que

B=P'AP. (1.1)

Lema 1.2. Sean A y B € C"*". Si A y B son similares, entonces ellas tienen los mismos n
valores propios, contando su multiplicidad algebraica. Ademds, si x es un vector propio de A,
entonces P~ x es un vector propio de B, con P que satisface (1.1).

Demostracion. Como A y B son similares, existe P invertible tal que B = P"'AP. De lo
anterior se deduce que A = PBP ™! y luego

fa(A) =det(A — M) = det(PBP~' — APP™ ") = det(P(B — \XI)P").
Como
VA, B € C"Y": det(AB) = det(A)det(B),
entonces
det(P)det(P™") = det(PP ') = det(I) = 1
y en consecuencia,
fa(\) = det(P)det(B — AI)det(P~') = det(B — M) = fg()).

Eso muestra que A y B tienen el mismo polinomio caracteristico y por lo tanto los mismos
n valores propios, contados con sus respectivas multiplicidades algebraicas.

Consideremos ahora un valor propio A de A y un vector propio « asociado a A. Multi-
plicando la ecuacién Az = Az desde la izquierda por P~ obtenemos

P Az = \(P'z). (1.2)
Por otra parte,
P 'Ax = P 'A(PP Y)x = (P 'AP)(P 'z),

lo cual, en virtud de la igualdad B = P"' AP, conduce a

P 'Ax = B(P 'z). (1.3)
Se sigue de las igualdades (1.2) y (1.3) que B(P 'x) = A\(P'z). Notando que P 'z # 0,
concluimos que P& es un vector propio de B asociado al valor propio . [ |
Definicién 1.6. El conjunto B = {uy,...,u,} C C" se dice una base ortonormal de C" si
W = 6 1 parai=j,
P00 parad # 5.

Teorema 1.1 (Forma normal de Schur). Sea A € C"*". Entonces existen matrices U, T €
C™", U wunitaria y T triangular superior, tales que T = U*AU = U 'AU. Es decir, A
es unitariamente similar a una matriz triangular superior.
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Demostracion. Procedemos por induccién sobre el tamano n x n de la matriz A. Paran = 1,
es trivial porque basta elegir U = [1] y T = A. Supongamos que el resultado es valido
para todas las matrices del tamano (k — 1) x (k — 1). Probemos que es cierto para todas
las matrices de tamano k x k. Sea A € C*** y consideremos un valor propio A\; de A y
uY) un vector propio asociado elegido de manera que ||[uM|2 = (u™®)*u") = 1. Ahora, de
acuerdo al Teorema de Completacién de Base, podemos elegir una base ortonormal de CF

que contenga a u'!, digamos B = {uV ... u®}, y definir la matriz unitaria P; € CF**
por
Pri=[u® u® o u®).
A continuacién consideremos la matriz B; = P7AP;. Notemos primero que
AP, = [Au® Au® . Au®] = u® o . p®)] (1.4)
donde v¥) := Au) para j = 2,..., k. Al multiplicar por la izquierda (1.4) por P? se obtiene
B, =P [ul) v® .. o] = [\ Piu® Pw® ... Pip®)].
Como P]P; =1 y dado que u es la primera columna de Py, entonces
1
0
P;u(l) =|. 1.
0
y por lo tanto
Al a2 DR ak}
0
B1 - . ]
: A2
0
donde A, € Ch-Dx(k-1) Y @, ...,y son escalares en C. Aplicamos la hipétesis de induccién
para concluir que existe P, € C*=Dxk=1) = P, ynitaria, tal que
P,AP, =T, (1.5)
con T' triangular superior. Entonces, al definir la matriz Py € C*** por
10 --- 0
p 0
2 - p2 9
0
obtenemos
10 0
0
PP, = |, PR =1.
P,P,
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Asi, Py es unitaria y ademés satisface

-1 O [N 0 )\1 Qg - Qap )\1 (D) e Q
P;B.P 0 0 P ; P
S R - : A, S PA, ?
L0 0 0
A o (072 1 0 0
0 0
e P)A, p,
1 0 0
Al realizar la multiplicacién de matrices indicada y usando (1.5) llegamos a
Al w2 ... wk Al w2 ... wk
0 0
P;Blpg = . A % A = . ~ = T,
. P2A2P2 . T
0 0
donde T' es una matriz triangular superior y los w;, 7 = 2,..., k, estan dados por
)
(J.Jj = (Oég,...,Oék)PQJ s

donde 15;7) es la columna j de P,.
Como

T — P;B1P2 — P;(PTAPl)PQ - <P1P2)*14(P1P2)7

podemos elegir U como la matriz unitaria U = P1P3 con lo cual T = U*AU. A partir del
principio de induccién se concluye la validez del teorema. [ |
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Capitulo 2

Métodos directos para la soluciéon de sistemas lineales (Parte I)

En este capitulo se consideran métodos directos para la solucién de sistemas lineales
Az =b, AcK"™, beK' K=RoK=C, (2.1)

donde se supone que det(A) # 0. (Un método directo entrega la solucién ezacta del problema
en un numero finito de pasos, al contrario de los métodos iterativos, que se estudiaran mas

adelante.)
Teéricamente, la solucién de (2.1) estd dada por & = (&1,...,&,)T con
det(lay -+ ai-1 b a1 -+ a,
Si: ° <[ . . i })7 Z:]-a y 1,
det(A)
donde
A= [al an].

Esta regla es conocida como regla de Cramer. Practicamente, sélo en el caso n = 2 o para ma-
trices A especiales, la férmula es util por razones de esfuerzo computacional y la acumulacion
de errores de redondeo.

El problema (2.1) nos lleva al problema més general

AX =B, AcK™ X ecK™, BecK, (2.2)

Y

el cual incluye el problema de
AX =1

de encontrar la inversa A~' de A. Para resolver (2.2), tomamos en cuenta que este problema
representa la solucién simultanea de p problemas del tipo (2.1), dado que para

X=[z - x), B=[b - b,
tenemos que

En particular, el problema de encontrar la inversa A™! es equivalente a n problemas del tipo
(2.1), dado que

AX =1+ Ax;=¢;,, i=1,...,n,

11
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conX:[wl wn} y

2.1. Sistemas lineales escalonados. Matrices triangulares y su inversién

Definicién 2.1. Sea A = (oy;) € K", Si o;; = 0 para j < i, entonces A se llama matriz
triangular superior; si a;; = 0 para @ < j, entonces A se llama matriz triangular inferior.
Un sistema lineal con una matriz triangular se llama escalonado.

Los sistemas escalonados juegan un rol importante, dado que sus soluciones pueden ser
determinadas facilmente, por ejemplo en el caso de una matriz A triangular superior:
an Ty + Qs + -+ Ty = by,

QaTo + -+ + Qop Ty = b,

Apn—1,n—1Tn—1 + Ap_1nln = bn—l;
Qpn Ty = by

Se usa la ultima ecuacién para calcular z,, = b, /oy, luego se reemplaza x,, en la peniltima
ecuacion para determinar x,_1, etcétera. Recordamos que para una matriz A triangular,

n
det(A) = [Jeu #0 <= Vi=1,...,n: a; #0.
i=1
Una matriz triangular R puede ser invertida facilmente resolviendo los n sistemas lineales
con las n columnas unitarias. Como la inversa R~ nuevamente es una matriz triangular del
mismo tipo, resultan simplificaciones significativas. La solucion @ del sistema Rx = e; no
depende de las columnas 7 + 1,...,n de R. Entonces, si particionamos la matriz R como

R— [R()H 7@“} . Ry, € K(n—l)x(n—1)7 re Kn—17 0€K,

obtenemos la féormula
—1 —1p-1
R - -1 )
0 0
es decir para la implementacion de la inversion de una matriz triangular superior R, podemos
sucesivamente reemplazar las columnasn,n—1,...,2,1 (en este orden) de R por las columnas

de R~
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2.2. El método de eliminacién de Gauss

La idea del método de eliminacién de Gauss consiste en transformar un sistema arbitrario
con una matriz n X n regular en un sistema con una matriz triangular superior, usando a lo
mas n — 1 pasos de transformacion de equivalencia:

* * * * *x % * * *
0
= <— =
| * ol AN * _0 * k| \* *
EREEE x| [* * [ x| [ *
0 * = 0 =x
— 0 = == 0 =
: * ok
10 0 x x| \o* * 0 0 0 1 \* *

(132

En esta representacion esquemaética del algoritmo, el simbolo “x” representa una entrada que
puede asumir un valor diferente de cero, mientras que por “0” se marca cualquier entrada
que debe ser nula debido a la definicién del algoritmo.

En el i-ésimo paso, i = 1,...,n — 1, usamos las siguientes transformaciones:

a) Si es necesario, intercambiamos la fila ¢ con una de las filas i + 1, ..., n del sistema.
b) Si asi se desea, intercambiamos la columna i con alguna de las columnas i+1, ..., n del

sistema. Tal medida sirve para reducir el efecto de acumulacién de errores de redondeo.
¢) Sustraccién de multiples apropiados de la fila ¢ de las filas i + 1,..., n.

Para la administracion de los pasos, usaremos el siguiente esquema, que tambien incluye
los ntimeros de filas y columnas. Sean

Oél(;) = Qyj, i,j:l,...,n; ﬁi(l) ::BZ-7 i:l)u_?n_

Al iniciarse la computacién, el esquema esta dado por

‘ 1 2 n ‘

1 1 1 1
L)l o a0
wlal ol o al| s
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Después de i — 1 pasos, el esquema asume la siguiente forma:

T T
~(1) | <1 ~(i—1 (i ~(i (1
W la v o i al o alh | AP
0 * * * *
0
750 0 &)y @ty o @l | LY
2o 00 ) e e | g
7o 0 0o oW al) | gl
Aqui
(A0 A0 n )y (060, of)
son permutaciones del vector de indices (1,...,n),
ay, BV, k=1,...,i-1, j=k...,i-1

son entradas “listas” del sistema final, y
o, B, jk=i....n
son entradas del sistema restante antes de los intercambios.

El 7-ésimo paso de transformacion consiste en primer lugar en un intercambio de filas
(columnas) entre la fila ¢ y una fila j > ¢ y posiblemente entre la columna i y una columna
k > i, de tal forma que &52 se cambia a la posicién (i,1). Las entradas intercambiadas las
llamamos

5’]5:1)7 &§27 .7:17777‘7 kIZM;”? Bj(l) ﬂ-J(’L)? ]2277”’

Ahora supongamos que dg) # 0 (mas adelante demostraremos que esto siempre se puede
lograr). La i-ésima fila ya no se modifica. Los ceros en las posiciones i + 1,...,n de la
columna ¢ se generan en la siguiente forma:

) _ a0 _ G0 g _ 50 _ % 50
ap, =gy — e, B =0 = =B, i+ 1< k<n,
i Qi
7T](~i+1) = NJ(.Z), 1+1<5<n,
o™ =59 it 1<k<n

El cociente 075»? / &§§> se llama multiplicador para la fila j.
Después de n — 1 pasos ponemos por unificacion formal

a =l B = g i) ) ) (),
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Al final, llegamos al esquema

551) A
Al ey e an | A (2.3)
fr,(;”) ) aﬁiz) lé”)
el cual puede ser escrito en forma
Ry=-c
con una matriz triangular superior R. La solucién de este sistema es y = (n1,...,7,)7%, v
podemos recuperar la solucién © = (&, . ..,&,)T del sistema original a través de

651@ =0, 1=1,...,n,

usando la informacién de la primera fila del diagrama (2.3), que indica los indices de las
componentes de & correspondientes.

La formula esencial para la conversion del sistema restante depués de los cambios es la
siguiente:

'721 antiguo / . . . .
(ja k)nuevo = (.77 k)antiguo - Zi;—tg(% k)antiguoa 1+ 1 g ] < n, 1+ 1 g k g n.
» t)antiguo

El divisor de los multiplicadores, la entrada (i,%)antiguo, S€ llama elemento pivote. Es una
entrada diagonal de la matriz triangular correspondiente.

La parte derecha se transforma a través del mismo esquema. Resulta ttil guardar los mul-
tiplicadores da cada paso de transformacién; se pueden almacenar en las posiciones ocupadas
por cero, y tambien se intercambian.

Ejemplo 2.1. Para ilustrar el algoritmo, consideramos el sistema Ax = b con

0 1 -3 3
A=1{1 1 3|, b=|-4
1 -1 3 5

La aplicacion del algoritmo genera la siguiente sucesion de esquemas. Partimos de

(1) (1) (1)

l=o0 2 =0, 3 =03
W =1f0=al) 1-al) -3-all| 347
W oslioal 1-af 3-afd| 4-gd
W=31=af) —1=al) 3=ofd)| 5=40
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Intercambiamos filas y columnas para que la entrada (2,3) asume la posicion diagonal (1,1).
Es decir, esta entrada la consideramos como pivote:

3=5" 2=5 1=5
W 2| aoal) 1-a 1ol |4 A0
1| aal) ool ool a- i
A g| poal) 1oal) 1oall| 5=
Ahora calculamos los multiplicadores
~ (1)
a
Aop 1= % = —1,
Qy

(8%
31
Agp = —L =1,
(8]

que corresponde a la sustraccion de la fila 1 de la fila 3. El resultado de estas operaciones es

Vo= aém 1= aém

1 ~(1 ~(1 o1

1) 1= a§2) 1= a§3) —4= /8§ :

) =1 -1=Xy 2=a% 1=a%)|-1=35
1=\ —2=ay 0=a% | 9=4

Intercambiamos las filas 2 y 3 por motivo de ilustracion:

D 2= 1-40
A=2] 3=al) 1=al) 1=aQ | -a=pP
A =3| 1=x —2=af) 0=af | 9=5""
A =1 -1= 2=af) 1=al) | -1= 5

3
3

o
o

donde los multiplicadores fueron intercambiados con las filas y luego renombrados. Ahora
calculamos que
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el cual corresponde a la sustraccion de la fila 2, multiplicada por (—1), de la fila 3. Asi
finalmente llegamos al esquema

3=5{" 2=5 1=5)

m)=2| 3=a)) 1=&) 1=ay | -4=p"

7)) = l=X\y —2=a3 0=ay| 9=757 .
7T:(53) =1|-1=X31 —1=Ap 1= aé?é) 8 = ?()3)
= Bl

Entonces obtenemos la matriz triangular superior R y la parte derecha transformada ¢ dadas
por

301 1 4
R=10 -2 0|, e=1]29
0 0 1 8

La solucion del sistema Ry = ¢ entrega

9 1 9 5
p— 8 p— = — = = — —4 _—— 8 = — = .
3 (=&), m 2( &), m 3 ( + 5 ) 2( &3)
Hasta ahora siempre se ha presumido que cuando la matriz A es no singular, el inter-
cambio de filas (y columnas) siempre nos permite lograr que

a£0, i=1,...n

Ahora vemos que este enunciado realmente es valido. Usaremos las siguientes estrategias de
pivoteo: la busqueda del pivote en la columna, donde en el k-ésimo paso determinamos el
indice k tal que

B s | (R)
g | = f?gﬂo%‘k |
y sOlo se intercambian filas, o la bisqueda del pivote en la matriz restante, donde determi-
namos el indice k tal que

- (k) x|l
i |

la cual implica el intercambio de filas y columnas. En ambos casos, los multiplicadores
satisfacen

a5 /e < 1,
lo que causa un comportamento favorable del error de redondeo.
Ejemplo 2.2 (Tarea 17, Curso 2006). Se considera el sistema lineal Ax = b dado por

7011 10
A=1|10 1 1|, b=| 13
1000 0 1 1001
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La solucién exacta del sistema es € = (1,2,1). Resolvemos ahora el sistema usando una
aritmética con cuatro digitos significativos, usando el algoritmo de Gauss

a) sin pivoteo,

b) con bisqueda del pivote en la columna, e

c) interpretamos los resultados.

Usaremos la representacion cientifica de los nimeros, por ejemplo

1234,567 —> 1,234567 x 10° — 1,235E+ 3
3,141759 — 3,141759 x 10° —» 3,142E+ 0
0,000654321 —»  6,5432 x 1074 —» 6,543E — 4.

Transformamos cada resultado intermedio a esta forma y redondeamos hasta el ultimo digi-
to. Ojo: Internamente, las calculadoras usan una precision mayor que la desplegada en la
pantalla.

a) Sin pivoteo obtenemos:
7,000 x 10° 1,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,000 x 10"
A =] 1,000 x 10" 1,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,300 x 10"
1,000 x 10* 0,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,001 x 10?

Fila 2uueva = Fila 2antigua — 1,419 x 10°Fila Luntigua ¥
Fila 3pueva = Fila 3antigua — 1,429 X 102Fila 1ynigua:

7,000 x 100 1,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,000 x 10!
AV = —4,200 x 1071 —4,290 x 101 | 1,290 x 10°
1429 x 102 —1,419 x 102 | —4,280 x 102

Ahora calculamos Fila 3pueva = Fila 3antigua — 3,331 X 102Fila 2,p4igua
7,000 x 100 1,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,000 x 10
4,290 x 107! —4,290 x 10" | 1,200 x 10°
1,000 x 102 | 1,700 x 10°

A(Q) _

La resustitucion entrega
x5 = 1,700 x 10°, 25 = 1,307 x 10°, 27 = 0,999 x 10°.
b) Con pivoteo obtenemos
7,000 x 10° 1,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,000 x 10!
A = | 1,000 x 10" 1,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,300 x 10"
1,000 x 10* 0,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,001 x 10?
Intercambiamos la primera y la tercera fila:
1,000 x 10* 0,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,001 x 103
1,000 x 10Y 1,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,300 x 10!
1,000 x 10° 1,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,000 x 10!
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Fila 2yueva = Fila 2antigua — 1,000 x 1072Fila Lontigua ¥
Fila 3puea = Fila 3antigua — 7,000 x 107Fila Lopgigua:

1,000 x 10* 0,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,001 x 103
AY = 1,000 x 10° 9,900 x 10-1 | 2,990 x 10°
1,000 x 10° 9,930 x 1071 | 2,993 x 10°

Fila 3pueva = Fila 3antigua — 1,000 x 10°Fila 2,p4igua
1,000 x 10* 0,000 x 10° 1,000 x 10° | 1,001 x 103
AV = 1,000 x 10° 9,900 x 101 | 2,990 x 10°
3,000 x 1073 | 3,000 x 1073

La resustitucion entrega
z1 = 1,000 x 10°, 25 = 2,000 x 10°, x5 = 1,000 x 10°.
c) Con pivoteo, no hay errores de redondeo en este ejemplo, mientras que sin pivoteo, el

error en la sequnda componente es de aprox. 35 % vy en la tercera de aprox. 70 %.

2.3. Descripcion matricial del algoritmo de Gauss y el teorema LR

La transformacion descrita en la secciéon anterior, Ax = b < Ry = c, sera descrita
ahora como operacién matricial. Recordamos que en el algoritmo aparecen las sigiuentes
operaciones: intercambios de filas y combinaciones lineales de filas, que son operaciones
matriciales “desde la izquierda”, y el intercambio de columnas, lo cual es una operacién
matricial “desde la derecha”.

El intercambio de la fila ¢ con una fila & > i es efectuado por multiplicacién desde la
izquierda por una matriz de permutacion

T
el _1 T

- 1

Analogamente, las columnas ¢ y j > ¢ se intercambian a través de la multiplicacién desde la
derecha por

Q:[el Tt €1 €5 €41t €51 € €541 en}-
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Nos damos cuenta que P = P*, Q = Q" y P?> = Q* = I. Finalmente, los ceros debajo de

@ se generan por multiplicacion desde la izquierda por la matriz

la entrada &;;
1 ] 0
1 0
~ (@) ~ (@)
ol o,
T, = - 1 =I-qel, q=|—5
Qg Qi
& &
i ay ] ay
del i-ésimo paso. Para

Aqui g, es el vector compuesto por ¢ ceros y los multiplicadores

explicarlo, sea
!

0
algun vector (que corresponde a una de las columnas 1 a i — 1 de la matriz transformada en

el i-ésimo paso). Entonces
Tig=(I-qe/)g=9—ale'g) =g
—~
=0
o sea, las ¢ — 1 primeras columnas quedan sin cambiar. La columna j, j > 4, es de la siguiente

forma:
& al) 0
ol — dz('i—,lyj =gV +hlY gW.= ay” Jj R =
J 5‘1‘;') J 7 J 0 7 ! i
&S,)j 0 dif,)j
Entonces
=g +h —q.elh
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0
; : ~(4)
at? 0 ; ¥
0 0 a &0
_ &, . N O v N -
= Ol’J il | =0 | T e [0 T Lo
“ i iy
(©) a®, - (i+1)
: by

X j

) =0 para k > ¢+ 1. Escrita en forma de matrices, la transformacion equivalente

donde a}(;ﬂ
efectuada por el algoritmo de Gauss es la siguiente:
Ax =0b

< T1P1AQ1Q1CL' =T,Pb
< T2P2T1P1AQ1Q2Q2Q1$ =T,PT{Pb

<~ ,;Pn_lpn_l'...'TlplAQl '---'Qn_lQn_l'---'Qlez?n—lpn—l'-H'TlPllz-
-R —v —c
Sea Q = Q,Q, - ...-Q,_ ;. La matriz Q describe el efecto combinado de todas las permu-
taciones de columnas. Eso significa que con la notacién definitiva a;/, ... ,67({1), tenemos
Q = [665” e&gz) 667(:1)] .

Entonces Q & = vy, o sea
65_1(1') =7, 1=1,...,n,

identidad que ya usamos mas arriba. Ahora podemos escribir

R :Tn—IPn—lTn—2Pn—2 et TIPIAQ
= Tnfl (\PnflTn72Pnflj)(Pn71Pn72Tn73Pn72Pnfl) et
anPnf2' PIAQ)7

::Tn72

g

::f'nfl

=T, -
(PoaPys- ... PyT\Py- ... P, 2P, )(P

=1

es decir, definiendo

PI:Pn_l_Pn_g'...'Pl,

i=1,...

A

Tnfl = Tnfla
[ P\ T;Piyy-...-P, |,

TiI:Pnfl'...

A~

obtenemos la férmula
R=T, T, ... TiPAQ.
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Podemos aprovechar P? = I para concluir que

A~

Ti = Pn—l 'Pi+1(I—qi€;F)Pi+1 LN 'Pn—l
ZI—\Pnfl'---‘Pinze?
:I—(jie;r, 1=1,...,n—1,
puesto que las matrices P;yq, ..., P, describen intercambios de entradas con indice > i + 1,

es decir, no afectan a e} . Segun nuestra construccioén, el vector g, es el vector de los multl—
plicadores del i-ésimo paso de eliminacién, los cuales estan sujetos a los mismos intercambios

de filas que el sistema restante en los pasos de eliminacién ¢ + 1,...,n — 1.
En virtud de lo auntemor1 T, es una matriz trlangul%r 1nfer10r con diagonal (1,...,1),
tanto como las matrices T'; y el producto T, .- T, _,. Entonces

PAQ=T, -....T.',R=LR,

=:L

donde R es una matriz triangular superior y L es una matriz triangular inferior con diagonal
(1,...,1). Ademads, sabemos que

T =T+gel, i=1..n-1,
lo que implica que
L=(I+qge)I+qge;) ...-(I+q, e, ).

Dado que equk = 0 para j < k, podemos escribir

n—1

L:I—i—Z(jkeE,

k=1

es decir, las entradas de L debajo de la diagonal son los multiplicadores (intercambiados).
Ahora queda para demostrar que el algoritmo nunca termina para una matriz A regular,
o sea, que aplicando intercambios apropiados siempre podemos lograr que

&g)%() parai=1,...,n

Esto incluso es valido si no usamos intercambios de columnas (sélamente de filas). Si no
fuera asi, existiria un indice k tal que

(k) =0, 1=k, ...,n,
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O sea
EBE: Xk ok x|
k
T. P, T, o-...- TP, A= * k- N det(A) =0,
det(.‘f);éo 0
| 0 =* * |

una contradiccién. La consideraciones anteriores pueden ser resumidas en el siguiente teore-
ma.

Teorema 2.1. Sea A € K"™" una matriz reqular. Entonces existen una matriz de permu-
tacion P, una matriz triangular inferior L con diagonal (1,...,1) y una matriz triangular
superior R, todas pertenecientes a K™*", tales que PA = LR.

Si el algoritmo de Gauss es aplicado a un sistema lineal Ax = b, la matriz P es la matriz
de permutacién que describe el efecto de todos los intercambios de filas, @ es la matriz de
permutacién que describe el efecto de todos los intercambios de columnas, R es la matriz
triangular superior que resulta y L es la matriz triangular inferior con diagonal (1,...,1)y
los multiplicadores (adecuadamente intercambiados), entonces tenemos que PAQ = LR.

Ejemplo 2.3. Para la matriz del Ejemplo 2.1 obtenemos

010 00 1 1 0 0 301 1
P=1l001|, Q=0 10, L=|1 1 0/, R=1[0 -2 0
100 100 1 -1 1 0 0 1

Ejemplo 2.4.

a) Nos interesa calcular una descomposicion triangular PAQ = LR, con bisqueda de
pivote en la matriz restante, de la matriz

1 3 =2
A=12 1 -4
2 2 8

Indicar explicitamente las matrices P, Q, L y R
b) Utilizando la descomposicion de (a), queremos calcular A~

Solucion sugerida.
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a) Las etapas consecutivas del algoritmo de Gauss son las siguientes:

2. METODOS DIRECTOS PARA LA SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES (PARTE I)

3 2 1 3 2 1
12 3 3 21 3|8 22 3[8 22
1711 3 =2 31 8 2 2 1 1 7 3
2021 —4 T 2|4 12 7 2-5 23 71— 5 o
312 2 8 11-2 3 1 1 L 7 3 : L o1s
4 2 2 2 7 7
Entonces
1 0 O] (8 2 2]
1 7 3 001 0 01
! 2 2 010 1 00
1 4 ] 0 0 15
L 2 7 L 7
b) Usando
10 0] LR
8 14 15
1
L_lz - 1 O 7R_1: 2 _l ,
4 7 b
) 4
u 7! 0o 0 -
_14 7 - | 15_
obtenemos
[ 1 1 17 [ 4 7 17
12 30 15 15 15 6
2 1 2 1
A'=QR'L'P = o 2 _Z|lpPp=|Z _Z 9
@ @ ) ) ) 5
1 4 7 1 11
L 6 15 15 | L 30 15 12
Ejemplo 2.5 (Certamen 1, Curso 2006). Se consideran la matriz A y el vector b dados por
6 3 1 1
9 7 4 3

a) Usando el algoritmo de Gauss con busqueda del pivote en la columna, determinar una
matriz P de permutacion, una matriz L = (\;;) triangular inferior con A1 = Agg =
A33 = 1 y una matriz R triangular superior tales que PA = LR.

b) Resolver el sistema Ax = b.

¢) Usando el algoritmo de Gauss con busqueda del pivote en la matriz restante, deter-
minar matrices P, Q de permutacion, una matriz L = (\;;) triangular inferior con
A1 = oo = N33 = 1 y una matriz R triangular superior tales que PAQ = LR.
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Solucion sugerida.
a) Partimos del esquema

116 3 11
A= 518 5 29

319 7 4|3

donde 9 es el pivote. Intercambiando Fila 1 con Fila 3, obtenemos

319 7 413
218 5 2|2
116 3 1|1
Ahora,
Fila 2nucvaL = Fila 2antigua - §F1]~a 1antigua
Y Fila 3nueva = Fila 3antigua - gFlla 1antigua :
319 7 4 3
8 11 14 2 5
215 % —9 |73
2 5 5
Vg -3 —31-1
donde % Y % son multiplicadores almacenados y —g es el nuevo pivote. Luego, inter-

cambiando Fila 2 con Fila 3,

39 7 4 |3
2 5 5 )
s -5 —5|-1
8 11 14 2
215 =9 —9 73

1
Ahora, calculamos Fila 3nyeva = Fila 3antigua — —=Fila 2antigua ¥ almacenamos el multi-

15

plicador % para obtener

319 7 4 |3
2 5 5
s -3 —3 -1
8 11 1| 1
215 5 —3l71
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El altimo esquema implica que

O N) =
Sz~ o
(@)

&=
Il
o O O
|
wlut
|

1
51 —1- (—g)x:% 4 3—dwy—Try 1
_— = — = To = = =, Ty = = .
~ 5 5 9 5

¢) Una inspeccion del primer paso de (a) muestra que “9” seria escogido como pivote
también por la busqueda en la matriz restante, asi que este primer paso es iqual al
primer paso del método con busqueda en la matriz restante. Asimismo, —g también
seria el pivote en el sequndo paso. Concluimos que la busqueda del pivote en la matriz
restante genera el mismo resultado que (a), asi que las matrices P, A y R son las
especificadas arriba, y Q = 1I.

El significado de los elementos pivotes se aclara en el siguiente teorema, formulado para
una descomposicién triangular sin intercambios. Para el caso general, hay que reemplazar A

por PAQ.

Teorema 2.2. Si el algoritmo de Gauss se ejecuta hasta el paso k, 1 < k < n—1, sin
intercambios de filas o columnas, entonces

k a1 ... O
H ol = : . | = k-ésimo subdeterminante principal de A.
J=1 a1 ... Ok

Entonces, si todos los subdeterminantes principales de A son diferentes de cero, se pue-
de ejecutar el algoritmo de Gauss sin intercambio de filas ni de columnas. En este caso,
finalmente

n

det(A) = H oz%-).

=1
Demostracion. Primero notamos que

@11 ... Ok -
— |:el e ek] A |:el e ek:| .

(0775 P 6 7 3
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Luego tomamos en cuenta que segin nuestra construccion,

-agll) “ e * * .« .. *-
0
. . k . . ~
T, .. T,A=|° - oz,ik) : : :[Rk Ak}
: : : 0 * |7
0 .
| 0 0 = * |
o sea, dado que
-1 -
Aa1
: 1
Crl_1 - lel = )‘k-i-l,k 1 )
: 0
P W N (N ]
donde Aj; son los “multiplicadores”, obtenemos
— T_
o117 ... 1k € - ~
— || I:Sk fﬂ ler - e
a1 .. Okl _6’,5_ -
_e’i[‘_ —R
T | 0
L€
[ 1 0 - 0
Mt 0 Mgk 10 - 0
Como det(Ly) = 1,
o117 ... A1k k '
= det(LyRy) = det(Ry) = [ ] 7.
(67 N 6 7 % 3 J=1

Parak=n—1,deT,_1-...-T1A = R resulta

det(T',_) det(T, _5) ... - det(T,) det A = det R = [ [ o).
A = =1 =

27



28 2. METODOS DIRECTOS PARA LA SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES (PARTE I)

Las hipdtesis del Teorema 2.2 son satisfechas para matrices estrictamente diagonal do-
minantes 'y matrices definidas positivas.

Definicién 2.2. Una matriz A € K"*" se llama estrictamente diagonal dominante si

n
Vi=1,...,n: |au|>) oyl
j=1
i
Una matriz A = A* se llama definida positiva si

VeeC'x #0: x"Ax > 0.

Teorema 2.3. Todos los subdeterminantes principales de una matriz A € C"*™ estricta-
mente diagonal dominante son diferentes de cero.

Demostracion. Para demostrar el teorema, es suficiente demostrar que una matriz A =
(a;j) € C™™ estrictamente diagonal dominante es no singular, dado que cada submatriz
principal de una matriz estrictamente diagonal dominante es estrictamente diagonal domi-
nante. Para tal efecto, supongamos que A es una matriz estrictamente diagonal dominante
del tamafio n X n, pero que existe un vector € = (z1,...,x,)T # 0 tal que

Ax =0. (2.4)
Dado que x # 0, existe un indice m € {1,...,n} tal que
| T :méx{|x1|,...,|:17n|} > 0. (2.5)

Evaluando la m-ésima componente de (2.4), tenemos

n
Ao Lo, + E amix; = 0,

j#m
=1

lo que podemos reescribir como

n

AyymLm — — E QL.

i#m
=1

Tomando valores absolutos, tenemos

n

| @ || T | < Z |@mj |51,

J#m
=1

y usando (2.5), llegamos a

n
| @[T | < |2 ] Z |-

j#m
j=1
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Dividiendo por |z,,|, obtenemos

n

|G| < Z ‘amj|v

j#Am
=1

una contradiccién a la diagonaldominancia estricta de A. [ |

Teorema 2.4. Todas las submatrices principales de una matriz definida positiva y hermitia-
na son definidas positivas y tienen determinante positivo. Todos los valores propios de una
matriz definida positiva son positivos.

Demostracion. Sea A hermitiana, entonces existe una matriz U unitaria tal que

U*AU = diag (M1, ..., \n),

donde Ay,..., A, son los valores propios de A. Sean vy, ...,y, las columnas de U. Ahora,
sea x =y, para ¢ = 1,...,n. Entonces
Y1
Y,
Dado que det A = A1 - Ay - ...+ A\, resulta det A > 0. Ahora sea A, una submatriz principal
de A, es decir,
Qiyiy  ~ 7 Qiggy iy
Ap=| |, ysea m,=1|: | #0.
Qigiy 0 Qigiy, Eir

Ahorasea & =0siie {1,...,n}\{i1,...,ix} y = (&,...,&)T. Entonces
T Ax = x; Ay > 0.

Ademas, la matriz A, es hermitiana, por lo tanto podemos aplicar la misma conclusién que
para la matriz A a la matriz A;. [ |

2.4. La descomposicion de Cholesky

Segtn el Teorema 2.4, en el caso de una matriz hermitiana definida positiva no es necesario
intercambiar columnas y filas durante la ejecucién del algoritmo de Gauss, es decir, al calcular
la factorizaciéon en matrices triangulares. Como

a1 ... 044
@11 ... Oqp O_/' o
. (z) . il i1
>0, k=1,...,n y o = ,
an Q11

(675 U 6 739 3
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tenemos que ag) > (O parai = 1,...,n. Finalmente, resulta que todas las matrices “restantes”
(ag-gﬂ)), k+1<¢s,57<n, k=1,...,n—1
son hermitianas, o sea llegamos a A = LR con
- -
n _(1
O RN (3 &
e : . al)
R= 2 |, el >0, L=,
o) n—1
_O‘gl) O%(zf n—1

Entonces, definiendo

D = diag

1 1
Vol ol

A=LR=LD'DR=LL",

donde definimos L := LD ™. Esa forma simétrica de descomposicién en matrices triangulares
se llama descomposicion de Cholesky. Existe solamente para matrices hermitianas definidas
positivas. Las entradas A;; de la matriz triangular inferior L pueden ser calculadas sucesi-
vamente por Columnas aprovechando que «;; es el producto escalar de la fila j de L con la
columna i de L". El calculo es Unico si exigimos que \; > 0 para todo ¢. En este caso, la
identidad

llegamos a

i
i E )\zk’)\zk
k=1
nos lleva a la ecuacion
i—1
2 N 2

|| * = s — E | Aie|” >0,

k=1

de la cual podemos despejar \;; en forma tnica de la siguiente forma:

i—1
< T2
k=1
Ahora, para j > 7 sabemos que

i
Qg = E )\jk)\ika
k=1
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por lo tanto,

i1
- 1 L= _
>\ji = 5\_” (CYJ‘Z' - ; A]k)\’bk> , 1= 1, e, n. (27)
Las ecuaciones (2.6) y (2.7) implican que

M| < ey, k=1,....5, j=1,....,n

Esto significa que ninguna componente del factor L de Cholesky es “grande” comparado con
las entradas de A, lo que significa que el algoritmo no es muy sensible con respecto a errores
de redondeo.

Ejemplo 2.6. Aplicando las formulas (2.6) y (2.7), calculamos sucesivamente para la matriz

60 30 20
A=130 20 15
20 15 12

las siguientes entradas de L:

:\11 - \/@: 2\/1_5,

Sop = —— = V15,
60

~ 20 5)

Nt = = 24/2

31 60 3a

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del Teorema 2.4 y de la Definicién 2.2.

Teorema 2.5. La matriz A es hermitiana y definida positiva si y solo si ella posee una
descomposicion A = LL*, donde L es una matriz triangular inferior invertible.

Ejemplo 2.7 (Tarea 4, Curso 2006). Queremos determinar una matriz triangular inferior L
tal que A = LL", donde

Acron A= |71
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donde el resultado debe ser gemeral con respecto a n. Despies de calcular a mano algunos
casos con n pequeno, una solucion razonable es

[ V2

| | \/nl JT

Para verificar que (2.8) realmente es la solucion deseada, definimos los vectores
li: ( 7 —1 Z+ ’ ):_ Z—le;r_1+ Z+1e;r
Y V. i V i

Entonces tenemos
<l17l2> - 27 <li—17li> - <li7li+1> - _]-7 Y <ll7l]> - 0 st |Z - j| 2 2
Ejemplo 2.8 (Certamen 1, Curso 2006). Se considera la matriz

1 2 0
A= |2 13 12
0 12 41

a) Econtrar una matriz triangular inferior L tal que A = LLT (descomposicion de Cho-
lesky).

b) Determinar la ultima columna de A~ usando la descomposicion de Cholesky.

¢) Las matrices B y L sean dadas por

1 3 2 1 2 100 00
310 10 6 11 a1 000
B=|2 10 24 18 26|, L=12 4 8 0 0
1 6 18 39 24 17250
2 11 26 24 32 2 5 1 4 1

s8e pueden encontrar nimeros o, B y v tales que A = LL"?
Solucion sugerida.
a) Calculando sucesivamente las entradas de L, resulta

1 00
L=12 30
0 4 5
b) Sean

A_lz[:cyz], I:[el e 63}.
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A partir de la identidad AA™" = I deducimos que el vector z solicitado satisface el
sistema lineal Az = es. Para aprovechar la descomposicion de Cholesky, LL"z = e,
determinamos primero un vector w tal que Lw = es, luego determinamos z a partir
de LYz = w. Este procedimiento entrega

0 0 1 1 4 8
w; = Wy = Wa = —; 23 = —: Z9g=——: 2= —.
1 ) 2 ) 3 57 3 257 2 757 1 75
Entonces
3,—4,8
75( )T

c) En clase demostramos que las entradas de la j-ésima fila de L son menores o iguales en
valor absolutos que la raiz de la j-ésima entrada diagonal de A. En la fila 4, aparece la
entrada \gp = 7. Pero 7% = 49 < 39, lo cual es la entrada diagonal de A, independiente
de o, B y . Entonces nunca se pueden determinar tales que A = LL".

Ejemplo 2.9 (Tarea 7, Curso 2006). Sean

-1 2 1 1 00
A=1]12 0 2|, I=1{010
1 2 -1 0 01

Usando el algoritmo de la descomposicion de Cholesky, calcular hasta un digito decimal
tg 1= min{t € R: A+ tI es definida positiva}.

Solucién sugerida. Segun el Teorema 2.5, la matriz A es definida positiva si y solo si
el algoritmo de Cholesky puede ser ejecutado. Tratamos de hacerlo para la matriz A +tI e
identificamos las restricciones para t que aparecen. Recordamos que las entradas diagonales
de L deben ser reales. Para la primera columna de L = (\;;) obtenemos

M1 =Vt—1, (2.9)
2

t—1’

1

)\21 =

Azl =

7

Obviamente, a partir de (2.9) obtenemos el requerimiento
t>1. (2.10)

Para las entradas de la sequnda columna tenemos
4 t2—t—4
Moy = 1/t — —
22 \/ \/ t—1 )
/ t—l / t—1 2t—4 2(t —2)
A3g = 2 — Ao\ = :
32 = 21A21) S 471 t—l)(tQ—t—Zl)
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La solucion det> —t —4 =0 es

usando (2.10) concluimos que

1 [17
t>— — =2,56155. ...
>2—i— 1 ,56155

Finalmente, para el iltimo elemento de L tenemos

_ 1 At —2)? _ o(t)
A33_\/t_l_t—l_(t—l)(tQ—t—‘l)_\/(t—l)(tz—t—zl)’

donde la funcion

o(t) = (> —2t)(t> —t —4) —4(t — 2)*> = t* — 3> — 6t> + 24t — 16

debe ser positiva. Ahora, tratando t = 3, obtenemos p(t) = 2 > 0. Usando que para cualquier
matriz B definida positiva, tambien B + tI es definida positiva para t > 0, tenemos que

buscar
1 17
t - —.3
(b))

Usando ¢(2,75) = —0,5742..., ¢(2,8) = —0,2304... y »(2,9) = 0,7011, la respuesta es
to=28.... (De hecho, ©(2v/2) =0.)

Ejemplo 2.10 (Certamen 1, Curso 2010). Se considera la matriz

1 -2 1 1

-2 8 -4 -2
1 —4 18 -3
1 -2 -3 11

a) Econtrar una matriz triangular inferior L tal que A = LL" (descomposicién de Cho-
lesky).

b) Determinar la tercera columna de A™", usando la descomposicion de Cholesky.

c) ¢Se puede aplicar la descomposicion de Cholesky a la siguiente matriz?

54 02 1 1 27
4 3 1 -1 1 1
2 1 2 0 1 4
B=1, 10 3 2 1
1 1.1 2 0 1
2 1 4 -1 1 2]

Solucién sugerida.
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a) Sea
i1, 0 0 O
s 00
L=10, 1 1 0

Entonces, comparando las entradas de LL"™, obtenemos sucesivamente
l% =1=10= 1,
lllg =-2= lQ = —2,
B+E=8=13=2,
l1l4:1:>l4:1,
1
l2l4 + l3l5 = 4= l5 = 5(—4 — (—2)) = —1,
B+E+12=18=ls=V18—1—1=4,
lll7:1:>l7:1,
1
Ll +1l3lg = -2 =1y = 5(—2 — (—2) . 1) = 0,

1
l4l7+l5lg+l6l9:—3:>l9:Z—L(—g—l'l) = -1,
B2+l +B,=11=1ly=V11-1-1=3,

es decir
1 0 0 O
-2 2 0 0
L=11 1 4 0
1 0 -1 3

b) Sea z la tercera columna de A", entonces z es la solucion del sistema lineal Az =
es = (0,0,1,0)T. Utilizando la descomposicion de Cholesky, podemos determinar Z
resolviendo primeramente el sistema Ly = es y luego L™z = y. Asi obtenemos

0 4

1 o 1| 5

Y= 3| 144 | 10
1 4

¢) No. La matriz contiene la submatriz principal

_ a1 a2 5 4

N ag1  A22 14 3

con det 2 = —1 < 0; segun el Teorema 2.4, B no es definida positiva y no se puede
aplicar la descomposicion de Cholesky.

(11
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2.5. Aplicaciones de la descomposicion triangular y casos especiales

Cuando conocemos una descomposicién PAQ = LR de una matriz A donde P y @ son
matrices de permutacion, podemos facilmente resolver el sistema lineal Ax = b para una
parte b derecha arbitraria: en virtud de A = PTLRQ?, tenemos que

Ax=b<+<= P'LRQ"x = b < LRQ"x = Pb.

Con la notacién d := Pb, y := QTx y 2z := Ry procedemos de la siguiente forma:

1. Definimos

01 Io eTTrl
0i =P, t=1,...,n, donded=|:]|,b=|:],P=|":
On Bn e,
2. Resolver Lz = d para determinar z.
3. Resolver Ry = z para determinar y.
4. Obtenemos
m &1
50,-:771‘, izlu"'7n7 dondey: y L= 7Q:|:601 eO'n]'
M &n
Eso significa que es posible tratar primero la matriz A por el algoritmo de Gauss para
determinar su descomposicién triangular, y luego resolver el sistema Ax = b siguiendo

los pasos 1 a 4. En comparacién con el algoritmo original, este procedimiento no significa
ningiin aumento del tiempo computacional ni del espacio de almacenaje. La descomposicién
triangular también puede ser usada para invertir la matriz A, aunque esta tarea se presenta
solo rara vez.

Sea PAQ = LR, donde P y @ son matrices de permutacion, L es triangular inferior y
R es triangular superior. Entonces sabemos que

A=P'LRQ", A'=QR'L'P. (2.11)

Las matrices R y L pueden ser invertidas (sin espacio de almacenaje adicional) si formamos
sucesivamente las columnas n,n —1,...,1de Ry 1,2,...,nde L™" (aprovechando que
la diagonal (1,...,1) de L es conocida). Al formar el producto R™'L~' podemos usar la
estructura especial de la matriz. Si Aj;, ¢f; y oj; son las entradas de L' R'y A,
respectivamente, sabemos que
n
ay= > dpMy hi=1....m,

k=méx{i,j}

donde A}, = 1. Finalmente, hay que aplicar las permutaciones decritas por P y Q. dado
queP =P, ;-....PryQ=@Q, ...-Q,_4, (2.11) implica que los intercambios de filas
aplicados durante la descomposiciéon triangular deben ser aplicados en el orden revertido a
las columnas del producto, y analogamente los intercambios de las columnas a las filas del
producto. Se puede demostrar que el esfuerzo computacional es de n® + O(n?) operaciones
del tipo a:= B+~ o a:= B+ ~/0.
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Definicién 2.3. Una matriz A € K™ se llama matriz casi triangular o matriz de Hessen-
berg si o;; = 0 para j <1 — 1.

Definicién 2.4. Una matriz A € K" se llama (p,q)-matriz de banda si a;; = 0 para
j<t—pyj>i+tq.

En las aplicaciones frecuentemente aparecen matrices tridiagonales con p = ¢ = 1. Si no
se usa el intercambio de columnas para una matriz de Hessenberg, no es necesario eliminar
en cada paso la matriz restante entera, sino que sélo una fila de ella. (Por ejemplo, la
desconocida & aparece solamente en la primera y la segunda ecuacién.) Eso significa que
debajo de la diagonal, la matriz L tiene a lo més una entrada diferente de cero en la primera
subdiagonal. En el caso que no se necesita ningin intercambio, la matriz L es una matriz
bidiagonal (p =1, ¢ = 0).

Si para una matriz de banda no se necesita ningiin intercambio, la matriz L tiene p + 1
bandas y la matriz R tiene ¢+ 1 bandas, o sea la informacién sobre la descomposicién ocupa
sélon - (p+ g+ 1) elementos de almacenaje.
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Capitulo 3

Métodos directos para la solucién de sistemas lineales (Parte II)

3.1. Normas de vectores y matrices

Definicién 3.1. Sea A € C"*™. Se define el espectro de A, denotado o(A), como el conjunto
de todos los valores propios de A. Ademds, se llama radio espectral de A a

ro(A) = max |A].

Aeo(A

Definicién 3.2. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo C. Se llama norma de vector a
toda aplicacion || - || : V — RJ tal que para todo x,y € V y A € C se verifica:

L ||| >0six#0 y|z|| =0 siysdlo six=0.
2. Azl = [A[]]=].
3. [l +yll <zl + llyl-

Damos a continuacién algunos ejemplos de normas para el espacio C":

n
s =" i,
=1
1/2
s = (@*2)'" = (ZW) |

loelloo := méx |,

a las que nos referimos como “norma 17, “norma 2”7 y “norma oo”, respectivamente; en
general, para p € [1,00) definimos la “norma p”

n 1/p
], = (z rmp) |
=1

Teorema 3.1. Una norma || - || : K" — R{ es una funcién continua.
Demostracién. Tomamos en cuenta que para € = (£1,...,&)Y y=(n,...,n.)7F
ezl = llyll| = \HwH — =yl < llz -yl

ZI& nilllesl] < n méx fles|| max & —nil,

y aplicamos la definicion de la continuidad. [ |

39
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Teorema 3.2. Si||-|| y ||-||* son dos normas sobre K", entonces existen constantes m, M > 0
tales que

Ve e K":  mx| < ||z||* < M|z (3.1)
Demostracion. Sean ||+ || :== |- ||oo ¥ ||+ ||* arbitraria (el caso general sigue por transitividad).
Sea

S = {a: eK" | x=(&,....&)", 1n<132x 1&| = 1}
El conjunto S es compacto. Como || - ||* es continua, existen x,,, ) € S tales que
o = min ] = flear|* = mix ] = A

luego

*

Vee K", x#0: m< <M,

x
2] oo
lo que implica (3.1) en virtud de la homogeneidad (item 2. en la Definicién 3.2). (Para = 0,
(3.1) es trivial.) |
Definicién 3.3. En el espacio C™*" se llama norma de matriz a toda aplicacion || - || :
C™ " — Ry tal que para todas matrices A, B € C™" y todo \ € C se verifica:

1. [|[A]| >0si A#0 y ||A]| =0 si y sélo st A=0.

2. | AA[ = [Al]lA].
3. |A+ B < [|A]| +[|B]-
4 |AB| < |AllB]-
En correspondencia con cada norma vectorial || - || de C", se define una norma para
matrices A € C™*™ por medio de la expresion
||A I
Al = i 2 = i 4], 32)

Esta norma matricial se dice induczda por la norma vectorial. En particular, las normas
vectoriales 1, 2 e oo inducen las siguientes normas matriciales, a las cuales igualmente nos
referimos como “norma 1”7, “norma 2” y “norma oco”, respectivamente:

n

Al = X |Az|, = 112]%2 |aij|,
1=

| All2 = maX | Az||,

|A]lo := max HAchoo = maxZ|al-j|.

ll2lloo Isisn

También se define sobre C™*™ la siguiente norma, llamada norma de Frobenius, la cual
no es inducida por una norma vectorial:

n 1/2
| Allr := (Z \%‘|2> :

4,j=1
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Definicién 3.4. Una norma de matriz se dice compatible con una norma de vector si para
cada A € C™" y para cada x € C",

||Avaect0r g ”AHmatriszHvector-

De acuerdo a la definicién (3.2), cada norma matricial inducida por una norma vectorial
es compatible con la norma vectorial que la induce. En particular, las normas matriciales 1,
2 e oo son compatibles con las correspondientes normas vectoriales 1, 2 e oco. Por otra parte,
la norma de Frobenius, que como indicamos no es inducida por norma vectorial alguna, es
compatible con la norma vectorial 2.

Teorema 3.3. 51 A € C"™", entonces

A2 = V7.(A™A).

Demostracion. Es claro que A* A es una matriz hermitiana. Por el Teorema del Eje Principal
sabemos que A" A tiene n vectores propios que forman una base ortonormal de C". Veremos
a continuacion que los valores propios de A*A son ademéds no negativos. En efecto, si A es
un valor propio de A*A y v es un vector propio asociado, entonces

A*Av = \v
y ademas,
|Av][; = (Av)*(Av) = v*(A"A)v = v" (W) = A||v]3.

Como ||v|| # 0, esta tltima relacién implica que

| Av][3
A= > (3.3)
[v]3
Ahora sean A\; = Xy > ... > ), los valores propios de A*A y {vW 0@ .. o™} un
conjunto de vectores propios asociados que forman una base ortonormal de C". Entonces,
para x € C"\{0} existen escalares ay, ..., q, tales que

x = Zozj'v(j). (3.4)
=1

Por otro lado,
|Az|5 = (Ax)*Ax = z*(A*A)x. (3.5)
Reemplazando (3.4) en (3.5) y reordenando,

|Az|? = (Z @jv@*) (A*A) (Z aiv(i)> => 3 Mool
j=1 i=1

j=1 i=1

y como vW*v() = §,; entonces

n n

Az = Z PN < N Z || (3.6)

i=1 i=1
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En forma andloga calculamos

n

o)l =zt =) > aau o = )’ (3.7)

j=1 i=1 i=1
De (3.6) y (3.7) concluimos que
[Az|l,

Va € C"\{0} : < VAL
|2
lo cual equivale a
Az
Ally = < VAL 3.8
|All2 220 |z, 1 (3.8)

Para mostrar que la cota y/\; se alcanza, basta exhibir un vector no nulo para el cual
la igualdad se cumpla en (3.8). Con esta finalidad sea v; un vector propio asociado a ;.
Entonces, a partir de (3.3) obtenemos inmediatamente que

oy = A, |2

|v1]l2 7

esto es, el maximo de (3.8) se alcanza en © = v y es igual a /A;. Notando que A\; = r,(A*A)
concluimos la demostracion. ]

Corolario 3.1. Si A es hermitiana, entonces || Al = r,(A).

Demostracion. Como ||Aly = 1/7-(A*A) y A* = A, entonces || Ay = \/7,(A?). En virtud
de

TU(AQ) = (TU(A))Za
inmediatamente se llega a
[All2 = V/(rs(A))? = r5(A),
que es lo que se queria demostrar. [ |

Teorema 3.4. Sea || -|| alguna norma vectorial sobre C* y || - || la norma matricial inducida.
En este caso,

VB eC™: r,(B)<|B]|.

Demostracion. Sea A un valor propio de B con |[A\| = r,(B) y & # 0 un vector propio
asociado. Entonces

[Az]| = [Alllz]| = ro(B)|z]| = || Bz|| < || Bl||z]],
es decir,
|Bx| _

Bl > =1,(B).
1Bl > o = re(B)
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Teorema 3.5. Sea B € C"" una matriz arbitraria, con € > 0 arbitrario dado. Entonces
existe una norma vectorial || - ||g sobre C" tal que para la norma matricial asociada,

IBlls < 76(B) +¢.

Demostracion. Segun el Teorema 1.1 (sobre la forma normal de Schur), existe una matriz U
unitaria tal que

Aok ek
. 0o . .
U'BU=| = (o).
: <. t. *

Para los elementos arriba de la diagonal (g; con k > i) sabemos que

o =Y Difiavar, U =: (vap).

s=1 [=1

Eso significa

o] < 0B, = mix |Bl.

1<l,5<n
Sean
€
§:=min{ ——— 13, D :=diag(1,6,...,0" ).
Ere: ol )
En este caso,

D 'U*BUD = (0i0"),

entonces

ID'U*BUD)|,, = méx Z | 010"

1<i<n

glrEaX’Qu —|—5max Z ’Qlk|
k i+1

< ro(B) +8(n — 1)n*B
n2(n — 1)

<TU(B)+€N3(6+1)

<1,(B)+e¢.

Por otro lado,

|D~'U* BUDz|. | D'U*By||s
= a. .
o0 [l y20 | DUy s

|D"'U*BUD|.. =

Entonces la norma deseada es ||z g := [|[D™'U*%|| . [ |
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A%

> )\e1

Fiaura 3.1. Ilustracién de (3.9), (3.10) (demostracién del Teorema 3.6).

Teorema 3.6. Sea x € C", & # 0. Entonces existe una matriz U unitaria y hermitiana tal
que

Ux = exp(id)||z|l2e1  (d € R apropiado).
Especificamente para x € R™, podemos elegir
U=1I-2uu”, dondeu"u =1 (Matriz de Householder).

Demostracion. Sea
x # exp(ia)||z|.e1,
sino ponemos
U :=1-2ee].
Podemos ilustrar el problema de la siguiente forma: estamos buscando una transformacién

unitaria del vector @ al primer eje de coordenadas. Cuando x ya es un multiple de ey,
podriamos elegir U = I. Pero, para lograr una férmula tinica para todo vector @, ponemos

U:=1-2ee}

(cambio de signo). Ahora, si  no es un miltiple de ey, podriamos transformar x a ||x||2e; a
través de una rotacién. Pero como exigimos que U* = U, U? = I, la aplicacién deseada debe
ser involutiva, es decir, una reflexién (ver Figura 3.1). Ahora que conocemos el resultado de
la aplicacién a un vector @, podemos elegir U como la reflexién de  en un hiperplano con
vector normal w, es decir, cuando

x=aw+ fv, w'v=0 (v arbitrario), (3.9)
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debemos tener

Uz = —aw + fv. (3.10)
Esto se satisface para Uw = —w y Uv = v. Si {w,vy,...,v,_1} es un sistema ortonormal
completo de C", entonces
U= [—w vy o-e ’Un—l] [w vy vn—l]*
= ['w v - vn_l] ['w v - vn_l]*—Q[’w o --- 0] [w v vn_l]*

=TI - 2ww",
con w*w = 1. Ahora falta determinar el vector w. Queremos que
Uz =z —2(ww")x = exp(ia)||x|2e;.
Entonces, cuando w = (wy, ..., w,)T v 7 := w*z, se debe satisfacer

exp(i)||z||
T —2Tw = O )
0
lo que significa que
o 52 o fn
=22 W, = —.
27 27

Queda para determinar 7 y w;. Sabemos que

(%)

& — 21wy = exp(id)||x||2  (d apropiado),
lo que es equivalente a
o b= (i)l
2T
Si & = exp(ia)|& ], sea 6 := a + 7, entonces — exp(id) = exp(ia) y luego

iy = 206+ )

En virtud de w*w = 1 tenemos que

4|72 (& + 20&llzllo + [J2]5 + [&] + -+ [&]*) = 1,

lo que implica
47 = 2|zl (1] + [lzl2),

es decir, podemos elegir

27 = /2l2ll2 (] + [lz]2)-
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En este caso, w es determinado unicamente hasta un factor complejo de valor absoluto 1.
Eso entrega

exp(ia)(|&i] + [[z[[2)
_ 1 &2
V2216 ] + [[z|2) :

con & = exp(ia)|& | y Uz = —exp(ia)||z||2e;. Para @ € R™ tenemos exp(iar) = +1, entonces
U=1I-2uu’ conucR" u'u=1. [

Para la aplicacion del Teorema 3.6 hay que tomar en cuenta que la matriz U puede ser
escrita como

exp(ia) (€] + [l]|2)

U=1I-pow", w:= f:2 ’
&n
donde
. B 1 si 51 = Oa _ 1
e {a/w swo, 7 Tl + el

Para aplicar U a algun vector y, tomamos en cuenta que
Uy =y — (bo'y)w,
es decir, nunca hay que almacenar la n x n-matriz U, sino que sélo la informacién esencial,
Gy w.
3.2. El problema de la sensitividad para un sistema lineal

Consideremos el siguiente problema: estd dado el sistema Ax = b, suponiendo que el
problema tiene una solucién tnica. Ahora, ;cudl es la relacion entre x y la solucién & del
sistema AZ = b, cuando |[A — Al y ||b — bH son suficientemente pequenas? Del mismo
tipo es el problema de estimar la norma ||[A  — A~!||. Empezamos por un caso simple, la
pertubaciéon de la matriz unitaria.

Teorema 3.7. Sea || - || una norma vectorial sobre C". Como norma matricial sobre C**™ se
usa la norma matricial asociada. Si H € C™*" cumple |H|| < 1, entonces I + H es reqular
Y tenemos que

I+ H) 7 < =g —yl\HH’ (3.11)
o+ b - < AHL ﬂﬂ'”'. (3.12)

Demostracion. Sea x # 0 un vector arbitrario. Primero hay que demostrar que (I+H )x # 0,
lo que es equivalente con ||(I + H)z| # 0. Pero

H(I—I—H)mH = || + Hzx||
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Ademas,

2 ||| — | He|
2> [l — [[H ||
= (1= [IH])[|z] > 0.

L= |IT]| = [|(T + H)(I + H)"'||

> ||+ H)7| - |[H(T+ H)|
> ||(F+ H)7H| = =N+ =)™
= (L= =)L+ H)"],

lo que implica (3.11). Por otro lado,

|T+H)" —I|=|I+H)"—T+H)'(I+H)|
= |-+ H) ]
< |H|[|(X+H)™,

lo que demuestra (3.12).

47

Corolario 3.2. Sir,(H) < 1, entonces I + H es reqular y también en este caso el Teore-

ma 3.7 es valido.

Demostracion. Usar el Teorema 3.5.

Corolario 3.3. Sir,(H) < 1, entonces I + H es reqular y

(I+H)"'= Z(—l)ka (serie de Neumann).
k=0

Demostracion. Usamos el Corolario 3.2 y definimos

n

Entonces, para m > n,

S, =) (-1)FH"
k=0
187 — Sl < Z |H* < IIHH"+1 HHH <e
k=n+1

para n > N(e), es decir existe el limite

En virtud de

S := lim S,,.

n—o0

S.(I+H)=S8, +s H

— k:Hk _ Z(_l)k+1Hk+1
=0 k=0

_ ( 1)n+1Hn+1

(3.13)
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resulta
|SIT+H)-I|=|S,(I+H)-I+(S-5,)I+H)|
1
=] = °

para n > N(g), mientras que la parte izquierda no depende de ¢, lo que concluye la demos-
tracién de (3.13). |

< [[H[" + ]IS - S|

Corolario 3.4. Para una matriz A regular y otra matriz A con
A~ A - Al <1,

A es invertible, y
1

A — A
LA

1
1 [A™|] A~ Al

<JATHIIA - Al

Demostracion. Usamos

A=A+A-A=A(I+A'(A-A)
y definimos
H:=A1'A-A).
Entonces ||[H|| < 1, por lo tanto I 4+ H es invertible y A es regular. Luego obtenemos
|A" -~ A7 _ I+ H)AT - AT
LA LA
lH) _ |ATA- 4]
L=[lH] = 1-A7Y]|A - A

< +H)"-1I|

Definicién 3.5. Sea A regular. La cantidad
cond.|(A) = || Al A7
se llama nimero de condicién de A para la solucion de un sistema lineal.

Teorema 3.8. Sea A € K™ regular y 0 # b € K*, A € K", b e K". Sea || - || la norma
matricial inducida por la norma vectorial || - || y

A 1A — Al < 1.

Ademds, sea x = A™'b. Entonces la solucién unica de A% = b satisface

A-A|

e < o) (Hbugubu y HAMAH) - 40
1-— COHdH.”(A)
4]
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Demostracién. La existencia de A - sigue del Corolario 3.4. Luego calculamos que
F=A b=A"b+A'B-b+(I+A(A-A) ')A (b+b-b),
es decir, definiendo H := A™'(A — A),
F=x+ A b-b)+(I+H) ' —I)(z+A'(b-0)).
Entonces, aprovechando (3.12) y || H|| < ||[A7Y||||A — A| < 1, llegamos a
i-—x b-b A'|A-A b—b
e <1 T e (1 i ”“’W) G
Dado que

1
bl = A < A2l = —— < 2

podemos escribir (3.15) como

| . lb=b AY|A-A L lb=b
I =l _y yanylB=00, 1A"1IA- 4] (1+I|A||||A ! u)

[edl 0] 1—[A7M|||A - A 0]
_ - ~ (3.16)
[b— b A ]I[[A— A 16— b
= condy.|(A) + = 1 + cond(A) :
Definiendo
. JA- 4|
1—[A7H[]|A - A A=A
L= [|A[A™ =
| A]
|A— A
A
= COndH,”(A) H H ||A _ AH =
1 —condy(A)————
Il HAH
obtenemos la desigualdad
|z — x| Ly lb =B
—— <a+|[A[|AT] (1+a).
| 10
[ |

Obviamente, siempre
cond. (A) = re(A)rs(A™Y > 1.
Cuando cond.(A) > 1, eso significa que la influencia de errores menores (por ejemplo, de

errores en A o en errores de redondeo) pueden causar cambios fuertes en la solucién del
sistema lineal. Se dice entonces que el sistema es mal acondicionado. (Recordamos que los



50 3. METODOS DIRECTOS PARA LA SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES (PARTE 1I)

errores de redondeo pueden ser interpretados como una modificacién la matriz A seguida
por la solucién exacta del sistema.) Este problema se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Consideramos los sistemas Ax = b y A% = b dados por

1 1 1
12 3 B 6 ~ | 05 0,337 -~ (—0,165
A= 1 1|’ b= 1]’ A= {0,337 0,246] , b= <—0,165>
3 4 6
con las respectivas soluciones
1 ~ 1,5920898
= (—2)  E= (—2,8517654) ' (3:17)
En este caso,
A— Al 00076 b— bl
| | = = 0,0092, u =0,01, condj.(A)=50.

| Al 083

Insertando esto en (3.14), resulta la cota

15]]oo

r — 16 -
[1# — 2]l <= =17,
2] oo 9
mientras que usando las verdaderas soluciones (3.17)
[# — @[]
2] oo

es decir, en este caso la cota sobreestima el verdadero error relativo en un factor un poco
mas de 4.

= 0,42588,

Ejemplo 3.2 (Tarea 8, Curso 2006). Se considera la matriz

10 5 1
A=1|8 9 1
0 1 3

a) Usando el Teorema 3.7, demostrar que A es invertible. Aviso: Usar A = D + B,
donde D = diag(aqy, ass, ass).

b) Determinar una cota superior para cond). (A) en una norma ||-|| apropiada sin invertir
A o calcular det A.

c) Ademds consideramos

10 i 10,1 ~[1005 51 1,05
b=|-10|, b=(-98], A=|281 91 095
10 0,7 005 1 31

Los vectores « y & sean la solucion de Ax = b y Ax = b, respectivamente. Determinar
una cota superior (la mejor posible) para ||x — &||/||x|| sin calcular x o &.

Solucién sugerida.
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a) Usamos A= D + B = D(I + D'B), donde

_O 1 -
2 10
DB = 8 0 1
9 9
1
0 3 0

Dado que |D™'B||; = 8/9 < 1, la matriz A es invertible.
b) Obviamente ||Ally = 18. Usando la parte (a), tenemos

|l = |(L+D'B)"'D |, < (I + D~'B) |, |D |l
1 1 1

<———|D Y= —<--=3,
9

entonces condy.|, (A) < 54.
c) Obtenemos

b—b .
o=l _ 02, 14— 4] =02
16]]1
& — 2] 0,2 02\~
=L UNTS 18
Ejemplo 3.3 (Tarea 10, Curso 2006). Se desea resolver el sistema Ax = b con

1000 10 1 by

A=[-1000 0 0|, b= by |, 1<by, by bs<10.
1000 0 1 b3

Los coeficientes de A y b han sido pertubados por ciertos errores A y 6b.
a) Determinar cotas para a y B con

154
[l

tales que puede ser garantizado que
|z —&||/[]=]| <0,01,
donde Ax =b y (A+0A)x = b+ 0b.

b) Supongamos que de la solucion x nos interesa solamente la tercera componente. Indicar
una transformacion simple del sistema original que permite una cota significativamente
mejor (que la de (a)) de |T3 — x3|/|x3| en dependencia de las perturbaciones de los
coeficientes del sistema transformado.

11D
0]

B

Soluciéon sugerida.
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a) En lo siguiente, sea || || = || - ||o. Tenemos con la notacion indicada

Hzfc—w” < (Oé—i-ﬁ) COHdH.”(A)'
|lz]] ~ 11—« condy(A)

Dado que
0 —-0,001 O
Al=101 0 -0,11,
0 1 1
sabemos que || A| = 1011, ||A~"|| = 2 y por lo tanto cond) (A) = 2022. Sean o, B < s,
entonces
& — || s
— <4044 — < 0,01.
B 1 — 20225
Dado que

2as < < b
:S —
1—as S a24b)

resulta s = 2,47 x 1076,
b) Dividimos la primera columna por 1000 y la sequnda por 10, lo que es equivalente a
resolver un sistema para (1,22, x3) con 10002, = x1 y 1029 = z5. En este caso,

) 1 11 ., Jo1 o X
A=|-10 0| =A =11 0 —1| = cond(A) =6, s=83x 107"
1 01 01 1

Ahora uno podria pensar que debido a la técnica de estimacion usada en la demostracion
del Teorema 3.8, siempre se sobreestima bruscamente el error, es decir la cantidad ||& —
x||/||x||. Demostraremos ahora que esto no es asi. Para tal efecto, vamos a construir matrices
para las cuales esta cantidad alcanza la cota establecida por el lado de derecho de (3.14) hasta
un error arbitrariamente pequeno. Para construir tales matrices necesitamos el concepto de
la descomposicion en valores singulares.

Teorema 3.9 (Descomposicién en valores singulares). Sea A € C™" con m > n. En-
tonces existen matrices unitarias U € C™™ y Ve C"™" y una matriz diagonal ¥ =

diag(oq,...,0,) con elementos diagonales o; >0, 1 =1,...,n, tales que
A=U {?} |\ (3.18)

Demostracion. Las matrices AA* y A*A son ambas hermitianas y definidas semi-positivas,
dado que

T A*Azx = || Az|)5 > 0.
Por lo tanto, existe una matriz unitaria V' tal que

V*A*AV = diag(o7,...,02), (3.19)

n
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donde %, ..., 02 son los valores propios (no negativos) de A*A. Ahora, si
AAy =)y, y#0,
tenemos A =0 o0 A%y # 0. Si A%y # 0, entonces
A"AA™y = \A"y,

o sea A*y es un vector propio de A*A y X es el vector propio correspondiente, es decir,
A € {0?,...,0%}. Entonces AA* posee el valor propio 0 con multiplicidad m —n (A*y =

0 posee por lo menos m — n soluciones linealmente independientes) y los valores propios

o?,...,0% (pueden ocurrir valores ¢? = 0). En virtud de lo anterior, existe una matriz

'Y n 7

unitaria U € C™*™ tal que

e asrr X220
vavu- [ 0.
La matriz B := A*U satisface
b
B*'B=|:|[bi - by|=dag(7],...,02,0,...,0),
b,
O sea
B=1b, --- b, 0 --- 0], dondebb; =076;,i,j=1,....,n

Eso significa que

B=[VE 0=V [ 0
con una matriz V unitaria. Dado que

BB = A*A =VX*V*,

esta matriz V es la misma matriz V. que aparece en (3.19). Finalmente, resulta

A=UB"=U {ﬁ} \

Ejemplo 3.4 (Tarea 11, Curso 2006). Sea

5 25
5 25
14 7.7
02 1,1

A:

Determinar matrices unitarias U € C** yV € C**? y una matriz diagonal ¥ = diag(oy, oo
Yy Yy g g
con 01,09 = 0 tales que

b

P

v
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Awiso: calcular primero V. de V*A*AV = X2, y luego para la computacion de U, usar

wuls

y un método de ortonormalizacion para las otras columnas de U .
Soluciéon sugerida. El polinomio caracteristico de la matriz

52 36}

A= {36 73

tiene los ceros
(52 = A)(73 — \) = 1296 = \; = 25 = 07, Ay = 100 = 03.
Los vectores propios correspondientes son
v, — <0,8) vy — (0,6) v [0,8 0,6}
—0,6) 0,8 —0,6 0,8

Para determinar las primeras dos columnas de U, wy y us, usamos que

[ 25 5
25 5
AV = 35 7| = (1w opuy)
_—0,5 1
donde 01 =5 y 09 = 10. Entonces
0,5 0,5
0,5 105
W= o7 "7 |or7
-0,1 0,1
Como dos vectores ortonormales adicionales podemos usar
—0,7 —0,1 0,5 05 -0,7 -0,1
B 0,7 - 0,1 U~ 0,5 05 07 0,1
=1 002 | "7 |-014 ~1-0,7 0,7 002 —0,14
—0,14 0,98 -0,1 0,1 —-0,14 0,98

La descomposicién en valores singulares sirve para la computacion de la pseudo-inversa
de Moore-Penrose de una matriz.

Definicién 3.6. Sea A € C™". La pseudo-inversa de Moore-Penrose es una matriz A con

ATA=(ATA),
AAT = (AAT),
ATAAY = AT,
AATA = A.

Se puede demostrar que la matriz A% siempre existe y es nica.
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Lema 3.1. Sea A€ C™" m >n, y

P

A:U{0

la descomposicion en valores singulares de A. Entonces

1/0'1' si O'i>0,

0 sino.

rYn K3

AT =V [Z" 0|U*, =':=diag(of,...,00), of = {

Demostracion. Tarea. [ ]

Lema 3.2. Sea A € C™" una matriz regqular con la descomposicion en valores singulares
A=UXV"* conoy 209> ...20,>0,b:=uy (la primera columna de U ), b := b+ cu,,
e>0, A:=A—cu,v], Ax =b y Ax =b. En este caso,

T — 1
22k o1, (1, 1)
||| On 01

mientras que la evaluacion del lado derecho de la desigualdad (3.14) entrega la cota

||53—a3||2 01 1 1
B (14— =,
|2 Tn

es decir, para €, la cota establecida por el Teorema 3.8 se alcanza hasta O(g?).

Demostracion. Primero demostramos que para cada matriz A € C™*", cada vector b € C"
y cada matriz unitaria B € C™*" se cumple

|All2 = [[BAll2, [bll2 = || Bbl|,. (3.20)
Para demostrar (3.20), notamos que
|b]|5 = bb = b"B*Bb = || Bb]|3,
A3 =7.(A"A) = r,(A"B"BA) = 1,((BA)"BA) = | BA|};.
Luego, usando A = UXV™ y tomando en cuenta que r,(VV™) = 1, tenemos
1415 = U Allz = [ZV7|z < 18]z, (VV?) = méx o7,

Dado que
|A[[z = max || Az,

zll2=1
obtenemos (usando & = vy):
|Az[l; = [UEV™vi[l; = [[Zeill; = of = [|A]l2 = o1. (3.21)

Luego derivamos una expresién para cond|.|(A). (En lo que sigue, usamos || - || = || - ||2.)
Para tal efecto, notamos que

Al =Uzv) T =(Vv)T'sTlUT = VvETIU
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Eso significa que A™" posee la siguiente descomposicién en valores singulares con las matrices
unitarias U :=V, V :=U:

Al =UX WV,
y andlogamente a la derivacién de (3.21) tenemos
_ _ , 1 1
AT =271 = max — = —.
XN 0-1 O—n

Combinando este resultado con (3.21), tenemos

01
cond|. (A) = —.
oy
Ahora consideramos el sistema lineal Az = b con b = u;. Entonces
1 1 1
SVg=U'ui=e; = Vz=%Xle=—e = zz=—Ve =—uv.
01 o1 o1

Por otro lado,

Av; = Av; — cu,viv, = UXV v, — cu,viv; = U(oie;) — euydy;
o1u; —euw, sit=1,
o;U; sino.

Para determinar &, podemos usar la férmula de Sherman-Morrison. Alternativamente, dado
que b = u; + £u,, podemos tratar un planteo de la forma & = awv; + fv,. En este caso, el
sistema AZ = b se transforma a

aloiu) — euy,) + fo,u, = ug + euy,

entonces
1 e [ 1
acp=1l=a=—, fo,—ac=ce=f=—(—+1].
o1 On

Ambos métodos entregan

lo que implica

= (L) ol

~ — | — (2

le -8 7 \oy _8al<1 +1)

— i — e = ]
||| — ||v1]| On \ 01

01

Ahora, evaluando la parte derecha de la desigualdad (3.14) del Teorema 3.8, tenemos

lz — 2| _o1 (HeunH N |I—€unv’{ll) 1
Lol

el "o \ |l 71 — cu, v

On 01
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e
o 7)1 il
On

Queda para demostrar que

*
Junvif = 1.
Sea x € C". Entonces podemos escribir

n
T = Z gi/via
=1

y entonces para x # 0

[u,viz|| = ||u, (UTZ@%) H = [[&1unll = |6
i=1
[unviz]] is1
—— = <
] (1 + -+ [€al?)2
Por otro lado, para & = v; tenemos
Juvie] _ |
]
asi que (3.22) es vélido. Finalmente, definimos
1 1
fle)=——F=fe)=

1 e\
o (1)
On

es decir, para un € € (0, ¢) sigue (desarrollando f(g) por € = 0)

entonces

- 1
M<25<1+—) (1+ = 2)
[ed] On o1 on(1—¢/oy,)

1 1 1
=2 <1+—) +520—§ (1+—)f2.
On a1 o o1) (1—£E/oy)

—0(e2)

Entonces, si A € C"*"y A = UX V" es la descomposicion en valores singulares, sabemos

que A es regular si y solo si 3 es regular, y

|All2 = méx{oy,...,0n},

|47z = mix{or",....0;"

ey n 9

57

(3.22)
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cond||.H2(A) = O’l/O'n sio; = ...>20, > 0.

En muchos casos, los coeficientes A y b de un sistema lineal se conocen solamente apro-
ximadamente, a lo més se puede estimar el orden de magnitud de los errores. Sean Ay y by
dados con

|Ag— A|<E, EcR”" |by—b/<d, deR".

En esta situaciéon no hay mucho sentido en resolver el sistema lineal Agxy = by con gran
precision, sino que se busca una soluciéon “razonable” &, cuya precision “corresponde” a la
de Ay y by. Sorprendentemente, podemos decidir sin conocer el nimero de condiciéon de Ag
si & es una aproximacion razonable de x.

Teorema 3.10 (Criterio de Prager & Oettli). Sean
A={A||A-A)|<E}, B:={b]b-by<d},

donde E € R, d € R, son dados, y & € R™ es dado. Entonces existen una matriz A € A
y un vector b € B tales que Ax = b si y solo st

En este caso, el vector & se llama solucién aproxnnada compatible con Agxy = by.

Demostracion. Hay que demostrar dos implicaciones.
“=": Supongamos que AZ = b. Entonces, dado que b — Ax = 0, podemos escribir:
bo — AoZ| = |by —b+b— AZ + (A — A)E|
< |bo — b| + |(A — Ap)Z|
<d+|A)— Allz|
<d+ E|Z|.
“«<=": Supongamos que
by — ApZ| < E|Z| +d, con E = (g;5),d = (61,...,0,)".
Entonces definimos
0i = ¢€; (bg— AoZ), o0;:=¢] (E|Z|+d), i=1,...,n

Sabemos que |g;| < 0;, es decir

S <1 parao; #0.

a;
Ademds, supongamos que Ay = ( ) by = ( , - ﬁn ) Ahora vamos a construir
exphmtamente una matriz A y un vector b tales que AZ = b. Sean A = (ay),

b=b1,....0.)T y &= (..., &) tales que
gO 20 Gy

o ofgsen(§)
Qi = G+ g; soi 70, Bi=4{" a;

¥ sino, 52( K sino.
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Entonces tenemos que |[A — Ag| < E, |[b—by| < d, y

ACIJ - Z Qij gz 5@

Za(o) (0) =0 sio; =0,

N 0) & Qz
Zal(j)gj ZEZ] sSgn 5])53 (5 = 0 SIHO
Jj=1 ] 1
\ =i .

El sistema de desigualdades
by — ApZ| < E|lz|+d <= —E|z| —-d < by — Az < E|z|+d

representa un sistema de desigualdades lineales por trozos, dado que hay desigualdades dife-
rentes para las 2" distribuciones posibles de los signos de las componentes de . El conjunto
de sus soluciones, es decir, el conjunto de las soluciones aproximadas compatibles con (E, d)
se reduce para E = 0, d = 0 al punto x,, la solucién de Agxy = by. Si para (E, d) “pequeno”
el conjunto es “grande”, eso significa que la matriz A es mal acondicionada.

Las consideraciones de esta seccion son de gran interés para el analisis del efecto de errores
de redondeo durante la solucién de sistemas lineales. Los computadores y las calculadoras
representan un numero real con un nimero fijo de digitos en la forma

=46 GB, Be{2,1016},
=1

donde [ es la “base” de la representacién, k es un nimero entero (en un cierto rango) y
G e{0,1,...,8—1},con ¢ #0si & #0.

Ahora, las operaciones aritméticas con tales nimeros no entregan precisamente nimeros
del mismo tipo. El redondeo tiene como consecuencia que las operaciones aritméticas no
pueden ser ejecutadas en forma exacta, sino que sélo en forma “aproximadamente exacta’
como “aritmética de maquina” o “pseudo-aritmética”. Ahora, si

m(a#ﬁ)v #6 {+7_7'a/}

denota esta aritmética, se puede demostrar que casi siempre

m<04#5) = (Oé#ﬁ)ﬂ + 77)7 # S {+7 T /}7 (323)

donde |n| < e,y e:= 871 es la “precisién de maquina”.

Ahora, si usamos el algoritmo de Gauss con esa aritmética de maquina y x. denota el
resultado, se puede demostrar (usando (3.23)) que (A + E)x. = b, donde A y b son los
coeficientes de entrada realmente usados y la matriz FE satisface la siguiente desigualdad:

1Bl < 1,2(n* +n%)ey  sine < 0,09,

(3.24)
v —max{‘oz | ‘k: 1,j <n, lgk‘én}.
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El valor de v depende decisivamente de la estrategia del pivoteo. Junto con la tarea de hacer
ejecutable el algoritmo (evitando divisiones por cero), la estrategia de pivoteo sirve para
garantizar que v no crezca demasiado. Se puede demostrar que

n—1
v < 2" max |oyl
1<,5<n

con busqueda del pivote en la columna, y

< V/nV2- 312 . pl/(n-1) max v
1<i,5<n
con busqueda del pivote en la matriz restante.
Los valores de 7/ maxi<; j<n |@;;| observados en la préctica son de la magnitud entre 1
y 10. Eso significa que x. es la soluciéon exacta de un sistema lineal con datos de entrada

ligeramente modificados, por ejemplo datos compatibles en el sentido del criterio de Prager
& Oettlicond =0y

|
BE=120° +n2)ey |1
|

En virtud de esta discusion, el algoritmo de Gauss con estrategia de pivoteo se llama benigno
o estable.

Si se calcula la descomposicién triangular de una matriz singular con estrategia de pivoteo
en aritmética de maquina, en lugar de una columna con 04,(;2 = 0 para k > 1 aparece una
columna con

a,(f) <ce, k>, (3.25)

donde ¢ es una constante similar a la de (3.24). Eso significa que bajo el efecto de errores de
redondeo, ya no podemos seguramente detectar la singularidad de una matriz. Se terminard
la computacion al detectar (3.25) con ¢ = n7y.

Entonces, usando aritmética de maquina es posible que no se puede decidir cual es el
rango de una matriz. La descomposicion en valores singulares es una buena herramienta
para la defincién de un “rango numérico” de una matriz A. Por supuesto, esta definicion
considera la incerteza en las entradas de A y la precision de la aritmética usada. Por ejemplo,
sea A una aproximacién de A (por ejemplo, por redondeo) con ||A — A|| < @, o conocida, y

~ b
A=U %
0
con los valores singulares o1 > ... > 0, > 0 y U, V unitarias. Entonces se aceptaran solo
aquellos valores singulares como “intrinsecamente diferentes de cero” para los cuales o; > «.
Si en tal caso tenemos o1 > ... > 0, > @ = 0,41 = ... = 01, el nimero r se llama “rango

numeérico” o “pseudo-rango” de A.

Ejemplo 3.5 (Certamen 1, Curso 2010).
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a) Calcular una descomposicion triangular PAQ = LR, con bisqueda del pivote en la
matriz restante, de la matriz

1 -1 2 4
11 3 -4
A= -2 1 3 6
1 2 -1 8

Indicar explicitamente las matrices P, Q, L y R.

b) Resolver el sistema Az = b, donde b = (15,7,24,17)T.

c) Sean e := (1,1,1,1)*, E := aee®, y d := ae. Decidir si los siguientes vectores son
una solucion aprozimada (en el sentido del criterio de Prager & Oettli) del sistema
Ax =b (i) para a = 0,1, (i) para a = 0,5:

1,01 1,05
o 198 o | 195
=399 27 13,95

2,01 2,05

Solucién sugerida.

a) Se obtiene la siguiente sucesion de esquemas, donde los elementos marcados con es-
trella corresponden a multipolicadors y los elementos con marco son el pivote actual:

4 2 3 1 4 3 2 1
41 8 2 -1 1 |17 41 8 -1 2 1 |17
1* 5 3 |31 *
oS PR S S S N A R O L
N 2 2 2 |2 _ 4 4 2 44
* 15 3 |31
S A =) (O L R R T
! 2 [ 4 4 | 4 2 2 2 2
* 1" I |1
1 1 -9 § 1 E 1| = § —2 — —3
2 2 2 2 2 2 2 2
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4 3 2 1 4 3 1 2
41 8 -1 2 1 |17 41 8 -1 1 2 |17
3 3* 15 1 11 | 45 5 3* 15 11 1|45
N 4 4 414 _ 4 4 4 2| 4
2 7 |10 1= 2% 10 7
P [ 2|—= - = s |8
: 2 3 3 3 8 2 3 3 3
* * 1 2 7 5
T = A L T B B A
2 3 3 3 2 3 3 3
4 3 1 2
41 8 -1 1 2 17
5 3* 15 11 1] 45
N 4 4 4 2 4
1= 2 1
o2 DT
2 3 3 3
| 27 33 38
2 3 10 10 5
es decir
0001 0010
0010 0001
P=1o 100" @010 0|
1 000 1 000
1 0 0 0] 8 -1 1 27
3 15 11 1
201 = = _Z
4 00 0 4 4 2
=l o B, 0 7
2 3 3 3
1 2 7 33
-2 1 2
L2 3 10 A 00 0 10-
b) Utilizando el 1iltimo esquema obtenemos
33
_ 5 _ _ 3 (g 1) _
xg—_§—27 x1—10<8 3)— ,
10

4 (45 11 1
T3 15(4+4+) , T4 8(7+ )
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c) Aqui se calcula para by = b, Ay = A:

0,05 0,2
0,08 0,35
’bo - A0m1’ = 0,01 | |b0 - A0$2| = 0 )
0,06 0,4
9,99 10
9,99 10
ee' |z +e= 999 | - ee' |z, +e= 10
9,99 10

Puesto que
by — Agz;| < 0,1(ee’ |z;| +e) < 0,5(ee’|z;| + €),

para i = 1,2, ambos vectores x1 y x5 son una solucion aprorimada (en el sentido del
criterio de Prager & Oettli) para o = 0,1 y a = 0,5.

3.3. El método de cuadrados minimos y la transformacion de una matriz n x n
a una matriz triangular superior

En muchas aplicaciones se presenta el siguiente problema. Para una matriz A € R™*"
(en general, m > n) y un vector b € R™ se busca un vector * € R" tal que

Ve e R": |Az* —b|3 < ||Az — b|3. (3.26)

Por ejemplo, cuando tenemos puntos de mediciones (¢;,v;), ¢ = 1,...,m, m > 3, buscamos
una funcion

t e af + aft + ast?
que aproxima nuestros datos. Para tal efecto, hay que determinar los coeficientes of, o] y

o’ 6ptimos, en el sentido de

m m

Z(yi — (af + ity + 04315,2))2 = min Z(yz — (o + ant; + O‘2t?))2'

ag,a1,02€R
i=1 ’ i=1

Definiendo
Y1 o 1 t t%
b= ], =], A= :
U as 1 t, 13

obtenemos el problema planteado (3.26).

El problema (3.26) significa que entre todas las combinaciones lineales de las columnas
de A, buscamos la combinacién que minimiza la distancia (euclidiana) del vector fijo b.
El vector b puede ser interpretado como una “funcién” sobre {1,...,m}. Eso motiva la
denominacién aprozimacion lineal discreta en L* para el problema (3.26). Este tipo de apro-
ximacion fue por primera vez definido por Gauss (“método de cuadrados minimos”). Tiene
una motivacion que proviene de la estadistica: si los y; son hasta ciertos errores ¢; iguales a
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Qo + ant; + ast?, entonces resulta que af, o} y ab, en un sentido, son las mejores aproxima-
ciones a los “verdaderos” valores ap, @1 y ag; de tal forma, el problema (3.26) minimiza la
influencia de los errores €; para la determinacion de los a’s (“compensacién” de la influencia
de los errores).

El problema (3.26) admite una solucién elemental si usamos el Teorema 3.6 y las matrices
de Householder. Primero, recordamos que

|Q(Az — b)|; = || Az — b3

para cada matriz ortonormal @ € R™ ™. Supongamos ahora que se conoce una matriz
ortonormal @ tal que

QA = {102] , R € R™" triangular superior.

Ahora, definimos

2

Qb::c:( ), ci €R", ¢ e R

Entonces,

2

= | Rz — cilf; + [lez]-
2

otz o= | [5]« - (2)

Supongamos que rango(A) = n. En este caso, R es regular y

Ve eR": Rz —cl;+ el > el + | Rz — eIz,
=0

es decir, * es la solucion del sistema escalonado Rx* = ¢, o sea
* —1
=R .

Entonces, cuando se ha encontrado la matriz de transformacion Q, solamente hay que apli-
car Q a b y resolver el sistema escalonado Rx* = c;.
La determinacién de @ (y entonces la de R) se ejecuta en n pasos (o n — 1 pasos si

n =m). Sea

(1)
g
1)
nj

Definiendo

sgn(z) sino,

1 six =0,
sgnp(z) = {
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formamos una matriz U, ortonormal y simétrica U, := I — 5@1@? definida por

seno(ony) (|ony| + [|a”,)
51 = 1 11 1 9 wl = aéll)
lat” [, (Jos?| + [|ai”l,) '

(1)

aml

Entonces tenemos
Uial? = —sgng(aly) ai]les.
Ahora definimos

o i~ Usal? = ol ~ fu(@a )1, i=2,....n

b2 == Ub" = bV — B, (w]b")w,.

i 1 . L M 4 1as Glti 1 de a?
Queremos aplicar la misma técnica que para a;’ a las ultimas m componentes de a,

mientras que la nueva transformacién debe dejar sin cambio a la fila 1 y la columna 1 de la
matriz transformada. Eso se logra definiendo

Y

7. — 0
T I wew? |
0
donde
sano (083) (Jod2| + 14271, e
1 R Oé<2) ~(2) 22
52 = ~(2) ) ~(2) 3 wo = :.)’2 ) AQ = :
[ Ay |, (e[ +]]A5],) : a2
o8 &

Asi se continua la construccion. En general, obtenemos el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.1.

1. Definicion de n':

2.doi=1,...,n

Qu

(@) _

=}
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if @\" # 0 then

seno (o)) (! + |,

1 . NO

ﬂi — - - - w; < i+l
~ (i) (i) =)’ -
171, (i’ + ]@:"[],) 3
aj
else
Bi+ 0, w;<«0 (osea, U;=1)
endif
doj=i,....,n
= (i+1) = (9)
a, ~<«a,;,
a\" al) - gi(wlal)w,
=(i+1) =(9)
b +~b |
B 59— (75",
enddo
enddo
3. El resultado de los pasos anteriores es
- (2 3 n'+1)7
a§1) a§2) a§n+ )
0 af;)
L e ]~ | T T ] = | B
PR R A R
=Q 0 0
L0 .o 0 |

U, ... -Ub=>b"t) = <cl> .

Co

Como producto “secundario” de este algoritmo obtenemos una demostracion del siguiente
teorema.

Teorema 3.11. Sea A € R™ "™ con m > n. Entonces existe una matriz ortonormal Q €
R™>™ tal que
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donde R es una matriz triangular superior. Si rango(A) = n, entonces el problema (3.26)
tiene una unica solucion x, la cual se calcula de Rx* = ¢, donde

Qb = <21) , c1 €R™
2

En este caso, R es reqular.

El método descrito aqui es conocido como transformacion de Householder u ortogonali-
zacion de Householder. Esta nomenclatura se explica de la siguiente forma:

Qa-[§| = a-a[{| - (a1 @)|f]-air

es decir, las n columnas de Q] (o sea las primeras n filas de Q) forman una base ortonormal
del subespacio de R™ generado por las columnas de A, y las m — n ultimas filas de Q son
una base ortonormal del complemento ortogonal, es decir, del espacio nulo de AT. Hay que
tomar en cuenta, sin embargo, que la matriz @ solo aparece en forma factorizada.

Para la computacién de A = UR, UTU = I, U € R™*" (donde U corresponde a QlT)
podriamos también usar el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. Pero este método
es inestable numéricamente, asi que se prefiere la transformacion de Householder.

Por otro lado, uno podria aplicar el método en el caso m = n, es decir, para la solucién de
sistemas. El esfuerzo es el doble del algoritmo de Gauss, asi que efectivamente se prefiere el
algoritmo de Gauss, sobre todo en virtud de la equivalencia de las propiedades de estabilidad
de ambos algoritmos.

Ejemplo 3.6. Para la transformacion de Householder de la matriz

4 3
4 -1
A=1, 3
—4 -1

calculamos sucesivamente las siguientes cantidades:

4 , X 12
A(ll): _44 : 51=m=%, w; = _44 ;
—4 —4
luego
-8

1
a? =alV - og (48 + 16+ 16 + 16)aby =

o OO
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—4
4
y w1 s
ag):ag>_%(12.3+4.1+4.3+4.1): 9
3
4
3
Después, calculamos
10
3
- 1 1 . 2
@], = 56116+ 4 =28 = — . = | |
2(=+2
G2 |l
3
1 20
w§a§>:§(1o-4+2-2+4-4):?
Finalmente resulta
—4
§_§ 4 8 4
-2 0 -2
ag?’): g_g =l o | o3 U, U, A = 0 0
3 3 0 =Q 0 0
4 4
3 3

Ejemplo 3.7 (Tarea 13, Curso 2006). Sea A la matriz indicada, y buscamos una descom-
posicion QR de A con R= Q" A. ;La matriz R dada abajo puede ser correcta?

—V/10 43

o7
- B=1 5
0 0

— DN DN
BN W
N W O
O = O

—1
Solucién sugerida. La matriz R debe ser incorrecta, dado que

432+ TP £ 3+ 17+ 22 + 42,
y porque una aplicacion ortogonal no cambia la norma ||-||» de un vector. Sea A = [ay -+ a,]

y R = [rl rn] con vectores de columnas a; y r;. Entonces Qa; = r; implica que
|Qa;||2 = ||7ill2, v como Q es ortogonal, ||a;||2 = ||7:]]2-
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Ejemplo 3.8 (Tarea 15, Curso 2006). Sean

-1 1
1 -1
-1 -1\’
1 1

A: b1:

—_ = =

—_
—_

a) Determinar la descomposicion QR de A. Para Q, indicar sélo los vectores @1 y Qs
de la representacion

2 2
Q =(I-— AT—A’U;Q'LL’QT I— T ~ ululT .
Uy U2 U, U

1
b) Calcular ¢; := Qby y ¢z :== Qbs.

c) Usando los resultados de (a) y (b), determinar la solucion del problema de compensa-
cion

HA(B — bl — tbQHQ ; min
xcR2
para t € R arbitrario.
Solucion sugerida.

a) La matriz dada es de la forma

con
-1 -2
o _ |1 . 1
a"=1_41 "= ||a,1 Hz =2, u = 1|
1 1
1
afa =12, fi=g aja)’ =6 afay) =2
Entonces obtenemos los vectores
2 0
2 0 2 11 -2
a’g ) = 0l a’g) = g —4
0 4
Luego calculamos que
0 0
_ . 118 o7 (2) 48 _ 9 @3 _ |2
72_27 2 g N PRLD) _57 /B _4_8’ a,’ = ol
4 0

o0 sea
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b) Calculamos sucesivamente

—_
|
.

1

o =6 = pu(alvya =5 |, | o =0l - siafe )i = g

N = O

B =6 (b =

oSN OO
N~—}—
DN~

N O OO

b@w>mmﬁﬂ%(

c) Aqui obtenemos

|Az — by — thyl, =||Q(Az — by — tby)|,

21‘1 0
. R o 2[[‘2 0
_H[O}x_cl_tczz_ |l 2|2t ]|
—2 2
2 2

es decir, para todo t € R, el minimo se asume para x = 0.

Ejemplo 3.9 (Tarea 16, Curso 2006). Sean
-3 1 1 3
6 1 6 2
A=16 -4 1| 7| 2
0 0 Vi1 2v11

Usar el método de Householder para determinar una descomposicion QR de A. Luego de-
terminar un vector * que minimiza || Ax — b||a. 4Cudl es entonces el error en la ecuacion
Ax — b?

Solucién sugerida.

1. Consideramos la primera columna ay de A. Usando ||aq]2
(—12,6,—6,0)T y B = 1/108. Con P, = I — fuu® determinamos P A calculan-

do para cada columna a; de A el vector Pia;. El resultado es

= 9, obtenemos u =

9 3 3 1
00 5 4
PiA=1) 3 o |, Pib=1]

0 0 i1 211

2. Luego, para la primera columna
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de la matriz 3 x 2 restante obtenemos ||a|l2 = 3, y entonces u = (3,—-3,0)T y 5 =1/9.
Obtenemos

. [-3
P,A= |0
0 Vil 211

3. Luego, para la primera columna

- (o)

de la matriz 2 x 1 restante obtenemos ||@y|ls = 6, y entonces & = (11,/11)T y 5 =
1/66. Obtenemos

=~ = —6 ~ = =7

P3G—{0:|7 P3b—(\/ﬁ)
Después de los 3 pasos anteriores, obtenemos la siguiente descomposicion QR, donde Q es
el producto de las matrices de Householder ampliadas a la dimension 4:

9 3 3 ~1
0 -3 2 0
QA=19 o —¢|" =] 7

0 0 0 V11

Particionando la matriz del tamano 4 X 3 en una matriz del tamano 3 X 3 y otra del tamano

1 x 3, obtenemos
R T — Cq
0 Co

Obuviamente, el sistema Rx = ¢, posee una solucion unica, entonces

min | Az — by = |jea]|z = VL.
zcR3

min ||Azx — b||; = min | QAx — Qb||s = min
xcR3 xCR3 xCR3

2

Ejemplo 3.10 (Certamen 1, Curso 2010). Resolver el problema de aproximacion

Z(yi — (agpo(ti) + alr(t:) + aypa(ts))’

- 2
= min E (y; — (opo(ts) + arpr(t;) + aspat;)
aQ,01,002 i—1

para los datos

1 2 3 4
t;, 0 1 2 3
yi 1 -1 1 3
para @;(t) = t', i = 0,1,2, transformando la matriz A € R*3 a forma triangular superior

mediante la transformacion de Householder.
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Solucién sugerida. Sea

1t ¢ 100 1
o 2] 11 =
A—1t3t§—124’b—1
1ty t2 139 3
La transformacion de Householder se ejecuta en tres pasos.
1. Desde la matriz A identificamos
1 3
(1) 1 1 1 R 1
A = = = — =
1 1| B 21 + 2) 6’ w 1
1 1
Si
L. ¢ 4x4
U1 =T — Ewl'wl € R y
obtenemos
1 —2 0 -3
2 1 0 2 1 0
o’ =Ui||=|o | @ =Ufy|={1]
1 0 3 2
-7
0 4 —2
2 1 3 —2
af) =U [ |=| 5 | v¥=Ub=|
9 3 2
20
3
2. Considerando los 3 ultimos componentes de los vectores anteriores obtenemos
A (1) 8 ! - Jf
= ) 2= T = =T = wo =
2 ) \/5(0 + \/5) 5 2
Definiendo
1
Uy=1-— gwmg e R¥3
obtenemos
0 V5
aég) = UQ 1 = 0 s
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AN
3
N - W —6,7082
af) =U, | = | =| -3+ [=|-0m0],
3 1,8592
20 2+8\/5
3 3 15
4
_g\/g
) —1,7889
b =U,| 0 | = _é+2_\/5 ~ | 0,0944
9 5 5 2,1889
2+4\/3
5 5

3. Considerando los 2 ultimos componentes de los vectores anteriores obtenemos

4+4\/5
A®_| 3 15 | (07370
P g evs |\ 18592 )
3715
1 1
By = = ~ 0,1827,
3 o (2 (1 V5 9 @——8\/5
s\FT 5 )T 3 15
10 4v5
. 3" 15 —2,7370
R gvs |\ 18592 )
3" 15
Definiendo
Us;=1-— ;wng c R?*2
20 85
3 15
obtenemos
4 45
8v/5

73
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4 2/5

4) _ 5) * 5) B N 2
b =Us |2 ~ 10,8944 ) -
2 45 g\/5 ’
5 5
Concluimos que la solucion del problema estd dada por el sistema lineal escaloneado
-2 =3 -7 ag -2
0 —v5 =3V5| [ai ]| =|-2V5
0 0 -2 fa% 2
con la solucion
., 4 . 11 .
on=-=08, aj=—-——=-22, a;=1

) 5

La tarea de minimizar |Ax — b||3 también puede ser tratada por métodos del célculo
diferencial de varias variables. Para tal efecto, definimos la funcién

d(x) .= (Az — b)" (Ax — b)
=x"ATAz —22"A"b + b'b.
La condicién necesaria para un minimo en x* es
aiiq)(m) L =0, i=1,...,n,
lo cual entrega el sistema lineal (las ecucaciones normales)
ATAx* = A"b, (3.27)
con la solucién unica (si rango(A) = n)
xt=(ATA)tA .

El hecho de que x* realmente es el minimo se refleja en la satisfaccion de la condicién

adicional suficiente que
0? )
d(x
(@l ),
es definida positiva.

Uno podria resolver (3.27) por la descomposicién de Cholesky. Pero este camino no es
recomendado, con la excepcion del caso que las columnas de A son “casi ortogonales”.
En efecto, el método de Cholesky es mucho mas sensible para errores de redondeo que la
transformacién de Householder.

Frecuentamente los problemas de compensacién son extremadamente mal acondiciona-
dos, sobre todo cuando las funciones de planteo no son las apropiadas. Por ejemplo, para un
planteo polinomial siempre se recomienda transformar la variable independiente al intervalo
[—1,1] y usar los polinomios de Chebyshev

To(z) =1, Ti(z)==, Thwi(x)=22T,(x)—Th1(x), n=>=2.




3.3. CUADRADOS MINIMOS Y TRANSFORMACION A FORMA TRIANGULAR SUPERIOR 75

la ultima medida para la soluciéon del problema es la descomposicion en valores singulares.
Si

pX
0

y la matriz ¥ es invertible, entonces la solucién del problema (3.26) es
"=V [X" 0]U".

Si X no es invertible, la solucion del problema de compensacién no es unica. En este caso,
se usa la solucion optima

a-vl3]v

z-=A'b=V [ 0]U"D,

con la longitud euclidiana minima. Por supuesto, en la practica se reemplaza X7 por

1o: sio;>a
Y (a) = diag(o; (o)), donde o (a)= { /o Moz a
0 sino,

donde el parametro a > 0 representa la imprecisién en A y en la aritmética.
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Capitulo 4

Métodos iterativos para la solucién de sistemas de ecuaciones
lineales

4.1. Un ejemplo

Muchas aplicaciones requieren la solucion de sistemas de ecuaciones lineales de extrema-
damente gran tamaifio (n > 10%), pero donde la matriz de coeficientes tiene una estructura
muy especial: cada fila contiene s6lo muy pocos, por ejemplo cinco, entradas diferentes de
cero, en una configuracién muy particular. En esta situacion no se recomienda el uso de los
métodos discutidos hasta ahora por razones de espacio de almacenaje y tiempo computacio-
nal. Ilustraremos el problema por medio del siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Se busca una funcion u : [0,1]> — R que es solucion del siguiente problema
de valores de frontera (problema de Dirichlet) para la ecuacion de Poisson:

—Au = _u££ - um] = f(£7 77)7 (57 77) € <07 1)27
u(&,n) =0, £€{0,1} one {0,1}.

Aqui f es una funcién real y continua dada sobre [0,1]2. La tarea de determinar la solucidn
u numeéricamente se reduce a un sistema de ecuaciones lineales para los valores aproximados

Ui =~ u(&,m;). (4.1)
Para una funcién z = 2(£) € C* tenemos segin la férmula de Taylor
6+ 1) = 2(6) + Z(Eh + 52 (O + QN + S @
(€~ ) = 2(6) = O+ 5 (O — (O + 52O,

donde € = €+ 61h y § =& — dsh. Combinando estas dos ecuaciones obtenemos

" 2(6+h)—22() +2(6—h) 1 2o
= - — . 4.2
Entonces, para h “pequenio”, el primer término en el lado derecho de (4.2) sirve como buena
aprozimacion de z"(€). Ahora [0,1)? se cubre con una malla cuadrdtica de puntos (&;,m;),

0<1,7<N+1, donde

&=ih, m=jh, 0<i,j<N+1, h N e N.

TN+
Ahora aprozimamos las segundas derivadas parciales uge Y Uy, usando (4.2). Usando la ecua-
cion de derivadas parciales, obtenemos la siguiente ecuacion para (4.1):

- - - ~ ~ 9 ..
g5 — Ui — Uig1,j — Uij—1 — Uijr1 = h°f(&,m;), 1<4,5 <N,

7
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Entonces, la aprozimacion genera un sistema de N? ecuaciones para N? desconocidas. Enu-
merando los pares (i,7) en el orden

(1,1),(2,1),...,(N,1),(1,2),(2,2),...,(N,2),..., (N, N),

resulta un sistema lineal Ax = b con

B -1
?:111 f(&ﬂh) 7 . .
z=| 2, b=n2 f@:’%) . A= e RV,
UnN F(&n,nN) e I
L _I B_
donde
4 _
-1 4 -1
B— ERNXN.
R
L. _1 4_

Si se trata aplicar la descomposicion de Cholesky a A, aprovechando la estructura de bandas,
resultan N*/2 operaciones aritméticas y N3 elementos de almacenage; estos niimeros ya son
grandes para 50 < N < 200. Ademds, no es muy razonable tratar de resolver el sistema
ezactamente, dado que la solucion w;; misma sélo representa una aproximacion (con un
error O(h?) si |f| < 1) de los valores u;;. Por supuesto, el caso andlogo tri-dimensional es
aun mucho mas complicado.

Comentamos que existe un algoritmo especial precisamente para el sistema discutido en
este ejemplo, el algoritmo de Buneman, que para N = 2™ — 1 necesita sélo 3SN?*(m + 1)
operaciones aritméticas y approz. 6N? elementos de almacenaje. Sin embargo, este algoritmo
ya fracasa si las entradas varian con (i,7), con una matriz que posee la misma estructura
que A. (O. Buneman, A compact non-iterative Poisson solver, Stanford University Insti-
tute for Plasma Research Report No. 294, Stanford, CA, 1969; ver detalles en J. Stoer,
K. Bulirsch, Numerische Mathematik 2, tercera edicion, Springer-Verlag, Berlin 1990).

Resumiendo, constatamos que se recomienda buscar métodos simplemente estructurados
que aproximan la solucién @ de un sistema lineal por una sucesién {xy}ren infinita, pero
donde cada paso xp — @)1 requiere s6lo muy poco esfuerzo computacional.

4.2. Metodologia general del desarrollo de métodos iterativos
La idea basica es la siguiente. Queremos resolver el problema
Ax* =b. (4.3)
La matriz A se descompone en la siguiente forma:

A=M+ N,
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entonces (4.3) es equivalente a
Mx"=b—- Nz (4.4)
Entonces, introduciendo un factor w y una matriz C arbitraria, (4.4) es equivalente a
(WM + C)x* = (C — wN)x" + wb.

Las matrices C'y M y el factor w se eligen en tal forma que wM + C' es regular y tiene una
estructura simple, de manera que un sistema lineal con esta matriz puede ser resuelto mas
facilmente que el sistema original (4.3). Ahora, si reemplazamos en la tltima ecuacién «* en
el lado derecho por ;. y en el lado izquierdo por xi.1, obtenemos el método de iteracion

(WM + C)zp1 = (C —wN)xy, + wb, (4.5)
el cual podemos escribir como
Tpp1 = (WM + C) 7' ((C — wN)xy, + wb) =: D(xy).

Segun nuestra construccion,

xt = d(x"),
es decir, * es el punto fijo de la aplicacién x — ®(x); por lo tanto,
Ty —x° = (WM +C) 1 (C —wN)(z), — =¥). (4.6)
::E(w)

En virtud de (4.6), para cualquier vector inicial &g, se cumple
T —x" = (B(w))k(azo —x).
Teorema 4.1. El método (4.5) converge para todo &y € R™ a x* si y sdlo si
re(B(w)) < 1.

Demostracion. Sea r,(B(w)) < 1. Entonces I — B(w) es regular, lo que significa que la
ecuacion
z* = Bw)x* +wwM + C)'b

tiene una tnica solucién x*. Segun el Teorema 3.5, existe una norma vectorial || - || (con una
norma matricial inducida) tal que para un € > 0 pequeno dado,

|B(w)|| € ro(B(w)) +& < 1.
Entonces
|z — 2| < [ BW)lI*l|l2o — "],

o sea,

lim oy, = x”.

k—ro0
Por otro lado, en el caso cntrario 7, (B(w)) > 1, existe un valor propio A de B(w) con |A| > 1.
Sea v # 0 el vector propio asociado. Entonces

(B(w))kv = M.
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Sea ¢y = " + v. En este caso,
x, — x* = \o,
es decir,
VEeN: |z, —a*|| = [\]v]| = [Jv] > 0.
|
Para cualquier £ > 0 suficientemente pequeno existe una norma tal que en esta norma,
la distancia || — x*|| se reduce por un factor r,(B(w)) + € en cada paso. Obviamente, hay
que elegir M, N, C y w en tal forma que r,(B(w)) sea lo més pequenio posible. Antes de
seguir estudiando la teoria de los métodos (especificamente, el comportamento de B(w) en

un caso especial importante), vamos a mencionar los métodos mas importantes que se usan
en la practica, definiendo las matrices L, D y U por medio de

A=-L+D-U, (4.7)
donde
0 0 0 a; 0 - 0 0 app - Qin
I = Q91 : ,D: 0 99 : ,—U: 0 0 .
: ) ) 0 : L0 D T e
Oni o+ Qg 0O 0 - 0 ap, 0 --- 0 0
(4.8)

1. El método de Jacobi es definido por M = D, N = —-L—-U,C =0y w = 1. La

férmula de iteracion vectorial correspondiente es
L1 = D71<(L + U)in + b), ke NO; (49)

para las componentes obtenemos

gi,k—i—l §1k+_< ZOCZJgjk_}_Bz)) i:17...,n, kENO'

2. El método de Gauss-Seidel es definido por M = —-L+ D, N =-U,C =0y w=1.
Las férmulas de iteracion son

(—L + D)a:kH = ka + b ke No,

fi,k—‘rl z k + - ( Z O‘zg&] k+1 — Z azyﬁ],k + ﬁz) ;

izl,...,n, k’END.

3. El método SOR (successive overrelaxation) con el pardmetro de relajacion w corres-
pondea M = —-L+ D, N=-U,C = (1l—-w)Dyw# 0. Las férmulas de iteracién

son

(—~wL + D)xji1 = ((1 —w)D +wU)xy, + wb, k€ Ny; (4.10)
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i—1 n
w
ikl =ik +— | =) il — ) ik + i ],
f,k-‘rl g,k i ( ; ]5],]€+1 ; jgj,k B) (411)
z'zl,...,n, k’ENO

La identidad (4.10) ilustra la idea del método SOR: tenemos como “dltima” (“mejor”) apro-

ximacion de * el vector (&1 gy1, -5 Simt g1, ks - - - 7€n,k)T- Después se calcula primero E,irh

aplicando el método de Gauss-Seidel, luego se determina &; ;41 agrandando o achicando la
correccién de Gauss-Seidel por el factor w.

Ejemplo 4.2 (Tarea 18, Curso 2006). Se considera el sistema lineal Ax = b con

= o] oe=(8)

a) Preparar un dibujo que interpreta ambas ecuaciones del sistema lineal como lineas
rectas en el plano x1-x9. La solucion exacta del problema es x] = 4, x5 = 2.

b) Ejecutar desde xq = (—8,—8)T tres pasos de cada uno de los métodos de Jacobi, de
Gauss-Seidel, y del método SOR con w = 1,5 aus. Agregar al dibujo las sucesiones

(51,0) (51@) (51,1) (&,2)
§20/)7 \S20)  \&1/)7 \&1)

en los casos de los métodos de Gauss-Seidel y SOR y la sucesion

§10 ISR §1,2 &13
S0/ \&1)  \&2/)  \&s/)
en el caso del método de Jacobi.

Solucion sugerida.

a) La Figura 4.1 muestra las dos rectas y las iteradas.

b) Sean (&1, &) las iteradas del método de Jacobi, (&1, &) las del método de Gauf-
Seidel y (517]?,527]6) las del método SOR, entonces obtenemos las siguientes sucesiones
de iteracion:
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—+5
+(2) (1)
CRES) 4 wen)—
T Ta +(3) =(2)
(717, 75") 2 (o
(1(2) ’i’(‘))
+3 1T,
— 2 ~\Z ~ *
( (2) ,1‘(2)) (15))7122)) (a1, 23)
T )
-8 -7 -6 -5 -4 -3 42 = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
| | | | | | | | | | | | | | | | |
1 1 (~(1)‘ ~(1))w 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
SRR ~(2) (1)
1 (@7 2)
T — 3T = 2 . . /Z
T (o, 28)
(o, a4))
-3
- —4
- =5
- =6
- =7
(. 48)) b1
(21”28 (a1, 2”)
- -9
Sy — 4wy = 12 T —10

F1GURA 4.1. Interpretaciéon de las ecuaciones de un sistema lineal 2 x 2 como
lineas rectas en el plano x-z5 y sucesiones de soluciones aproximadas

(€13, E22) = (3,431,1,28),
(€13, &3) = (3,431,1,81037);
(£1.0&20) = (=8, -8),

(€11, 620) = (=2, -8),
(&11,621) = (—2,4),
(€12,&01) = (9,4,4),
(517275272) = (9747 377)7
(_1,3752 2) = (3,34,3,7),
(E13,E03) = (3,34,0,82).
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4.3. Teoremas de convergencia para métodos iterativos

Teorema 4.2. El método de Jacobi (4.9) converge si A =D — L — U satisface uno de los
siguientes criterios: A es estrictamente diagonal dominante por filas:

n
Vi=1,....n: ol > lagl, (4.12)
g
0 A es estrictamente diagonal dominante por columnas:

Vi=1,...,n: Joul > |l (4.13)
=
Demostracion. Tarea. [ ]

Los requerimientos (4.12) y (4.13) son bastante restrictivos y no se cumplen para la
mayoria de las matrices. En particular, muchas veces la desigualdad estricta en (4.12) o
(4.13) no se cumple en todas las filas o columnas, sino que s6lo en algunas de ellas, mientras
que en las otras |a;;| es igual al lado derecho de (4.12) o (4.13). A continuacién veremos que
también en este caso podemos asegurar la convergencia del método (4.9), siempre cuando la
matriz A cumpla la propiedad de irreducibilidad.

Definicién 4.1. Una matriz A € C™*" se llama irreducible si no existe ninguna matriz de

permutacion P tal que

A, Ay
A

Para decidir sobre la irreducibilidad de una matriz A, necesitamos el concepto del grafo
dirigido de la matriz.

PTAP = |: :| , AQQ € (Cka, k <n.

Definicién 4.2. Sea A = (a;j) € C"". A la siguiente construccion nos referimos como
grafo dirigido G(A) de A:
1. G(A) incluye n vértices Py, ..., P,.
2. Un arco dirigido P; — P; junta P; con Pj, i # j, si y solo si cy; # 0.
3. Los caminos dirigidos en G(A) son compuestos por arcos dirigidos.
4. El grafo dirigido G(A) se llama conexo si para cada par (P;, P;) de vértices, 1 < 1,7 <
n, 1 # j, existe un camino dirigido de P; a P;.

Ejemplo 4.3. La Figura 4.2 muestra algunas matrices y sus grafos dirigidos. Nos damos
cuenta que los grafos G(A), G(B) y G(C) son conexos; obviamente, G(D) no es conezo.

Teorema 4.3. Una matriz A € K" es irreducible si y solo si su grafo dirigido G(A) es

CONETO.

Demostracion. Hay que demostrar dos implicaciones.

”="": Supongamos primero que G(A) es conexo, y sean los indices i y j, i # j, 1 <i,j < n
arbitrarios. Entonces existen nimeros 4, ..., %, tales que

Qijiy " Qi iy * Qi i * -+ " iy j 7 0. (4.14)
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Py
10 3
A=|1 G(A):
045
Py P,

Y S %

[\]
=)

21 0 0

13 1 1
B=110 210 G(B):

01 1 2 P,

Ps
2 1 0 0]
1 2 1 Pl P2 Pg P4 Pn
A

c-lp 0l 90 @, 8. e, e _"e

o1 201

0 0 1 2

SN O
— O = OO
SO WO ==
_ O = OO

P, P, P
[4
. ‘>
D=0 Gg(D):
1 <‘
0 Py P,

FiGuRrA 4.2. Algunas matrices y sus grafos dirigidos.

Ahora supongamos que A es reducible, es decir
asy, =0, se€8, keK, SNK=g, SUK={1...n}

Entonces sean @ € S'y 7 € K. Dado que «;;, # 0, tenemos que 7; € K, o sea, i1 € S,
lo que implica is € S, etc., entonces serfa imposible construir la cadena (4.14), una

contradiccion.
7«<": Ahora sea A irreducible e i € {1,...,n} arbitrario. Definimos
7= {]{Z ‘ 3{21,,2m} DO e O % 0},
notando que Z # &, puesto que sino «o;; = ... = a4, = 0, una contradiccién. Su-

pongamos que Z # {1,...n}, y seal € {1,...n}\Z. Demostramos que en este caso
a; = 0 para j € Z. (Esto serfa una contradiccion a la irreducibilidad de A.) Si existiera
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aj, 7 0 para un indice jy € Z, existirfan también indices {i1,...,7,} tales que
iy * Qiggig * oo Qo 7 0, i 7 0,
o sea | € Z, una contradiccién. Esto implica que Z = {1,...,n}, y dado que ¢ es

arbitrario, concluimos que G(A) es conexo.
|

Definicién 4.3. Una matriz A € C"*™ se llama irreduciblemente diagonal dominante si A
es irreducible y

n n
Vi c {1, RN ,n} : ’Oé“’ 2 Z |Oél'j‘ A E'Zo € {1, ce ,n} : |OZZ'O¢0’ > Z |Oél'0j’.
j=1 Jj=1
J#i J#i0

Teorema 4.4. Sea A estrictamente o irreduciblemente diagonal dominante. Entonces A es
reqular y el método de Jacobi converge.

Demostracion. La demostracion procede en tres pasos:

1. Demostramos que el método esta bien definido.
2. Demostramos que

ro(D"Y(L+U)) < 1. (4.15)
3. El resultado de 2.) implica que el método de Jacobi converge para b arbitrario a una
solucién de Ax = b, lo que implica la regularidad de A.
Enseguida procedemos a la demostracién de 1.) y 2.):

1. Si A es estrictamente diagonal dominante, esta propiedad es obvia. Si A es irredu-
ciblemente diagonal dominante, entonces «;; # 0 para todo 7 (si existiria un indice
1o tal que oy, = 0, tendriamos que o;; = ... = ;,,, = 0, una contradiccién a la
irreducibilidad).

2. Si A es estrictamente diagonal dominante, (4.15) es una consecuencia del Teorema 4.1.
En el otro caso, podemos aplicar el Teorema 3.4 a

B = D_1<L + U) = (BZJ)
para concluir que
ro(B) < [ Bl < 1.

Supongamos que 7,(B) = 1. En este caso existe A € C, |\| = 1, tal que (B—X)xz =0
con x # 0. Por otro lado, B — AI es una matriz irreduciblemente diagonal dominante,
dado que difiere de D™ A s6lo en sus entradas diagonales, donde “1” es reemplazado
por —\ con | —A| = 1. Supongamos ahora que & = (&;,...,&,)T con || = ... |&] =&
Esto significa que

Vie{l,...,n}:

> Biik;
j=1

=¢< fz |83l
j=1
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0 sea,
Vie{l,...,n}: > |8yl =1,
j=1

en contradiccién a la supuesta diagonaldominancia irreducible de A. Entonces

1= {] | Vi |£J‘ > ’£1| EIZ0 |€j| > ‘fzo|} 7& .
Sea 5 € Z. Observando que (; # 0, tenemos que

0=D fuki =y = 2 = D ks

g < Z 18,16 — Z 1851 “?

Notamos que |§]/]&]| <1y |§i|/|§j| = 1 para i € Z. Entonces

Z|ﬁﬂ|+2|ﬁﬂ|/§; <318l <

1€L =1
Esto es una contradiccién en el caso que
> 1Bl #0.
i¢T
Concluimos que
Z 85| =0 para j € Z,
igT
o sea, usando que f3;; = ayi/ayj,
Zl@ji’ =0 paraj EI,
iZT
lo que implica que A es reducible, una contradiccién.
|

Uno podria pensar que segtiin nuestra construcciéon, el método de Gauss-Seidel siempre con-
verge “mejor” que el de Jacobi. Pero esto no es valido en general.

Teorema 4.5 (Stein-Rosenberg). Sea A € R™™", «a;; < 0 para i # j y a;; # 0 para
i=1,....,n,J:=D YL+U) yH:=(—L+ D)"'U. En este caso, exactamente una de
las siguientes alternativas es valida:

1. r,(H) =r.(J) =0,

2. r,(H)=r,(J) =1,

3.0<r,(H) <r,(J) <1,

4. ro(H) > 1. (J) > 1.

Demostracion. Ver Varga, Matrix Iterative Analysis. [ |
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El Teorema 4.5 dice que para matrices del tipo indicado, el método de Gauss-Seidel
converge mejor si alguno de los métodos converge. Eso implica en particular que ambos
métodos convergen para el sistema del Ejemplo 4.1.

En la practica, las siguientes matrices son importantes: matrices simétricas definidas
positivas y M-matrices.

Definicién 4.4. Una matriz A € R™" se llama M-matriz si o;; < 0 para t # j y A
existe y A~ > 0.

Teorema 4.6. Una matriz A € R™™" es una M-matriz si y sélo si a;; >0 parai=1,...,n,

a; <0parai#jyr,(D'(L+U)) <1, donde A= —L+ D —U es la descomposicion

(4.7), (4.8) de A.

Demostracion. Hay que demostrar dos implicaciones.

“e":Sea aj; >0 parai=1,...,n, a; < 0parai#jyr,(D ' (L+U)) < 1. Definimos
J := D YL +U). Entonces 7,(—J) < 1, y la matriz

(I—JrlzfiJk

existe, y (I — J)~! > 0 dado que J > 0. Pero por otro lado, sabemos que
I-J=D"'A,
es decir,
(I-J)'=A"'D,

lo que implica que A™" existe y A™' > 0.

“=": Supongamos que A es una M-matriz. Sea «a;; < 0 para algtin . En este caso, usando
que o;; < 0 para i # j, tenemos Ae; < 0, es decir, multiplicando con la matriz
A1>0 A 'Ae; <0, 0seae; <0, una contradiccién. Entonces, ay; > 0 para todo 4,
lo que implica que J := D™'(L + U) es bien definida, J >0y A™'D = (I — J)!
existe. Sea A un valor propio de J con vector propio & # 0. En este caso,

M| < Jl| = (I — )|z < (1—|A])|=l,
y dado que (I — J)~' >0,
| < (1= AL =) ],

Dado que |z| # 0, (I — J) Y| #0y (I —J) || > 0. Entonces, podemos concluir
que [A| <1, 0sear,(J) < 1.
|

Entonces el método de Jacobi converge para cada M-matriz, y usando el Teorema 4.5,
podemos concluir que converge también el método de Gauss-Seidel.

Definicién 4.5. Sea A € R"™. Llamamos a A = N — P wuna particién regular de A si
N € R™" es reqular y N~ >0, P > 0.
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Teorema 4.7. Sea A € R™", con la particion reqular A = N—P. En este caso, ro(N ' P) <
1 si y solo si A l>0.

Demostracion.

“=": Trivialmente tenemos que H := N"'P > 0. Ahora, sir,(H) < 1, entonces r,(—H) <
1,osea (I — H) !existey (I — H)™' >0, por lo tanto

Al'=T-H)'N'>o0.
“”: Sea A™' > 0. Sabemos que
A'=(N-P)'=I-N'P)'N.
Ahora, con H := N~!
I+H+H*+...+ H")N!
=(I-H"YI-H)'N"!
(I - H™MHAT< A

lo que implica que I + H + H? + ...+ H™ converge cuando m — oo, por lo tanto,

ro(H) < 1.
|
Teorema 4.8. Sea A estrictamente o irreduciblemente diagonal dominante con a; > 0 para
i=1,...,nyo; <0 parai#j (es decir, A es una L-matriz). En este caso, A es una
M-matriz.

Demostracion. En este caso, N = D y P = L + U es una particiéon regular. Segun el
Teorema 4.4, r,(D~'(L + U)) < 1. Luego aplicamos el Teorema 4.7. |

Ejemplo 4.4 (Certamen 1, Curso 2010). Se consideran las matrices

10 2 —6 0 41 1 0 2 0 —1 0
3 5 1 1 13 -1 1 0 2 0 1
A= 2 -2 12 4|’ A2_02 4 =2/ Az = -3 0 5 0
1 0 -2 3 11 -2 4 0 2 0 -4

a) Demostrar que para cada una de ellas que el método de Jacobi converge a la solucion
de A;x; = b; para b; € R* y vectores iniciales x; o € R* arbitrarios.

b) Utilizando el vector inicial ;o = (1,1,1,1)T, calcular para i = 2 e i = 3 una nueva
aprorimacion de la solucion de A;x; = b; para

9 —2
8 —1

b2 - 8 ’ b3 = 24 3
13 —6

utilizando los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel.

Solucién sugerida.



4.3. TEOREMAS DE CONVERGENCIA PARA METODOS ITERATIVOS 89

a) Se demuestra facilmente que Ay y As son irreduciblemente diagonal dominantes. Por
otro lado, la matriz Ag corresponde a dos sistemas lineales desacoplados para (xq,x3)
y (9, x4), respectivamente, con las respectivas matrices

2 -1 2 1
A3,1 = {_3 5 ] ) A3,2 = [3 _4] )
ambas de las cuales son estrictamente diagonaldominantes; por lo tanto se puede con-

cluir ambos métodos convergen también en el caso de As.
b) Utilizando el método de Jacobi para Axy = by se genera la sucesion de vectores

1,7500 1,1667 1,2188 1,0495

[ 2.3333 | 1.6667 [ 2.0208 | 1,9306
T21= 190000 | > 227 [ 24583 | 237 | 27812 | * *24 7 | 2.8750
3,2500 3,2202 3,7708 3,8307

etc., mientras que el método de Gauss-Seidel entrega

1,7500 1,3646 1,1610 1,0358
12,0833 11,6910 ~ 11,8951 ] 1,9864
P21 = 114583 | P22 7 26649 [ F23 T [ 2,9617 | F24 T | 2,9902
3,0208 3,8186 3,9668 3,9896
etc. Para el sistema Axz = by obtenemos las respectivas sucesiones

—0,5 1,7 1,25 1,91

-1 0 0,5 0,25

T3 1 = 5.4 y L322 = 45 | L33 = 582 | T34 = 555

-1 -2 -1,5 —1,25

etc. para el método de Jacobi y

—0,5 1,25 1,775 1,9325
! | o5 | 0125 | 02188
Tar =1 45 [»®27 [ 555 [ 37| 5865 | ¥4~ | 59595
9 1,25 —1,4375 —1,3906

etc. para el método de Gauss-Seidel.

Ejemplo 4.5 (Tarea 19, Curso 2006). Analizar si las siguientes matrices poseen algunas de
las siguientes propiedades: irreducible, 1rreduciblemente diagonal dominante, estrictamente
diagonal dominante, L-matriz, M-matriz:

0100 2 -1 0 0 2 2 0 0
0010 1 2 -1 0 1 2 -1 0
A=lo o001l B=l0o -1 2 1l €=1l0 1 2
1000 0 0 -1 2 0 0 -2 2

Solucién sugerida.

a) La matriz A es irreducible, pero no posee ninguna de las otras propiedades.
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b) La matriz B igualmente es irreducible. Dado que es diagonal dominante y estricta-
mente diagonal dominante en por lo menos una fila, la estructura de signos implica
que B es una L-matriz irreduciblemente diagonal dominante. Esto es una condicion
suficiente para asegurar que es una M-matriz.

¢) La matriz C es una L-matriz irreducible, pero no es una L-matriz irreduciblemente
diagonal dominante. Como C' es singular, no puede ser M-matriz.

Ejemplo 4.6 (Certamen 1, Curso 2015). Se considera la matriz

4 =2 2
A=|-2 5 1
2 1 3

a) Demostrar que el método de Jacobi converge a la solucién de Az = b para b € R? y
vectores iniciales ;o € R?® arbitrarios. Aviso: utilizar que si A = D — L — U, donde
D es la diagonal de A, entonces este método esta dado por la férmula de iteracion

xj1 = Bx,+ D™ 'b, B: =D '(L+U).

Acotar r,(B).

b) Utilizando el vector inicial x;5 = (0,0,0)T, calcular una nueva aproximacién de la
solucién de Az = b para b = (10,—3,7)T, utilizando los métodos de Jacobi, de
Gauss-Seidel, y SOR con w = 1,5.

¢) Determinar la matriz L triangular inferior de la descomposicién de Cholesky A =
LL". Utilizando la descomposicién de Cholesky determinar la solucién exacta de
Ax = b. Indicar todos los pasos intermedios.

Solucién sugerida.
a) Como |an1| = 4 = [ap| + |ous|, |aee| =5 > |aa| + [ags| = 3 y [azs| = 3 = [azi | + ||
y ademds ninguna entrada es nula (lo que evidencia que el grafo dirigido G(A) es

conexo), observamos que A es irreduciblemente diagonal dominante y por lo tanto
invertible (Teorema 4.4). Para

(4 0 0 0 2 -2
D=0 50|, L+U=|2 0 -1
0 0 3 —2 -1 0
obtenemos
Lo o 0§ -
D'=10 ¢ 0|, donde B=D "(L+U)=|2 0 -}
00 3. -2 -1 0

Desafortunadamente ||Bllw = 1 e incluso |Bl|; = 12 > 1, es decir no podemos esti-

mar ry(B) mediante normas fdciles de evaluar. Calculemos el polinomio caracteristico
de B:

|
>
N
|

det(B—M)=|2 -\ —

ot
PR NI ST
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1 2 A1 2 1 A
= AN+ )-Z(-Z4+2)-=Z(-==-=
( +15) 5( 2+6) 3( 10 2)
7
=A==
(1)

luego
ro(B) = 1] ~ 0,6831
Vs T
b) A partir de £y = (0,0,0) el método de Jacobi produce los vectores (se informan
algunos para ilustrar el método)
2.5 1,03 2,23
ry = —0,6 , Lo = —0,06 , L3z = —0,28 R
2.3 0,46 1,62
1,5489 2,1089
x,~ | —0,0311 |, x5 ~ | —0,1307
0,7511 1,2904

Para el método de Gauss-Seidel,
xp = (D—L)'Uzx,+ (D —-L)"'b
o en componentes (donde A = (avij)1<ijen, 0= (B1,-- . B)T v & = gy, &nn)T)

i—1 n
1
Sijer1 =Sig + — (- D aubinn — Y aubin+ ﬁi) :
=1 j=i

1
1=1,...,n, k€ Ny,

obtenemos los vectores

2,5 2,43 2,3222
= |04 |, 22026, x5~ [0,2044 |,
0,53 0,62 0,7170
2,2437 2,1840
xy~ | 0,1541 | , &5 ~ | 0,1163
0,7862 0,8386

Para el método SOR, descrito por
T = (D — wL)_l((l —w)D + wU)mk +w(D —-wL)™'b

0 €en componentes

i—1 n
w
Siert =Sik +— (— > e = > e+ Bi) ;
" j=1 j=i

z'zl,...,n, ]{ZENO
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obtenemos los vectores

3,75 3,5812 2,6311
T = 1,35 , xo~ | 08513 |, 3~ [ 0,2663 |,
—0,925 —0,0444 0,7579
2,0658 1,9019
xy~ | —0,0211 | , &5 =~ | —0,0680
1,0658 1,0992

c) Suponiendo que L = (1;;)1<i j<3, obtenemos

4 =2 2 i Ly lor s
A= |-2 5 1| = l21 l22 l22 l32 = LLT,
2 1 3 l31 l32 l33 l33

lo que nos permite calcular sucesivamente

l%1:4:>111:2;
Ll = —2= 1y = == -1
I

2
i =2= 131 = —=1;
i1

I+ 5y =5= 1l =1/5—13, =2;

1 — 11
l21131+l22l32:1:>l32:#:1;
22
l§1+l§2+l§3:3:>l33:m:1’
es decir
2 00
L=]1-1 20
1 1 1

Para resolver Az = b < LLYx = b se resuelve primero el sistema Ly = b, lo cual
entrega y = (5,1,1)T; luego resolvemos L™« =y obteniendo x = (2,0,1)T.

Ya sabemos que el método de Jacobi converge si A es una M-matriz. Incluso, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 4.9. Si A es una M-matriz, entonces el método SOR converge para 0 < w < 1.

Demostracion. La matriz A puede ser escrita como

A:l(D—wL—(l—w)D—wU)
w ) . (4.16)
=N-P, N:=—(D-wL), P:=—((1-w)D+wU).

w w
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Demostramos ahora que (4.16) es una particién regular. Para tal efecto, demostramos que
(D—wL)™" > 0; el resto es una consecuencia del Teorema 4.8. Pero, en virtud de wD 'L > 0,
podemos escribir:

n—o0

(D—-wL)™ = (I —wD'L)™'D™! = lim (Z(wD‘lL)k> D'>o0.
k=0

El Teorema 4.9 no es muy interesante para las aplicaciones por que se puede mostrar que
para una M-matriz, la funcion

w > 7o (B(w)) = ra((D —wL) ' (1-w)D + wU)>

es estrictamente decreciente para 0 < w < @ con w > 1. Lo que es interesante es el problema
de la convergencia del método SOR para w > 1, y el problema de existencia de un posible
pardmetro 6ptimo, wept. En lo siguiente, siempre usamos

A=-L+D-U, Bw):=(D-wL) ' ((1-w)D+wU).
Teorema 4.10. La matriz B(w) satisface
ro(Bw)) = w—1J. (4.17)

Demostracion. De acuerdo a la definicién de B(w), podemos escribir

det(B(w) ~ AT) = det((D —wL) ™' ((1 = w)D +wU) ~ A
— det((D = wL) (1= w)D +wU = A(D - wL)))
:det< —wlL) 1(1—w— D—I—wU~|—)\wL)>.

Usando que
(D—-wL)'=(I~-wD'L)'D™,
podemos escribir
det (B(w) — M) = det((I —wD'L)'D (1 —w— \)D +wU + AwL))
- det((I —wD 'Ly ((1—w—- NI +wD'U+ )\wD‘lL)>
=det((I —wD'L) ") det((1—w— NI +wD'U +  \wD™'L).

Como I —wD™ 'L es una matriz triangular inferior con diagonal (1,...,1), su inversa (I —
wD™'L)™! tiene la misma propiedad, es decir det((I —wD *L)™') = 1, por lo tanto

det(B(w) — M) =det((1 —w —A)I +wD™'U + \wD™'L).

Evaluando esta férmula para A = 0, obtenemos

det (B HA ) = det((1 —w)I +wD™'U) = (1 —w)".
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Esto implica que

1o (B(w)) = i [\ (B@)| > o -1

1<i<n

En consecuencia, para w € R nos interesa solamente el intervalo 0 < w < 2. Ya sabemos
que para M-matrices, r,(B(w)) es una funcién decreciente en el intervalo 0 < w < @ con
@w > 1. Para matrices definidas positivas tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.11. Sea A € R™™" simétrica y definida positiva. Entonces r,(B(w)) < 1 para
0<w<2.

Demostracion. Definimos la funcién
1
f(x) = §a:TA:c —b'x,
notando que

1 1 1
f(@)=—3b"ATb+ (@ - A7D) (@~ A7'b) >~ bTATb.

La defincién de f implica Vf(x) = Ax — by V2f(x) = A, entonces * := A~ 'b es el
minimo unicamente definido de f. Ademas, usando la notacion de la descripicién del método
(4.10), (4.11), es decir, escribiendo

§1,k41

&ikr1 ,
Yo = To, Yppgi = fz Tl 1<i<n, keN,,
i+1,k

gn,k
podemos definir
rj:=Ay;—b, jENy 0= eir;.

Entonces, usando (4.11), podemos escribir

0
0 w wo
— _ T o kn+i—1,
Yinti — Yrnrior = | Sk — &g | = ——(ei rkn+i—1)ei =——¢€
a,. a..
O (3 21
0

Yy Tk = Y, para k € Ny. Una computacién directa entrega

w(2—w) ,

f(ykn—H) - f(ykn—i-i—l) = - Okn+ti—1,-

206“'
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Entonces, para 0 < w < 2 la sucesion { f(y;)};jen es monotonamente no creciente y acotada
hacia abajo. Por lo tanto, existe

lim okpiic1;, =0 parai=1,...,n, (4.18)
k—o0
y entonces también
1f o Y =0
kl_{go(ykn+z ykn+zfl) )
y dado que 71 —7; = A(y,,, — y;), existe también el limite
lim ('r’kn—&-i - rkn+i—1) = 0, 1= 1, e, n. (419)
k—o0

Todavia hay que demostrar que

lim 7, = 0. (4.20)

k—o0

Ahora, debido a (4.18) y (4.19),

|0j+14 — 0l <& parai=1,....,nyj = jo = nk,
|Oknti-14] <& parak >ko(e)ei=1

Entonces |ggn1| < €. Pero
|Okn+1.2 — Okn2| < €A |Oknt1.2
<

|
|Okn+2.3 — Oknt1,3] < €A |Okn+23]
|Okn+1,3 — Okn 3|l < €A |0knt1,3] < 26 = |0kn3| < 3¢,

<& = |Okn2l| < 2¢,
<€ = |Oknt12| < 26,

y finalmente |ognn| < ne, es decir, ||7gall < ne, lo que implica (4.20), o sea

k— _
T, — x* = A7'b.

El resultado sigue con el Teorema 4.1. [ |

El Teorema 4.11 entrega una interpretacion interesante del método SOR como método
de minimizacién de la funcién f, cuyo gradiente es el “residuo” Aax = b. Las superficies
f(x) = ¢ en R™ son elipsoides concéntricos, y mediante el método SOR se alcanza el centro
comin x* (el inico minimo de f en R") a lo largo de las direcciones de coordenadas con
descenso monotono de f.

Para una clase especial de matrices existe un resultado cuantitativo acerca de la depen-
dencia de r,(B(w)) de w.

Definicién 4.6. Sea
A=DI-L-U), L=D'L, U:=D'U,

partiendo de la particion usual de A en una matriz diagonal D y en matrices L y U estricta-
mente triangulares. La matriz A se llama ordenada consistentemente si para cada o, 3 # 0,

A A .1
Aea<aL+aU><=meJ<ﬁL+BU).
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Teorema 4.12. Supongamos que la matriz A € CN*N puede ser particionada como

‘D, A, 0 - e . 0

Ay Dy Ay 0 :
0 Az D3 Ay

A= ,
0
: ’ An—l,n—? Dn—l An—l,n
0 0 A,.. D, |
donde D+, ..., D, son matrices diagonales requlares. Entonces A es ordenada consistente-
mente.
Demostracion. Tarea. [ |

La matriz del Ejemplo 4.1 no posee la forma requerida en el Teorema 4.12. Pero si
cambiamos la enumeracién a (N, 1),(N,2),(N —1,1),(N,3),(N — 1,2),..., la matriz de
coeficientes si asume esta forma. En este caso, se puede demostrar que la matriz es ordenada
consistentemente (Tarea).

Teorema 4.13. Sea A ordenada consistentemente. Entonces sabemos que para J := D' (L+
U),

a) A€ o(J) <= —-Ae€a(Jd),

b) p € o(Bw)) <= INe€a(J): p w? = (u+w — 1)2

Demostracion.
a) Sea
-1 R
Ja):=aD L+ —-DU.
a
Entonces J(—1) = —J(1), mientras que J(1) y J(—1) tienen los mismos valores

propios segtin hipétesis.
b)‘=": Para u # 0, sabemos que

det(B(w) — pI) = det(wD™'U + pwD 'L + (1 + w — p)I)
= det (w\/ﬁ [#D*U + \/ED—lL] +(14+w-— u)I)
= det (wy/pd (Vi) + (1 +w — p)I)

— (v den (30 - "2 )

Entonces,

04 p € o(Bw) = ptw— ]

p4w—1

/R
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Pero si 0 es un valor propio de B(w), (0 € o(B(w))), entonces
det(Bw)) =(1-w)"=0=w=1;
para este caso, b) es trivial.
“<”: Sea A un valor propio de J y uM?w? = (u+w —1)% En el caso p # 0, eso significa
ptw—1
Wyt

usando la discusién de (a), podemos elegir

A==

ptw-—1
Todi
es decir, A € o(J(1)) y también X\ € o(J(y/p)), por lo tanto, u € o(B(w)). Si
p =0, tenemos w = 1, pero det(B(w)) = 0, o sea, 0 € o(B(1)).
|
Podemos concluir que si A es ordenada consistentemente, entonces
(D - L)7'U) = 2(D (L + 1)),

es decir, esencialmente el método de Gauss-Seidel converge dos veces mas rapido que el
método de Jacobi: notamos que para w = 1 en b), u = A%

Teorema 4.14. Sea A ordenada consistentemente. Supongamos que los valores propios \;
de J := D (L + U) satisfacen \; € (—1,1) para i = 1,...,n. Entonces para

2
Wopt 1= ————————,
Y1

el radio espectral de B(w) es dado por

0:=r.(J), (4.21)

(% + 5\/@2w2 — 4(W — 1>> para 0 < < Wopt

w
rU(B(w)) =
w—1 para wepy < w < 2.

(4.22)

La funcion w — 1,(B(w)) es estrictamente decreciente sobre el intervalo [0, wopt).

Demostracidn. La solucién de la ecuacion cuadratica pA?w? = (u+w —1)? del Teorema 4.13
entrega para ¢ =1, 2

i = % (/\?w2 —2w-—-1)+ \/()\%uﬂ — 2w — 1))2 — 4w — 1)2)

1
=5 ()\?wQ —2w-—-1)+ \/)\?w‘1 — 4(w — 1))\?w2)

1 1 Aw? i
:Z)\?w2+1)\?w2+1—wﬂ:\/ l: +(1—w)-2 2w

il 2,2 ’
_Z<)\iw:|:\/)\iw +4(1—w)) .
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Aqui el radicando es no negativo siempre que

2
0Sw —— — ;. i=1,2.
L+4/1—X
Para w > w; tenemos |y;] = w — 1, lo cual se deriva usando que para z € C, |z|> =

(Re 2)* + (Im 2)%. Dado que 0 < A\? < 1, tenemos que w; > 1 y w es monotonamente
creciente con \;, lo que entrega la segunda parte de (4.22). Para 0 < w < w; el valor mayor
de valor absoluto de p; resulta de

1 2
il = 7 (|>\z'\w+ \/>\?W2 +4(1 —w)) >w—1,

y este valor crece monétonamente con \;, lo que demuestra la primera parte de (4.22).
Diferenciando con respecto a w obtenemos el iltimo enunciado. [ |

El Teorema 4.14 parte de la hipétesis que los valores propios de J son, en particular,
reales. El siguiente lema informa que esto efectivamente es valido para una matriz A simétrica
y definida positiva.

Lema 4.1. Para una matriz A simétrica y definida positiva, los valores propios de J =
I — D 'A son reales.

Demostracion. Como la diagonal D de A es positiva, existe una matriz diagonal F' con
D=F?¢

I-D'A=F'I-F'AF )F
=F 'MF.
Dado que la matriz
M=I-F'AF

es simétrica y por lo tanto solo posee valores propios reales, también la transformada I —
D' A sélo posee valores propios reales. [ |
Ejemplo 4.7. Supongamos que

0=ro(J) =r,(D"N(L+U)) =009

En este caso, a partir de (4.21) obtenemos

2
Wopt =
V109

la Figura 4.3 muestra la funcion w — r,(B(w)), dada por (4.22), que resulta en este caso.

~ 1,39286;

Ejemplo 4.8 (Tarea 20 b), Curso 2006). Demostrar que la siguiente matriz es ordenada
consistentemente, y determinar (si posible) el parametro w dptimo para el método SOR.

2 -1 1 0
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ro(B(w))
0.8 |

Wopt ~ 1,39286
0,6
04|

0,2 |

0 0,5 1 15 w 2

F1Gura 4.3. El radio espectral r,(B(w)) dado por (4.22) para ¢ = 0,9 (Ejem-
plo 4.7).

Solucién sugerida. Descomponiendo A en bloques de los tamanos 1, 2 y 1,

2 1-1 110
14 0|1

A=1 0 4 |-1 |
01 —12

nos fijamos que A es una matriz tridiagonal por bloques con bloques diagonales diagonales
y requlares. La simetria y el Lema 4.1 implican que todos los valores propios de la matriz
J =1I— DA son reales. Dado que A es irreduciblemente diagonal dominante, el método
de Jacobi converge, tal que los valores propios pertenecen a [—1,1]. Entonces existe wopt.
Finalmente,

0 1/2 -1/2 0
1/4 0 0 —1/4

= = _ O \2(3\2
T=111 o 0 1/a | = PN =det(J = AL) = AN - 1/2),
0 —1/2 1/2 0
entonces
2
Wopt = —————= ~ 1,171573.
14+ 4/1-1
Ejemplo 4.9 (Tarea 21, Curso 2006). Sea
1 0 —c
A= 0 1 —d , a’b’c7d€R'

—a —-b 1
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a) sPara qué valores de z = ac + bd el método de Jacobi converge para la solucion del
sistema Ax =r?

b) sPara qué valores de a,b, c,d la matriz A es irreducible?

c) Indicar la formula de iteracion del método SOR para Az = r en forma explicita (o
sea, sin matrices inversas) en la forma xp1 = B(w)xg + v(w).

d) Sean a = 0,5, b =04, c=0,7,d = 04 yr = (=5,9,7)*. (La solucién ezacta es
x = (2,5,10)T.) Partiendo de o = (1,1,1)T, calcular x5 con el método de Gauss-
Seudel.

e) Sean H, := B(1) y H la matriz de iteracion del método de Jacobi. Demostrar que A
es ordenada consistentemente y que (ro(H))* = ro(H ). Determinar r,(H1) para los
valores numéricos de (d).

f) Sea 0 < z < 1. Demostrar que el método SOR aplicado a A posee un pardmetro dptimo
W = Wopt, Y calcular el valor de wep para los valores numéricos de (d). ;Cudl es el
valor del radio espectral correspondiente?

g) Partiendo de xq especificado en (d), determinar &5 usando el método SOR y el pardme-
tro w optimo.

Solucién sugerida.
a) En este caso,

J = — det(J — M) = —\(\? + 2),

< O O
> O O
[evEE ST

entonces r,(J) < 1 si y sélo si |z| < 1.

b) P, puede ser conectado con Ps si y solo sic# 0, y Py con Ps si y sdlo sid# 0. Lo
mismo es valido para los arcos dirigidos Ps — Py y p3 — P, 0 sea A es irreducible si
y solo sia#0,b#0,c#0,d+#0.

c)

B(w) = (D —wL) (1 —w)D + wU)

[ 1 0 0] '[l-w 0 we

= 0 1 0 0 1—w wd
—wa —wb 1 0 0 1—w

jwa wb 1 0 0 1-w
[ 1—w 0 we
= 0 1 —w wd ,
w(l—w)a w(l-wh 1-w+w
1 0 0
vw)=w|0 1 0fr
wa wb 1
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d)
0 0 07 -5 —4.3 0,803
1= 10 0 04|z + | 9 | =x1=| 86 |, x2=1 5684
0 0 0,19 8,1 8,29 9,6751
e) Como

1
det (aL +-U - )\I) = -2\ +2)

independientemente de «, la matriz A es ordenada consistentemente. Usando (a),
vemos que ro(H) = 1/0,19; entonces (ro(H))* = r,(H), es decir r,(H;) = 0,19.

f) Segin (a), ro(H) < 1 y todos los valores propios de H son reales. Segin (e), A es
ordenada consistentemente, entonces existe wop. Aqui tenemos

20
= —1,0526, r,(H,,,) = 0,0526.

2
Wopt = 1+ V1= ()P =19

g)
—4,5789 1,4583
x! = 9 . x?=| 5,2968
8,795 10,0485

Se reconoce la gran ganancia en velocidad de convergencia usando w = wep. Pero en la
practica, se recomienda sobreestimar w, dado que en el lado izquierdo de wqpy la tangente es
vertical (como ilustra la Figura 4.3). Entonces, necesitamos una cota superior de r, (D~ (L+
U)). Veremos en el Capitulo 5 como nos podemos conseguir tal cota.

Sin demostracion comunicamos el siguiente teorema.

Teorema 4.15. Sea A una matriz tridiagonal por blogues con bloques diagonales I, simétri-
ca, y definida positiva. Entonces para

2
1/2 4
ko= (cond),(A)) 7, B = <2 + ;)
tenemos la inclusion
k—1
k+1

k—p
K+
Este resultado significa que para una matriz mal condicionada, el método SOR con wp

aun es muy lento, pero mucho més rapido que los métodos de Gauss-Seidel o Jacobi, dado
que bajo las hipétesis del Teorema 4.15 tenemos que

r2(D"Y(L+U))=ri(L+U)=r,((D-L)"'U),

(o

> 1 (B(wopt)) =

donde

— )\méx(A>

ry(D 1(L+U) =1—-Aum(A) = Auax(A) —1=1— ————
( ) condj.,(A)

con 1 < Apnax(A4) < 2.
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Ejemplo 4.10. Si cond.|,(A) = 10000, tenemos x = 100 y r, = 0,9998 para el método de
Jacobi y r, = 0,9996 para el método de Gauss-Seidel, pero

2
TU(B(wopt)) g 11— ﬁ == 0,980198

para el método SOR con wepy. Notar que depués de 1000 pasos,
0,9998'9%0 = 0.8187,  0,9996'°° = 0,67026, 0,980198'%° = 2,059 x 107°.

Una pregunta obvia es como se puede estimar el radio espectral de la matriz de iteracion
con poco esfuerzo computacional. A parte de considerar vectores iniciales especiales, podemos
considerar la expresién || Az — b||'/*.

Teorema 4.16. Sea A reqular y el sistema Ax* = b equivalente a x* = Gx* + g, y la
sucesion {xy fren, definida por

T = Gxp+g, keN.
Entonces, para cualquier norma || - ||,

lim sup || Az, — b||'* < r.(G), (4.23)
k—o0

114 »

y existe un vector xy para el cual (4.23) vale con “=".

Demostracion. Tarea. [ ]

4.4. Métodos de iteraciéon por bloque

Se ofrece la siguiente generalizacion de los métodos de iteraciéon discutidos hasta ahora. Se
particiona la matriz A, el vector de solucién x y la parte derecha b en bloques y subvectores,
respectivamente:

All A12 Aln

b
A 421 422 42n Ca— wl b= 31 7
Ay oo o A Ln by
y en la derivaciéon de los métodos ponemos
0o .- ) 0 A -+ Ay,
An A 0 S : .
D= ., —L= .21 ., —U =
Ann : - " : : i An—l,n
Ay - A O 0 - e 0
(4.24)
Por ejemplo, la iteracién del método Bloque-SOR es definida por
i—1 n
Aiii 1 = w (bi - Z AijTj k1 — Z Aijflfj,k) + Ak, (4.25)
j=1 j=i '

izl,...,n, kGNO
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Este procedimiento requiere en cada paso la solucion de n sistemas lineales “pequenos”. Sin
embargo, tal procedimiento puede ser ventajoso cuando, por ejemplo, las matrices A;; son
simplemente estructuradas (por ejemplo, tridiagonales). Los Teoremas 4.10-4.14 pueden ser
generalizados facilmente. A modo de ejemplo, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.17. Sea A una matriz tridiagonal por bloques y definida positiva. Entonces, el
método (4.25) converge para 0 < w < 2. El pardmetro dptimo wep, es dado por

=Ty (D_l(L + U)),

2
Wopt = ———F———,
/1o 2

donde D, L y U estan dadas por (4.24), y la funcion
W r0<(D —wL) Y ((1-w)D + wU))

tiene las mismas propiedades que las especificadas en el Teorema 4.14.

4.5. El método de gradientes conjugados (cg) de Hestenes y Stiefel

Ya mencionamos en la demostracién del Teorema 4.11 que el método SOR para la solucion
de Ax = b, donde A es simétrica y definida positiva, puede ser interpretado como un método
de minimizacién para la funcion

f(x) = %azTAa: —b'x (4.26)

con el gradiente
Vf(x)=Ax — b,

donde se procede en orden ciclico a lo largo de las direcciones de coordenadas. El caso n = 2
ya ilustra que los ejes de las coordenadas no necesariamente deben ser las més ventajosas.

En el caso n = 2, las curvas f(x) = ¢ son elipses concéntricas. Una minimizacién de f
a lo largo de los ejes principales de la elipse entregaria el minimo de f, o sea, la solucién
de Ax* = b, en dos pasos. El resultado analogo también es valido para n > 3. Los ejes
principales forman un caso especial de las llamadas direcciones A-ortogonales, que en este
caso también son ortogonales.

Definicién 4.7. Sea A € R™™ simétrica y definida positiva. Un sistema {py, Py, - - -, Pp_1}
de vectores se llama A-ortogonal si para 0 < j,k <n—1,

0 sij#k

T )
P Ap, = Kpdjr, K; >0, O = e

gk O o 1 sij=k.

Pero, para la solucion del sistema Ax = b, la determinacién de los ejes principales
de A, es decir, de sus vectores propios, significaria un esfuerzo computacional excesivo.
Demostraremos ahora que la minimizacién a lo largo de direcciones A-ortogonales, también
llamadas A-conjugadas, también entrega un método finito.
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3%

_1\ |

X1

=

f=0

, *

N

0 1

2

FIGURA 4.4. Ejemplos 4.11 y 4.12: Las curvas f(x)
—3,—2,—1,0,..., direcciones A-ortogonales p, y p;, la solucién exacta «* =

A7'b y zoy a1,

Ejemplo 4.11. Consideremos el sistema Ax = b con

C =
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con la solucién exacta =* = (2,1)T; la matriz A es simétrica y definida positiva. Un ejemplo
de direcciones A ortogonales son

() ne50)

La Figura 4.4 muestra las elipses concéntricas f(x) = ¢, donde [ es definida por (4.26) y
c=-3,-2,—-1,0,...; el minimo es f(x*) = —3,5.

Teorema 4.18. Sea la funcion f definida por (4.26), con A € R™ " simétrica y definida
positiva. Sea {py, Py, - -, Pp_1} un sistema de direcciones A-ortogonales. Sea xq arbitrario, y

_ p;f(Aa:k —b)

k=0,...,n—1. (4.27)
p;prk

Lpt1 = L — OgPg, Ok

Entonces
(1) @1 minimiza f(xy — opy) con respecto a o,
(i) (Az, —b)'p; =0 para j =0,...,k—1, es decir,

xy, = argmin{ f(x) | © = xo + span{py, ..., Pr_1}}, (4.28)
(iii) , = =* = A~ 'b.

Demostracion.
(i) Utilizando el célculo diferencial, obtenemos
d
Ef(wk —op) =0
T
<~ —(Vf(wk - Upk)) P, =0
> p;(A(x,—op,)—b) =0
L(Ax, — b
e o-mAn—b Tk ).
Pr Apy,
(ii) Procedemos por induccién. Para k& = 1, (ii) es la consecuencia de (i). Supongamos
ahora que

(Az, —b)'p, =0, j=0,...,k—1.

J
Hay que demostrar que

(Amjy —b)'p, =0, j=0,... .k (4.29)
Para j = k, (4.29) es una consecuencia obvia de (i). Pero para j < k, calculamos que
(A1 — b)ij = (A(fck — Okpy) — b)ij
= (Az, — b— 0, Ap,) " p;
= (Azx, — b)ij - UkprkFApj = 0.

Esta tultima expresion es cero debido a la hipétesis de inducciéon y la definicion de los
vectores p;.
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(iii) Para k = n, sabemos que
(Awn - b)T [po T pn—l} = 0.

Dado que [po e pn,l} es una matriz regular, se tiene que Ax, = b.

Ejemplo 4.12. Continuamos considerando el sistema del Ejemplo 4.11, partiendo de

0 0
o= (1 - 2\/_0,7> - (—0,67332005) '

En este caso, obtenemos de (4.27) con k =0

([ () ()
ol 310

(1,0) ( 2,/0,7—-1-3 )
’ —6,0,7+3—1 —
_ _207-4 /0,7 — 2 = —1,16333997347,

2 2
o) (%)
entonces
o — 0 B ( 07— 2) 1y (2-40,7Y\ _ 1,16333997347
= \1- 2+/0,7 ’ 0) \1-2y0,7) \—-0,673320053068 )

Luego calculamos
LA S 0ER)-(Q) s

o350
= () (V) w00~

La Figura 4.4 muestra xy y 1.

g1 =

La construccion del Teorema 4.18 implica que la direccién p, sélo se necesita cuando xy
ya ha sido determinado. Podemos aprovechar esa observacion para generar las direcciones
A-ortogonales p; mediante un método de ortogonalizacién sucesiva (con respecto al producto
escalar (x,y) = £ Ay) durante la computacién, partiendo de

Py = Axy — b =V f(x),

segun
k—1

Py = Vi@ + > Buyp;.
=0



4.5. EL. METODO DE GRADIENTES CONJUGADOS (CG) DE HESTENES Y STIEFEL 107

donde V f(x)) # 0 (sino ya se ha encontrado el minimo deseado), donde fj; se determina
en tal forma que

p;Ap, =0, j=0,... k-1
La observacion importante para poder ejecutar el método es que resultara que

(VS ()" V f(i)
Bro=-.-=Brr2=0, Brr1= :
(Vf(@r-1)) "V f(®r1)
Eso significa que cada paso requiere sélo muy poco esfuerzo computacional y espacio de
almacenaje.

Teorema 4.19. Sea la funcion [ definida por (4.26), con A € R™ "™ simétrica y definida
positiva. Sea xy € R™ arbitrario y

Tyl = T — OkPy,

donde
V f(xk) para k = 0,
Py, = IV f ()13
Vfi(xy) + —————5p,, parak >0,
A T
_ (Vf(=xi) Dy
o = —————F

P Apy,
Entonces, Vf(x;) # 0 para j = 0,...,k implica que {py,...,p,} son direcciones A-
ortogonales, es decir existe un indice N < n tal que xy = A~ 'b.

Demostracion. En lo siguiente, sea
5112
'I‘j = Vf(fl?]) = ACU]' — b, Bj = IR
71l
Para k = 0, notamos que si o # 0, entonces p, = 1o # 0. Para k = 1, hay que demostrar
que 71 # 0 implica que pi Ap, = 0, pero p; # 0. Pero sabemos que p; = 71 + (17 implica
que

1
—pl Ap, = p; (—(m — 'r'o))
0o
1

T T
= —(ry + Birg)(r1 — 7o)
00
T
1 ryr
T T 171 T T
= — 1T1—TiTo+ —F—TgT1—T{T1 ).

Ahora, en virtud de
L1 = Ty — 0T,
TOT’I”()
Y
ry Arg
T = Ail?l —-b

Og =
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= Awg — O'0A’l°0 —-b

T
TqgTo
=Ty — —TO AT(),
T A’ro

sabemos que

’l"g’l"o

ry Arg

roTy =1T)T0 — rg Arg = 0.

Etonces, resulta p{ Ap, = 0. Puesto que r{p, = rir; # 0, se tiene que p, # 0.
Finalmente, consideremos el paso & — k + 1. Hay que demostrar ahora que si ry.; #

0y {py,...,p,} son A-ortogonales, entonces {py,..., P, } son A-ortogonales, es decir,

pEHApj =0paraj=0,...,k yp. #0.Para tal efecto, notamos que rgﬂpk = 0 implica

T _ T
Thi1Prp1 = Mo et 7 0,
es decir, p,,; # 0. Luego consideramos que

1
—Ap; = O_j("“j+1 )

1
= ;(ijrl — Bjip; — P+ Bip_1),
j

entonces, segun (ii) del Teorema 4.18,
—Pp1 AP = —(riy1 + BraDy ) Ap;
= _T;%FHAPJ'
1

_ T T T T _
= ;(rk—f—lijrl - /8j+1Tk+1pj —Tp1Pj + 5j7"/§+1pj71) =0.
J

Para j = k, podemos escribir
1
—PgﬂAPk = (TEH + Bkﬂpf) : <U—k(m+1 — 'rk))

1
T T T T
= U_k (Tk+1"°k+1 + B 1Pe Tt — Tp1Thk — BeiTh pk).

Tomando en cuenta que p;ry.1 = 0, obtenemos

1 er
T _ T k Pk T
_pk+1Apk = |\ Ter1Th+1 1- T T Tk | -
Ok TLTk

Usando que [...] = 0, podemos seguir escribiendo

1
_pg+1Apk = _J_krngl(Pk — BePi_1)-

Finalmente, sabemos que ralpk = 0, por lo tanto

T ~ Be
—Pk+1APk = O__krk—i-lpk—l
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5 T
= U_:(A(mk — OkPy) — b) Dy

Br
= U_k( gpk—l - UkpgApk—l) =0,

lo que concluye la demostracion. [ |

Ejemplo 4.13 (Tarea 22, Curso 2006). Resolver el sistema Ax = b con

5 1 1 4
1 -1 5 —4

usando el método cg de Hestenes y Stiefel, xy = 0, y calculando exactamente con fracciones.

Solucién sugerida. Con D(x) = Ax — b obtenemos sucesivamente

—4 —4 -1
D(w(]) =1 -2 y Po= -2 ) (D(w()))Tpo - 36, ApO =181 -1 ,
4 4 1
9 2
pOTAp() — 1807 0o = 7, T = = 1 )
5\ 2
-1 —1 -2
2 18 18 18
Dx)==-[4], p==1| 2 |, (D(a:l))Tp1 =4—, Ap,=—1| 8 |,
5% 25 25 25
1 1 2
1
18\ 2 5
an=n(g) =g w0

Entonces, a pesar de su estructura iterativa, el método entrega (si se usa aritmética
exacta) la solucién de un sistema lineal con una matriz A simétrica y definida positiva
después de a lo mas n pasos. Si A es dispersa, es decir, posee sélo pocas entradas diferentes
de cero, cada paso cuesta poco esfuerzo computacional. Sin embargo, el método es muy
sensitivo con respecto a errores de redondeo; por lo tanto, después de n pasos, obtenemos
solamente una solucién aproximada (falsificada) y no exacta. Se puede empezar el método
de nuevo con x, como vector inicial, o simplemente se puede continuar.

Puede parecer sorprendente que un método iterativo, como SOR, ain puede competir
con el método cg. Eso tiene que ver con que en la practica, para sistemas lineales de gran
tamano no se necesita la solucion exacta, y frecuentamente se desea terminar el método
después de pocos pasos de iteracién. Ahora, mientras que un método tal como el método
SOR garantiza una reduccién del error mas o menos igual en cada paso, el método cg es un
poco irregular en este aspecto, como ilustra el siguiente teorema.
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Teorema 4.20. Sea A € R™"™ simétrica y definida positiva con los valores propios Ay =
M>...2N>0,beR", *=A""by

Bz) = %@ — 2 A — ).

Entonces la sucesion {xy} generada por el método cg satisface

E(xri1) = % min (xo — ") A(I + APk(A))2(w0 — ")

Prelly

N

min méx |1+ A\ Pe(\)| E(0)

Aert — A\’
< == E(xy), k=0,...,n—1.
(AkJrl + An) (wO) "

Recordamos que Il es el espacio de los polinomios con coeficientes reales del grado mdxzimo k.
Demostracion. Primero demostramos que
p; = Pi(A)rg, Pjell;, ro= Axzo—b. (4.30)
Para tal efecto, notamos primero que
Py =710 =F(A)rg, Fy=1ell.

Luego supongamos que se ha demostrado (4.30) hasta el indice j — 1. Entonces tenemos que

7j—1
p;j=Ax; b+ fp; = A ($0_Zaipi> —bH P
i=0

j—1 Jj—1
=Az)—b-— Z 0iAp; + Bipj_1 = To — Z 0iAp; + Bip;_y
i=0 i=0

= Pj(A)r()v
donde

Py(r) = 1+ B;Pja(r) — 3 v Pi(r).
1=0

Notando que P; € I1,_; para i =0,...,j — 1 (segin hipétesis), concluimos que P; € II;.
En virtud de lo anterior, podemos escribir

7j—1
* *
L —&L =Ty — & —Zazpl
1=0
7—1
= Ty — " — ZaiPi(A)'rO
1=0

— (1 — ZaiPZ-(A)A> (o — ")
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= (I +AQ;-1(A)) (o — "),

donde definimos

j—1
Qja(7) == — ZUz‘Pi(T); Qj-1 € 1I-1.
i=0
Sea ahora
A =VTdiag(A,...,\)V, VIV=vVv'i=T
Entonces, usando A := diag(\y, ..., A,), podemos escribir

Ve, —x*) = (I +AQ;_1(A))V(xo — x*).

Definimos y := (n1,...,7,)" = V(g — *), y notamos que I + AQ;_1(A) es una matriz
diagonal. Entonces, podemos escribir

1

E(xg1) = §(wk+1 —x")"VTAV (x4 — )
1 2
1

= SN AR
=1

En virtud de (4.28), éste es el valor mas pequeno que puede ser alcanzado a través de la
construccion

pj :Fj(A)'r'(), Ljt1 :ZBJ'—ijj, jZO,...,k, F’] GHj.

Tomando en cuenta que la dependencia de los coeficientes [3; y o; es presente sélo en el
polinomio @)y, podemos escribir

Frell, 2 4

1 n
E(xpy1) = min o 2771‘2)\1'(1 + )\z’Fk()‘i))2
i=1

o 2 1q o (4.31
< min max (1 + )\Z-Fk()\i)) 5 E_l n; i )
) ) 2
= Ay, a0+ AR A)) B)

Para acotar el lado derecho de (4.31), escogimos la siguiente funcién Fy € Ilj:

* 1 2'(_1)k+1 Ae+1 + A i
e =3 (Al-...-Ak(AkHJr)\n) (A_ 2 ) H(A_Am)_1>'

m=1

Es decir,

A A
1+ AFF(A\) =0 para de{A\,..., U {’”1—”}

2
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1,0

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

F1GURrA 4.5. La funcién 1 + AF}(\) parak =4y \;, =13 —-2i,i=1,...,n =6.

Dado que 1+ AF}(\) € Ij4q, este polinomio es similar al polinomio graficado en la Figura 4.5.
Hasta un valor

~ A A
Ne <’f+17+”7)\k)’
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el polinomio 1+AF} () es monétonamente decreciente y convexo, y monétonamente creciente
(pero decreciente en valor absoluto) en [A, A¢]. El valor A es definido por

Aest 4 Ao - -
Ve MR EYOAFG) o

Concluimos que
2\
Akl + Ay

< /\k:-i-l - )\n

AE A, A — 1+ AF; (N < |1 < )
Ao Asa] = | ey ‘ Mert + A

Entonces, si por ejemplo,
>\1>>)\n7 )\i:)\ifl—g, i:2,...,n—1, €<<)\1—)\n,
los n — 1 primeros pasos generan solamente una reduccion muy pequena del error.

Teorema 4.21. Sea A € R™™" simétrica y definida positiva con k < n valores propios reales
y distintos A1, ..., \p. En este caso, el método cg ya converge después de k iteraciones para
Ax* = b, o sea, x;, = x*.

Demostracion. Usamos el Teorema 4.20, que indica que la cantidad
1
E(x) := 5(:13 —x")TA(x — =)

satisface la desigualdad

E(zp1) < min mix |1+ AP\ E(z),

P ell;, 1<i<n

donde I, es el espacio de todos los polinomios del grado maximo k. Ahora hay que demostrar
que bajo los hipdtesis de la tarea, F(x)) = 0, es decir que existe un polinomio Py,_; € II;_4
tal que

1+ XNPe1(N) =0, i=1,...,n. (4.32)
Ahora sabemos que el polinomio

Pk(A):()\—S\l)-----(A—j\k), P, eI,

satisface Py(\;) = 0,4 =1,...,n, con P(0) = (—=1)*A; - --- - A. Entonces
1 (—=1)* - )
P 1(N)i=— | =———————=—F:(\) — 1
) =5 (T AW

es un polinomio en II;_; tal que se satisface (4.32). n
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Capitulo 5

El problema de valores propios de una matriz

Discutiremos ahora el problema de la localizacion y la determinacién numérica de los
valores propios reales y complejos de una matriz A € C"" (o0 A € R™ ") y los vectores
propios asociados, o sea el problema de determinar los ceros del polinomio

Pn(A; A) = det(A — \I)

y la solucién de los sistemas homogéneos (A — \;I)x; = 0. Formalmente, la solucién del
problema es dada por (a) la determinacion de los coeficientes de p,(\; A), (b) la computacién
(exacta o aproximada) de sus ceros y (c) la solucion de los sistemas lineales homogéneos. Sin
embargo, en la practica, este camino es absolutamente inutil, bajo el aspecto del esfuerzo
computacional tanto que bajo el de la estabilidad numérica. Para ilustrar el ultimo punto,
consideremos un pequeno ejemplo.

Ejemplo 5.1. La matriz

1 1000
tiene los valores propios \y = 1001 y Ay = 999. Ahora, si modificamos A a
- {1000,001 1 ]

A {1000 1 }

A= 1 1000
obtenemos Ay = 1001,00050... y Ay = 999,00050. ... Sabemos que
p2(X, A) = A% — 2000\ + 999999,
pa(A, A) = A% —2000,001\ + 1000000.

Ahora, si el coeficiente 106 en py(A, A) se cambia a 1000002 (correspondiente a la magnitud
de errores de redondeo en una aritmética con 6 digitos), el polinomio modificado tiene los
ceros

A% —2000,001\ + 1000002 = 0 <=> A = 1000,0005 & 0,99999927i,

es decir que la influencia del error en los coeficientes de pa(\, A) es casi 2000 veces mayor
que la de los errores en la matriz original.

5.1. La localizacién de valores propios y la sensitividad del problema
Para la siguiente discusion es 1til recordar el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Sea A € C"™" y ||-|| una norma matricial inducida por una norma vectorial.
Entonces cada valor propio A(A) satisface |IN(A)| < ry(A) < ||A].

115
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Teorema 5.2 (Los circulos de Gershgorin). Para una matriz A € C*™™ definimos los circulos

K:z‘ = {)\GC |)\—Oé”|< Z |Oéz‘j|}, lCz = {)\GC |)\—Oéu|< Z |O[ji|},
i=1j#i j=1j#i
parai=1,...,n. Sea \(A) un valor propio de A, entonces

AA) € (U ,cz.) " (U /ci> |

Demostracion. Sean A € o(A) y @ el vector propio asociado, es decir Ax = Az, e i €
{1,...,n} tal que |z;| = ||&||«, luego la componente 7 de la ecuacién vectorial Ax = A\x es

n n
E QL5 = /\ZL‘Z < E QG5 T4 + o = )\IZ‘,
1 =1
J J#i

lo cual entrega que
- x
E : J

)\ — Oy = Oéij—.

- Z;
Jj=1
G

Dado que x; # 0, podemos concluir que

y luego se toma en cuenta que A y A" tienen los mismos valores propios. [ |

Dado que las matrices A y D™ AD poseen los mismos valores propios, a veces se puede
precisar el resultado del Teorema 5.2 significativamente.

Ejemplo 5.2. La matriz

1 107 1074
A=|10* 2 10°°
1074 107 3

es simétrica, entonces sus valores propios son reales, y segin el Teorema 5.2, cada valor
propio A de A satisface

A€ [1-0,0011,140,0011] U [2 — 0,002,2 + 0,002] U [3 — 0,0011, 3 + 0,0011].
Ahora, usando las matrices
D, := diag(1,100,10), D5 :=diag(100,1,100), D3 := diag(10,100,1),
obtenemos las siguientes inclusiones respectivas:
ANeU =[1-2x107°1+-2x10"°]U[2-0,11,2+0,11] U [3 — 0,0011, 3 + 0,0011],
A€ Uy :=[1-0,1001,1+0,1001] U2 -2 x 107°2+2 x 107°] U [3 — 0,1001, 3 + 0,1001],
A€ Us:=[1-0,0011,1-+0,0011]U[2~-0,02,24+0,02] U[3—-2x 107" 3+ 2 x 107°],
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lo que implica
3
AeUNU;NUs = Jli —2x107°i+2 % 107%).
i=1
Teorema 5.3. Consideremos las hipdtesis del Teorema 5.2. Sea {i1, ..., i,} una permutacion
de{l,...,n}y
Ky U...UK;, )NK;,, =2 paras=m+1,...,n.

Entonces K;; U... UK, contiene eractamente m wvalores propios de A, contados con su
multiplicidad, es decir, cada componente de conectividad por camino de K; U ... U K;
contiene tantos valores propios de A que circulos.

Demostracion. Sean D = diag(aqy,...,an,) y B(1) == D+ 7(A—D), 0 < 7 < 1, es
decir, B(0) = D y B(1) = A. Todos los valores propios de B(7) estan contenidos en
Ki(rt)U...UK,(7), donde definimos

n
‘Z—Oél'i‘gT Z |Oéij’}, zzl,,n

=1,

IC,L'(T):{ZE(C

Obviamente, el Teorema 5.3 es valido para B(0), ademds, los valores propios dependen
de forma continua de 7 (ver Lema 5.1 abajo). Pero como IC;, (0)U--- UK, (0) contiene
exactamente m valores propios de B(0), y

WGMJL(GK“ﬂ)ﬂ&ADC(OK“D)ﬂ&ang

entonces KC;1(7) U - UK, ,,(7) contiene exactamente m valores propios para 0 <7< 1. W

Lema 5.1. Sean A, B € C"", \q,..., \, los valores propios de A, contados con su multi-
plicidad, y N}, ..., X, los valores propios de B contados con su multiplicidad. Sean

/ - 1 n n
0 :=méx{|ayj|, |By| : 1 <i,j <n}, 6:= H_QZZ |ai; — Byl
i=1 j=1

Entonces existe una enumeracion de los valores propios \; y \; tal que a cada \; corresponde
un valor X, con

X — M| < 2(n+1)%0V/6.

Demostracion. Ver A.M. Ostrowski, Solution of Equations in Euclidean and Banach Spaces,
Academic Press, 3rd ed., 1973, pp. 334-335, 276-279. [ |

Ejemplo 5.3. En virtud del Teorema 5.3, podemos mejorar el resultado del Ejemplo 5.2: los
valores propios de la matriz A en este ejemplo pueden ser enumerados en tal forma que

NeE[i—2x107°i4+2x107°, i=1,2,3.
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Cuando conocemos un vector propio  aproximado (de hecho, como tal vector podemos
usar cualquier vector & con Ax # 0), podemos usar el cociente de Rayleigh

' Ax

'z

R(xz; A) ==

para definir una aproximacion del valor propio correspondiente, para la cual también pode-
mos definir una inclusion.

Teorema 5.4. Sea A € C™*" similar a una matriz diagonal con los valores propios Ay, ..., Ay.
Sean x € C", ¢ #0 y Ax # 0. Sea A := R(x; A). Entonces

(i) Vee C: ||Az — Mx|2 < || Az — cz||3.

(ii) Ewiste un valor \; # 0, \; € 0(A), tal que

COHdH.||2(U),

<
Aj | Az|2
donde U = [ul ’u,n} es un sistema completo de vectores propios de A.

(iii) Si A es normal (es decir, AA* = A*A), entonces existe un valor propio 0 < A; €
o(A) tal que

A, —A’ _ 4z — )z,
X [zl

J

Demostracion.

(i) Supongamos que ||x||s = 1. Entonces

|Ax — cx|)3 = (*A* — cx*)(Azx — cx)
=x"*A*Ax — cx* Ax — cx* Az + |c|?
= |Az|3 + |c — x* Azx|? — |z* Az|?
> || Az|; — |=" Az|?

con igualdad para ¢ = \.
(ii) Sean U 'AU = diag(\1,...,\,) = A, y:=U "'z y

1
glb(U) :=sup{a | a|z| < |Uz|} = o
Entonces
|Az el _ [UA - AU '],
| Az [UAU ||,

gIb(U)|[(A — M)yl
1U l2[| Ayll2
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> = APl
=1
> Pl
=1
|)\|2 Z |77i|2 + Z
=1 =1

1 A;=0 A;#0

COIld||.H2(U) n
> il
20
Ai — A
AN |

1/2

1
U2

1/2

2
Imii|?

Ai — A
Ai

1
> —————— min
- COHd||.H2(U) 1<ign

2,70

(iii) Si A es normal, existe un sistema de vectores propios unitario, o sea, condj.|,(U) = 1.
|

Para las matrices hermitianas el cociente de Rayleigh tiene muchas propiedades intere-
santes.

Teorema 5.5. Sea A € C**™ hermitiana con un sistema X = [:vl Ty ... :cn} unitario,
donde Ax; = \jx; para j =1,...,n. Sea T € C" tal que
n
T =1, :i'::zcj+26kwk; lex| <e, k=1,...,n.
k=1
Entonces

[RG@; A) = Xi| < 301 = Nl < 2014l = 1)<, (51)
1=1
i7#]

o sea el error en R(Z; A) es cuadrdticamente pequeno en términos de los errores de la apro-
ximacion del vector propio.

Demostracion. Utilizando que

n
*
i=1

podemos escribir

R(x; A) = (:cj + Zskmk) (Z )\zmsz) (ar;j + Zskmk)
k=1 i=1 k=1

S B

n

=> X\

=1
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= Z i ((51-]- + Z 5k5ki> [w;k (mj + Z 5kmk>]
i=1 k=1 k=1
n n 2
= Z Ai 5@']‘ + Z €10k
i=1 k=1

=Y Al + A1+ &5

1=1

i#]
—Z el + X0 [ 1+ + D el
z;ﬁ] i;j

Usando que

llegamos a

R(EA) =X =Y Nleil> + M\|1+¢,,
=
lo que implica (5.1) si tomamos valores absolutos, aplicamos la desigualdad del tridngulo y
la cota trivial

A = Ajl < 2r0(A) < 2[| Al
]

Teorema 5.6. (El “principio minimaz” de Courant) Sea A € C™*™ hermitiana. Los valores
propios de A, contados con su multiplicidad, sean \y = Ao = ... = \,. Sea V; el sistema de
todos los subespacios j-dimensionales de C*, donde definimos V, := {0}. Entonces,

Ae = min méx{R(z;A) |z #0, Yo eV : z'v =0},

VeV _1
A= méx min{R(z;A) |z #0, Vo eV : z*v =0}.
VeV, _k
Demostracion. Sea u = [ul un] un sistema unitario completo de vectores propios

de A, osea, Au; = \yu;, U'U = 1. Si € C" es arbitrario, podemos escribir
T = Z%Uz‘; Yi=ujx, i=1,...,n.
i=1
Definiendo A = diag(\y, ..., A,), podemos escribir

" UAU*z i 2
R A )\ia
(.’13, ) *U*Uw Z |71|2 4+ |’7n|2
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lo que implica que

>\, si =...=v =0,
<A siyy=...=v%_1=0.
Ahora, demostramos que si V € V4, existe € € C" tal que

k
T#0, T=) vu, YweV: &v=0

i=1

Para demostrar (5.2), consideremos una base ortonormalizada vy, ..

(71, -, )Y, g # 0 la solucién de

En este caso,

méx{R(xz; A) |z #£0, Vo eV : 'v =0} > A
Tenemos igualdad en (5.3) para V' = span{uy, ..., ug_1}, es decir,
0
Tk

SiV eV, ., existe £ € C™ tal que

3

T#£0, x= vui, YveV: x'v=0.
j=k

Para demostrar (5.4), consideremos una base ortonormalizada vy, ..

(Vs - Y0) T, g # 0 la solucién de

En este caso,

min{R(z; A) |z #0, Vv eV : z'v =0} <A
Tenemos igualdad en (5.5) para V = span{ug,1,...,u,}, es decir,
Yk
g=|7|. wro
0

(5.2)

., Vp_1 de V. Sea g =

N (5.3)

(5.4)

U, de V. Sea g =

k- (5.5)
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El siguiente teorema formula una consecuencia del Teorema 5.6.

Teorema 5.7. Sean A, B € C™"™ ambas hermitianas. Sean X\;(A) y X\;(B) los valores
propios de A y B, enumerados tales que \(A) = ... 2 A\(A), M(B) > ... > \(B).
Entonces,

Ve=1,....n: |M(A) = M(B)| <r.(B - A).
Demostracion. Definir B := A+ (B — A), C := B — A, aplicar el Teorema 5.6 (Tarea). R

Por supuesto, el Teorema 5.7 representa un resultado mucho més ventajoso que el Le-
ma 5.1. También es valido para valores propios multiples. Por supuesto, la restriccion que
ambas matrices deben ser hermitianas es muy fuerte. Ademas, tenemos también que los
valores propios de una matriz diagonalizable dependen de forma Lipschitz continua de los
coeficientes:

Teorema 5.8. St A € C"*" es diagonalizable, es decir, existe un sistema U = [ul . un}
de vectores propios de A, y B € C™™ es arbitraria, entonces para cada valor propio \;(B)
existe un valor propio \i;(A) tal que

[Xig)(A) = Xi(B)| < condy (U)||B = Al (5.6)
Demostracion. Nos restringimos al caso no trivial. Sea A(B) € o(B), A(B) # X\;(A) para
i=1,...,n, con el vector propio & # 0, es decir, Bx = A\(B)x. Entonces
Bx — Az = \(B)z — Az <=z = (\(B)I— A) ' (B— A)z
implica que
lelloe < [|(ABT —A) 7| 1B — Al -

Ahora, usando I = UU 'y A =UA U, donde A 4 es una matriz diagonal de los valores
propios de A, tenemos que

1
min [A(B) — \;(A)

1<i<n

]l < |||B — Al -

No existe un resultado analogo para matrices no diagonalizables. El siguiente ejemplo
ilustra que es muy natural que un tal resultado no existe.

Ejemplo 5.4. La matriz

0 1]
A= 0 0]

posee los valores propios A\ = Ao = 0, y no es diagonalizable. La matriz
0 1]
B = e 0

posee los valores propios ++/c, mientras que en cualquier norma matricial, |A — B|| < Ce
(con una constante C' que depende de la norma).
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Finalmente, nos interesan resultados asintoticos sobre los valores y vectores propios. El
siguiente teorema, que se comunica sin demostraciéon, representa un resultado tipico.

Teorema 5.9. Sea A € C"*" diagonalizable, X = [zcl zcn} un sistema completo de
vectores propios de A, Azx; = \iz; y [|[@illa =1 parai=1,...,n. Ademas definimos
Yi
X'=Y=1|:],
Yn
o0 sea, Yi,..., Y. son los vectores propios de la izquierda de A: yI A = yi\; parai=1,...,n.

Sea A\; un valor propio simple de A. Entonces, para F € C™™ con || F||y suficientemente
pequena existe un valor propio p; de A+ F con un vector propio z;, ||z;|l2 = 1, tal que

yiFa; ly;llallzll

lyjllallzsll - 5

pi = Aj+ +O(||IF|3).

"\ y;Fx; 1 y;ll2ll2;ll2 )
zj=x; + T; - + O([IF2)-
S 2_; ly;ll2lle;ll2 A — A YT, (HF)
i)
Demostracion. Se usa el Teorema de Funciones Implicitas para el problema g(x, \,e) = 0
con

(A+ceFy)x — \x

g5, 2;,0) = 0, g(w,A,@:( g

2Tr — 1 ), FIEF(),

con ¢ en una vecindad apropiada de cero, y se representa la solucién (x, A) como funcién
de €. [ |

Obviamente, el factor de amplificacién del error decisivo es [|y;2||x;||2/|yjz;| para un
valor propio (este factor puede ser grande para matrices no normales), mientras que para un
vector propio, tambien juega un rol importante la separacion de los valores propios.

5.2. Transformacién de similaridad unitaria de una matriz n x n a una forma de
Hessenberg o tridiagonal

La solucién del problema de valores propios para una matriz no esparsa siempre empieza
con la transformaciéon de la matriz a una forma “condensada”. Esa transformacién genera
nueavos errores de redondeo. Para que la matriz transformada aun sea usable, los valores
propios no deben ser mas falsificados que como si la matriz fuera modificada dentro de
la exactitud aritmética. Por lo tanto, solo es practicable la transformacién a la forma de
Hessenberg. La transformacién parte de la matriz A, luego determinamos matrices unitarias
y hermitianas U4, ..., U, 5 talesque U,,_5-...- U AU, -...-U,_5 es una matriz del tipo
Hessenberg. Ahora, si la matriz A es hermitiana, entonces

Unpo ... . UAU ... Uy ) =Upo-... - UAU; - ... - U,_s,

o sea la matriz del tipo Hessenberg es hermitiana y por lo tanto, tridiagonal.
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La transfomacion procede en n—2 pasos. Supongamos que después de j—1 pasos, tenemos
la matriz

G 0) () () ()7

_041 Qrg =00 Qp g Qpp o Oy
o§ o o, o ol
0 ozgé)
A-U: . - UAU. ... U= | : EA)) (7) ()
j G—1 e 1 1 ... j—1 . 0 . (1/]7]71 O[j] Oé]n
()
0 iy,
0 0 W@ o)

Si definimos A;;; := U;A;Uj, tenemos (ver Teorema 3.6)

I 0 ol -~ Ak
Uj = |:O ﬁ]:| s Uj :I—ﬁkijj,

donde se determina ﬁj en tal forma que

() 1
. i
Uu; | : = —exp(ip)o; | -
o 0

El Teorema 3.6 entrega las férmulas

exp(ie;) (|afly,| + o))
~ 045-22’]- _ ()2 s
;= . coo=| 2 lagl)
: k=j+1
aly)

1

o(0; + a9 )

()‘§‘J+)1,j = eXp(iSOj)\a§J+)1,j\> B =

Puesto que las primeras j columnas de U; son columnas unitarias, la multiplicaciéon de
U;A; desde la derecha con U; no cambia los ceros recien generados en la columna j. La
multiplicacién de A; desde la izquierda por U; no cambia las primeras j filas. Por lo tanto,
hemos desarrollado completamente la transformacién.

Para la ejecucion practica de la transformacion, aprovechamos la estructura especial
de U;. Sea

o[ A
J - . .
A Ay
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En este caso, obtenemos
() '
A A11 A12 Uj
T AY A
Jj4tal j4i2 Y

donde
U, Aéjl = 21 — Bjwjw *Agjl
= A21 - ujzp
Ag)'aj = A%) B;A 12 'wj
= Agz - yj“’ja
U,AS)T; = (I — By jaiv;) (AF) — B, AL i)
= AY) —a,; (@ AY)) — (ADw)) @} + (0 AR w;)aa;

j
() ~ P Vi o~x n Vi o~ ~ %
= Aj) — 4, (s —Eju ) - (tj—gju»uj,

donde definimos

5 =wjAY, 2 =AY, g = Al
Pero, segtin hipotesis,
0 0 0‘5‘{21,3
Ay = :
0 0 af)

de manera que no hay que calcular UjA;]i) explicitamente:

0 -+ 0 —exp(ip))o;
o : : 0
U,Af =

0 --- 0 0

Ademas, en el caso A hermitiana tomamos en cuenta que
AYU, = (U,AY))", & =3,

entonces una computacion explicita no es necesaria, y el esfuerzo computacional total se
reduce a menos que la mitad. Para A general, necesitamos gn3 + O(n?) operaciones; para
A hermitiana, solo §n3 + O(n?) operaciones esenciales.
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5.3. Computacién de los valores propios de una matriz tridiagonal hermitiana

Consideremos la matriz T' € C™*" dada por

ar B
T=|" - =P8, i=1,....n—1 o€eR, i=1...,n (57)
B Bn—l
Tn—1 Ay,
Se supone que y; # 0 parai = 1,...,n— 1, sino la matriz tridiagonal puede ser particionada

en dos matrices tridiagonales de tamatnio menor cuyos problemas de valores propios pueden
ser estudiados separadamente.

Teorema 5.10. Si T' es una matriz tridiagonal hermitiana de la forma indicada en (5.7) y

vi#0parai=1,...,n—1, entonces T sdlo tiene valores propios reales simples.
Demostracion. Tarea. [ |
Comentamos si T' es una matriz real no simétrica con 3;y; > 0,7 =1,...,n— 1, entonces

mediante una transformacién de similaridad con
D =diag(d1,...,6,), 01:=1, G&r1:=0;\/Bi/v,

T puede ser transformada a una matriz simétrica y tridiagonal T := DTD™'. Entonces
tales matrices T' también poseen sélo valores propios reales y simples.

Para la computacion de valores propios de T', necesitamos el Teorema de la Ley de Inercia
de Sylvester.

Definicién 5.1. Sea A € C™*" hermitiana. Entonces se define como inercia de A al tri-
ple (m,z,p), donde m, z y p es el nimero de valores propios negativos, zero, y positivos,
respectivamente.

Teorema 5.11 (Ley de inercia de Sylvester). Si A € C"*" es hermitiana y X € C™™ es
reqular, entonces A y X*AX tienen la misma inercia.

Demostracion. Supongamos que
AM(A) = (A) > ... =2 \(A)

son los valores propios de A, contados con su multiplicidad, y que para algun r € {1,...,n},
Ar(A) es un valor propio de A positivo. Definimos el subespacio Sy C R" a través de

So:=span{X 'q,,..., X 'q,}, q, #0,...,q, #0,

donde Aq; = \i(A)q; parai = 1,...,r. Utilizando la caracterizacién minimax de \,.(X*AX),
donde se supone que

MXTAX) > ... 2\ (XTAX)
son los valores propios de X*A X, obtenemos
MXTAX) = Vrgix min{R(z; X*AX) |z #£0, Vv € V: x*v =0}. (5.8)
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Ahora, escogiendo
\7::50L = {wER”|Vv€SO: w*'v:()} € Vir,
deducimos de (5.8) que
M(X*AX) > min{R(z; X*AX) |z £0, VeV : z'v =0}
=min{R(z; X*AX) |z #0, x € So}
>\ (A).

Sio(X) > ... = 0,(X) son los valores singulares de X, podemos demostrar que para cada
y e RY,

Ry, X" X) > 0.(X)".

Entonces, conluimos que

A (X*AX) > min

y€So

{ Y (X'AX )y y' (X' X)y
y(X'X)y Yy
Un argumento analogo, con los roles de A y X*AX intercambiados muestra que
M (XTAX)
g1 (X)2

Combinando (5.9) y (5.10), concluimos que A\.(A) y A\.(X*AX) tienen el mismo signo, por
lo tanto, A y X*AX tienen el mismo nimero de valores propios positivos. Aplicando este
resultado a —A, concluimos que A y X*AX también tienen el mismo nimero de valores

propios negativos, y obviamente, el mismo nimero de valores propios zero (debidamente
contados con sus respectivas multiplicidades). [ |

} > A (Ao (X)2 (5.9)

M(A) > N\ (X*AX )0, (X712 = (5.10)

El Teorema 5.11 implica que las matrices A — pul y X*(A — pI)X tienen los mismos
numeros de valores propios positivos, cero, y negativos, es decir, A tiene los mismos niimeros
de valores propios > u, = p, y < p (1 € R). Queremos aplicar este resultado ahora a la
matriz T' con

1 &
X eCY™, donde X' =
gnfl

donde se debe cumplir que
XN(T —pul)X =Q = diag(q1,---,qn), ¢ €R,
0 sea
1 L&

T_/,LI: (X*>71QX—1 — gl
. ’ T gn—l
5n71 1 an 1



128 5. EL PROBLEMA DE VALORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

Entonces, los g; son cocientes de subdeterminantes principales sucesivos de T' — ul. Obvia-
mente,

qp = a1 — [,
@& =p (= qa&=n=75H),
@+ qla = o —p,
q282 = (2, ete.

En general, tenemos

Qk+Qk—1‘£l€—1|:ak_M7 qk gk:5k> kzla"'a”?
gO = 07 do ‘= 1a 671 = O
Dado que B # 0 para k = 1,...,n — 1, el valor & existe para q, #0, k =1,...,n—1, es
decir, & = Br/qx para k = 1,...,n — 1. Si sucede que ¢ = 0, reemplazamos este valor por

€ < 1, es decir reemplazamos «y, por ay + €. Debido al Teorema 4.7, eso cambia los valores
propios solo en €. Entonces, siempre se calcula

B G _ _
qk—ak—p—qk—, k=1,....,n, q:=1, [y:=0. (5.11)
—1

Segun el Teorema 5.11, sabemos que
#{k | q <0, 1 <k<n}=#{\| \es valor propio de T', A < u}.

Este resultado lo podemos aprovechar directamente para crear un método de biseccion para
calcular valores propios arbitrarios A; de T'. Partiendo de la enumeracion A\; < Ay < ... < A\,
y, por ejemplo, de la inclusion trivial

[ao, bo] == [=|T[[oe; T[],
la cual incluye todos los valores propios de T', ponemos para s € Ny:
as + by

Hs - = 9 )

m = #{q | g <0, calculados de (5.11) con u = s},

— as sim =7, b s Sim =7,
s+1 - — . s+1 - — .
lbs  SIno, bs  sino.

Para este método sabemos que
lim pg = Aj.
S—00

Este método es muy robusto y extremadamente eficiente.

Ejemplo 5.5. Queremos determinar el valor propio Ay de
1100

T =

oo =
SN W
W Ut N
N Ww O
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CUADRO 5.1. Ejemplo 5.5 (método de biseccién).

s K qQ q2 ds 44 m

0 15 —0,500000 3,500000 2,357143 1,681818 1 =X>15

1 1,75 —0,750000 2,583333 1,701613 —0,039100 2 = Ay < 1,75

2 1,625 —0,625000 2,975000 2,030462 0,942511 1 =X >1,625

3 1,6875 —0,687500 2,767045 1,866915 0,491712 1 = Xy > 1,6875

4 1,71875 —0,718750 2,672554 1,784555 0,237975 1 = X > 171875

5 1,734375 —0,734375 2,627327 1,743165 0,102603 1 = Xy > 1734375

6 1,7421875 —0,742187 2,605181 1,722410 0,032577 1 = Xy > 1,7421875

7 1,74609375 < —0,746094 2,594220 1,712017 —0,003050 2 = Ay < 1,74609375
8 1,744140625 —0,744141 2,599691 1,717215 0,014816 1 = Ay > 1,744140625

empezando con |ag, bo] == [1,2]. El método de biseccion entrega la informacidon del Cuadro 5.1.

Ejemplo 5.6 (Tarea 30, Curso 2006). Se considera la matriz

10 -6 8
A= |-6 17 2
8§ 2 20

a) Transformar A a forma tridiagonal y aplicar el método de biseccion para demostrar
que A es definida positiva.

b) Usando el método de biseccion, determinar el valor propio mds pequenio hasta un error
del valor absoluto < 0,5.

Soluciéon sugerida.

a) La transformacion de la matriz a forma tridiagonal necesita un paso, es decir T =
Ay; = P1A P, con Ay = A. Sabemos que

1 0 0
P1: 0 . y PIZI_BlwIwT
0 P,
Aqui
1 1 —16
— V361 64=10 R .
7 * P = oge) w600 @ ( 8 )
1 0 0 10 10 0
P,=1|0 —-06 08|, T=PAP,= |10 17 2
0 08 06 0 2 20

Aplicando el Teorema de Gershgorin, vemos que T solo tiene valores propios no ne-
gativos; dado que T es reqular, O no es valor propio; entonces los valores propios de
T (y los de A) son positivos.

b) El valor propio mas pequenio es A1, entonces j = 1. El valor propio estd contenido en
el intervalo [ag := 0, by := 32]. Obtenemos la siguiente tabla.
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Eoay by e ¢ q2 q3 m
0 0 32 16 —6 166 3,76 1
1 0 16 8 2 =41 12,097 1
2 0 8 4 6 —36 1709 1
3 0 4 2 8 2,5 164 0
4 2 4 3 T =2/7 31 1
5 2 3 25 75 1,16 135 0

Entonces sabemos que A\; € [2,5, 3].

Ejemplo 5.7 (Certamen 2, Curso 2010). Se considera la matriz

—-10 3 —4
A=1|3 2 1
-4 1 16

a) Demostrar sin calcular el polinomio caracteristico que A tiene tres valores propios
reales distintos.
b) Transformar A unitariamente a forma tridiagonal simétrica.

c) Determinar nimeros oy, B;, i = 1,2,3, tales que oy < Ny < i, i = 1,2,3, donde
A1, Ao, A3 son los wvalores propios de A, y |B; — a;| < 0,25, mediante el método de
biseccion.

Solucién sugerida.

a) Como A es simétrica, sus valores propios son reales. Los circulos de Gershgorin son
Ki=[-17,-3], Ky=[-2,6], K;=][11,21].

Dado que K; N K; = @ para i # j, cada uno de los circulos contiene exactamente un
valor propio, es decir \; € IC; para v = 1,2, 3.
b) Siguiendo el procedimiento candnico, determinamos

1 0

_ N 3x3
T

tal que U, =1- fravw’ € R**2; con
o1 =+s*+(—4)2=5

se tiene aqui

. 3+ 04 8 1 1 - 1[—3 4]
W ( 1 ) (—4)’ b 5. (5+3) 400 ' 5|4 3]

y la matriz tridiagonal deseada

1 0 0 -10 3 —4| |1 O 0 -10 -5 0
T=\|0 -0,6 08 3 2 1 0 -06 08| =|-5 10 7
0 08 06||—-4 1 16 |0 08 0,6 0 7 8
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c) El método de biseccion, aplicado a la matriz T, requiere de la computacion sucesiva
de las cantidades

@ =1, Bo=0;
2
Q1=041—,u—&:—10—u,
qo
2
25
p=a—p——==10-p——,
q1 q1
2
49
=03 —p——=8—p——,
42 q2

donde el valor u se ajusta segin lo especificado en (5.16)-(5.18). Se recomienda empe-
zar la iteracion con un intervalo cuya longitud sea una potencia de 2. Asi obtenemos
los resultados

S a b q1 g2 gz m
0 -19.0000 -3.0000 1.0000 -4.0000 31.2500 1
1 -19.0000 -11.0000 5.0000 20.0000 20.5500 O
2 -15.0000 -11.0000 3.0000 14.6667 17.6591 O
3 -13.0000 -11.0000 2.0000 9.5000 14.8421 O
4 -12.0000 -11.0000 1.5000 4.8333 9.3621 0
5 -11.5000 -11.0000 1.2500 1.2500 -19.9500 1
6 -11.5000 -11.2500

para j = 1, por lo tanto, \; € [—11,5,—11,25],

S a b qi q2 qs m
0 -2.0000 6.0000 -12.0000 10.0833 1.1405 1
1 2.0000 6.0000 -14.0000 7.7857 -2.2936 2
2 2.0000 4.0000 -13.0000 8.9231 -0.4914 2
3 2.0000 3.0000 -12.5000 9.5000 0.3421 1
4 25000 3.0000 -12.7500 9.2108 -0.0699 2
5 2.5000 2.7500

para j = 2, por lo tanto, Ay € [2,5,2,75], y

S a b q1 q2 qs3

0 8.0000 24.0000 -26.0000 -5.0385 1.7252
1 16.0000 24.0000 -30.0000 -9.1667 -6.6545
2 16.0000 20.0000 -28.0000 -7.1071 -3.1055
3 16.0000 18.0000 -27.0000 -6.0741 -0.9329
4
b}
6

16.0000 17.0000 -26.5000 -5.5566 0.3183
16.5000 17.0000 -26.7500 -5.8154 -0.3241
16.5000 16.7500

OOMOJOJOJ[\DS
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para j = 3, por lo tanto, A3 € [16,5,16,75]. (Los valores exactos son Ay = —11,3301,
o = 2,7080 y A3 = 16,6221.)

5.4. Determinacion de los vectores propios de una matriz tridiagonal
hermitiana

En lo siguiente, se supone que T es una matriz tridiagonal hermitiana con ~; # 0,
1=1,...,n,ysea u una aproximacion de un valor propio A de T' determinada con exactitud
de méquina (por ejemplo, usando el método de biseccién). Sabemos que para A arbitrario,
rango(T'—\I') > n—1, y que ningun de los elementos subdiagonales de T' desaparece, tal que
la descomposicién triangular de T' — pI puede ser realizada completamente con intercambios
de filas. Para la busqueda del pivote en la columna (medida indispensable aqui) tenemos la
descomposicion triangular

Si = )j, entonces para una computacion sin errores de redondeo tenemos g, = 0y
una solucion € de Rx = 0 con &, = 1 sera un vector propio de T'. En la practica, no es
asegurado que siempre resulta un valor de p,,, pequeno, incluso cuando p es una muy buena
aproximacién del valor propio. El siguiente teorema informa como a pesar de lo anterior,
podemos determinar una buena aproximacion del vector propio, siempre que la aproximacion
del valor propio es suficientemente buena.

Teorema 5.12. Sea T' una matriz tridiagonal y hermitiana, P(T — pI) = LR una des-
composicion triangular (determinada con bisqueda del pivote en la columna), y p una apro-
zimacion del valor propio A\; de T' con

p=XA+e0fn)||T|2 |V <1, e suficientemente pequeno.

Sean todos los elementos subdiagonales de T diferentes de cero. Entonces existe (por lo

menos) un indice i € {1,...,n} tal que la solucion x; de
6
Rx; = e;0i, x =\ :
fm
(con & =1 8i i =n y 0py = 0) satisface
3
; n”f(n)e]| T 2
— =ou;+d, |d|:<— —— 4+ 0(e%), (5.12)
2] ’ min{[A; — Ajl, i # j}
la| =1, donde U = [ul un} es un sistema ortonormalizado de vectores propios de T

yT’LLl:)\Z’U]Z,Z:L,TL

Demostracion. Sea y,; := p; PL"e;. Entonces, con T = UAU*, A := diag(\i,..., M),
tenemos

(T — pI)x; = P'LRx; = ¢;; P Le; = y,.
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En el caso 0,, = 0, ya no hay que demostrar nada, entonces podemos asumir que g,, # 0,
y definimos

1 , 1 .
T, = —x;, Y,=—y, i1=1...,n,

y se supone que x; € y,;, ¢ = 1,...,n, poseen las representaciones

n n
- . ~
= E SikUk, Y, = E Nik Uk -
k=1 k=1
Entonces sabemos que

(Ak — )éik:ﬁik, L,k=1,...,n.

Dado que los elementos de Le; son < 1 en valor absoluto, sabemos que

Mi1
i | =U*P"Le; = || <V, i,k=1,...,n, (5.13)
f/in
PUe;||« 1
max |7;;| = max’ejTU*PTLei| = |L"PUé¢)| s > [PUe;l (5.14)

1<i<n

||(L_1)T||oo g n3/2’
Pero definiendo
o =minq|A\; — Aj|} >0,
i {‘ J‘}

sabemos que
|7ir| < vn
~
(A=A —edf()||Tll2 ~ o —ef(m)||T:
(para e suficientemente pequeno, o — | T'||2ef(n) > 0), mientras que para un indice ¢ apro-
piado,

Vi=1,...,n,k+#7j: |r§m|=

7551 S 1 ‘
[0 f (T Nl2| ~ en®2f(n)|T||2

€51 = (5.15)

Para este indice 7, tenemos que
1/2

2 ~
. = <Z|@kl2> TR TR o) Tl TR

7 16517
k#J

donde, tomando en cuenta que 1 < 14+ &< 1+ € para 0 <€ K
| T|3n" £%(n)e

0<¥Y, < )
7S (0 —ef(n)||T])?
Entonces,
Z; x; gij g ézk gij
— L — — u ; + = Uk — = Uu; + d,
il Nzl (6511 +05y) Z &5 (1 + D35) [

k#j
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donde el vector d satisface

1 (n = D)V f(n)||T|lse _ n’f(n)e 2
Idll> < 1= - n' f2(n)|| T3¢ o —ef(n)|T|: S, Tl +OE).
(0 —ef(n)[|IT}2)*
m

Segtin nuestra derivacion, es obvio que el factor n® en el enunciado del Teorema (5.12) es

muy pesimista. Se puede suponer que en la mayoria de los cases, el factor 1 es mas apropiado
que n3. Se puede demostrar que i = n es apropiado si con

R11 T
R—

[ 0 @nn] ’
la norm a ||R;jr|]2 es “pequeiia” (por ejemplo, < n). En la prictica, se procede de la
siguiente forma: se resuelven los sistemas
la computacién termina cuando por primera vez,

| 0ii

100ne’
donde el factor 1/(100n) reemplaza (de forma un poco arbitraria) efi término 1/(n%2f(n)) (no
se conoce el verdadero en p). Si (5.17) no se cumple para ningtn ¢, también la aproximacién
puede ser considerada de mala calidad. “Normalmente”, el test ya esta satisfecho para i = n.

Ademés, se puede domostrar que modificaciones de T' del orden ¢||T’||2 causan errores en los
vectores propios del orden

(5.17)

nel|T ||
rgglw — Ajl

Entonces, el Teorema 5.12 representa un resultado excelente. Ademaés, podemos demostrar
que los errores de redondeo cometidos al calcular la descomposicién triangular de P(T — u1)
y durante la solucién de (5.16) no afectan seriamente el resultado.

5.5. Valores propios de una matriz de tipo Hessenberg

En los capitulos anteriores vimos que es relativamente facil determinar un valor propio
individual (y el vector propio asociado) de una matriz hermitiana. Por otro lado, vimos
que cada matriz de C™*™ puede ser transformada unitariamente a la forma de Hessenberg
superior. Para la determinacién de un valor propio de una tal matriz, es importante que
el polinomio caracteristico p,(\; A), y posiblemente su su derivada p/,(\; A), pueden ser
evaluados facilmente.

Sea v # 0 arbitrario. Para la componente &, del sistema lineal

(a1 — N& + e + -+ - + a1 = —7, (5.18)
anéy + (age — A&+ -+ &, =0,
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anlfl + O4n2€2 + -+ (ann - )\)fn =0

(v # 0 arbitrario) tenemos, segin la regla de Cramer,

aip — A a2 S a1 n—1 -
a1 Az — A a2 n—1 0
5 - 1 : . . : . . (-1)”’}/@21 oo Opp—1
Todet(A—- M) | ' ' ' N det(A — \I) ’
: - Op—1n—1 — A 0
1 - - Qpn1 0

es decir, cuando ponemos &, := 1 y solvemos el sistema lineal por substitucion, obtenemos

—1)"det(A — NI

7:( )" det( ) (5.19)
Qo132 * ... " Qpp—1

Esto significa que hasta un factor comin, obtenemos det(A — AI) y (d/d\)det(A — \I) por
la siguiente recursion, conocida como Método de Hyman;

xp(A\) :=1 (corresponde a &),

z;,(A) :=0 (corresponde a di)\fm)

n

1 . .
1771—7,(/\) = (/\mn—i—‘rl(/\) - Z Oén—i—l—l,kxk()\)) = ]-a s, 17

Qp—it1,n—i ki1

/ 1 / g /
T i(A) = ———— (xn—m()\) +A ()= Y an—i+1,k9€k(>\)> :

Oén—i—i—l,n—i ke=n—i+1

Ahora, considerando la primera ecuacién de (5.18) obtenemos

det(A — \I) = (—=1)" gy - -+ - Qpn1 ((an — Nz (N) + Z Ozlkxk()\)>

y analogamente

d n
a det(A — )\I) = (—1)n+10é210432 """ Onn—1 ((Ozu — )\)I’,l()\) - ZE1<)\) + kZQ OélkZL’;g(A)) .

Con métodos iterativos para los ceros de un polinomio podemos facilmente calcular los
valores propios. Hay que considerar que este método es muy diferente de la computaciéon de
los coeficientes del polinomio caracteristico.

5.6. La iteracion directa segin von Mises y el método de Wielandt

Ahora consideramos métodos que nos entregan un vector propio aproximado. Ya vimos
como mediante el cociente de Rayleigh podemos obtener un valor propio aproximado usando
el vector propio aproximado. La versién bésica de la iteracién de von Mises (pero de poca
utilidad practica) es la siguiente.

1. Sea 0 # xy € C™ apropiado.

2. Para k=0,1,2,..., sea xp 1 = Axy.
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Teorema 5.13. Sea A € C™*" diagonalizable y U = [ul un} un sistema de vectores
propios de A, con Au; = \ju;, 1 =1,...,n. Ademas sea

Zo=Y Gui, &0, [\ > el 2Nl
i=1

)) | (5.0)

Entonces la sucesion de vectores {xy }ren, Satisface

2

A
Iy 251/\]f <u1 +O (

A

WL
R(zy; A) =\ 1+0<A—2 )] (5.21)
1
Demostracion. Calculamos que
x, = AFx,

. S

=[ur - w,]diag(\f, . A [ur oo we] T [ur e g |

€n

= Z)\ffzuz
i=1
G (A
= &) (’Uq + ; & ()\—1> Uz’) )

lo cual implica (5.20) si tomamos en cuenta que

k k

Ai

b </\2
At

Y

Por otro lado,

T Ty
. & k - [ é k+1
)\1 )\1
k I k
— A
EAF u;+o<—2 )] EAb u1+(’)<)\—2 )]
1 1
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Comentamos primero que para |A;| # 1, la versién presentada aqui rapidamente entrega
nimeros extremadamente grandes o pequenos. Por lo tanto, se prefiere calcular {x;} de la
siguiente forma:

Thi1
@541l

Tpi1 = ATy, Tppr =

En este caso,

A

1

Wo( )]

Si xj, se normaliza a (x); = 1 para una componente j con (u;); # 0, entonces {x}ren
converge para k — oo a un multiple de w;.

El Teorema 5.13 es andlogamente vélido para Ay = ... = A\, M| > [N = ... = [\,
cuando

k
)] ;O =1, i@ =M

A
1 _Z
o

n T
Lo = Z&‘Uu Z &l # 0.
i=1 i=1
La presuposicion & # 0 o || +. .. +]&| # 0 siempre estd satisfecha en la practica debido
a errores de redondeo, includo cuando @y no es apropiado.
La matriz A no necesariamente debe ser diagonalizable. Pero si A no lo es, el término
de error O(|\2/A1]%) es reemplazado por O(1/k).
Cuando A posee diferentes valores propios dominantes (del mismo valor absoluto), por
ejemplo en el caso de un valor propio dominante en valor absoluto complejo de una matriz
A real, no hay convergencia (pero existen generalizaciones de este método para este caso).

Ejemplo 5.8 (Tarea 28, Curso 2006).

1 -1 1
A=|-1 2 1
1 1 10
a) Demostrar que A satisface las condiciones para la ejecucion de la iteracion directa
(método de von Mises), y que xo := (0,0,1)T es un vector apropiado para iniciar la
iteracion.

b) Determinar s (usando el algoritmo bdsico, sin normalizar), y calcular usando xs y
xo un valor aproximado del valor propio. Para esta aproximacion estimar el error
rigurosamente.

Solucién sugerida.

a) La matriz A es real y simétrica, entonces posee un sistema completo de vectores propios
Q = [uy uy ug]. Segin el Teorema de Gershgorin hay dos valores propios, Ay y A3,
en el intervalo [—1,4]; el tercer, A, de valor absoluto mdximo, pertenece al intervalo
[8,12]. Ahora sea Au; = A\u;. Supongamos que & = 0 en la representacion xy =
& uy + Eug + E3us. En este caso, tendriamos Axg = Ea\ous + E3A3us, entonces

| Azl < méx{|)\2|7 ’)‘3’}HwOH < Az = 4,
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mientras que
[ Ao = [|(1,1,10)"]| = 10,
una contradiccion. Entonces & # 0, y el vector xq es apropiado.
b) Sin normalizar obtenemos
x; = (1,1,10)", @, = (10,11,102)", =, = (101,114, 1041)".
El valor propio aproximado correspondiente es

- xlxs 108446
A o= 2220 = = 10,206682.
" xlz, 10625
Segiin el Teorema 4.4, sabemos que para una matriz A normal (por ejemplo, A simétri-
ca), entonces existe un valor propio A\j # 0 de A con
Aj— A |Az — Az ||
Aj [ Az,
donde T y A son aprozimaciones del vector y del valor propio, respectivamente. Aqui
hay que usar x = x5, A = A\ = 10,206682, y x3 = Ax para obtener

A — A
A

|23 — Axalls  2,031146
l|zslla.  1052,0827

= 0,001931.

J
Entonces,
|\ — M| < 0,001931|)\;| < 0,001931 - 12 = 0,023167.
Ejemplo 5.9 (Certamen 2, Curso 2010). Se considera la matriz

-10 -1 -1
A=|-1 2 1
-1 1 10

a) Demostrar que A posee tres valores propio A\; < Ay < A3, en particular Ai, Ay, A3 € R,
y que To = (0,0, 1) es un vector apropiado para iniciar la iteracion directa (método
de von Mises). Aviso:

~16 -1 2
det(A—4I)=|—-1 0 1
2 1 8

=4.

b) Determinar xs (usando el algoritmo bdsico, sin normalizar), y calcular usando x3 y
xo un valor aproximado del valor propio. Para esta aproximacion estimar el error
rigurosamente.

Solucién sugerida.

a) Dado que A es simétrica, sus valores propios son reales, y los circulos de Gershgorin
son

Ki=[-12,-8], K;=1[0,4], Ks=1[812].
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Dado que K; N K; = @ para i # j, cada uno de los circulos contiene exactamente un
valor propio, es decir \; € K; para © = 1,2,3. En el presente caso, aun no podemos
decidir si el valor propio de valor absoluto mdximo pertenece a Ky 0 a K3. Para obtener
mas informacion, calculamos el polinomio cardcteristico:
—-10—-Xx -1 -1
p(MA) =det(A—M)=| —1 2—X 1 |=-=X42\2+103)—200.
—1 1 10— A

Debido al signo del coeficiente de X3 y sabiendo ya que hay tres valores propios distintos
reales, concluimos que

(>0 para A < A\,
=0 para A = Ay,
<0 para A} < A < Ag,
p(A){ =0 para A= Ay,
>0 para Ay < A < g,
=0 para A = A3,
(<0 para A > A3.

Ahora, evaluando p(2; A) = 6 > 0 concluimos que Ay < 2. Por otro lado, la traza de
A es la suma de sus valores propios. En nuestro caso, \i + Ao + A3 = 2, es decir
AM+A3=2—X >0,
es decir Ay > —MA3. Dado que \y <0 y A3 > 0, esta desigualdad implica que
A1) = =\ < A3 = |\

Por lo tanto, A3 es el valor propio de mayor valor absoluto. Como A es simétrica, A
posee un sistema de vectores propios ortonormales. Sean w1, wy, us los vectores propios
correspondiente a los valores propios respectivos A1, Ao, A3. Sea xg = E1ur+Eus+E3us.
De acuerdo al Teorema 5.13 hay que demostrar que &3 # 0. Ahora, si fuera &3 =0, se
tendria que

(Gul Suy ) M&ur + Aabous)
&+&

A2 € [A1, Ag] C [—12,2].

R(xo; A) = R(§iuq + Sug A) =

A&+ e & &
- 2 2 T 2 51t 5 2
& +& G +& §+&
Pero, efectivamente,

R(x; A) = (0,0,1)(—1,1,10)" = 10 ¢ [-12, 2],

es decir &3 # 0; por lo tanto, xy es apropiado.
b) Iterando obtenemos

—1 —1 —105
r|1 = Awo = 1 s o = A:l:1 = 13 s L3 = Awg = 129
10 102 1034

I
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y el valor propio aprorimado

T
s~ Ag = R(my; A) = 278 10,1428,

Para estimar el error, utilizamos la parte (iii) del Teorema 5.4. Aqui esto significa que
existe un valor propio \; de A tal que

A — As
i

J

h | Azl EXE 1047,3

= 0,0906.

FEvidentemente, j = 3, y puesto que A3 € [8,12], llegamos a
A3 — As| < 12 % 0,0906 = 1,0874.
Mejores cotas son posibles.

Nos damos cuenta que la velocidad de convergencia de la iteracion directa depende deci-
sivamente del cociente |A\y/A\;1| < 1. Ahora, sean Ay, ..., A, los valores propios de A. Si y es
una aproximacién del valor propio A; y 0 < |\; — p| < |A\; — p| para todo j € {1,...,n}\{i},
entonces A — uI es regular y los valores propios 7, = 1/(A\y — p) de (A — puI)~! satisfacen

Viefl..oni\{if: nl > 7l
Ademas, max;; |7;|/|7:| es pequeno cuando la aproximacién del valor propio era buena.
Entonces, la iteracién directa aplicada a (A—puI)~! converge rapidamente. Esta es la idea del
método de interacién “inversa”, conocida también como Método de Wielandt. La observacién

decisiva para su ejecucién es que no hay que calcular explicitamente la matriz (A — uI)™;
en lugar de esto, en cada paso se resuelve el sistema lineal

(A= p)Zp1 = xp, Thyr = = !
[ezsy|
lo que cuesta poco esfuerzo computacional si una vez por siempre se ha calculado una des-
composicién triangular (por lo menos, con busqueda del pivote en la columna) de A — pul.
Entonces, si P(A —ul)Q = LR, calculamos para k € Ny sucesivamente los vectores zy, vy,

Wy Y Tg41:

mk—‘rl)

T~
zp = Pxy, Lv, =2z, Rw,=v,, Q Ty =wy.

Ahora, usando la nueva aproximacién xj,;, podriamos calcular una nueva aproximacion
del valor propio, determinar una nueva descomposicion triangular, etc. Pero, en general, el
esfuerzo computacional para realizar esto es excesivo.

El siguiente teorema provee informacion acerca de un vector inicial apropiado.

Teorema 5.14. Sea A € C"*" diagonalizable, Au; = A\u;, i = 1,...,n, ||u;lla = 1 para todo
1, donde U = [ul e un] es el sistema completo de vectores propios de A y P(A—pl)Q =
LR con matrices de permutacion P y Q, L una matriz triangular inferior con diagonal
(1,...,1) y elementos de valor absoluto < 1, y R una matriz triangular superior. Ademds
definimos el indice s a través de

’st‘ = 1211% |sz|7
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y R := diag(o,}, ..., 0, )R. En este caso, si j no es un valor propio, sabemos que

) ) ENTNPE
min |A; — p| < v/nloss| cond)p, (U) < min [A; — pf||.L Hall B2 condy, (U)v/n.

1<j<n
St definimos a1 por

RQTwl = 0Oss€1

(lo que corresponde a xo := 0, P " Le,), y el indice k por

1<i<n

n
6] = méx ¢, donde @y =) Gy,
=1

entonces sabemos que el valor propio correspondiente Ay satisface
3/2
IAe — p| < n¥2|og| cond), (T).
FEso significa que si los valores propios de A son suficientemente separados (comparado con
min<j<, |\; — p|), entonces

[Ae = pf = min [A; — pf

1<j<n

Y T es una aproximacion apropiada para iniciar la iteracion inversa.

Demostracion. Cambiar el valor g4 en la descomposicion triangular a cero es equivalente a
cambiar A — uI a

B:=A—ul —o,,P"Le,elQ",
y la matriz B es singular. En este caso, el Teorema 5.7, aplicado al valor propio cero de B
y el valor propio A\; — u de A, entrega
N = p] = |0 = (N = )| < condy, (U)]oss|[| P Lese Q> < v/noss| condy, (U)
para un indice 7 apropiado. Ahora, sea j, definido por

Ao — a1l = min [ — pl.

1<i<n
Dado que [luj[[> = 1, sabemos que
1
—1
(A —pl)” uy, = N =t
lo que implica que

1 A1 1
— < (A= puD7], = [(PTLRQY) ||, < ILT']2|R ||a—,
o Sl =D, = [[(PELRQT ], < LT Ry

es decir,
, -1 51
00l < i Py = 127 o1
Segun la definicion de @y y del indice k, tenemos que

L < |zl < nél.
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Ademas,
Lo = Zfi(/\i - M)’Un‘,
i=1

&6l — 1] < NU aolla = (U 055 P Leg||s < |oss| [U |27,
A = 1] < 02055 1U |2 < 0% 05s] condp, (U).
-

Si la descomposicion triangular se ha ejecutado con busqueda del pivote en la matriz,

entonces los elementos de R satisfacen g;; = 1y |d;;] < 1. En este caso, || L™ ||2||ﬁ_1||2 puede
ser estimado como una funcién solamente de n. Si 4t = A; para un indice j, entonces g3 = 0
y &1 mismo es el vector propio asociado.

Vemos que g4, converge linealmente a cero con respecto a minjcj<, |A; — p|. Pero no
aparecen problemas numeéricos al determinar ;.

Tambien aqui se puede formular un teorema analogo al Teorema 5.12, es decir, cuando
p—2A; = f(n)ve, tenemos 1 ~ u,; hasta un error del tamaiio O(¢), pero donde hay términos
posiblemente grandes como amplificadores del error.

Ejemplo 5.10 (Tarea 29, Curso 2006). Se considera la matriz

1000 10 1 10 0] (1000 10 1
A= |[-1000 =20 -2 =|-1 1 O 0 —-10 -1| =LR.
1000 20 3 1 -1 1 0 0 1

a) Ejecutar un paso del método de Wielandt para determinar el valor propio mds pequerio
de AT A usando p = 0. Elegir el vector inicial para la iteracion de Wielandt como
(a,b,¢)", a,b,c = %1 de tal forma que |(R™") xo||s sea lo mds grande posible.

b) Determinar una cota inferior realista para | A~ ||s.

Solucién sugerida.

a) Usamos que

0,001 0,001 0 0,00l 0 0
R'=| 0 -01 -01|, (RH"=1]0001 —01 0],
0 0 1 0 —01 1

entonces o = (1,—1,1)T. Aprovechando que A" A = R'LY LR, podemos resolver el
sistema AT Az, = xo con
3000000 50000 6000

ATA = | 50000 900 110
6000 110 14

para obtener

0,0014
x; = | —0,3604
2,3010
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Entonces

TA T
R(zy; ATA) = L2010 _ T1T0

= = 0,4909
riz riz ’ ’

lo que representa un valor aprozimado del valor propio menor de AT A.

b) Sabemos que el valor propio mas pequeno de ATA satisface Amm(ATA) < 0,4909,
entonces Q(A_lA_T) > 2,0371. Dado que para cada matriz B, BB" y BYB tienen
los mismos valores propios, sabemos ahora que

A2 = \/Améx(A‘TA‘l) = \/Améx(A—lA—T) > 1/2,0371 = 1,4272.

Ejemplo 5.11 (Certamen 2, Curso 2010). Se considera la matriz

-10 1 -1
A= 1 2 1
1 1 13

a) Demostrar sin calcular el polinomio caracteristico que A tiene tres valores propios
reales distintos, A\ < Ay < As.

b) Partiendo de o = (1,1,1)T, y eligiendo un valor p € {—7,1,8} apropiado (con justi-
ficacion), calcular un paso de iteracion inversa (método de Wielandt) para determinar
una mejor aprorimacion del vector propio que corresponde a As.

c) Utilizando el resultado de (b), calcular una mejor aproximacion de Ao.

Solucién sugerida.
a) Los circulos de Gershgorin son
{ze@}]z+10\ 2}, Ko={zeC|lz—2| <2},
={zeC||z—-13| < 2}.
Dado que K; N K; = @ para i # j, cada uno de los circulos contiene exactamente
un valor propio, es decir \; € K;, i = 1,2,3, por lo tanto \; # \; para i # j.
Ademds, los valores propios deben tener partes reales diferentes, por lo tanto sabemos
que )\1 S [—12,—8], )\2 S [0,4] Yy )\3 S [11, 15]
b) De los tres valores propuestos, se debe escoger aquél que estd mas cerca de Ay que de
A1 0 A3. De acuerdo al resultado anterior, sabemos que
‘)\1+7|\ ) ‘)\2+7’/ ) |>\3+7‘> 87
|)\1_1|>97 |A2_1|< ) |)\3_1|> Oa
> 167 ‘>\2_8’ = 7 |>\3_8| =

Solamente el valor p = 1 estd mas cerca de Ay que de \y o A\3. La iteracion inversa
consiste en resolver el sistema (A — ul)x; = xo, en este caso

—-11 1 -1 1 0
1 1 1 ]lxy=11], conelresultado obvio x; = |1
1 1 12 1 0
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c) Una mejor aproximacion de Ay estd dada por R(x1; A) = 2. (Los verdaderos valores
propios de A son Ay = —10,0398, Ay = 1,9925 y A3 = 13,0473.)

5.7. El método QR

Empezamos por el siguiente teorema, que es una reformulacién del Teorema 1.1:

Teorema 5.15. Sea A € C"*". Sea A*x = A\x con © # 0, y Q € C"" unitaria tal que
Qe,, = ax. Entonces
Q*A*Qen = j‘ena

es decir

Q" AQ = A : con A € Cn—Dx(n=1)

*

Supongamos ahora que iy es una aproximacién “buena” de un valor propio A de A, y que
la aplicacion del método de Wielandt es razonable. Supongamos, ademds, que disponemos
de la siguiente descomposicion QR de A — oI (ver Teorema 5.15):

A — IU()I = QORO'
(0)

Se tiene que g;;” — 0 cuando pp — A para al menos un indice ¢. Si A es una matriz del
tipo Hessenberg superior con elementos subdiagonales diferentes de cero (éste es el tinico
caso interesante en la practica), entonces necesariamente se tiene que i = n, por lo tanto
enfocaremos la discusién en este caso. Entonces, se supone que gn% es “muy pequeno”. En
tal caso

Qo(A — pol) = QyQyRy = (A" — 1s])Q, = Ry,
luego
(A"~ fiI)Qpen = Rien = oilen 0, (2] = loi)| ~ 0),
es decir, obviamente el vector
z = Qpe, (5.22)

es un buen vector propio aproximado de A" — fioI, es decir un vector propio a izquierda
aproximado de A — oI, y este vector surge del método de Wielandt para A* con el shift i
y &g = @ﬁﬁlen. Ademas observamos que

Qo(A” — [ I)Qe, = 0,
es decir
e, QoAQ, = e,
lo que significa que la ultima fila de
QoAQ, = Qp(QoRo + 1ol)Qy = RoQq + pol
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contiene s6lo elementos pequenos fuera de la diagonal (ver Teorema 5.8). Como (5.22) es
una buena aproximacién del vector propio, una aproximacién del valor propio posiblemente
mejor viene dada por

fii == R(x; AY) = el QA Qe, = all)

nn’

es decir
py =o'l con Ay = QAQ, = RoQ, + 1ol
En virtud de lo anterior repetimos los calculos para A; — I = RyQy + (po — p1)I. Sea
entonces la descomposicion QR de A; — py I dada por
A1 — ,ulI = QlRl-
En virtud de
(AT - /v_LlI)Qlen - ng)en
& (QAQy — mI)Q,e, = o},
& (A —nDQ,Q, = o)
podemos considerar s = Q,Q;€, como resultado de otro paso de Wielandt, ahora con
otro desplazamiento espectral (posiblemente mejor). Esto sugiere la siguiente versién basica
del algoritmo QR. Sea A, := (agg)) :=Ay e (0,1) (por ejemplo, § = 1072). Luego, para
k=0,1,..., realizamos los siguientes pasos.

1. Se elige p en forma adecuada, por ejemplo

k—1)
= 0 &k:—OoZ‘a( >5}a(k D7, (5.23)
ot en caso contrarlo.
2. Se calcula la descomposicion QR
Ay — el = Q Ry
3. Se calcula
Apr = RieQp + 1.

Teorema 5.16. Sean las sucesiones {Ag}treng, {Qkrene ¥ { Rk }ren, definidas por el algo-
ritmo definido arriba y sea py ningun valor propio de A para todo k. Sean

Qk =QuQ, - Qy, Rk =Ry - R Ry.

Entonces
(A=) (A= I)(A— o) = Q. Ry, (5.24)
Qe,, = %(((A — ) (A — I (A - MoI))”)Zn, (5.25)

donde T, satisface

il = || (A= )+ (A= i D(A = D)) ) e, (5.26)
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y si se considera len como aproximacion del vector propio correspondiente al valor propio
Ao de A",
all) = R(Qy_1en; A)
=N+ enQr 1 (A—XI)Q; e,
Demostracion. Se puede calcular que
A=R 1Qp  + i I+ Q1 (Apy — e 1)Qp_y + prx 1
—Q; A1Q, = =Q_,  QAQ, --Q,_,
= szlAQk—lu

(5.27)

luego
A —pil = Qj—lAth';fl — pil
= Qj—l(Aj - MjI)Q;—1
= quQjRjQ;—l
= QjRjQ;—l
y por lo tanto
(A=) (A= mI)(A=pod) = QRiQ; Qi Ry 1+ QyRy
= Qksz Ry Ry = QkRk>
lo cual demuestra (5.24). Concluimos entonces que

~—1 ~x

(A= poD) ™ (A= D)) e = (B, Qi) en = =g @uen
En virtud de ||Q.e,|| = 1 obtenemos (5.25), (5.26).
Sea ahora Ay un valor propio de A y
v = (A" = NI)Q,_ e,

= (Qk—lAZQZ—I - /_\OI)Qk—lena

entonces
eE = Aoef + UZQkﬂ,
lo que implica que
agﬁz =el Ae,

= Ao+ v;Qy_1€en

= eEQZ_l(A — D)@ 1en + Ao

= R(Qk—len§ A),

lo cual concluye la demostracién de (5.27). [ |
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Entonces en cada caso len es el resultado del método de Wielandt con los shifts va-
riables fig, ..., i (para A") y o) es el cociente de Rayleigh correspondiente a la ultima
aproximaciéon del vector propio. Los resultados del Teorema 5.2 y de la Seccién 5.6 demues-
tran que en concordancia con esto la ultima fila de A, convergera rapidamente a cero fuera
de la diagonal si g ha sido una aproximacion del valor propio suficientemente buena. El
método es iniciado con el shift 0 hasta la convergencia empieza a manifestarse en la tltima
fila (ver (5.23)). Al respecto tenemos el siguiente teorema de convergencia.

Teorema 5.17. Sea A € C"*". Supongamos que para los valores propios de A se tiene
A1l > (A2 > ... > |A] > 0.

Sea, ademds, YA = AY, donde A = diag(\i,...,\,) (es decir Y = X si X es un
sistema completo de vectores propios de A). Supongamos, ademds, que Y posee la descom-
posicion triangular’Y = Ly Ry, donde Ly es triangular inferior, Ry es triangular superior
y diag(Ly ) = (1,...,1). Entonces para el algoritmo QR con p =0 se tiene que

a® 2 para todo ¢,j tal que ¢ > j, «

(k) k—oo
¢ A

i T
Precisamente, para q := méx;~; |\;/A;| se tiene que

(%)

a;;’ = O(¢") parai < j cuando k — oo, o =\ 4+ 0(¢") cuando k — .

K
Demostracion.

1. Sea X :=Y !, es decir A = XAY y por lo tanto
AF = XA'Y = XA*"Ly A""A*Ry.
Sea,
XAFLA™* =U,R,
una descomposicion QR con @Ef >0 para i = 1,...,n. (Esta descomposicién es de-
terminada en forma tnica y Ry depende en forma realmente diferenciable de las partes
real e imaginaria de la matriz (factor de Cholesky).) Entonces

Ak == UkRkAkRY = UkRk7 Rk = RkAkRY
se convierte en una descomposicién QR. Por otro lado, a su vez
Ak - Qk—1ék—1

también es una descomposicién QR. Como la descomposicion QR es Unica hasta una
transformacion unitaria diagonal, sabemos que existe una matriz ©; € C"*™ tal que

Ok =1, Qk_1 =Ui®yy Ry = @kRk-
2. Ahora se analiza el comportamiento limite de A* Ly A™". Para Ly = (I;;) se tiene que
0 para @ < 7,
(AkLYA_k)ij =9q1 para i = j,
O(|Ai/Ajl") - para i > j,
es decir
ALy A™ =T+ 0(¢").
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Si X = QxRx denota una descomposicion QR de X con X > 0, entonces
XA'LyA™ = QxRx (I + O(¢")) = U, Ry,
y por lo tanto
R, = Rx +0(¢"), Ur=Qx+0(d").

(El factor de Cholesky de una matriz definida positiva depende en forma realmente
diferenciable de las 2n? partes reales e imaginarias de las entradas de la matriz.)

3. Finalmente estudiamos el comportamiento limite de @, A®. Utilizando que Q% = Q%
calculamos lo siguiente:

GkAC:)k = GkQZ—lAQk—lék‘
= U AU,
= (Qx +0(¢d") " A(Qx + O(¢"))
— (RxX '+ O(¢")) XAX (X Ry + O(¢")
— RxARY + O(d").

Pero los elementos diagonales de Rx AR son, precisamente, los \;. Esto concluye la
demostracion.

Comentamos que la hipétesis de la existencia de una descomposicién triangular de Y es
prescindible. Siempre existe una descomposicién triangular del tipo

PY =Ly Ry
con una matriz de permutacion
T
e,
P = :
eT

ylij =0sii>jym < m. (La estrategia de pivoteo correspondiente consiste en elegir
el primer elemento diferente de cero en la columna correspondiente.) Insertando esto en
la demostracién del Teorema 5.17 obtenemos que ozif e Ar, cuando k — oo. Los demaés
enunciados siguen validos.

En la préctica los valores multiples se descomponen en “clusteres” de valores propios
vecinos. Tales “clusteres” se dissuelven en valores propios de valor absoluto diferente, con
la excepcion de pares de valores propios complejos conjugados y shifts reales. Para un tal
cluster de valores propios cerca de cero los cocientes |);/\;| siempre son muy diferentes de 1.

Finalmente comentamos que si revisamos la demostracion del Teorema 5.17 en el caso

M| == el > o] = Al

resulta que

k k—o0

Lk k—oo .
o, n-1; — 0 paraj=1...,n—2.
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En tal caso podemos aproximar A\, y A\,_; a partir del minor 2 x 2 a derecha inferior. Para
el caso de valores complejos conjugados de una matriz real existe una técnica “double shift”,
basada solamente en computaciones reales, que también en este caso entrega una aceleracion
de la convergencia.

En virtud de los comentarios anteriores podemos concluir que en la prdactica, y bajo la
implementacién de medidas adicionales, el algoritmo QR converge para toda matriz. Si los
elementos de la ultima fila fuera de la diagonal han llegado a ser suficientemente pequenos
se empieza con la técnica de los “shifts”, la cual acelera la convergencia enormemente. Si
los elementos de la tultima fila son practicamente cero podemos usar la transformacion del
minor (n — 1) X (n — 1) a izquierda superior para la construccién de la transformacién QR
de la matriz completa:

Q c C(n—l)x(n—l) — |:602 ?:| e X,

Esta técnica sélo se necesita si uno desea determinar todos los vectores de la matriz triangular
limite (y a partie de estos, todos los vectores propios de A). En los demas casos simplemente
se puede reducir la dimensién del problema.

Al utilizar la descomposicion QR de una matriz del tipo Hessenberg o tridiagonal pode-
mos obtener el factor Q facilmente como producto de n— 1 matrices de Givens. Este método
anula los elementos subdiagonales (i 4+ 1,7), i = 1,...,n — 1, en su orden natural mediante
una combinacion de las filas ¢ e 7 + 1. Efectivamente, si denotamos a := o;; y b 1= ayq1,
entonces la multiplicacién por la “rotacion de Givens”

1
1
Q. = c s c= U s = —b
Y § =¢ . ’ V0al? + [b]?’ Vial? + [b]?
— 1_

entrega lo solicitado. (Geométricamente esto corresponde a una rotacion y reflexién.) En el
caso real, {2; es simétrica, y se tiene que

A—puIl=9Q---Q, 1 R=QR,
RQ +pl = Ry - Qo + pul.

Se obtienen resultados ain mas favorables mediante la técnica de shift de Wilkinson.
Esta técnica es basada en utilizar como shift u; aquel valor propio de la matriz

k k
al f)l,nfl af(zzl,n
(k) (k)

n
an,n 1 Qnn
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que estd més cerca de o). En el caso de o) = 047(1—)1 n_1 v valores propios reales se toma el

menor. (En el caso no hermitiano esta matriz también puede poseer valores propios complejos,
en particular si A misma posee valores propios complejos.)
Para la técnica de shift de Wilkinson se tiene el siguiente teorema.

Teorema 5.18. Sea A, = A una matriz tridiagonal irreducible. Sean las matrices

M (k k
C—Mgk) fpk;
A ol
Ap = ’
k k k
5(—) (}51—)1 ﬁq(z—)1
A, ol

determinadas por el algoritmo QR, donde para todo k se elige el shift py de acuerdo a la
técnica de Wilkinson. Entonces siempre tenemos convergencia, es decir

B, 2% 0.

n—1

St también se tiene que

W EZ g, g Ry g oW R N =12
incluso tenemos que
B(kJrll) k—o0 1
-~ =c>0,
(57(1]1)1)3(57(1’1)2)2 [An1 = )‘”|3|)‘"—2 = Al

es decir la convergencia es mds rapida que ciubica.

Para matrices hermitianas arbitrarias existe un analogo de la técnica de shift de Wilkin-
son que lleva a convergencia global, ver B.N. Parlett, The Symmetric Figenvalue Problem.
(Corrected reprint of the 1980 original. STAM, Philadelphia, PA, 1998.) En el caso hermitiano
la combinacién de las transformaciones de Householder a forma tridiagonal y el algoritmo
QR con técnica de shift de Wilkinson entrega un algoritmo extremadamente eficiente para
determinar todos los valores y vectores propios. Los valores propios se forman en la diagonal
en el transcurso de las computaciones si se aplica la técnica de shift explicita indicada arriba;
sin embargo esto no sucede en un orden elegible.

Apenas que para la determinacién del [-ésimo valor propio la cantidad | Bl(k) | sea suficien-
temente pequena, por ejemplo cuando se satisface

169] < e[| Al
(k)

se acepta a;}; como valor propio. En tal caso en los pasos siguientes sélo se debe tratar
la matriz restante a izquierda superior de la dimensién n — [. La acumulacién de todas las
transformaciones de similaridad unitarias aplicadas entrega la matriz de los vectores propios.



