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Caṕıtulo 1

Conceptos básicos

Designaremos por Cn×n el espacio de las matrices cuadradas de tamaño n × n en el
cuerpo C, mientras que cuando los coeficientes pertenezcan al cuerpo R, usaremos la nota-
ción Rn×n.

Definición 1.1. Para A ∈ Cn×n se definen la matriz transpuesta como la matriz B de
entradas bij := aji, y la matriz conjugada transpuesta de A como la matriz C de entradas
cij := āji. Notación: A

T := B y A∗ := C.

Definición 1.2. Una matriz A ∈ Cn×n se dice simétrica si A = AT, hermitiana si A = A∗,
ortogonal si AAT = ATA = I y unitaria si AA∗ = A∗A = I.

Una manera de caracterizar la ortogonalidad, respectivamente la unitariedad, de una
matriz A es a través de las igualdades A−1 = AT y A−1 = A∗, respectivamente.

Definición 1.3. Un escalar λ ∈ C se dice un valor propio de una matriz A ∈ Cn×n si existe
x ∈ Cn, x ̸= 0 tal que Ax = λx. En tal caso, el vector x se llama vector propio de A
asociado a λ.

Definición 1.4. Sea λ ∈ C un valor propio de A. Se llama espacio propio asociado a λ al
conjunto L(λ) := {x ∈ Cn | Ax = λx}.

El conjunto L(λ) contiene, además del vector nulo, a todos los vectores propios asociados
a λ. Se puede demostrar que L(λ) es un subespacio vectorial de Cn con dimensión ϱ(λ) dada
por ϱ(λ) = n − rango(A − λI). El número ϱ(λ) también se llama multiplicidad geométrica
de λ.

Lema 1.1. Sea A ∈ Cn×n. Un escalar λ ∈ C es un valor propio de A si y sólo si

det(A− λI) = 0.

Demostración. De acuerdo a la Definición 1.3, un escalar λ ∈ C es un valor propio de A si y
sólo si existe x ∈ Cn, x ̸= 0 tal que Ax = λx, equivalentemente, si y sólo si (A− λI)x = 0
con x ̸= 0. Esta última relación es un sistema lineal de ecuaciones homogéneo de n ecuaciones
y n incógnitas. Para no obtener únicamente la solución trivial x = 0, que no nos interesa,
imponemos la condición necesaria y suficiente det(A− λI) = 0.

La expresión

fA(λ) := det(A− λI)

es un polinomio de grado n que se llama polinomio caracteŕıstico de A, y tiene la forma
fA(λ) = (−1)n(λn + αn−1λ

n−1 + · · · + α1λ + α0). Si λ1, λ2, . . . , λk son los ceros (las ráıces)
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6 1. CONCEPTOS BÁSICOS

polinomio caracteŕıstico, entonces fA(λ) puede factorizarse como

fA(λ) = (−1)n(λ− λ1)
β1(λ− λ2)

β2 · . . . · (λ− λk)
βk ,

donde β1, . . . , βk son números naturales tales que β1+· · ·+βk = n. El número βi, i = 1, . . . , k
de veces que se repite el factor (λ − λi) se llama multiplicidad algebraica de λi. Al valor
propio λi le corresponden a lo más βi vectores propios linealmente independientes. El número
de vectores propios de A asociados al valor propio λi, y que son linealmente independientes,
es igual a ϱ(λi). En otras palabras, se tiene que ϱ(λi) ⩽ βi para i = 1, . . . , k.

Ejemplo 1.1. La matriz diagonal del tamaño n×n, D := µI con µ ∈ C, tiene el polinomio
caracteŕıstico fD(λ) = (µ− λ)n. Luego λ = µ, único valor propio de D, tiene multiplicidad
algebraica n y multiplicidad geométrica n. Esto indica que L(µ) = Cn, es decir, todo vector
x ∈ Cn, x ̸= 0 es vector propio de D asociado a µ.

Ejemplo 1.2. Consideremos la matriz

A; =




µ 1 0 . . . 0

0 µ 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . µ 1
0 . . . . . . 0 µ



∈ Rn×n, µ ∈ C,

que tiene el mismo polinomio caracteŕıstico que la matriz del Ejemplo 1.1; efectivamente,

fA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ− λ 1 0 · · · 0

0 µ− λ 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . µ− λ 1
0 · · · · · · 0 µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (µ− λ)n.

En este caso, el único valor propio de A, λ = µ, tiene multiplicidad algebraica n, mientras
que su multiplicidad geométrica es ϱ(µ) = 1. En efecto, a partir de la Definición 1.4,

L(µ) =
{
x ∈ Cn | (A− µI)x = 0

}

=




x ∈ Cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




0 1 . . . 0
0 1

. . . . . .
0 1

0 0







x1

x2
...

xn−1

xn




=




0
0
...
0
0








,

esto es,

L(µ) = {x ∈ Cn | x2 = 0, . . . , xn = 0} =
{
x = (x1, 0, . . . , 0)

T | x1 ∈ C
}
.

Lo anterior muestra que ϱ(µ) = dimL(µ) = 1.
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Definición 1.5. Sean A y B ∈ Cn×n. Las matrices A y B se dicen similares si existe una
matriz P ∈ Cn×n invertible tal que

B = P−1AP . (1.1)

Lema 1.2. Sean A y B ∈ Cn×n. Si A y B son similares, entonces ellas tienen los mismos n
valores propios, contando su multiplicidad algebraica. Además, si x es un vector propio de A,
entonces P−1x es un vector propio de B, con P que satisface (1.1).

Demostración. Como A y B son similares, existe P invertible tal que B = P−1AP . De lo
anterior se deduce que A = PBP−1 y luego

fA(λ) = det(A− λI) = det(PBP−1 − λPP−1) = det
(
P (B − λI)P−1

)
.

Como

∀A,B ∈ Cn×n : det(AB) = det(A) det(B),

entonces

det(P ) det(P−1) = det(PP−1) = det(I) = 1

y en consecuencia,

fA(λ) = det(P ) det(B − λI) det(P−1) = det(B − λI) = fB(λ).

Eso muestra que A y B tienen el mismo polinomio caracteŕıstico y por lo tanto los mismos
n valores propios, contados con sus respectivas multiplicidades algebraicas.

Consideremos ahora un valor propio λ de A y un vector propio x asociado a λ. Multi-
plicando la ecuación Ax = λx desde la izquierda por P−1 obtenemos

P−1Ax = λ(P−1x). (1.2)

Por otra parte,

P−1Ax = P−1A(PP−1)x = (P−1AP )(P−1x),

lo cual, en virtud de la igualdad B = P−1AP , conduce a

P−1Ax = B(P−1x). (1.3)

Se sigue de las igualdades (1.2) y (1.3) que B(P−1x) = λ(P−1x). Notando que P−1x ̸= 0,
concluimos que P−1x es un vector propio de B asociado al valor propio λ.

Definición 1.6. El conjunto B = {u1, . . . ,un} ⊂ Cn se dice una base ortonormal de Cn si

u∗
iuj = δij =

{
1 para i = j,

0 para i ̸= j.

Teorema 1.1 (Forma normal de Schur). Sea A ∈ Cn×n. Entonces existen matrices U ,T ∈
Cn×n, U unitaria y T triangular superior, tales que T = U ∗AU = U−1AU . Es decir, A
es unitariamente similar a una matriz triangular superior.
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Demostración. Procedemos por inducción sobre el tamaño n×n de la matriz A. Para n = 1,
es trivial porque basta elegir U =

[
1
]
y T = A. Supongamos que el resultado es válido

para todas las matrices del tamaño (k − 1) × (k − 1). Probemos que es cierto para todas
las matrices de tamaño k × k. Sea A ∈ Ck×k y consideremos un valor propio λ1 de A y
u(1) un vector propio asociado elegido de manera que ∥u(1)∥22 = (u(1))∗u(1) = 1. Ahora, de
acuerdo al Teorema de Completación de Base, podemos elegir una base ortonormal de Ck

que contenga a u(1), digamos B = {u(1), . . . ,u(k)}, y definir la matriz unitaria P 1 ∈ Ck×k

por

P 1 :=
[
u(1) u(2) · · · u(k)

]
.

A continuación consideremos la matriz B1 = P ∗
1AP 1. Notemos primero que

AP 1 =
[
Au(1) Au(2) · · · Au(k)

]
=
[
λ1u

(1) v(2) · · · v(k)
]
, (1.4)

donde v(j) := Au(j) para j = 2, . . . , k. Al multiplicar por la izquierda (1.4) por P ∗
1 se obtiene

B1 = P ∗
1

[
λ1u

(1) v(2) · · · v(k)
]
=
[
λ1P

∗
1u

(1) P ∗
1v

(2) · · · P ∗
1v

(k)
]
.

Como P ∗
1P 1 = I y dado que u(1) es la primera columna de P 1, entonces

P ∗
1u

(1) =




1
0
...
0


 ,

y por lo tanto

B1 =




λ1 α2 · · · αk

0
... A2

0


 ,

donde A2 ∈ C(k−1)×(k−1) y α2, . . . , αk son escalares en C. Aplicamos la hipótesis de inducción
para concluir que existe P̂ 2 ∈ C(k−1)×(k−1), P̂ 2 unitaria, tal que

P̂
∗
2A2P̂ 2 = T̂ , (1.5)

con T̂ triangular superior. Entonces, al definir la matriz P 2 ∈ Ck×k por

P 2 :=




1 0 · · · 0
0
... P̂ 2

0


 ,

obtenemos

P ∗
2P 2 =




1 0 · · · 0
0
... P̂

∗
2P̂ 2

0


 = I.
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Aśı, P 2 es unitaria y además satisface

P ∗
2B1P 2 =




1 0 · · · 0
0
... P̂

∗
2

0







λ1 α2 · · · αk

0
... A2

0


P 2 =




λ1 α2 · · · αk

0
... P̂

∗
2A2

0


P 2

=




λ1 α2 · · · αk

0
... P̂

∗
2A2

0







1 0 · · · 0
0
... P̂ 2

0


 .

Al realizar la multiplicación de matrices indicada y usando (1.5) llegamos a

P ∗
2B1P 2 =




λ1 ω2 · · · ωk

0
... P̂

∗
2A2P̂ 2

0


 =




λ1 ω2 · · · ωk

0
... T̂
0


 =: T ,

donde T es una matriz triangular superior y los ωj, j = 2, . . . , k, están dados por

ωj = (α2, . . . , αk)P̂
(j)

2 ,

donde P̂
(j)

2 es la columna j de P̂ 2.
Como

T = P ∗
2B1P 2 = P ∗

2(P
∗
1AP 1)P 2 = (P 1P 2)

∗A(P 1P 2),

podemos elegir U como la matriz unitaria U = P 1P 2 con lo cual T = U ∗AU . A partir del
principio de inducción se concluye la validez del teorema.
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Caṕıtulo 2

Métodos directos para la solución de sistemas lineales (Parte I)

En este caṕıtulo se consideran métodos directos para la solución de sistemas lineales

Ax = b, A ∈ Kn×n, b ∈ Kn, K = R o K = C, (2.1)

donde se supone que det(A) ̸= 0. (Un método directo entrega la solución exacta del problema
en un número finito de pasos, al contrario de los métodos iterativos, que se estudiarán más
adelante.)

Teóricamente, la solución de (2.1) está dada por x = (ξ1, . . . , ξn)
T con

ξi =
det
([
a1 · · · ai−1 b ai+1 · · · an

])

det(A)
, i = 1, . . . , n,

donde

A =
[
a1 · · · an

]
.

Esta regla es conocida como regla de Cramer. Practicamente, sólo en el caso n = 2 o para ma-
trices A especiales, la fórmula es util por razones de esfuerzo computacional y la acumulación
de errores de redondeo.

El problema (2.1) nos lleva al problema más general

AX = B, A ∈ Kn×n, X ∈ Kn×p, B ∈ Kn×p, (2.2)

el cual incluye el problema de

AX = I

de encontrar la inversa A−1 de A. Para resolver (2.2), tomamos en cuenta que este problema
representa la solución simultánea de p problemas del tipo (2.1), dado que para

X =
[
x1 · · · xp

]
, B =

[
b1 · · · bp

]
,

tenemos que

AX = B ⇐⇒ Axi = bi, i = 1, . . . , p.

En particular, el problema de encontrar la inversa A−1 es equivalente a n problemas del tipo
(2.1), dado que

AX = I ⇐⇒ Axi = ei, i = 1, . . . , n,

11
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con X =
[
x1 · · · xn

]
y

ei :=




0...
0
1
0...
0



← i.

2.1. Sistemas lineales escalonados. Matrices triangulares y su inversión

Definición 2.1. Sea A = (αij) ∈ Kn×n. Si αij = 0 para j < i, entonces A se llama matriz
triangular superior; si αij = 0 para i < j, entonces A se llama matriz triangular inferior.
Un sistema lineal con una matriz triangular se llama escalonado.

Los sistemas escalonados juegan un rol importante, dado que sus soluciones pueden ser
determinadas fácilmente, por ejemplo en el caso de una matriz A triangular superior:

α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn = b1,

α22x2 + · · ·+ α2nxn = b2,

...

αn−1,n−1xn−1 + αn−1,nxn = bn−1,

αnnxn = bn.

Se usa la última ecuación para calcular xn = bn/αnn, luego se reemplaza xn en la penúltima
ecuación para determinar xn−1, etcétera. Recordamos que para una matriz A triangular,

det(A) =
n∏

i=1

αii ̸= 0⇐⇒ ∀i = 1, . . . , n : αii ̸= 0.

Una matriz triangularR puede ser invertida fácilmente resolviendo los n sistemas lineales
con las n columnas unitarias. Como la inversa R−1 nuevamente es una matriz triangular del
mismo tipo, resultan simplificaciones significativas. La solución x del sistema Rx = ei no
depende de las columnas i+ 1, . . . , n de R. Entonces, si particionamos la matriz R como

R =

[
R11 r
0 ϱ

]
, R11 ∈ K(n−1)×(n−1), r ∈ Kn−1, ϱ ∈ K,

obtenemos la fórmula

R−1 =

[
R−1

11 −ϱ−1R−1
11 r

0 ϱ−1

]
,

es decir para la implementación de la inversión de una matriz triangular superiorR, podemos
sucesivamente reemplazar las columnas n, n−1, . . . , 2, 1 (en este orden) deR por las columnas
de R−1.
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2.2. El método de eliminación de Gauss

La idea del método de eliminación de Gauss consiste en transformar un sistema arbitrario
con una matriz n× n regular en un sistema con una matriz triangular superior, usando a lo
más n− 1 pasos de transformación de equivalencia:




∗ · · · · · · · · · ∗
...

...
...

...
...

...
∗ · · · · · · · · · ∗







∗
...
...
...
∗




=




∗
...
...
...
∗



⇐⇒




∗ ∗ · · · · · · ∗
0

...
...

...
...

...
...

...
...

0 ∗ · · · · · · ∗







∗
...
...
...
∗




=




∗
...
...
...
∗




⇐⇒




∗ ∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ ∗ ...
... 0

...
...

...
...

...
...

0 0 ∗ · · · ∗







∗
...
...
...
∗




=




∗
...
...
...
∗



⇐⇒ · · · ⇐⇒




∗ ∗ · · · · · · ∗
0 ∗ ...
... 0

. . .
...

...
. . . ∗ ∗

0 0 · · · 0 ∗







∗
...
...
...
∗




=




∗
...
...
...
∗




.

En esta representación esquemática del algoritmo, el śımbolo “∗” representa una entrada que
puede asumir un valor diferente de cero, mientras que por “0” se marca cualquier entrada
que debe ser nula debido a la definición del algoritmo.

En el i-ésimo paso, i = 1, . . . , n− 1, usamos las siguientes transformaciones:

a) Si es necesario, intercambiamos la fila i con una de las filas i+ 1, . . . , n del sistema.
b) Si aśı se desea, intercambiamos la columna i con alguna de las columnas i+1, . . . , n del

sistema. Tal medida sirve para reducir el efecto de acumulación de errores de redondeo.
c) Sustracción de múltiples apropiados de la fila i de las filas i+ 1, . . . , n.

Para la administración de los pasos, usaremos el siguiente esquema, que tambien incluye
los números de filas y columnas. Sean

α
(1)
ij := αij, i, j = 1, . . . , n; β

(1)
i := βi, i = 1, . . . , n.

Al iniciarse la computación, el esquema está dado por

1 2 · · · n

1 α
(1)
11 α

(1)
12 · · · α

(1)
1n β

(1)
1

...
...

...
...

n α
(1)
n1 α

(1)
n2 · · · α

(1)
nn β

(1)
n

.
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Después de i− 1 pasos, el esquema asume la siguiente forma:

σ̃
(1)
1 · · · · · · · · · σ̃

(i−1)
i−1 σ

(i)
i · · · σ

(i)
n

π̃
(1)
1 α̃

(1)
11 ∗ · · · ∗ α̃

(i−1)
1,i−1 α̃

(i)
1,i · · · α̃

(i)
1,n β̃

(1)
1

... 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ...

...
... 0

. . .
...

...
...

...
...

...
. . . ∗ ∗ ∗ ∗ ...

π̃
(i−1)
i−1 0 · · · · · · 0 α̃

(i−1)
i−1,i−1 α̃

(i)
i−1,i · · · α̃

(i)
i−1,n β̃

(i−1)
i−1

π
(i)
i 0 · · · · · · 0 0 α

(i)
ii · · · α

(i)
in β

(i)
i

...
...

...
...

...
...

...

π
(i)
n 0 · · · · · · 0 0 α

(i)
ni · · · α

(i)
nn β

(i)
n

.

Aqúı
(
π̃
(1)
1 , . . . , π̃

(i−1)
i−1 , π

(i)
i , . . . , π(i)

n

)
y

(
σ̃
(1)
1 , . . . , σ̃

(i−1)
i−1 , σ

(i)
i , . . . , σ(i)

n

)

son permutaciones del vector de ı́ndices (1, . . . , n),

α̃
(k)
kj , β̃

(k)
k , k = 1, . . . , i− 1, j = k, . . . , i− 1

son entradas “listas” del sistema final, y

α
(i)
kj , β

(i)
k , j, k = i, . . . , n

son entradas del sistema restante antes de los intercambios.
El i-ésimo paso de transformación consiste en primer lugar en un intercambio de filas

(columnas) entre la fila i y una fila j > i y posiblemente entre la columna i y una columna
k > i, de tal forma que α

(i)
jk se cambia a la posición (i, i). Las entradas intercambiadas las

llamamos

σ̃
(i)
k , α̃

(i)
jk , j = 1, . . . , n, k = i, , . . . , n; β̃

(i)
j , π

(i)
j , j = i, . . . , n.

Ahora supongamos que α̃
(i)
ii ̸= 0 (mas adelante demostraremos que esto siempre se puede

lograr). La i-ésima fila ya no se modifica. Los ceros en las posiciones i + 1, . . . , n de la
columna i se generan en la siguiente forma:

α
(i+1)
jk := α̃

(i)
jk −

α̃
(i)
ji

α̃
(i)
ii

α̃
(i)
ik , β

(i+1)
j := β̃

(i)
j −

α̃
(i)
ji

α̃
(i)
ii

β̃
(i)
i , i+ 1 ⩽ j, k ⩽ n,

π
(i+1)
j := π̃

(i)
j , i+ 1 ⩽ j ⩽ n,

σ
(i+1)
k := σ̃

(i)
k , i+ 1 ⩽ k ⩽ n.

El cociente α̃
(i)
ji /α̃

(i)
ii se llama multiplicador para la fila j.

Después de n− 1 pasos ponemos por unificación formal

α̃(n)
nn := α(n)

nn , β̃(n)
n := β(n)

n , π̃(n)
n := π(n)

n , σ̃(n)
n := σ(n)

n .
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Al final, llegamos al esquema

σ̃
(1)
1 · · · σ̃

(n)
n

π̃
(1)
1 α̃

(1)
11 · · · α̃

(n)
1n β̃

(1)
1

...
. . .

...
...

π̃
(n)
n α̃

(n)
nn β̃

(n)
n

, (2.3)

el cual puede ser escrito en forma

Ry = c

con una matriz triangular superior R. La solución de este sistema es y = (η1, . . . , ηn)
T, y

podemos recuperar la solución x = (ξ1, . . . , ξn)
T del sistema original a través de

ξ
σ̃
(i)
i

= ηi, i = 1, . . . , n,

usando la información de la primera fila del diagrama (2.3), que indica los ı́ndices de las
componentes de x correspondientes.

La fórmula esencial para la conversión del sistema restante depués de los cambios es la
siguiente:

(j, k)nuevo = (j, k)antiguo −
(j, i)antiguo
(i, i)antiguo

(i, k)antiguo, i+ 1 ⩽ j ⩽ n, i+ 1 ⩽ k ⩽ n.

El divisor de los multiplicadores, la entrada (i, i)antiguo, se llama elemento pivote. Es una
entrada diagonal de la matriz triangular correspondiente.

La parte derecha se transforma a través del mismo esquema. Resulta útil guardar los mul-
tiplicadores da cada paso de transformación; se pueden almacenar en las posiciones ocupadas
por cero, y tambien se intercambian.

Ejemplo 2.1. Para ilustrar el algoritmo, consideramos el sistema Ax = b con

A =



0 1 −3
1 1 3
1 −1 3


 , b =




3
−4
5


 .

La aplicación del algoritmo genera la siguiente sucesión de esquemas. Partimos de

1 = σ
(1)
1 2 = σ

(1)
2 3 = σ

(1)
3

π
(1)
1 = 1 0 = α

(1)
11 1 = α

(1)
12 −3 = α

(1)
13 3 = β

(1)
1

π
(1)
2 = 2 1 = α

(1)
21 1 = α

(1)
22 3 = α

(1)
23 −4 = β

(1)
2

π
(1)
3 = 3 1 = α

(1)
31 −1 = α

(1)
32 3 = α

(1)
33 5 = β

(1)
3

.
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Intercambiamos filas y columnas para que la entrada (2, 3) asume la posición diagonal (1, 1).
Es decir, esta entrada la consideramos como pivote:

3 = σ̃
(1)
1 2 = σ̃

(1)
2 1 = σ̃

(1)
3

π̃
(1)
1 = 2 3 = α̃

(1)
11 1 = α̃

(1)
12 1 = α̃

(1)
13 −4 = β̃

(1)
1

π̃
(1)
2 = 1 −3 = α̃

(1)
21 1 = α̃

(1)
22 0 = α̃

(1)
23 3 = β̃

(1)
2

π̃
(1)
3 = 3 3 = α̃

(1)
31 −1 = α̃

(1)
32 1 = α̃

(1)
33 5 = β̃

(1)
3

.

Ahora calculamos los multiplicadores

λ21 :=
α̃
(1)
21

α̃
(1)
11

= −1,

el cual corresponde a la sustracción de la fila 1, multiplicada por (−1), de la fila 2, y

λ31 :=
α̃
(1)
31

α̃
(1)
11

= 1,

que corresponde a la sustracción de la fila 1 de la fila 3. El resultado de estas operaciones es

3 = σ̃
(1)
1 2 = σ

(2)
2 1 = σ

(2)
3

π̃
(1)
1 = 2 3 = α̃

(1)
11 1 = α̃

(1)
12 1 = α̃

(1)
13 −4 = β̃

(1)
1

π
(2)
2 = 1 −1 = λ21 2 = α

(2)
22 1 = α

(2)
23 −1 = β

(2)
2

π
(2)
3 = 3 1 = λ31 −2 = α

(2)
32 0 = α

(2)
33 9 = β

(2)
3

.

Intercambiamos las filas 2 y 3 por motivo de ilustración:

3 = σ̃
(1)
1 2 = σ̃

(2)
2 1 = σ̃

(2)
3

π̃
(1)
1 = 2 3 = α̃

(1)
11 1 = α̃

(2)
12 1 = α̃

(2)
13 −4 = β̃

(1)
1

π̃
(2)
2 = 3 1 = λ21 −2 = α̃

(2)
22 0 = α̃

(2)
23 9 = β̃

(2)
2

π̃
(2)
3 = 1 −1 = λ31 2 = α̃

(2)
32 1 = α̃

(2)
33 −1 = β̃

(2)
3

,

donde los multiplicadores fueron intercambiados con las filas y luego renombrados. Ahora
calculamos que

λ32 :=
α̃
(2)
32

α̃
(2)
22

= −1,
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el cual corresponde a la sustracción de la fila 2, multiplicada por (−1), de la fila 3. Aśı
finalmente llegamos al esquema

3 = σ̃
(1)
1 2 = σ̃

(2)
2 1 = σ̃

(3)
3

π̃
(1)
1 = 2 3 = α̃

(1)
11 1 = α̃

(2)
12 1 = α̃

(3)
13 −4 = β̃

(1)
1

π̃
(2)
2 = 3 1 = λ21 −2 = α̃

(2)
22 0 = α̃

(3)
23 9 = β̃

(2)
2

π
(3)
3 = 1 −1 = λ31 −1 = λ32 1 = α

(3)
33 8 = β

(3)
3

π̃
(3)
3 α̃

(3)
33 β̃

(3)
3

.

Entonces obtenemos la matriz triangular superior R y la parte derecha transformada c dadas
por

R =



3 1 1
0 −2 0
0 0 1


 , c =



−4
9
8


 .

La solución del sistema Ry = c entrega

η3 = 8(= ξ1), η2 = −
9

2
(= ξ2), η1 =

1

3

(
−4 + 9

2
− 8

)
= −5

2
(= ξ3).

Hasta ahora siempre se ha presumido que cuando la matriz A es no singular, el inter-
cambio de filas (y columnas) siempre nos permite lograr que

α̃
(i)
ii ̸= 0, i = 1, . . . , n.

Ahora vemos que este enunciado realmente es válido. Usaremos las siguientes estrategias de
pivoteo: la búsqueda del pivote en la columna, donde en el k-ésimo paso determinamos el
ı́ndice k tal que

∣∣α̃(k)
kk

∣∣ = máx
i⩾k

∣∣α(k)
ik

∣∣

y sólo se intercambian filas, o la búsqueda del pivote en la matriz restante, donde determi-
namos el ı́ndice k tal que

∣∣α̃(k)
kk

∣∣ = máx
i,j⩾k

∣∣α(k)
ij

∣∣,

la cual implica el intercambio de filas y columnas. En ambos casos, los multiplicadores
satisfacen

∣∣α̃(i)
ji /α̃

(i)
ii

∣∣ ⩽ 1,

lo que causa un comportamento favorable del error de redondeo.

Ejemplo 2.2 (Tarea 17, Curso 2006). Se considera el sistema lineal Ax = b dado por

A =




7 1 1
10 1 1
1000 0 1


 , b =




10
13
1001


 .
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La solución exacta del sistema es x = (1, 2, 1)T. Resolvemos ahora el sistema usando una
aritmética con cuatro d́ıgitos significativos, usando el algoritmo de Gauss

a) sin pivoteo,
b) con búsqueda del pivote en la columna, e
c) interpretamos los resultados.

Usaremos la representación cient́ıfica de los números, por ejemplo

1234,567 −→ 1,234567× 103 −→ 1,235E+ 3

3,141759 −→ 3,141759× 100 −→ 3,142E+ 0

0,000654321 −→ 6,5432× 10−4 −→ 6,543E− 4.

Transformamos cada resultado intermedio a esta forma y redondeamos hasta el último d́ıgi-
to. Ojo: Internamente, las calculadoras usan una precisión mayor que la desplegada en la
pantalla.

a) Sin pivoteo obtenemos:

Ã =




7,000× 100 1,000× 100 1,000× 100 1,000× 101

1,000× 101 1,000× 100 1,000× 100 1,300× 101

1,000× 103 0,000× 100 1,000× 100 1,001× 103




Fila 2nueva = Fila 2antigua − 1,419× 100Fila 1antigua y
Fila 3nueva = Fila 3antigua − 1,429× 102Fila 1antigua:

Ã
(1)

=




7,000× 100 1,000× 100 1,000× 100 1,000× 101

−4,290× 10−1 −4,290× 10−1 1,290× 100

1,429× 102 −1,419× 102 −4,280× 102


 .

Ahora calculamos Fila 3nueva = Fila 3antigua − 3,331× 102Fila 2antigua:

Ã
(2)

=




7,000× 100 1,000× 100 1,000× 100 1,000× 101

−4,290× 10−1 −4,290× 10−1 1,290× 100

−1,000× 102 1,700× 100


 .

La resustitución entrega

x3 = 1,700× 100, x2 = 1,307× 100, x1 = 0,999× 100.

b) Con pivoteo obtenemos

Ã =




7,000× 100 1,000× 100 1,000× 100 1,000× 101

1,000× 101 1,000× 100 1,000× 100 1,300× 101

1,000× 103 0,000× 100 1,000× 100 1,001× 103


 .

Intercambiamos la primera y la tercera fila:



1,000× 103 0,000× 100 1,000× 100 1,001× 103

1,000× 101 1,000× 100 1,000× 100 1,300× 101

1,000× 100 1,000× 100 1,000× 100 1,000× 101


 .
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Fila 2nueva = Fila 2antigua − 1,000× 10−2Fila 1antigua y
Fila 3nueva = Fila 3antigua − 7,000× 10−3Fila 1antigua:

Ã
(1)

=




1,000× 103 0,000× 100 1,000× 100 1,001× 103

1,000× 100 9,900× 10−1 2,990× 100

1,000× 100 9,930× 10−1 2,993× 100


 .

Fila 3nueva = Fila 3antigua − 1,000× 100Fila 2antigua:

Ã
(1)

=




1,000× 103 0,000× 100 1,000× 100 1,001× 103

1,000× 100 9,900× 10−1 2,990× 100

3,000× 10−3 3,000× 10−3


 .

La resustitución entrega

x1 = 1,000× 100, x2 = 2,000× 100, x3 = 1,000× 100.

c) Con pivoteo, no hay errores de redondeo en este ejemplo, mientras que sin pivoteo, el
error en la segunda componente es de aprox. 35% y en la tercera de aprox. 70%.

2.3. Descripción matricial del algoritmo de Gauss y el teorema LR

La transformación descrita en la sección anterior, Ax = b ⇔ Ry = c, será descrita
ahora como operación matricial. Recordamos que en el algoritmo aparecen las sigiuentes
operaciones: intercambios de filas y combinaciones lineales de filas, que son operaciones
matriciales “desde la izquierda”, y el intercambio de columnas, lo cual es una operación
matricial “desde la derecha”.

El intercambio de la fila i con una fila k > i es efectuado por multiplicación desde la
izquierda por una matriz de permutación

P =




eT
1
...

eT
i−1

eT
k

eT
i+1
...

eT
k−1

eT
i

eT
k+1
...
eT
n




=




1
. . .

1
0 0 · · · 0 1
... 1 0
...

. . .
...

0 1
...

1 0 · · · · · · 0
1

. . .
1




.

Análogamente, las columnas i y j > i se intercambian a través de la multiplicación desde la
derecha por

Q =
[
e1 · · · ei−1 ej ei+1 · · · ej−1 ei ej+1 · · · en

]
.
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Nos damos cuenta que P = P T, Q = QT y P 2 = Q2 = I. Finalmente, los ceros debajo de

la entrada α̃
(i)
ii se generan por multiplicación desde la izquierda por la matriz

T i =




1
. . .

1

−
α̃
(i)
i+1,i

α̃
(i)
ii

1

...
. . .

−
α̃
(i)
n,i

α̃
(i)
ii

1




= I − qie
T
i , qi :=




0
...
0

α̃
(i)
i+1,i

α̃
(i)
ii
...

α̃
(i)
n,i

α̃
(i)
ii




.

Aqúı qi es el vector compuesto por i ceros y los multiplicadores del i-ésimo paso. Para
explicarlo, sea

g =




γ1
...
γl
0
...
0




, l < i

algún vector (que corresponde a una de las columnas 1 a i− 1 de la matriz transformada en
el i-ésimo paso). Entonces

T ig = (I − qie
T
i )g = g − qi(e

T
i g︸︷︷︸
=0

) = g,

o sea, las i−1 primeras columnas quedan sin cambiar. La columna j, j ⩾ i, es de la siguiente
forma:

a
(i)
j =




α̃
(i)
1j
...

α̃
(i)
i−1,j

α̃
(i)
ij
...

α̃
(i)
n,j




= g
(i)
j + h

(i)
j , g

(i)
j :=




α̃
(i)
1j
...

α̃
(i)
i−1,j

0
...
0




, h
(i)
j :=




0
...
0

α̃
(i)
ij
...

α̃
(i)
n,j




.

Entonces

T ia
(i)
j = T i

(
g
(i)
j + h

(i)
j

)
= T ig

(i)
j + T ih

(i)
j = g

(i)
j + h

(i)
j − qi e

T
i h

(i)
j︸ ︷︷ ︸

=α̃
(i)
ij
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=




α̃
(i)
1j
...

α̃
(i)
i−1,j

0
...
0




+




0
...
0

α̃
(i)
ij
...

α̃
(i)
n,j




− α̃
(i)
ij




0
...
0

α̃
(i)
i+1,i

α̃
(i)
ii
...

α̃
(i)
n,i

α̃
(i)
ii




=




α̃
(i)
1j
...

α̃
(i)
ij

α̃
(i+1)
i+1,j
...

α̃
(i+1)
n,j




, j = 1, . . . , n,

donde α
(i+1)
ki = 0 para k ⩾ i+1. Escrita en forma de matrices, la transformación equivalente

efectuada por el algoritmo de Gauss es la siguiente:

Ax = b

⇐⇒ T 1P 1AQ1Q1x = T 1P 1b

⇐⇒ T 2P 2T 1P 1AQ1Q2Q2Q1x = T 2P 2T 1P 1b

...

⇐⇒ T n−1P n−1 · . . . · T 1P 1AQ1 · . . . ·Qn−1︸ ︷︷ ︸
=R

Qn−1 · . . . ·Q1x︸ ︷︷ ︸
=y

= T n−1P n−1 · . . . · T 1P 1b︸ ︷︷ ︸
=c

.

Sea Q := Q1Q2 · . . . ·Qn−1. La matriz Q describe el efecto combinado de todas las permu-
taciones de columnas. Eso significa que con la notación definitiva σ̃

(1)
1 , . . . , σ̃

(n)
n , tenemos

Q =
[
e
σ̃
(1)
1

e
σ̃
(2)
2
· · · e

σ̃
(n)
n

]
.

Entonces QTx = y, o sea

ξ
σ̃
(i)
i

= ηi, i = 1, . . . , n,

identidad que ya usamos más arriba. Ahora podemos escribir

R =T n−1P n−1T n−2P n−2 · . . . · T 1P 1AQ

= T n−1︸ ︷︷ ︸
=:T̂n−1

(P n−1T n−2P n−1︸ ︷︷ ︸
=:T̂n−2

)(P n−1P n−2T n−3P n−2P n−1︸ ︷︷ ︸
=:T̂n−2

) · . . . ·

· . . . · (P n−1P n−2 · . . . · P 2T 1P 2 · . . . · P n−2P n−1︸ ︷︷ ︸
=:T̂ 1

)(P n−1P n−2 · . . . · P 1︸ ︷︷ ︸
=:P

AQ),

es decir, definiendo

P := P n−1P n−2 · . . . · P 1,

T̂ n−1 := T n−1,

T̂ i := P n−1 · . . . · P i+1T iP i+1 · . . . · P n−1, i = 1, . . . , n− 2,

obtenemos la fórmula

R = T̂ n−1T̂ n−2 · . . . · T̂ 1PAQ.
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Podemos aprovechar P 2
j = I para concluir que

T̂ i = P n−1 · . . . · P i+1(I − qie
T
i )P i+1 · . . . · P n−1

= I − P n−1 · . . . · P i+1qi︸ ︷︷ ︸
=:q̂i

eT
i

= I − q̂ie
T
i , i = 1, . . . , n− 1,

puesto que las matrices P i+1, . . . ,P n describen intercambios de entradas con ı́ndice ⩾ i+1,
es decir, no afectan a eT

i . Según nuestra construcción, el vector qi es el vector de los multi-
plicadores del i-ésimo paso de eliminación, los cuales estan sujetos a los mismos intercambios
de filas que el sistema restante en los pasos de eliminación i+ 1, . . . , n− 1.

En virtud de lo anterior, T̂ i es una matriz triangular inferior con diagonal (1, . . . , 1),
tanto como las matrices T̂

−1

i y el producto T̂
−1

1 · . . . · T̂
−1

n−1. Entonces

PAQ = T̂
−1

1 · . . . · T̂
−1

n−1︸ ︷︷ ︸
=:L

R = LR,

donde R es una matriz triangular superior y L es una matriz triangular inferior con diagonal
(1, . . . , 1). Además, sabemos que

T̂
−1

i = I + q̂ie
T
i , i = 1, . . . , n− 1,

lo que implica que

L = (I + q̂1e
T
1 )(I + q̂2e

T
2 ) · . . . · (I + q̂n−1e

T
n−1).

Dado que eT
j q̂k = 0 para j ⩽ k, podemos escribir

L = I +
n−1∑

k=1

q̂ke
T
k ,

es decir, las entradas de L debajo de la diagonal son los multiplicadores (intercambiados).
Ahora queda para demostrar que el algoritmo nunca termina para una matriz A regular,

o sea, que aplicando intercambios apropiados siempre podemos lograr que

α̃
(i)
ii ̸= 0 para i = 1, . . . , n.

Esto incluso es válido si no usamos intercambios de columnas (sólamente de filas). Si no
fuera aśı, existiŕıa un ı́ndice k tal que

α
(k)
ik = 0, i = k, . . . , n,
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o sea

T k−1P k−1T k−2 · . . . · T 1P 1︸ ︷︷ ︸
det(... )̸=0

A =




∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗
∗ ...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

∗ ∗ ...
...

0
...

...
...

...
...

0 ∗ . . . ∗




=⇒ det(A) = 0,

una contradicción. La consideraciones anteriores pueden ser resumidas en el siguiente teore-
ma.

Teorema 2.1. Sea A ∈ Kn×n una matriz regular. Entonces existen una matriz de permu-
tación P , una matriz triangular inferior L con diagonal (1, . . . , 1) y una matriz triangular
superior R, todas pertenecientes a Kn×n, tales que PA = LR.

Si el algoritmo de Gauss es aplicado a un sistema lineal Ax = b, la matriz P es la matriz
de permutación que describe el efecto de todos los intercambios de filas, Q es la matriz de
permutación que describe el efecto de todos los intercambios de columnas, R es la matriz
triangular superior que resulta y L es la matriz triangular inferior con diagonal (1, . . . , 1) y
los multiplicadores (adecuadamente intercambiados), entonces tenemos que PAQ = LR.

Ejemplo 2.3. Para la matriz del Ejemplo 2.1 obtenemos

P =



0 1 0
0 0 1
1 0 0


 , Q =



0 0 1
0 1 0
1 0 0


 , L =




1 0 0
1 1 0
−1 −1 1


 , R =



3 1 1
0 −2 0
0 0 1


 .

Ejemplo 2.4.

a) Nos interesa calcular una descomposición triangular PAQ = LR, con búsqueda de
pivote en la matriz restante, de la matriz

A =



1 3 −2
2 1 −4
2 2 8


 .

Indicar expĺıcitamente las matrices P , Q, L y R
b) Utilizando la descomposición de (a), queremos calcular A−1.

Solución sugerida.
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a) Las etapas consecutivas del algoritmo de Gauss son las siguientes:

1 2 3
1 1 3 −2
2 2 1 −4
3 2 2 8

→
3 2 1

3 8 2 2
2 −4 1 2
1 −2 3 1

→

3 2 1
3 8 2 2

2 −1

2
2 3

1 −1

4

7

2

3

2

→

3 2 1
3 8 2 2

1 −1

4

7

2

3

2

2 −1

2

4

7

15

7

.

Entonces

L =




1 0 0

−1

4
1 0

−1

2

4

7
1



, R =




8 2 2

0
7

2

3

2

0 0
15

7



, P =



0 0 1
1 0 0
0 1 0


 , Q =



0 0 1
0 1 0
1 0 0


 .

b) Usando

L−1 =




1 0 0

1

4
1 0

5

14
−4

7
1



, R−1 =




1

8
− 1

14
− 1

15

0
2

7
−1

5

0 0
7

15



,

obtenemos

A−1 = QR−1L−1P = Q




1

12
− 1

30
− 1

15

0
2

5
−1

5

1

6
− 4

15

7

15



P =




− 4

15

7

15

1

6

2

5
−1

5
0

− 1

30
− 1

15

1

12



.

Ejemplo 2.5 (Certamen 1, Curso 2006). Se consideran la matriz A y el vector b dados por

A =



6 3 1
8 5 2
9 7 4


 , b =



1
2
3


 .

a) Usando el algoritmo de Gauss con búsqueda del pivote en la columna, determinar una
matriz P de permutación, una matriz L = (λij) triangular inferior con λ11 = λ22 =
λ33 = 1 y una matriz R triangular superior tales que PA = LR.

b) Resolver el sistema Ax = b.
c) Usando el algoritmo de Gauss con búsqueda del pivote en la matriz restante, deter-

minar matrices P , Q de permutación, una matriz L = (λij) triangular inferior con
λ11 = λ22 = λ33 = 1 y una matriz R triangular superior tales que PAQ = LR.
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Solución sugerida.

a) Partimos del esquema

Ã =
1 6 3 1 1

2 8 5 2 2

3 9 7 4 3

donde 9 es el pivote. Intercambiando Fila 1 con Fila 3, obtenemos

3 9 7 4 3

2 8 5 2 2

1 6 3 1 1

Ahora,

Fila 2nueva = Fila 2antigua −
8

9
Fila 1antigua

y Fila 3nueva = Fila 3antigua −
2

3
Fila 1antigua :

3 9 7 4 3

2 8
9
−11

9
−14

9
−2

3

1 2
3
−5

3
−5

3
−1

,

donde 8
9
y 2

3
son multiplicadores almacenados y −5

3
es el nuevo pivote. Luego, inter-

cambiando Fila 2 con Fila 3,

3 9 7 4 3

1 2
3
−5

3
−5

3
−1

2 8
9
−11

9
−14

9
−2

3

,

Ahora, calculamos Fila 3nueva = Fila 3antigua−
11

15
Fila 2antigua y almacenamos el multi-

plicador 11
15

para obtener

3 9 7 4 3

1 2
3
−5

3
−5

3
−1

2 8
9

11
15
−1

3
1
15
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El último esquema implica que

P =



0 0 1
1 0 0
0 1 0


 , L =



1 0 0
2
3

1 0
8
9

11
15

1


 , R =



9 7 4
0 −5

3
−5

3
0 0 −1

3


 .

b) Aplicando una resustitución a la parte derecha co-transformada, obtenemos

x3 =

1

15

−1

3

= −1

5
, x2 =

−1−
(
−5

3

)
x3

−5

3

=
4

5
, x1 =

3− 4x3 − 7x2

9
= −1

5
.

c) Una inspección del primer paso de (a) muestra que “9” seria escogido como pivote
también por la búsqueda en la matriz restante, asi que este primer paso es igual al
primer paso del método con búsqueda en la matriz restante. Asimismo, −5

3
también

seria el pivote en el segundo paso. Concluimos que la búsqueda del pivote en la matriz
restante genera el mismo resultado que (a), asi que las matrices P , A y R son las
especificadas arriba, y Q = I.

El significado de los elementos pivotes se aclara en el siguiente teorema, formulado para
una descomposición triangular sin intercambios. Para el caso general, hay que reemplazar A
por PAQ.

Teorema 2.2. Si el algoritmo de Gauss se ejecuta hasta el paso k, 1 ⩽ k ⩽ n − 1, sin
intercambios de filas o columnas, entonces

k∏

j=1

α
(j)
jj =

∣∣∣∣∣∣

α11 . . . α1k
...

...
αk1 . . . αkk

∣∣∣∣∣∣
= k-ésimo subdeterminante principal de A.

Entonces, si todos los subdeterminantes principales de A son diferentes de cero, se pue-
de ejecutar el algoritmo de Gauss sin intercambio de filas ni de columnas. En este caso,
finalmente

det(A) =
n∏

j=1

α
(j)
jj .

Demostración. Primero notamos que



α11 . . . α1k
...

...
αk1 . . . αkk


 =

[
e1 · · · ek

]T
A
[
e1 · · · ek

]
.
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Luego tomamos en cuenta que según nuestra construcción,

T k · . . . · T 1A =




α
(1)
11 · · · ∗ ∗ · · · ∗
0

. . .
...

...
...

...
. . . α

(k)
kk

...
...

... 0
...

...
...

...
...

...
0 · · · 0 ∗ · · · ∗




=

[
Rk Ãk

0 ∗

]
,

o sea, dado que

T−1
1 · . . . · T−1

k =




1

λ21
. . .

...
. . . 1

... λk+1,k 1

...
... 0

. . .
...

...
...

. . . . . .
λn1 · · · λnk 0 · · · 0 1




,

donde λji son los “multiplicadores”, obtenemos


α11 . . . α1k
...

...
αk1 . . . αkk


 =



eT
1
...
eT
k


T−1

1 · . . . · T−1
k

[
Rk Ãk

0 ∗

] [
e1 · · · ek

]

=



eT
1
...
eT
k


T−1

1 · . . . · T−1
k

[
Rk

0

]

=




1 0 · · · 0

λ21
. . .

...
...

...
. . . . . .

...
...

λk1 · · · λk,k−1 1 0 · · · 0




[
Rk

0

]
= LkRk.

Como det(Lk) = 1,
∣∣∣∣∣∣

α11 . . . α1k
...

...
αk1 . . . αkk

∣∣∣∣∣∣
= det(LkRk) = det(Rk) =

k∏

j=1

α
(j)
jj .

Para k = n− 1, de T n−1 · . . . · T 1A = R resulta

det(T n−1)︸ ︷︷ ︸
=1

det(T n−2)︸ ︷︷ ︸
=1

· . . . · det(T 1)︸ ︷︷ ︸
=1

detA = detR =
n∏

j=1

α
(j)
jj .
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Las hipótesis del Teorema 2.2 son satisfechas para matrices estrictamente diagonal do-
minantes y matrices definidas positivas.

Definición 2.2. Una matriz A ∈ Kn×n se llama estrictamente diagonal dominante si

∀i = 1, . . . , n : |αii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|αij|.

Una matriz A = A∗ se llama definida positiva si

∀x ∈ Cn,x ̸= 0 : x∗Ax > 0.

Teorema 2.3. Todos los subdeterminantes principales de una matriz A ∈ Cn×n estricta-
mente diagonal dominante son diferentes de cero.

Demostración. Para demostrar el teorema, es suficiente demostrar que una matriz A =
(aij) ∈ Cn×n estrictamente diagonal dominante es no singular, dado que cada submatriz
principal de una matriz estrictamente diagonal dominante es estrictamente diagonal domi-
nante. Para tal efecto, supongamos que A es una matriz estrictamente diagonal dominante
del tamaño n× n, pero que existe un vector x = (x1, . . . , xn)

T ̸= 0 tal que

Ax = 0. (2.4)

Dado que x ̸= 0, existe un ı́ndice m ∈ {1, . . . , n} tal que
|xm| = máx

{
|x1|, . . . , |xn|

}
> 0. (2.5)

Evaluando la m-ésima componente de (2.4), tenemos

ammxm +
n∑

j ̸=m
j=1

amjxj = 0,

lo que podemos reescribir como

ammxm = −
n∑

j ̸=m
j=1

amjxj.

Tomando valores absolutos, tenemos

|amm||xm| ⩽
n∑

j ̸=m
j=1

|amj||xj|,

y usando (2.5), llegamos a

|amm||xm| ⩽ |xm|
n∑

j ̸=m
j=1

|amj|.
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Dividiendo por |xm|, obtenemos

|amm| ⩽
n∑

j ̸=m
j=1

|amj|,

una contradicción a la diagonaldominancia estricta de A.

Teorema 2.4. Todas las submatrices principales de una matriz definida positiva y hermitia-
na son definidas positivas y tienen determinante positivo. Todos los valores propios de una
matriz definida positiva son positivos.

Demostración. Sea A hermitiana, entonces existe una matriz U unitaria tal que

U ∗AU = diag (λ1, . . . , λn),

donde λ1, . . . , λn son los valores propios de A. Sean y1, . . . ,yn las columnas de U . Ahora,
sea x := yi para i = 1, . . . , n. Entonces

0 < x∗Ax = y∗
i

[
y1 · · · yn

]
diag(λ1, . . . , λn)



y∗
1
...
y∗
n


yi = eT

i diag (λ1, . . . , λn)ei = λi.

Dado que detA = λ1 · λ2 · . . . · λn, resulta detA > 0. Ahora sea Ak una submatriz principal
de A, es decir,

Ak =



ai1i1 · · · ai1ik
...

...
aiki1 · · · aikik


 , y sea xk =



ξi1
...
ξik


 ̸= 0.

Ahora sea ξi = 0 si i ∈ {1, . . . , n}\{i1, . . . , ik} y x = (ξ1, . . . , ξn)
T. Entonces

x∗Ax = x∗
kAkxk > 0.

Ademas, la matriz Ak es hermitiana, por lo tanto podemos aplicar la misma conclusión que
para la matriz A a la matriz Ak.

2.4. La descomposición de Cholesky

Según el Teorema 2.4, en el caso de una matriz hermitiana definida positiva no es necesario
intercambiar columnas y filas durante la ejecución del algoritmo de Gauss, es decir, al calcular
la factorización en matrices triangulares. Como

∣∣∣∣∣∣

α11 . . . α1k
...

...
αk1 . . . αkk

∣∣∣∣∣∣
> 0, k = 1, . . . , n y α

(i)
ii =

∣∣∣∣∣∣

α11 . . . α1i
...

...
αi1 . . . αii

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

α11 . . . α1,i−1
...

...
αi−1,1 . . . αi−1,i−1

∣∣∣∣∣∣

,
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tenemos que α
(i)
ii > 0 para i = 1, . . . , n. Finalmente, resulta que todas las matrices “restantes”

(
α
(k+1)
ij

)
, k + 1 ⩽ i, j ⩽ n, k = 1, . . . , n− 1

son hermitianas, o sea llegamos a A = LR con

R =




α
(1)
11 · · · · · · α

(n)
1n

α
(2)
22

...
. . .

...

α
(n)
nn



, α

(i)
ii > 0, L =




1

ᾱ
(1)
12

α
(1)
11

1

...
. . . . . .

ᾱ
(1)
1n

α
(1)
11

· · · ᾱ
(n−1)
n−1,n

α
(n−1)
n−1,n−1

1




.

Entonces, definiendo

D := diag


 1√

α
(1)
11

, . . . ,
1√
α
(n)
nn


 ,

llegamos a

A = LR = LD−1DR = L̃L̃
∗
,

donde definimos L̃ := LD−1. Esa forma simétrica de descomposición en matrices triangulares
se llama descomposición de Cholesky. Existe solamente para matrices hermitianas definidas
positivas. Las entradas λ̃ij de la matriz triangular inferior L̃ pueden ser calculadas sucesi-
vamente por columnas, aprovechando que αij es el producto escalar de la fila j de L̃ con la
columna i de L̃

∗
. El cálculo es único si exigimos que λ̃ii > 0 para todo i. En este caso, la

identidad

αii =
i∑

k=1

λ̃ik
¯̃λik

nos lleva a la ecuación

|λii|2 = αii −
i−1∑

k=1

∣∣λ̃ik

∣∣2 > 0,

de la cual podemos despejar λ̃ii en forma única de la siguiente forma:

λ̃ii :=

√√√√αii −
i−1∑

k=1

∣∣λ̃ik

∣∣2. (2.6)

Ahora, para j > i sabemos que

αji =
i∑

k=1

λ̃jk
¯̃λik,
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por lo tanto,

λ̃ji =
1

λ̃ii

(
αji −

i−1∑

k=1

λ̃jk
¯̃λik

)
, i = 1, . . . , n. (2.7)

Las ecuaciones (2.6) y (2.7) implican que
∣∣λ̃jk

∣∣ ⩽ √αjj, k = 1, . . . , j, j = 1, . . . , n.

Esto significa que ninguna componente del factor L̃ de Cholesky es “grande” comparado con
las entradas de A, lo que significa que el algoritmo no es muy sensible con respecto a errores
de redondeo.

Ejemplo 2.6. Aplicando las fórmulas (2.6) y (2.7), calculamos sucesivamente para la matriz

A =



60 30 20
30 20 15
20 15 12




las siguientes entradas de L̃:

λ̃11 =
√
60 = 2

√
15,

λ̃21 =
30√
60

=
√
15,

λ̃31 =
20√
60

= 2

√
5

3
,

λ̃22 =

√
20− (

√
15)2 =

√
5,

λ̃32 =
1√
5

(
15−

√
15 · 2

√
5

3

)
=
√
5,

λ̃33 =

√√√√12−
(
2

√
5

3

)2

− (
√
5)2 =

1√
3
.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del Teorema 2.4 y de la Definición 2.2.

Teorema 2.5. La matriz A es hermitiana y definida positiva si y sólo si ella posee una
descomposición A = LL∗, donde L es una matriz triangular inferior invertible.

Ejemplo 2.7 (Tarea 4, Curso 2006). Queremos determinar una matriz triangular inferior L
tal que A = LLT, donde

A ∈ Rn×n, A =




2 −1
−1 . . . . . .

. . . . . . −1
−1 2


 ,
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donde el resultado debe ser general con respecto a n. Despúes de calcular a mano algunos
casos con n pequeño, una solución razonable es

L =




√
2

−
√

1

2

√
3

2

−
√

2

3

√
4

3
. . . . . .

−
√

n− 1

n

√
n+ 1

n




. (2.8)

Para verificar que (2.8) realmente es la solución deseada, definimos los vectores

li :=

(
0, . . . , 0,−

√
i− 1

i
,

√
i+ 1

i︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . . , 0

)
= −

√
i− 1

i
eT
i−1 +

√
i+ 1

i
eT
i .

Entonces tenemos

⟨li, li⟩ = 2, ⟨li−1, li⟩ = ⟨li, li+1⟩ = −1, y ⟨li, lj⟩ = 0 si |i− j| ⩾ 2.

Ejemplo 2.8 (Certamen 1, Curso 2006). Se considera la matriz

A =



1 2 0
2 13 12
0 12 41


 .

a) Econtrar una matriz triangular inferior L tal que A = LLT (descomposición de Cho-
lesky).

b) Determinar la ultima columna de A−1, usando la descomposición de Cholesky.
c) Las matrices B y L sean dadas por

B =




1 3 2 1 2
3 10 10 6 11
2 10 24 18 26
1 6 18 39 24
2 11 26 24 32



, L =




1 0 0 0 0
α 1 0 0 0
2 4 β 0 0
1 7 2 5 0
2 5 1 γ 1




¿Se pueden encontrar números α, β y γ tales que A = LLT?

Solución sugerida.

a) Calculando sucesivamente las entradas de L, resulta

L =



1 0 0
2 3 0
0 4 5


 .

b) Sean

A−1 =
[
x y z

]
, I =

[
e1 e2 e3

]
.
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A partir de la identidad AA−1 = I deducimos que el vector z solicitado satisface el
sistema lineal Az = e3. Para aprovechar la descomposición de Cholesky, LLTz = e3,
determinamos primero un vector w tal que Lw = e3, luego determinamos z a partir
de LTz = w. Este procedimiento entrega

w1 = 0, w2 = 0, w3 =
1

5
; z3 =

1

25
; z2 = −

4

75
; z1 =

8

75
.

Entonces

z =
1

75
(3,−4, 8)T.

c) En clase demostramos que las entradas de la j-ésima fila de L son menores o iguales en
valor absolutos que la raiz de la j-ésima entrada diagonal de A. En la fila 4, aparece la
entrada λ42 = 7. Pero 72 = 49 < 39, lo cual es la entrada diagonal de A, independiente
de α, β y γ. Entonces nunca se pueden determinar tales que A = LLT.

Ejemplo 2.9 (Tarea 7, Curso 2006). Sean

A =



−1 2 1
2 0 2
1 2 −1


 , I =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Usando el algoritmo de la descomposición de Cholesky, calcular hasta un d́ıgito decimal

t0 := mı́n
{
t ∈ R : A+ tI es definida positiva

}
.

Solución sugerida. Según el Teorema 2.5, la matriz A es definida positiva si y sólo si
el algoritmo de Cholesky puede ser ejecutado. Tratamos de hacerlo para la matriz A + tI e
identificamos las restricciones para t que aparecen. Recordamos que las entradas diagonales
de L deben ser reales. Para la primera columna de L = (λij) obtenemos

λ11 =
√
t− 1, (2.9)

λ21 =
2√
t− 1

,

λ31 =
1√
t− 1

.

Obviamente, a partir de (2.9) obtenemos el requerimiento

t > 1. (2.10)

Para las entradas de la segunda columna tenemos

λ22 =

√
t− 4

t− 1
=

√
t2 − t− 4

t− 1
,

λ32 =

√
t− 1

t2 − t− 4
(2− λ21λ̄21) =

√
t− 1

t2 − t− 4

2t− 4

t− 1
=

2(t− 2)√
(t− 1)(t2 − t− 4)

.
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La solución de t2 − t− 4 = 0 es

t =
1

2
±
√

17

4
;

usando (2.10) concluimos que

t >
1

2
+

√
17

4
= 2,56155 . . . .

Finalmente, para el último elemento de L tenemos

λ33 =

√
t− 1− 1

t− 1
− 4(t− 2)2

(t− 1)(t2 − t− 4)
=

√
φ(t)

(t− 1)(t2 − t− 4)
,

donde la función

φ(t) = (t2 − 2t)(t2 − t− 4)− 4(t− 2)2 = t4 − 3t3 − 6t2 + 24t− 16

debe ser positiva. Ahora, tratando t = 3, obtenemos φ(t) = 2 > 0. Usando que para cualquier
matriz B definida positiva, tambien B + tI es definida positiva para t > 0, tenemos que
buscar

t0 ∈
(
1

2
+

√
17

4
, 3

)

Usando φ(2,75) = −0,5742 . . . , φ(2,8) = −0,2304 . . . y φ(2,9) = 0,7011, la respuesta es
t0 = 2,8 . . . . (De hecho, φ(2

√
2) = 0.)

Ejemplo 2.10 (Certamen 1, Curso 2010). Se considera la matriz

A =




1 −2 1 1
−2 8 −4 −2
1 −4 18 −3
1 −2 −3 11


 .

a) Econtrar una matriz triangular inferior L tal que A = LLT (descomposición de Cho-
lesky).

b) Determinar la tercera columna de A−1, usando la descomposición de Cholesky.
c) ¿Se puede aplicar la descomposición de Cholesky a la siguiente matriz?

B =




5 4 2 1 1 2
4 3 1 −1 1 1
2 1 2 0 1 4
1 −1 0 3 2 −1
1 1 1 2 0 1
2 1 4 −1 1 2




Solución sugerida.
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a) Sea

L =




l1 0 0 0
l2 l3 0 0
l4 l5 l6 0
l7 l8 l9 l10


 .

Entonces, comparando las entradas de LLT, obtenemos sucesivamente

l21 = 1⇒ l1 = 1,

l1l2 = −2⇒ l2 = −2,
l22 + l23 = 8⇒ l3 = 2,

l1l4 = 1⇒ l4 = 1,

l2l4 + l3l5 = −4⇒ l5 =
1

2
(−4− (−2)) = −1,

l24 + l2h + l26 = 18⇒ l6 =
√
18− 1− 1 = 4,

l1l7 = 1⇒ l7 = 1,

l2l7 + l3l8 = −2⇒ l8 =
1

2
(−2− (−2) · 1) = 0,

l4l7 + l5l8 + l6l9 = −3⇒ l9 =
1

4
(−3− 1 · 1) = −1,

l27 + l28 + l29 + l210 = 11⇒ l10 =
√
11− 1− 1 = 3,

es decir

L =




1 0 0 0
−2 2 0 0
1 −1 4 0
1 0 −1 3


 .

b) Sea z la tercera columna de A−1, entonces z es la solución del sistema lineal Az =
e3 = (0, 0, 1, 0)T. Utilizando la descomposición de Cholesky, podemos determinar Z
resolviendo primeramente el sistema Ly = e3 y luego LTz = y. Aśı obtenemos

y =
1

12




0
0
3
1


 ; z =

1

144




−4
5
10
4


 .

c) No. La matriz contiene la submatriz principal

Ξ =

[
a11 a12
a21 a22

]
=

[
5 4
4 3

]

con detΞ = −1 < 0; según el Teorema 2.4, B no es definida positiva y no se puede
aplicar la descomposición de Cholesky.
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2.5. Aplicaciones de la descomposición triangular y casos especiales

Cuando conocemos una descomposición PAQ = LR de una matriz A donde P y Q son
matrices de permutación, podemos fácilmente resolver el sistema lineal Ax = b para una
parte b derecha arbitraria: en virtud de A = P TLRQT, tenemos que

Ax = b⇐⇒ P TLRQTx = b⇐⇒ LRQTx = Pb.

Con la notación d := Pb, y := QTx y z := Ry procedemos de la siguiente forma:

1. Definimos

δi := βπi
, i = 1, . . . , n, donde d =



δ1
...
δn


 , b =



β1
...
βn


 , P =



eT
π1
...

eT
πn


 .

2. Resolver Lz = d para determinar z.
3. Resolver Ry = z para determinar y.
4. Obtenemos

ξσi
= ηi, i = 1, . . . , n, donde y =



η1
...
ηn


 , x =



ξ1
...
ξn


 , Q =

[
eσ1 · · · eσn

]
.

Eso significa que es posible tratar primero la matriz A por el algoritmo de Gauss para
determinar su descomposición triangular, y luego resolver el sistema Ax = b siguiendo
los pasos 1 a 4. En comparación con el algoritmo original, este procedimiento no significa
ningún aumento del tiempo computacional ni del espacio de almacenaje. La descomposición
triangular también puede ser usada para invertir la matriz A, aunque esta tarea se presenta
solo rara vez.

Sea PAQ = LR, donde P y Q son matrices de permutación, L es triangular inferior y
R es triangular superior. Entonces sabemos que

A = P TLRQT, A−1 = QR−1L−1P . (2.11)

Las matrices R y L pueden ser invertidas (sin espacio de almacenaje adicional) si formamos
sucesivamente las columnas n, n − 1, . . . , 1 de R−1 y 1, 2, . . . , n de L−1 (aprovechando que
la diagonal (1, . . . , 1) de L es conocida). Al formar el producto R−1L−1 podemos usar la
estructura especial de la matriz. Si λ′

ij, ϱ
′
ik y α′

ij son las entradas de L−1, R−1 y A−1,
respectivamente, sabemos que

α′
ij =

n∑

k=máx{i,j}
ϱ′ikλ

′
kj, i, j = 1, . . . , n,

donde λ′
jj = 1. Finalmente, hay que aplicar las permutaciones decritas por P y Q. dado

que P = P n−1 · . . . · P 1 y Q = Q1 · . . . ·Qn−1, (2.11) implica que los intercambios de filas
aplicados durante la descomposición triangular deben ser aplicados en el orden revertido a
las columnas del producto, y analogamente los intercambios de las columnas a las filas del
producto. Se puede demostrar que el esfuerzo computacional es de n3 + O(n2) operaciones
del tipo α := β + γδ o α := β + γ/δ.
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Definición 2.3. Una matriz A ∈ Kn×n se llama matriz casi triangular o matriz de Hessen-
berg si αij = 0 para j < i− 1.

Definición 2.4. Una matriz A ∈ Kn×n se llama (p, q)-matriz de banda si αij = 0 para
j < i− p y j > i+ q.

En las aplicaciones frecuentemente aparecen matrices tridiagonales con p = q = 1. Si no
se usa el intercambio de columnas para una matriz de Hessenberg, no es necesario eliminar
en cada paso la matriz restante entera, sino que sólo una fila de ella. (Por ejemplo, la
desconocida ξ1 aparece solamente en la primera y la segunda ecuación.) Eso significa que
debajo de la diagonal, la matriz L tiene a lo más una entrada diferente de cero en la primera
subdiagonal. En el caso que no se necesita ningún intercambio, la matriz L es una matriz
bidiagonal (p = 1, q = 0).

Si para una matriz de banda no se necesita ningún intercambio, la matriz L tiene p+ 1
bandas y la matriz R tiene q+1 bandas, o sea la información sobre la descomposición ocupa
sólo n · (p+ q + 1) elementos de almacenaje.
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Caṕıtulo 3

Métodos directos para la solución de sistemas lineales (Parte II)

3.1. Normas de vectores y matrices

Definición 3.1. Sea A ∈ Cn×n. Se define el espectro de A, denotado σ(A), como el conjunto
de todos los valores propios de A. Además, se llama radio espectral de A a

rσ(A) := máx
λ∈σ(A)

|λ|.

Definición 3.2. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo C. Se llama norma de vector a
toda aplicación ∥ · ∥ : V → R+

0 tal que para todo x,y ∈ V y λ ∈ C se verifica:

1. ∥x∥ > 0 si x ̸= 0 y ∥x∥ = 0 si y sólo si x = 0.
2. ∥λx∥ = |λ|∥x∥.
3. ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥.
Damos a continuación algunos ejemplos de normas para el espacio Cn:

∥x∥1 :=
n∑

i=1

|xi|,

∥x∥2 := (x∗x)1/2 =

(
n∑

i=1

|xi|2
)1/2

,

∥x∥∞ := máx
1⩽i⩽n

|xi|,

a las que nos referimos como “norma 1”, “norma 2” y “norma ∞”, respectivamente; en
general, para p ∈ [1,∞) definimos la “norma p”

∥x∥p :=
(

n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Teorema 3.1. Una norma ∥ · ∥ : Kn → R+
0 es una función continua.

Demostración. Tomamos en cuenta que para x = (ξ1, . . . , ξn)
T, y = (η1, . . . , ηn)

T

∣∣∥x∥ − ∥y∥
∣∣ =

∣∣∥x∥ − ∥ − y∥
∣∣ ⩽ ∥x− y∥

⩽
n∑

i=1

|ξi − ηi|∥ei∥ ⩽ n máx
1⩽i⩽n

∥ei∥ máx
1⩽i⩽n

|ξi − ηi|,

y aplicamos la definición de la continuidad.

39
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Teorema 3.2. Si ∥·∥ y ∥·∥∗ son dos normas sobre Kn, entonces existen constantes m,M > 0
tales que

∀x ∈ Kn : m∥x∥ ⩽ ∥x∥∗ ⩽ M∥x∥. (3.1)

Demostración. Sean ∥ · ∥ := ∥ · ∥∞ y ∥ · ∥∗ arbitraria (el caso general sigue por transitividad).
Sea

S :=
{
x ∈ Kn

∣∣ x = (ξ1, . . . , ξn)
T, máx

1⩽i⩽n
|ξi| = 1

}
.

El conjunto S es compacto. Como ∥ · ∥∗ es continua, existen xm,xM ∈ S tales que

∥xm∥∗ = mı́n
x∈S
∥x∥∗ =: m, ∥xM∥∗ = máx

x∈S
∥x∥∗ =: M,

luego

∀x ∈ Kn, x ̸= 0 : m ⩽

∥∥∥∥
x

∥x∥∞

∥∥∥∥
∗
⩽ M,

lo que implica (3.1) en virtud de la homogeneidad (item 2. en la Definición 3.2). (Para x = 0,
(3.1) es trivial.)

Definición 3.3. En el espacio Cn×n se llama norma de matriz a toda aplicación ∥ · ∥ :
Cn×n → R+

0 tal que para todas matrices A,B ∈ Cn×n y todo λ ∈ C se verifica:

1. ∥A∥ > 0 si A ̸= 0 y ∥A∥ = 0 si y sólo si A = 0.
2. ∥λA∥ = |λ|∥A∥.
3. ∥A+B∥ ⩽ ∥A∥+ ∥B∥.
4. ∥AB∥ ⩽ ∥A∥∥B∥.
En correspondencia con cada norma vectorial ∥ · ∥ de Cn, se define una norma para

matrices A ∈ Cn×n por medio de la expresión

∥A∥ := máx
x̸=0

∥Ax∥
∥x∥ = máx

∥x∥=1
∥Ax∥. (3.2)

Esta norma matricial se dice inducida por la norma vectorial. En particular, las normas
vectoriales 1, 2 e ∞ inducen las siguientes normas matriciales, a las cuales igualmente nos
referimos como “norma 1”, “norma 2” y “norma ∞”, respectivamente:

∥A∥1 := máx
∥x∥1=1

∥Ax∥1 := máx
1⩽j⩽n

n∑

i=1

|aij|,

∥A∥2 := máx
∥x∥2=1

∥Ax∥2,

∥A∥∞ := máx
∥x∥∞=1

∥Ax∥∞ = máx
1⩽i⩽n

n∑

j=1

|aij|.

También se define sobre Cn×n la siguiente norma, llamada norma de Frobenius, la cual
no es inducida por una norma vectorial:

∥A∥F :=

(
n∑

i,j=1

|aij|2
)1/2

.
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Definición 3.4. Una norma de matriz se dice compatible con una norma de vector si para
cada A ∈ Cn×n y para cada x ∈ Cn,

∥Ax∥vector ⩽ ∥A∥matriz∥x∥vector.
De acuerdo a la definición (3.2), cada norma matricial inducida por una norma vectorial

es compatible con la norma vectorial que la induce. En particular, las normas matriciales 1,
2 e∞ son compatibles con las correspondientes normas vectoriales 1, 2 e∞. Por otra parte,
la norma de Frobenius, que como indicamos no es inducida por norma vectorial alguna, es
compatible con la norma vectorial 2.

Teorema 3.3. Si A ∈ Cn×n, entonces

∥A∥2 =
√

rσ(A
∗A).

Demostración. Es claro que A∗A es una matriz hermitiana. Por el Teorema del Eje Principal
sabemos que A∗A tiene n vectores propios que forman una base ortonormal de Cn. Veremos
a continuación que los valores propios de A∗A son además no negativos. En efecto, si λ es
un valor propio de A∗A y v es un vector propio asociado, entonces

A∗Av = λv

y además,

∥Av∥22 = (Av)∗(Av) = v∗(A∗A)v = v∗(λv) = λ∥v∥22.
Como ∥v∥ ≠ 0, esta última relación implica que

λ =
∥Av∥22
∥v∥22

⩾ 0. (3.3)

Ahora sean λ1 ⩾ λ2 ⩾ . . . ⩾ λn los valores propios de A∗A y {v(1),v(2), . . . ,v(n)} un
conjunto de vectores propios asociados que forman una base ortonormal de Cn. Entonces,
para x ∈ Cn\{0} existen escalares α1, . . . , αn tales que

x =
n∑

j=1

αjv
(j). (3.4)

Por otro lado,

∥Ax∥22 = (Ax)∗Ax = x∗(A∗A)x. (3.5)

Reemplazando (3.4) en (3.5) y reordenando,

∥Ax∥22 =
(

n∑

j=1

ᾱjv
(j)∗
)
(A∗A)

(
n∑

i=1

αiv
(i)

)
=

n∑

j=1

n∑

i=1

λiᾱjαiv
(j)∗v(i),

y como v(j)∗v(i) = δij, entonces

∥Ax∥22 =
n∑

i=1

|αi|2λi ⩽ λ1

n∑

i=1

|αi|2. (3.6)
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En forma análoga calculamos

∥x∥22 = x∗x =
n∑

j=1

n∑

i=1

ᾱiαjv
(j)∗v(i) =

n∑

i=1

|αi|2. (3.7)

De (3.6) y (3.7) concluimos que

∀x ∈ Cn\{0} : ∥Ax∥2
∥x∥2

⩽
√

λ1,

lo cual equivale a

∥A∥2 := máx
x̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

⩽
√

λ1. (3.8)

Para mostrar que la cota
√
λ1 se alcanza, basta exhibir un vector no nulo para el cual

la igualdad se cumpla en (3.8). Con esta finalidad sea v1 un vector propio asociado a λ1.
Entonces, a partir de (3.3) obtenemos inmediatamente que

√
λ1 =

∥Av1∥2
∥v1∥2

,

esto es, el máximo de (3.8) se alcanza en x = v1 y es igual a
√
λ1. Notando que λ1 = rσ(A

∗A)
concluimos la demostración.

Corolario 3.1. Si A es hermitiana, entonces ∥A∥2 = rσ(A).

Demostración. Como ∥A∥2 =
√

rσ(A
∗A) y A∗ = A, entonces ∥A∥2 =

√
rσ(A

2). En virtud
de

rσ(A
2) = (rσ(A))2,

inmediatamente se llega a

∥A∥2 =
√

(rσ(A))2 = rσ(A),

que es lo que se queŕıa demostrar.

Teorema 3.4. Sea ∥ ·∥ alguna norma vectorial sobre Cn y ∥ ·∥ la norma matricial inducida.
En este caso,

∀B ∈ Cn×n : rσ(B) ⩽ ∥B∥.
Demostración. Sea λ un valor propio de B con |λ| = rσ(B) y x ̸= 0 un vector propio
asociado. Entonces

∥λx∥ = |λ|∥x∥ = rσ(B)∥x∥ = ∥Bx∥ ⩽ ∥B∥∥x∥,
es decir,

∥B∥ ⩾ ∥Bx∥
∥x∥ = rσ(B).
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Teorema 3.5. Sea B ∈ Cn×n una matriz arbitraria, con ε > 0 arbitrario dado. Entonces
existe una norma vectorial ∥ · ∥B sobre Cn tal que para la norma matricial asociada,

∥B∥B ⩽ rσ(B) + ε.

Demostración. Según el Teorema 1.1 (sobre la forma normal de Schur), existe una matriz U
unitaria tal que

U ∗BU =




λ1 ∗ · · · ∗
0

. . . . . .
...

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 λn


 =: (ϱik).

Para los elementos arriba de la diagonal (ϱik con k > i) sabemos que

ϱik =
n∑

s=1

n∑

l=1

ν̄liβlsνsk, U =: (νsk).

Eso significa

|ϱik| ⩽ n2β, β := máx
1⩽l,s⩽n

|βls|.

Sean

δ := mı́n

{
ε

n3(β + 1)
, 1

}
, D := diag(1, δ, . . . , δn−1).

En este caso,

D−1U ∗BUD = (ϱikδ
k−i),

entonces

∥D−1U ∗BUD∥∞ = máx
1⩽i⩽n

n∑

k=i

|ϱikδk−i|

⩽ máx
1⩽i⩽n

|ϱii|+ δ máx
1⩽i⩽n

n∑

k=i+1

|ϱik|

⩽ rσ(B) + δ(n− 1)n2β

⩽ rσ(B) + ε
n2(n− 1)β

n3(β + 1)
< rσ(B) + ε.

Por otro lado,

∥D−1U ∗BUD∥∞ = máx
x̸=0

∥D−1U ∗BUDx∥∞
∥x∥∞

= máx
y ̸=0

∥D−1U ∗By∥∞
∥D−1U ∗y∥∞

.

Entonces la norma deseada es ∥x∥B := ∥D−1U ∗x∥∞.
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‖x‖2
Ux

λe1

x

αw

βv

v

Figura 3.1. Ilustración de (3.9), (3.10) (demostración del Teorema 3.6).

Teorema 3.6. Sea x ∈ Cn, x ̸= 0. Entonces existe una matriz U unitaria y hermitiana tal
que

Ux = exp(iδ)∥x∥2e1 (δ ∈ R apropiado).

Espećıficamente para x ∈ Rn, podemos elegir

U = I − 2uuT, donde uTu = 1 (Matriz de Householder).

Demostración. Sea

x ̸= exp(iα)∥x∥2e1,

sino ponemos

U := I − 2e1e
T
1 .

Podemos ilustrar el problema de la siguiente forma: estamos buscando una transformación
unitaria del vector x al primer eje de coordenadas. Cuando x ya es un múltiple de e1,
podŕıamos elegir U = I. Pero, para lograr una fórmula única para todo vector x, ponemos

U := I − 2e1e
T
1

(cambio de signo). Ahora, si x no es un múltiple de e1, podriamos transformar x a ∥x∥2e1 a
través de una rotación. Pero como exigimos que U ∗ = U , U 2 = I, la aplicación deseada debe
ser involutiva, es decir, una reflexión (ver Figura 3.1). Ahora que conocemos el resultado de
la aplicación a un vector x, podemos elegir U como la reflexión de x en un hiperplano con
vector normal w, es decir, cuando

x = αw + βv, w∗v = 0 (v arbitrario), (3.9)
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debemos tener

Ux = −αw + βv. (3.10)

Esto se satisface para Uw = −w y Uv = v. Si {w,v1, . . . ,vn−1} es un sistema ortonormal
completo de Cn, entonces

U =
[
−w v1 · · · vn−1

] [
w v1 · · · vn−1

]∗

=
[
w v1 · · · vn−1

] [
w v1 · · · vn−1

]∗ − 2
[
w 0 · · · 0

] [
w v1 · · · vn−1

]∗

= I − 2ww∗,

con w∗w = 1. Ahora falta determinar el vector w. Queremos que

Ux = x− 2(ww∗)x = exp(iα)∥x∥2e1.

Entonces, cuando w = (w1, . . . , wn)
T y τ := w∗x, se debe satisfacer

x− 2τw =




exp(iα)∥x∥2
0...
0


 ,

lo que significa que

w2 =
ξ2
2τ

, . . . , wn =
ξn
2τ

.

Queda para determinar τ y w1. Sabemos que

ξ1 − 2τw1 = exp(iδ)∥x∥2 (δ apropiado),

lo que es equivalente a

w1 =
ξ1 − exp(iδ)∥x∥2

2τ
.

Si ξ1 = exp(iα)|ξ1|, sea δ := α + π, entonces − exp(iδ) = exp(iα) y luego

w1 =
exp(iα)(|ξ1|+ ∥x∥2)

2τ
.

En virtud de w∗w = 1 tenemos que

1

4|τ |2
(
|ξ1|2 + 2|ξ1|∥x∥2 + ∥x∥22 + |ξ2|2 + · · ·+ |ξn|2

)
= 1,

lo que implica

4|τ |2 = 2∥x∥2
(
|ξ1|+ ∥x∥2

)
,

es decir, podemos elegir

2τ =
√

2∥x∥2
(
|ξ1|+ ∥x∥2

)
.
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En este caso, w es determinado unicamente hasta un factor complejo de valor absoluto 1.
Eso entrega

w =
1√

2∥x∥2(|ξ1|+ ∥x∥2)




exp(iα)(|ξ1|+ ∥x∥2)
ξ2
...
ξn




con ξ1 = exp(iα)|ξ1| y Ux = − exp(iα)∥x∥2e1. Para x ∈ Rn tenemos exp(iα) = ±1, entonces
U = I − 2uuT con u ∈ Rn, uTu = 1.

Para la aplicación del Teorema 3.6 hay que tomar en cuenta que la matriz U puede ser
escrita como

U = I − βŵŵ∗, ŵ :=




exp(iα)(|ξ1|+ ∥x∥2)
ξ2
...
ξn


 ,

donde

exp(iα) =

{
1 si ξ1 = 0,

ξ1/|ξ1| sino,
β =

1

∥x∥2(ξ1 + ∥x∥2)
.

Para aplicar U a algún vector y, tomamos en cuenta que

Uy = y − (βŵ∗y)ŵ,

es decir, nunca hay que almacenar la n× n-matriz U , sino que sólo la información esencial,
β y ŵ.

3.2. El problema de la sensitividad para un sistema lineal

Consideremos el siguiente problema: está dado el sistema Ax = b, suponiendo que el
problema tiene una solución única. Ahora, ¿cuál es la relación entre x y la solución x̃ del
sistema Ãx̃ = b̃, cuando ∥A − Ã∥ y ∥b − b̃∥ son suficientemente pequeñas? Del mismo
tipo es el problema de estimar la norma ∥Ã−1 −A−1∥. Empezamos por un caso simple, la
pertubación de la matriz unitaria.

Teorema 3.7. Sea ∥ ·∥ una norma vectorial sobre Cn. Como norma matricial sobre Cn×n se
usa la norma matricial asociada. Si H ∈ Cn×n cumple ∥H∥ < 1, entonces I +H es regular
y tenemos que

∥∥(I +H)−1
∥∥ ⩽

1

1− ∥H∥ , (3.11)

∥∥(I +H)−1 − I
∥∥ ⩽

∥H∥
1− ∥H∥ . (3.12)

Demostración. Sea x ̸= 0 un vector arbitrario. Primero hay que demostrar que (I+H)x ̸= 0,
lo que es equivalente con ∥(I +H)x∥ ≠ 0. Pero∥∥(I +H)x

∥∥ = ∥x+Hx∥
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⩾ ∥x∥ − ∥Hx∥
⩾ ∥x∥ − ∥H∥∥x∥
=
(
1− ∥H∥

)
∥x∥ > 0.

Además,

1 = ∥I∥ =
∥∥(I +H)(I +H)−1

∥∥
⩾
∥∥(I +H)−1

∥∥−
∥∥H(I +H)−1

∥∥
⩾
∥∥(I +H)−1

∥∥− ∥H∥
∥∥(I +H)−1

∥∥
=
(
1− ∥H∥

)∥∥(I +H)−1
∥∥,

lo que implica (3.11). Por otro lado,∥∥(I +H)−1 − I
∥∥ =

∥∥(I +H)−1 − (I +H)−1(I +H)
∥∥

=
∥∥−(I +H)−1H

∥∥
⩽ ∥H∥

∥∥(I +H)−1
∥∥,

lo que demuestra (3.12).

Corolario 3.2. Si rσ(H) < 1, entonces I +H es regular y también en este caso el Teore-
ma 3.7 es válido.

Demostración. Usar el Teorema 3.5.

Corolario 3.3. Si rσ(H) < 1, entonces I +H es regular y

(I +H)−1 =
∞∑

k=0

(−1)kHk (serie de Neumann). (3.13)

Demostración. Usamos el Corolario 3.2 y definimos

Sn :=
n∑

k=0

(−1)kHk.

Entonces, para m > n,

∥Sn − Sm∥ ⩽
m∑

k=n+1

∥H∥k ⩽ ∥H∥n+1 1

1− ∥H∥ < ε

para n > N(ε), es decir existe el ĺımite

S := ĺım
n→∞

Sn.

En virtud de

Sn(I +H) = Sn + SnH

=
n∑

k=0

(−1)kHk −
n∑

k=0

(−1)k+1Hk+1

= I − (−1)n+1Hn+1
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resulta
∥∥S(I +H)− I

∥∥ =
∥∥Sn(I +H)− I + (S − Sn)(I +H)

∥∥

⩽ ∥H∥n+1 + ∥S − Sn∥
1

1− ∥H∥ < ε

para n > N(ε), mientras que la parte izquierda no depende de ε, lo que concluye la demos-
tración de (3.13).

Corolario 3.4. Para una matriz A regular y otra matriz Ã con

∥A−1∥∥Ã−A∥ < 1,

Ã es invertible, y

∥Ã−1 −A−1∥
∥A−1∥ ⩽ ∥A−1∥∥Ã−A∥ 1

1− ∥A−1∥∥Ã−A∥
.

Demostración. Usamos

Ã = A+ Ã−A = A
(
I +A−1(Ã−A)

)

y definimos

H := A−1(Ã−A).

Entonces ∥H∥ < 1, por lo tanto I +H es invertible y Ã es regular. Luego obtenemos

∥Ã−1 −A−1∥
∥A−1∥ =

∥(I +H)−1A−1 −A−1∥
∥A−1∥ ⩽ ∥(I +H)−1 − I∥

⩽
∥H∥

1− ∥H∥ ⩽
∥A−1∥∥Ã−A∥

1− ∥A−1∥∥Ã−A∥
.

Definición 3.5. Sea A regular. La cantidad

cond∥·∥(A) := ∥A∥∥A−1∥
se llama número de condición de A para la solución de un sistema lineal.

Teorema 3.8. Sea A ∈ Kn×n regular y 0 ̸= b ∈ Kn, Ã ∈ Kn×n, b̃ ∈ Kn. Sea ∥ · ∥ la norma
matricial inducida por la norma vectorial ∥ · ∥ y

∥A−1∥∥Ã−A∥ < 1.

Además, sea x := A−1b. Entonces la solución única de Ãx̃ = b̃ satisface

∥x̃− x∥
∥x∥ ⩽ cond∥·∥(A)

(
∥b̃− b∥
∥b∥ +

∥Ã−A∥
∥A∥

)
1

1− cond∥·∥(A)
∥Ã−A∥
∥A∥

. (3.14)
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Demostración. La existencia de Ã
−1

sigue del Corolario 3.4. Luego calculamos que

x̃ = Ã
−1
b̃ = A−1b+A−1(b̃− b) +

(
(I +A−1(Ã−A))−1 − I

)
A−1(b+ b̃− b),

es decir, definiendo H := A−1(Ã−A),

x̃ = x+A−1(b̃− b) +
(
(I +H)−1 − I

)(
x+A−1(b̃− b)

)
.

Entonces, aprovechando (3.12) y ∥H∥ ⩽ ∥A−1∥∥Ã−A∥ < 1, llegamos a

∥x̃− x∥
∥x∥ ⩽ ∥A−1∥∥b̃− b∥

∥x∥ +
∥A−1∥∥Ã−A∥

1− ∥A−1∥∥Ã−A∥

(
1 + ∥A−1∥∥b̃− b∥

∥x∥

)
. (3.15)

Dado que

∥b∥ = ∥Ax∥ ⩽ ∥A∥∥x∥ =⇒ 1

∥x∥ ⩽
∥A∥
∥b∥ ,

podemos escribir (3.15) como

∥x̃− x∥
∥x∥ ⩽ ∥A∥∥A−1∥∥b̃− b∥

∥b∥ +
∥A−1∥∥Ã−A∥

1− ∥A−1∥∥Ã−A∥

(
1 + ∥A∥∥A−1∥∥b̃− b∥

∥b∥

)

= cond∥·∥(A)
∥b̃− b∥
∥b∥ +

∥A−1∥∥Ã−A∥
1− ∥A−1∥∥Ã−A∥

(
1 + cond∥·∥(A)

∥b̃− b∥
∥b∥

)
.

(3.16)

Definiendo

∥A−1∥∥Ã−A∥
1− ∥A−1∥∥Ã−A∥

= ∥A∥∥A−1∥

∥Ã−A∥
∥A∥

1− ∥A∥∥A−1∥∥Ã−A∥
∥A∥

= cond∥·∥(A)

∥Ã−A∥
∥A∥

1− cond∥·∥(A)
∥Ã−A∥
∥A∥

=: α

obtenemos la desigualdad

∥x̃− x∥
∥x∥ ⩽ α + ∥A∥∥A−1∥∥b̃− b∥

∥b∥ (1 + α).

Obviamente, siempre

cond∥·∥(A) ⩾ rσ(A)rσ(A
−1) ⩾ 1.

Cuando cond∥·∥(A) ≫ 1, eso significa que la influencia de errores menores (por ejemplo, de
errores en A o en errores de redondeo) pueden causar cambios fuertes en la solución del
sistema lineal. Se dice entonces que el sistema es mal acondicionado. (Recordamos que los
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errores de redondeo pueden ser interpretados como una modificación la matriz A seguida
por la solución exacta del sistema.) Este problema se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Consideramos los sistemas Ax = b y Ãx̃ = b̃ dados por

A =




1

2

1

3

1

3

1

4


 , b =



−1

6

−1

6


 , Ã =

[
0,5 0,337
0,337 0,246

]
, b̃ =

(
−0,165
−0,165

)

con las respectivas soluciones

x =

(
1
−2

)
, x̃ =

(
1,5920898
−2,8517654

)
. (3.17)

En este caso,

∥Ã−A∥∞
∥A∥∞

=
0,0076̄

0,83̄
= 0,0092,

∥b̃− b∥∞
∥b∥∞

= 0,01, cond∥·∥∞(A) = 50.

Insertando esto en (3.14), resulta la cota

∥x̃− x∥∞
∥x∥∞

⩽
16

9
= 1.7̄,

mientras que usando las verdaderas soluciones (3.17)

∥x̃− x∥∞
∥x∥∞

= 0,42588,

es decir, en este caso la cota sobreestima el verdadero error relativo en un factor un poco
más de 4.

Ejemplo 3.2 (Tarea 8, Curso 2006). Se considera la matriz

A :=



10 5 1
8 9 1
0 1 3


 .

a) Usando el Teorema 3.7, demostrar que A es invertible. Aviso: Usar A = D + B,
donde D = diag(a11, a22, a33).

b) Determinar una cota superior para cond∥·∥(A) en una norma ∥·∥ apropiada sin invertir
A o calcular detA.

c) Además consideramos

b =




10
−10
10


 , b̃ =




10,1
−9,8
9,7


 , Ã =



10,05 5,1 1,05
8,1 9,1 0,95
0,05 1 3,1


 .

Los vectores x y x̃ sean la solución de Ax = b y Ãx̃ = b̃, respectivamente. Determinar
una cota superior (la mejor posible) para ∥x− x̃∥/∥x∥ sin calcular x o x̃.

Solución sugerida.
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a) Usamos A = D +B = D(I +D−1B), donde

D−1B =




0
1

2

1

10

8

9
0

1

9

0
1

3
0



.

Dado que ∥D−1B∥1 = 8/9 < 1, la matriz A es invertible.
b) Obviamente ∥A∥1 = 18. Usando la parte (a), tenemos

∥A−1∥1 = ∥(I +D−1B)−1D−1∥1 ⩽ ∥(I +D−1B)−1∥1∥D−1∥1

⩽
1

1− ∥D−1B∥1
∥D−1∥1 =

1

1− 8

9

· 1
3
= 3,

entonces cond∥·∥1(A) ⩽ 54.
c) Obtenemos

∥b̃− b∥1
∥b∥1

= 0,02, ∥Ã−A∥1 = 0,2

=⇒ ∥x̃− x∥1
∥x∥1

⩽ 54

(
0,02 +

0,2

18

)(
1− 54

0,2

18

)−1

= 4,2.

Ejemplo 3.3 (Tarea 10, Curso 2006). Se desea resolver el sistema Ax = b con

A =




1000 10 1
−1000 0 0
1000 0 1


 , b =



b1
b2
b3


 , 1 ⩽ b1, b2, b3 ⩽ 10.

Los coeficientes de A y b han sido pertubados por ciertos errores δA y δb.

a) Determinar cotas para α y β con

α :=
∥δA∥∞
∥A∥∞

, β :=
∥δb∥∞
∥b∥∞

tales que puede ser garantizado que

∥x− x̃∥/∥x∥ < 0,01,

donde Ax = b y (A+ δA)x̃ = b+ δb.
b) Supongamos que de la solución x nos interesa solamente la tercera componente. Indicar

una transformación simple del sistema original que permite una cota significativamente
mejor (que la de (a)) de |x̃3 − x3|/|x3| en dependencia de las perturbaciones de los
coeficientes del sistema transformado.

Solución sugerida.
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a) En lo siguiente, sea ∥ · ∥ = ∥ · ∥∞. Tenemos con la notación indicada

∥x̃− x∥
∥x∥ ⩽

(α + β) cond∥·∥(A)

1− α cond∥·∥(A)
.

Dado que

A−1 =




0 −0,001 0
0,1 0 −0,1
0 1 1


 ,

sabemos que ∥A∥ = 1011, ∥A−1∥ = 2 y por lo tanto cond∥·∥(A) = 2022. Sean α, β ⩽ s,
entonces

∥x̃− x∥
∥x∥ ⩽ 4044

s

1− 2022s
< 0,01.

Dado que

2as

1− as
⩽ b =⇒ s ⩽

b

a(2 + b)
,

resulta s = 2,47× 10−6.
b) Dividimos la primera columna por 1000 y la segunda por 10, lo que es equivalente a

resolver un sistema para (x̂1, x̂2, x3) con 1000x̂1 = x1 y 10x̂2 = x2. En este caso,

Â =




1 1 1
−1 0 0
1 0 1


⇒ Â

−1
=



0 1 0
1 0 −1
0 1 1


⇒ cond∥·∥(Â) = 6, s = 8,3× 10−4.

Ahora uno podŕıa pensar que debido a la técnica de estimación usada en la demostración
del Teorema 3.8, siempre se sobreestima bruscamente el error, es decir la cantidad ∥x̃ −
x∥/∥x∥. Demostraremos ahora que esto no es aśı. Para tal efecto, vamos a construir matrices
para las cuales esta cantidad alcanza la cota establecida por el lado de derecho de (3.14) hasta
un error arbitrariamente pequeño. Para construir tales matrices necesitamos el concepto de
la descomposición en valores singulares.

Teorema 3.9 (Descomposición en valores singulares). Sea A ∈ Cm×n con m ⩾ n. En-
tonces existen matrices unitarias U ∈ Cm×m y V ∈ Cn×n y una matriz diagonal Σ =
diag(σ1, . . . , σn) con elementos diagonales σi ⩾ 0, i = 1, . . . , n, tales que

A = U

[
Σ
0

]
V ∗ (3.18)

Demostración. Las matrices AA∗ y A∗A son ambas hermitianas y definidas semi-positivas,
dado que

x∗A∗Ax = ∥Ax∥22 ⩾ 0.

Por lo tanto, existe una matriz unitaria V tal que

V ∗A∗AV = diag(σ2
1, . . . , σ

2
n), (3.19)
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donde σ2
1, . . . , σ

2
n son los valores propios (no negativos) de A∗A. Ahora, si

AA∗y = λy, y ̸= 0,

tenemos λ = 0 o A∗y ̸= 0. Si A∗y ̸= 0, entonces

A∗AA∗y = λA∗y,

o sea A∗y es un vector propio de A∗A y λ es el vector propio correspondiente, es decir,
λ ∈ {σ2

1, . . . , σ
2
n}. Entonces AA∗ posee el valor propio 0 con multiplicidad m − n (A∗y =

0 posee por lo menos m − n soluciones linealmente independientes) y los valores propios
σ2
1, . . . , σ

2
n (pueden ocurrir valores σ2

i = 0). En virtud de lo anterior, existe una matriz
unitaria U ∈ Cm×m tal que

U ∗AA∗U =

[
Σ2 0
0 0

]
.

La matriz B := A∗U satisface

B∗B =



b∗1
...
b∗m


 [b1 · · · bm

]
= diag(σ2

1, . . . , σ
2
n, 0, . . . , 0),

o sea

B =
[
b1 · · · bn 0 · · · 0

]
, donde b∗ibj = σ2

i δij, i, j = 1, . . . , n.

Eso significa que

B =
[
Ṽ Σ 0

]
= Ṽ

[
Σ 0

]

con una matriz Ṽ unitaria. Dado que

BB∗ = A∗A = V Σ2V ∗,

esta matriz Ṽ es la misma matriz V que aparece en (3.19). Finalmente, resulta

A = UB∗ = U

[
Σ
0

]
V ∗.

Ejemplo 3.4 (Tarea 11, Curso 2006). Sea

A =




5 2,5
5 2,5
1,4 7,7
0,2 1,1


 .

Determinar matrices unitarias U ∈ C4×4 y V ∈ C2×2 y una matriz diagonal Σ = diag(σ1, σ2)
con σ1, σ2 ⩾ 0 tales que

A = U

[
Σ
0

]
V ∗.
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Aviso: calcular primero V de V ∗A∗AV = Σ2, y luego para la computación de U , usar

AV = U

[
Σ
0

]

y un método de ortonormalización para las otras columnas de U .
Solución sugerida. El polinomio caracteŕıstico de la matriz

A∗A =

[
52 36
36 73

]

tiene los ceros

(52− λ)(73− λ) = 1296 =⇒ λ1 = 25 = σ2
1, λ2 = 100 = σ2

2.

Los vectores propios correspondientes son

v1 =

(
0,8
−0,6

)
, v2 =

(
0,6
0,8

)
=⇒ V =

[
0,8 0,6
−0,6 0,8

]
.

Para determinar las primeras dos columnas de U , u1 y u2, usamos que

AV =




2,5 5
2,5 5
−3,5 7
−0,5 1


 =

[
σ1u1 σ2u2

]
,

donde σ1 = 5 y σ2 = 10. Entonces

u1 =




0,5
0,5
−0,7
−0,1


 , u2 =




0,5
0,5
0,7
0,1


 .

Como dos vectores ortonormales adicionales podemos usar

u3 =




−0,7
0,7
0,02
−0,14


 , u4 =




−0,1
0,1
−0,14
0,98


 =⇒ U =




0,5 0,5 −0,7 −0,1
0,5 0,5 0,7 0,1
−0,7 0,7 0,02 −0,14
−0,1 0,1 −0,14 0,98


 .

La descomposición en valores singulares sirve para la computación de la pseudo-inversa
de Moore-Penrose de una matriz.

Definición 3.6. Sea A ∈ Cm,n. La pseudo-inversa de Moore-Penrose es una matriz A+ con

A+A = (A+A)∗,

AA+ = (AA+)∗,

A+AA+ = A+,

AA+A = A.

Se puede demostrar que la matriz A+ siempre existe y es única.
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Lema 3.1. Sea A ∈ Cm×n, m ⩾ n, y

A = U

[
Σ
0

]
V ∗

la descomposición en valores singulares de A. Entonces

A+ = V
[
Σ+ 0

]
U ∗, Σ+ := diag(σ+

1 , . . . , σ
+
n ), σ+

i :=

{
1/σi si σi > 0,

0 sino.

Demostración. Tarea.

Lema 3.2. Sea A ∈ Cn×n una matriz regular con la descomposición en valores singulares
A = UΣV ∗ con σ1 ⩾ σ2 ⩾ . . . ⩾ σn > 0, b := u1 (la primera columna de U), b̃ := b+ εun,

ε > 0, Ã := A− εunv
∗
1, Ax = b y Ãx̃ = b̃. En este caso,

∥x̃− x∥2
∥x∥2

=
σ1

σn

ε

(
1 +

1

σ1

)
,

mientras que la evaluación del lado derecho de la desigualdad (3.14) entrega la cota

∥x̃− x∥2
∥x∥2

⩽
σ1

σn

ε

(
1 +

1

σ1

)
1

1− ε

σn

,

es decir, para ε, la cota establecida por el Teorema 3.8 se alcanza hasta O(ε2).
Demostración. Primero demostramos que para cada matriz A ∈ Cn×n, cada vector b ∈ Cn

y cada matriz unitaria B ∈ Cn×n se cumple

∥A∥2 = ∥BA∥2, ∥b∥2 = ∥Bb∥2. (3.20)

Para demostrar (3.20), notamos que

∥b∥22 = b∗b = b∗B∗Bb = ∥Bb∥22,
∥A∥22 = rσ(A

∗A) = rσ(A
∗B∗BA) = rσ

(
(BA)∗BA

)
= ∥BA∥22.

Luego, usando A = UΣV ∗ y tomando en cuenta que rσ(V V ∗) = 1, tenemos

∥A∥22 = ∥U ∗A∥22 = ∥ΣV ∗∥22 ⩽ ∥Σ∥22rσ(V V ∗) = máx
1⩽i⩽n

σ2
i .

Dado que

∥A∥2 = máx
∥x∥2=1

∥Ax∥2,

obtenemos (usando x = v1):

∥Ax∥22 = ∥UΣV ∗v1∥22 = ∥Σe1∥22 = σ2
1 =⇒ ∥A∥2 = σ1. (3.21)

Luego derivamos una expresión para cond∥·∥(A). (En lo que sigue, usamos ∥ · ∥ = ∥ · ∥2.)
Para tal efecto, notamos que

A−1 = (UΣV ∗)−1 = (V ∗)−1Σ−1U−1 = V Σ−1U ∗.
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Eso significa queA−1 posee la siguiente descomposición en valores singulares con las matrices
unitarias Ũ := V , Ṽ := U :

A−1 = ŨΣ−1Ṽ
∗
,

y análogamente a la derivación de (3.21) tenemos

∥A−1∥ = ∥Σ−1∥ = máx
1⩽i⩽n

1

σi

=
1

σn

.

Combinando este resultado con (3.21), tenemos

cond∥·∥(A) =
σ1

σn

.

Ahora consideramos el sistema lineal Ax = b con b = u1. Entonces

ΣV ∗x = U ∗u1 = e1 =⇒ V ∗x = Σ−1e1 =
1

σ1

e1 =⇒ x =
1

σ1

V e1 =
1

σ1

v1.

Por otro lado,

Ãvi = Avi − εunv
∗
1vi = UΣV ∗vi − εunv

∗
1vi = U(σiei)− εunδ1i

=

{
σ1u1 − εun si i = 1,

σiui sino.

Para determinar x̃, podemos usar la fórmula de Sherman-Morrison. Alternativamente, dado
que b̃ = u1 + εun, podemos tratar un planteo de la forma x̃ = αv1 + βvn. En este caso, el
sistema Ãx̃ = b̃ se transforma a

α(σ1u1 − εun) + βσnun = u1 + εun,

entonces

ασ1 = 1 =⇒ α =
1

σ1

, βσn − αε = ε =⇒ β =
ε

σn

(
1

σ1

+ 1

)
.

Ambos métodos entregan

x̃ =
1

σ1

v1 +
ε

σn

(
1

σ1

+ 1

)
vn,

lo que implica

∥x− x̃∥
∥x∥ =

ε

σn

(
1

σ1

+ 1

)
∥vn∥

1

σ1

∥v1∥
= ε

σ1

σn

(
1

σ1

+ 1

)
.

Ahora, evaluando la parte derecha de la desigualdad (3.14) del Teorema 3.8, tenemos

∥x− x̃∥
∥x∥ ⩽

σ1

σn

(∥εun∥
∥u1∥

+
∥ − εunv

∗
1∥

σ1

)
1

1− σ1

σn

∥ − εunv
∗
1∥

σ1
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=
σ1

σn

ε

(
1 +
∥unv

∗
1∥

σ1

)
1

1− ε

σn

∥unv
∗
1∥
.

Queda para demostrar que

∥unv
∗
1∥ = 1. (3.22)

Sea x ∈ Cn. Entonces podemos escribir

x =
n∑

i=1

ξivi,

y entonces para x ̸= 0

∥unv
∗
1x∥ =

∥∥∥∥∥un

(
v∗
1

n∑

i=1

ξivi

)∥∥∥∥∥ = ∥ξ1un∥ = |ξ1|

=⇒ ∥unv
∗
1x∥

∥x∥ =
|ξ1|

(|ξ1|2 + · · ·+ |ξn|2)1/2
⩽ 1.

Por otro lado, para x = v1 tenemos

∥unv
∗
1x∥

∥x∥ = 1,

asi que (3.22) es válido. Finalmente, definimos

f(ε) :=
1

1− ε

σn

=⇒ f ′(ε) =
1

σn

(
1− ε

σn

)2 ,

es decir, para un ε̃ ∈ (0, ε) sigue (desarrollando f(ε) por ε = 0)

f(ε) = 1 +
ε

σn

(
1− ε̃

σn

)2 ,

entonces

∥x− x̃∥
∥x∥ ⩽

σ1

σn

ε

(
1 +

1

σ1

)(
1 +

ε

σn (1− ε̃/σn)
2

)

=
σ1

σn

ε

(
1 +

1

σ1

)
+ ε2

σ1

σ2
n

(
1 +

1

σ1

)
1

(1− ε̃/σn)
2

︸ ︷︷ ︸
=O(ε2)

.

Entonces, siA ∈ Cn×n yA = UΣV ∗ es la descomposición en valores singulares, sabemos
que A es regular si y sólo si Σ es regular, y

∥A∥2 = máx{σ1, . . . , σn},
∥A−1∥2 = máx{σ−1

1 , . . . , σ−1
n },
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cond∥·∥2(A) = σ1/σn si σ1 ⩾ . . . ⩾ σn > 0.

En muchos casos, los coeficientes A y b de un sistema lineal se conocen solamente apro-
ximadamente, a lo más se puede estimar el orden de magnitud de los errores. Sean A0 y b0
dados con

|A0 −A| ⩽ E, E ∈ Rn×n
+ , |b0 − b| ⩽ d, d ∈ Rn

+.

En esta situación no hay mucho sentido en resolver el sistema lineal A0x0 = b0 con gran
precisión, sino que se busca una solución “razonable” x̃, cuya precisión “corresponde” a la
de A0 y b0. Sorprendentemente, podemos decidir sin conocer el número de condición de A0

si x̃ es una aproximación razonable de x0.

Teorema 3.10 (Criterio de Prager & Oettli). Sean

A :=
{
A | |A−A0| ⩽ E

}
, B :=

{
b | |b− b0| ⩽ d

}
,

donde E ∈ Rn×n
+ , d ∈ Rn

+ son dados, y x̃ ∈ Rn es dado. Entonces existen una matriz A ∈ A
y un vector b ∈ B tales que Ax̃ = b si y sólo si

|b0 −A0x̃| ⩽ E|x̃|+ d.

En este caso, el vector x̃ se llama solución aproximada compatible con A0x0 = b0.

Demostración. Hay que demostrar dos implicaciones.

“⇒”: Supongamos que Ax̃ = b. Entonces, dado que b−Ax̃ = 0, podemos escribir:

|b0 −A0x̃| =
∣∣b0 − b+ b−Ax̃+ (A−A0)x̃

∣∣
⩽ |b0 − b|+

∣∣(A−A0)x̃
∣∣

⩽ d+ |A0 −A||x̃|
⩽ d+E|x̃|.

“⇐”: Supongamos que

|b0 −A0x̃| ⩽ E|x̃|+ d, con E = (εij), d = (δ1, . . . , δn)
T.

Entonces definimos

ϱi := eT
i (b0 −A0x̃), σi := eT

i

(
E|x̃|+ d

)
, i = 1, . . . , n.

Sabemos que |ϱi| ⩽ σi, es decir∣∣∣∣
ϱi
σi

∣∣∣∣ ⩽ 1 para σi ̸= 0.

Además, supongamos que A0 = (α
(0)
ij ), b0 = (β

(0)
1 , . . . , β

(0)
n )T. Ahora vamos a construir

expĺıcitamente una matriz A y un vector b tales que Ax̃ = b. Sean A = (αij),
b = (β1, . . . , βn)

T y x̃ = (ξ̃1, . . . , ξ̃n) tales que

αij =




α
(0)
ij +

ϱiεij sgn(ξ̃j)

σi

si σi ̸= 0,

α
(0)
ij sino,

βi =




β
(0)
i −

ϱiδi
σi

si σi ̸= 0,

β
(0)
i sino.
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Entonces tenemos que |A−A0| ⩽ E, |b− b0| ⩽ d, y

eT
i (Ax̃− b) =

n∑

j=1

αij ξ̃i − βi

=





n∑

j=1

α
(0)
ij ξ̃j − β

(0)
i = 0 si σi = 0,

n∑

j=1

α
(0)
ij ξ̃j − β

(0)
i

︸ ︷︷ ︸
=−ϱi

+
ϱi
σi

n∑

j=1

εij sgn(ξ̃j)ξ̃j + δi

︸ ︷︷ ︸
=σi

= 0 sino.

El sistema de desigualdades

|b0 −A0x̃| ⩽ E|x̃|+ d⇐⇒ −E|x̃| − d ⩽ b0 −A0x̃ ⩽ E|x̃|+ d

representa un sistema de desigualdades lineales por trozos, dado que hay desigualdades dife-
rentes para las 2n distribuciones posibles de los signos de las componentes de x̃. El conjunto
de sus soluciones, es decir, el conjunto de las soluciones aproximadas compatibles con (E,d)
se reduce para E = 0, d = 0 al punto x0, la solución de A0x0 = b0. Si para (E,d) “pequeño”
el conjunto es “grande”, eso significa que la matriz A es mal acondicionada.

Las consideraciones de esta sección son de gran interés para el análisis del efecto de errores
de redondeo durante la solución de sistemas lineales. Los computadores y las calculadoras
representan un número real con un número fijo de d́ıgitos en la forma

ξ = ±βk

t∑

i=1

ζiβ
−i, β ∈ {2, 10, 16},

donde β es la “base” de la representación, k es un número entero (en un cierto rango) y
ζi ∈ {0, 1, . . . , β − 1}, con ζ1 ̸= 0 si ξ ̸= 0.

Ahora, las operaciones aritméticas con tales números no entregan precisamente números
del mismo tipo. El redondeo tiene como consecuencia que las operaciones aritméticas no
pueden ser ejecutadas en forma exacta, sino que sólo en forma “aproximadamente exacta”
como “aritmética de máquina” o “pseudo-aritmética”. Ahora, si

m(α#β), # ∈ {+,−, ·, /}
denota esta aritmética, se puede demostrar que caśı siempre

m(α#β) = (α#β)(1 + η), # ∈ {+,−, ·, /}, (3.23)

donde |η| ⩽ ε, y ε := β−t+1 es la “precisión de máquina”.
Ahora, si usamos el algoritmo de Gauss con esa aritmética de máquina y xε denota el

resultado, se puede demostrar (usando (3.23)) que (A + E)xε = b, donde A y b son los
coeficientes de entrada realmente usados y la matriz E satisface la siguiente desigualdad:

∥E∥∞ ⩽ 1,2(n3 + n2)εγ si nε ⩽ 0,09,

γ := máx
{∣∣α(k)

ij |
∣∣ k ⩽ i, j ⩽ n, 1 ⩽ k ⩽ n

}
.

(3.24)



60 3. MÉTODOS DIRECTOS PARA LA SOLUCIÓN DE SISTEMAS LINEALES (PARTE II)

El valor de γ depende decisivamente de la estrategia del pivoteo. Junto con la tarea de hacer
ejecutable el algoritmo (evitando divisiones por cero), la estrategia de pivoteo sirve para
garantizar que γ no crezca demasiado. Se puede demostrar que

γ ⩽ 2n−1 máx
1⩽i,j⩽n

|αij|

con búsqueda del pivote en la columna, y

γ ⩽
√
n
√
2 · 31/2 · n1/(n−1) máx

1⩽i,j⩽n
|αij|

con búsqueda del pivote en la matriz restante.
Los valores de γ/máx1⩽i,j⩽n |αij| observados en la práctica son de la magnitud entre 1

y 10. Eso significa que xε es la solución exacta de un sistema lineal con datos de entrada
ligeramente modificados, por ejemplo datos compatibles en el sentido del criterio de Prager
& Oettli con d = 0 y

E = 1,2(n3 + n2)εγ



1 · · · 1
...

...
1 · · · 1


 .

En virtud de esta discusión, el algoritmo de Gauss con estrategia de pivoteo se llama benigno
o estable.

Si se calcula la descomposición triangular de una matriz singular con estrateǵıa de pivoteo
en aritmética de máquina, en lugar de una columna con α

(i)
ki = 0 para k ⩾ i aparece una

columna con

α
(i)
ki ⩽ cε, k ⩾ i, (3.25)

donde c es una constante similar a la de (3.24). Eso significa que bajo el efecto de errores de
redondeo, ya no podemos seguramente detectar la singularidad de una matriz. Se terminará
la computación al detectar (3.25) con c = nγ.

Entonces, usando aritmética de máquina es posible que no se puede decidir cual es el
rango de una matriz. La descomposición en valores singulares es una buena herramienta
para la definción de un “rango numérico” de una matriz A. Por supuesto, esta definición
considera la incerteza en las entradas de A y la precisión de la aritmética usada. Por ejemplo,
sea Ã una aproximación de A (por ejemplo, por redondeo) con ∥A− Ã∥ ⩽ α, α conocida, y

Ã = U

[
Σ
0

]
V ∗

con los valores singulares σ1 ⩾ . . . ⩾ σn > 0 y U , V unitarias. Entonces se aceptarán solo
aquellos valores singulares como “intŕınsecamente diferentes de cero” para los cuales σi > α.
Si en tal caso tenemos σ1 ⩾ . . . ⩾ σr > α ⩾ σr+1 ⩾ . . . ⩾ σ1, el número r se llama “rango
numérico” o “pseudo-rango” de A.

Ejemplo 3.5 (Certamen 1, Curso 2010).
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a) Calcular una descomposición triangular PAQ = LR, con búsqueda del pivote en la
matriz restante, de la matriz

A =




1 −1 2 4
1 1 3 −4
−2 1 3 6
1 2 −1 8


 .

Indicar expĺıcitamente las matrices P , Q, L y R.
b) Resolver el sistema Ax = b, donde b = (15, 7, 24, 17)T.
c) Sean e := (1, 1, 1, 1)T, E := αeeT, y d := αe. Decidir si los siguientes vectores son

una solución aproximada (en el sentido del criterio de Prager & Oettli) del sistema
Ax = b (i) para α = 0,1, (ii) para α = 0,5:

x1 :=




1,01
1,98
3,99
2,01


 , x2 :=




1,05
1,95
3,95
2,05


 .

Solución sugerida.

a) Se obtiene la siguiente sucesión de esquemas, donde los elementos marcados con es-
trella corresponden a multipolicadors y los elementos con marco son el pivote actual:

1 2 3 4
1 1 −1 2 4 15

2 1 1 3 −4 7

3 −2 1 3 6 24

4 1 2 −1 8 17

→

4 2 3 1
4 8 2 −1 1 17

2 −4 1 3 1 7

3 6 1 3 −2 24

1 4 −1 2 1 15

→

4 2 3 1
4 8 2 −1 1 17

2 −1

2

∗
2

5

2

3

2

31

2

3
3

4

∗
−1

2

15

4
−11

4

45

4

1
1

2

∗
−2 5

2

1

2

13

2

→

4 3 2 1
4 8 −1 2 1 17

3
3

4

∗ 15

4
−1

2
−11

4

45

4

2 −1

2

∗ 5

2
2

3

2

31

2

1
1

2

∗ 5

2
−2 1

2

13

2
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→

4 3 2 1
4 8 −1 2 1 17

3
3

4

∗ 15

4
−1

2
−11

4

45

4

2 −1

2

∗ 2

3

∗ 7

3

10

3
8

1
1

2

∗ 2

3

∗
−5

3

7

3
−1

→

4 3 1 2
4 8 −1 1 2 17

3
3

4

∗ 15

4
−11

4
−1

2

45

4

2 −1

2

∗ 2

3

∗ 10

3

7

3
8

1
1

2

∗ 2

3

∗ 7

3
−5

3
−1

→

4 3 1 2
4 8 −1 1 2 17

3
3

4

∗ 15

4
−11

4
−1

2

45

4

2 −1

2

∗ 2

3

∗ 10

3

7

3
8

1
1

2

∗ 2

3

∗ 7

10

∗
−33

10
−33

5

,

es decir

P =




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 ; Q =




0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0


 ,

L =




1 0 0 0

3

4
1 0 0

−1

2

2

3
1 0

1

2

2

3

7

10
1




, R =




8 −1 1 2

0
15

4
−11

4
−1

2

0 0
10

3

7

3

0 0 0 −33

10




.

b) Utilizando el último esquema obtenemos

x2 =
−33

5

−33

10

= 2, x1 =
3

10

(
8− 14

3

)
= 1,

x3 =
4

15

(
45

4
+

11

4
+ 1

)
= 4, x4 =

1

8
(17 + 4− 1− 4) = 2.
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c) Aqúı se calcula para b0 = b, A0 = A:

|b0 −A0x1| =




0,05
0,08
0,01
0,06


 , |b0 −A0x2| =




0,2
0,35
0
0,4


 ,

eeT|x1|+ e =




9,99
9,99
9,99
9,99


 , eeT|x2|+ e =




10
10
10
10


 .

Puesto que

|b0 −A0xi| < 0,1
(
eeT|xi|+ e

)
< 0,5

(
eeT|xi|+ e

)
,

para i = 1, 2, ambos vectores x1 y x2 son una solución aproximada (en el sentido del
criterio de Prager & Oettli) para α = 0,1 y α = 0,5.

3.3. El método de cuadrados mı́nimos y la transformación de una matriz n× n
a una matriz triangular superior

En muchas aplicaciones se presenta el siguiente problema. Para una matriz A ∈ Rm×n

(en general, m≫ n) y un vector b ∈ Rm se busca un vector x∗ ∈ Rn tal que

∀x ∈ Rn : ∥Ax∗ − b∥22 ⩽ ∥Ax− b∥22. (3.26)

Por ejemplo, cuando tenemos puntos de mediciones (ti, yi), i = 1, . . . ,m, m≫ 3, buscamos
una función

t 7→ α∗
0 + α∗

1t+ α∗
2t

2

que aproxima nuestros datos. Para tal efecto, hay que determinar los coeficientes α∗
0, α

∗
1 y

α∗
2 óptimos, en el sentido de

m∑

i=1

(
yi − (α∗

0 + α∗
1ti + α∗

2t
2
i )
)2

= mı́n
α0,α1,α2∈R

m∑

i=1

(
yi − (α0 + α1ti + α2t

2
i )
)2
.

Definiendo

b =




y1
...
ym


 , x∗ =



α∗
0

α∗
1

α∗
2


 , A =



1 t1 t21
...

...
...

1 tm t2m




obtenemos el problema planteado (3.26).
El problema (3.26) significa que entre todas las combinaciones lineales de las columnas

de A, buscamos la combinación que minimiza la distancia (euclidiana) del vector fijo b.
El vector b puede ser interpretado como una “función” sobre {1, . . . ,m}. Eso motiva la
denominación aproximación lineal discreta en L2 para el problema (3.26). Este tipo de apro-
ximación fue por primera vez definido por Gauss (“método de cuadrados mı́nimos”). Tiene
una motivación que proviene de la estad́ıstica: si los yi son hasta ciertos errores εi iguales a
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ᾱ0 + ᾱ1ti + ᾱ2t
2
i , entonces resulta que α∗

0, α
∗
1 y α∗

2, en un sentido, son las mejores aproxima-
ciones a los “verdaderos” valores ᾱ0, ᾱ1 y ᾱ2; de tal forma, el problema (3.26) minimiza la
influencia de los errores εi para la determinación de los α’s (“compensación” de la influencia
de los errores).

El problema (3.26) admite una solución elemental si usamos el Teorema 3.6 y las matrices
de Householder. Primero, recordamos que

∥∥Q(Ax− b)
∥∥2
2
= ∥Ax− b∥22

para cada matriz ortonormal Q ∈ Rm×m. Supongamos ahora que se conoce una matriz
ortonormal Q tal que

QA =

[
R
0

]
, R ∈ Rn×n triangular superior.

Ahora, definimos

Qb =: c =

(
c1
c2

)
, c1 ∈ Rn, c2 ∈ Rm−n.

Entonces,

∥∥Q(Ax− b)
∥∥2
2
=

∥∥∥∥
[
R
0

]
x−

(
c1
c2

)∥∥∥∥
2

2

= ∥Rx− c1∥22 + ∥c2∥22.

Supongamos que rango(A) = n. En este caso, R es regular y

∀x ∈ Rn : ∥Rx− c1∥22 + ∥c2∥22 ⩾ ∥c2∥22 + ∥Rx∗ − c1︸ ︷︷ ︸
=0

∥22,

es decir, x∗ es la solución del sistema escalonado Rx∗ = c1, o sea

x∗ = R−1c1.

Entonces, cuando se ha encontrado la matriz de transformación Q, solamente hay que apli-
car Q a b y resolver el sistema escalonado Rx∗ = c1.

La determinación de Q (y entonces la de R) se ejecuta en n pasos (o n − 1 pasos si
n = m). Sea

A =
[
a
(1)
1 · · · a

(1)
n

]
, b(1) := b, a

(1)
j :=



α
(1)
1j
...

α
(1)
nj


 .

Definiendo

sgn0(x) :=

{
1 si x = 0,

sgn(x) sino,
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formamos una matriz U 1 ortonormal y simétrica U 1 := I − β1ŵ1ŵ
T
1 definida por

β1 :=
1∥∥a(1)

1

∥∥
2

(∣∣α(1)
11

∣∣+
∥∥a(1)

1

∥∥
2

) , ŵ1 =




sgn0

(
α
(1)
11

)(∣∣α(1)
11

∣∣+
∥∥a(1)

1

∥∥
2

)

α
(1)
21
...

α
(1)
m1




.

Entonces tenemos

U 1a
(1)
1 = − sgn0

(
α
(1)
11

)
∥a1∥e1.

Ahora definimos

a
(2)
i := U 1a

(1)
i = a

(1)
i − β1

(
ŵT

1 a
(1)
i

)
ŵ1, i = 2, . . . , n,

b(2) := U 1b
(1) = b(1) − β1

(
ŵT

1 b
(1)
)
ŵ1.

Queremos aplicar la misma técnica que para a
(1)
1 a las últimas m− 1 componentes de a

(2)
2 ,

mientras que la nueva transformación debe dejar sin cambio a la fila 1 y la columna 1 de la
matriz transformada. Eso se logra definiendo

U 2 =




1 0 · · · 0
0
... I − β2ŵ2ŵ

T
2

0


 ,

donde

β2 :=
1

∥∥Ã(2)

2

∥∥
2

(∣∣α(2)
22

∣∣+
∥∥Ã(2)

2

∥∥
2

) , ŵ2 =




sgn0

(
α
(2)
22

)(∣∣α(2)
22

∣∣+
∥∥Ã(2)

2

∥∥
2

)

α
(2)
32
...

α
(2)
m2




, Ã
(2)

2 :=



α
(2)
22
...

α
(2)
m2


 .

Aśı se continua la construcción. En general, obtenemos el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.1.

1. Definición de n′:

n′ ←
{
n− 1 si m = n,

n sino.

2. do i = 1, . . . , n′

a
(i)
i =



˜̃a
(i)

i

ã
(i)
i


 , b(i) =



˜̃
b
(i)

b̃
(i)


 , Ã

(i)

i , b̃
(i) ∈ Rm−i+1,
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if ã
(i)
i ̸= 0 then

βi ←
1∥∥ã(i)

i

∥∥
2

(∣∣α(i)
ii

∣∣+
∥∥ã(i)

i

∥∥
2

) , ŵi ←




sgn0

(
α
(i)
ii

)(∣∣α(i)
ii

∣∣+
∥∥ã(i)

i

∥∥
2

)

α
(i)
i+1,i
...

α
(i)
mi




else

βi ← 0, ŵi ← 0 (o sea, U i = I)

endif
do j = i, . . . , n

˜̃a
(i+1)

j ← ˜̃a
(i)

j ,

ã
(i+1)
j ← ã

(i)
j − βi

(
ŵT

i ã
(i)
j

)
ŵi,

˜̃
b
(i+1)

← ˜̃
b
(i)

,

b̃
(i+1) ← b̃

(i) − βi

(
ŵT

i b̃
(i))

ŵi

enddo
enddo

3. El resultado de los pasos anteriores es

Un′ · . . . ·U 1︸ ︷︷ ︸
=:Q

A =
[
a
(2)
1 · · · a

(n′+1)
n

]
=




α
(2)
11 α

(3)
12 · · · α

(n′+1)
1n

0 α
(3)
22

...
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 α
(n′+1)
nn

0 · · · · · · 0
...

...
0 · · · · · · 0




=

[
R
0

]
,

Un′ · . . . ·U 1b = b(n
′+1) =

(
c1
c2

)
.

Como producto “secundario” de este algoritmo obtenemos una demostración del siguiente
teorema.

Teorema 3.11. Sea A ∈ Rm×n con m ⩾ n. Entonces existe una matriz ortonormal Q ∈
Rm×m tal que

QA =

[
R
0

]
,
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donde R es una matriz triangular superior. Si rango(A) = n, entonces el problema (3.26)
tiene una única solución x, la cual se calcula de Rx∗ = c1, donde

Qb =

(
c1
c2

)
, c1 ∈ Rn.

En este caso, R es regular.

El método descrito aqúı es conocido como transformación de Householder u ortogonali-
zación de Householder. Esta nomenclatura se explica de la siguiente forma:

QA =

[
R
0

]
=⇒ A = QT

[
R
0

]
=
[
QT

1 QT
2

] [R
0

]
= QT

1R,

es decir, las n columnas de QT
1 (o sea las primeras n filas de Q) forman una base ortonormal

del subespacio de Rm generado por las columnas de A, y las m − n últimas filas de Q son
una base ortonormal del complemento ortogonal, es decir, del espacio nulo de AT. Hay que
tomar en cuenta, sin embargo, que la matriz Q solo aparece en forma factorizada.

Para la computación de A = UR, UTU = I, U ∈ Rm×n (donde U corresponde a QT
1 )

podŕıamos también usar el método de ortogonalización de Gram-Schmidt. Pero este método
es inestable numéricamente, aśı que se prefiere la transformación de Householder.

Por otro lado, uno podŕıa aplicar el método en el caso m = n, es decir, para la solución de
sistemas. El esfuerzo es el doble del algoritmo de Gauss, asi que efectivamente se prefiere el
algoritmo de Gauss, sobre todo en virtud de la equivalencia de las propiedades de estabilidad
de ambos algoritmos.

Ejemplo 3.6. Para la transformación de Householder de la matriz

A =




4 3
−4 −1
4 3
−4 −1




calculamos sucesivamente las siguientes cantidades:

Ã
(1)

1 =




4
−4
4
−4


 , β1 =

1

8(4 + 8)
=

1

96
, ŵ1 =




12
−4
4
−4


 ,

luego

a
(2)
1 = a

(1)
1 −

1

96
(48 + 16 + 16 + 16)ŵ1 =




−8
0
0
0


 ,
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a
(2)
2 = a

(1)
2 −

1

96
(12 · 3 + 4 · 1 + 4 · 3 + 4 · 1) =




−4
4

3

2

3

4

3




.

Después, calculamos

∥∥ã(2)
2

∥∥
2
=

1

3
(16 + 16 + 4)2 = 2, β2 =

1

2

(
4

3
+ 2

) , ŵ2 =




10

3

2

3

4

3




,

ŵT
2 ã

(2)
2 =

1

9
(10 · 4 + 2 · 2 + 4 · 4) = 20

3
.

Finalmente resulta

a
(3)
2 =




−4
4

3
− 10

3

2

3
− 2

3

4

3
− 4

3




=




−4
−2
0
0


 , o sea U 2U 1︸ ︷︷ ︸

=Q

A =




−8 −4
0 −2
0 0
0 0


 .

Ejemplo 3.7 (Tarea 13, Curso 2006). Sea A la matriz indicada, y buscamos una descom-
posicion QR de A con R = QTA. ¿La matriz R dada abajo puede ser correcta?

A =




2 3 2
2 1 0
1 2 3
−1 4 2


 , R =




−
√
10 43 4

0 7 0
0 0 1
0 0 0


 .

Solución sugerida. La matriz R debe ser incorrecta, dado que

432 + 72 ̸= 32 + 12 + 22 + 42,

y porque una aplicación ortogonal no cambia la norma ∥·∥2 de un vector. SeaA =
[
a1 · · · an

]

y R =
[
r1 · · · rn

]
con vectores de columnas ai y ri. Entonces Qai = ri implica que

∥Qai∥2 = ∥ri∥2, y como Q es ortogonal, ∥ai∥2 = ∥ri∥2.
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Ejemplo 3.8 (Tarea 15, Curso 2006). Sean

A =




−1 1
1 −1
−1 −1
1 1


 , b1 =




1
1
1
1


 , b2 =




−1
−1
1
1


 .

a) Determinar la descomposición QR de A. Para Q, indicar sólo los vectores û1 y û2

de la representación

Q =

(
I − 2

ûT
2 û2

û2û
T
2

)(
I − 2

ûT
1 û1

û1û
T
1

)
.

b) Calcular c1 := Qb1 y c2 := Qb2.
c) Usando los resultados de (a) y (b), determinar la solución del problema de compensa-

ción

∥Ax− b1 − tb2∥2 !
= mı́n

x∈R2

para t ∈ R arbitrario.

Solucion sugerida.

a) La matriz dada es de la forma

A =
[
a
(1)
1 a

(1)
2

]

con

a
(1)
1 =




−1
1
−1
1


 , γ1 =

∥∥a(1)
1

∥∥
2
= 2, û1 =




−2
1
−1
1


 ,

ûT
1 û1 = 12, β1 =

1

6
, ûT

1 a
(1)
1 = 6, ûT

1 a
(1)
2 = −2.

Entonces obtenemos los vectores

a
(2)
1 =




2
0
0
0


 , a

(2)
2 =

1

3




0
−2
−4
4


 .

Luego calculamos que

γ2 = 2, û2 =
1

3




0
−8
−4
4


 , ûT

2 a
(2)
2 =

48

9
, β2 =

9

48
, a

(3)
2 =




0
2
0
0


 ,

o sea

R =

[
2 0
0 2

]
.
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b) Calculamos sucesivamente

b
(2)
1 = b

(1)
1 − β1

(
ûT

1 b
(1)
1

)
û1 =

1

3




0
4
2
4


 , b

(2)
2 = b

(1)
2 − β1

(
ûT

1 b
(1)
2

)
û1 =

1

3




0
−4
4
2


 ,

b
(3)
1 = b

(2)
1 − β2

(
ûT

2 b
(2)
1

)
û2 =




0
0
0
2


 , b

(3)
2 = b

(3)
2 − β3

(
ûT

3 b
(3)
2

)
û3 =




0
0
2
0


 .

c) Aqúı obtenemos

∥Ax− b1 − tb2∥2 =
∥∥Q(Ax− b1 − tb2)

∥∥
2

=

∥∥∥∥
[
R
0

]
x− c1 − tc2

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥




2x1

2x2

−2t
−2




∥∥∥∥∥∥∥∥
2

⩾

∥∥∥∥∥∥∥∥




0
0
2t
2




∥∥∥∥∥∥∥∥
2

,

es decir, para todo t ∈ R, el mı́nimo se asume para x = 0.

Ejemplo 3.9 (Tarea 16, Curso 2006). Sean

A =




−3 1 1
6 1 6
−6 −4 1

0 0
√
11


 , b =




3
2
2

2
√
11


 .

Usar el método de Householder para determinar una descomposición QR de A. Luego de-
terminar un vector x que minimiza ∥Ax − b∥2. ¿Cuál es entonces el error en la ecuación
Ax− b?
Solución sugerida.

1. Consideramos la primera columna a1 de A. Usando ∥a1∥2 = 9, obtenemos u =
(−12, 6,−6, 0)T y β = 1/108. Con P 1 = I − βuuT determinamos P 1A calculan-
do para cada columna ai de A el vector P 1ai. El resultado es

P 1A =




9 3 3
0 0 5
0 −3 2

0 0
√
11


 , P 1b =




−1
4
0

2
√
11


 .

2. Luego, para la primera columna

ã1 =




0
−3
0






3.3. CUADRADOS MÍNIMOS Y TRANSFORMACION A FORMA TRIANGULAR SUPERIOR 71

de la matriz 3×2 restante obtenemos ∥ã1∥2 = 3, y entonces ũ = (3,−3, 0)T y β = 1/9.
Obtenemos

P̃ 2Ã =



−3 2
0 5

0
√
11


 , P̃ 2b̃ =




0
4

2
√
11


 .

3. Luego, para la primera columna

˜̃a1 =

(
5√
11

)

de la matriz 2 × 1 restante obtenemos ∥˜̃a1∥2 = 6, y entonces ˜̃u = (11,
√
11)T y β =

1/66. Obtenemos

P̃ 3
˜̃a =

[
−6
0

]
, P̃ 3

˜̃b =

( −7√
11

)
.

Después de los 3 pasos anteriores, obtenemos la siguiente descomposición QR, donde Q es
el producto de las matrices de Householder ampliadas a la dimensión 4:

QA =




9 3 3
0 −3 2
0 0 −6
0 0 0


 , Qb =




−1
0
−7√
11


 .

Particionando la matriz del tamaño 4× 3 en una matriz del tamaño 3× 3 y otra del tamaño
1× 3, obtenemos

mı́n
x∈R3
∥Ax− b∥2 = mı́n

x∈R3
∥QAx−Qb∥2 = mı́n

x∈R3

∥∥∥∥
[
R
0

]
x−

(
c1
c2

)∥∥∥∥
2

.

Obviamente, el sistema Rx = c1 posee una solución única, entonces

mı́n
x∈R3
∥Ax− b∥2 = ∥c2∥2 =

√
11.

Ejemplo 3.10 (Certamen 1, Curso 2010). Resolver el problema de aproximación

m∑

i=1

(
yi − (α∗

0φ0(ti) + α∗
1φ1(ti) + α∗

2φ2(ti)
)2

= mı́n
α0,α1,α2

m∑

i=1

(
yi − (α0φ0(ti) + α1φ1(ti) + α2φ2ti

)2

para los datos

i 1 2 3 4
ti 0 1 2 3
yi 1 -1 1 3

para φi(t) = ti, i = 0, 1, 2, transformando la matriz A ∈ R4×3 a forma triangular superior
mediante la transformación de Householder.
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Solución sugerida. Sea

A =




1 t1 t21
1 t2 t22
1 t3 t23
1 t4 t24


 =




1 0 0
1 1 1
1 2 4
1 3 9


 , b =




1
−1
1
3


 .

La transformación de Householder se ejecuta en tres pasos.

1. Desde la matriz A identificamos

Ã
(1)

1 =




1
1
1
1


 , β1 =

1

2(1 + 2)
=

1

6
, ŵ1 =




3
1
1
1


 .

Si

U 1 = I − 1

6
ŵ1ŵ

T
1 ∈ R4×4,

obtenemos

a
(2)
1 = U 1




1
1
1
1


 =




−2
0
0
0


 , a

(2)
2 = U 1




0
1
2
3


 =




−3
0
1
2


 ,

a
(2)
3 = U 1




0
1
4
9


 =




−7

−4

3

5

3

20

3




, b(2) = U 1b =




−2
−2
0
2


 .

2. Considerando los 3 últimos componentes de los vectores anteriores obtenemos

Ã
(2)

2 =



0
1
2


 , β2 =

1√
5(0 +

√
5)

=
1

5
, ŵ2 =



√
5
1
2


 .

Definiendo

U 2 = I − 1

5
ŵ2ŵ

T
2 ∈ R3×3

obtenemos

a
(3)
2 = U 2



0
1
2


 =



−
√
5

0
0


 ,
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a
(3)
3 = U 2




−4

3

5

3

20

3




=




−3
√
5

−4

3
+

4
√
5

15

2

3
+

8
√
5

15



≈



−6,7082
−0,7370
1,8592


 ,

b(3) = U 2



−2
0
2


 =




−4

5

√
5

−4

5
+

2
√
5

5

2

5
+

4
√
5

5



≈



−1,7889
0,0944
2,1889


 .

3. Considerando los 2 últimos componentes de los vectores anteriores obtenemos

Ã
(3)

3 =




−4

3
+

4
√
5

15

2

3
+

8
√
5

15


 ≈

(
−0,7370
1,8592

)
,

β3 =
1

2

(
4

3

(
1−
√
5

5

)
+ 2

) =
1

20

3
− 8
√
5

15

≈ 0,1827,

ŵ3 =




−10

3
+

4
√
5

15

2

3
+

8
√
5

15


 ≈

(
−2,7370
1,8592

)
.

Definiendo

U 3 = I − 1

20

3
− 8
√
5

15

ŵ3ŵ
T
3 ∈ R2×2

obtenemos

a4
3 = U 3




−4

3
+

4
√
5

15

2

3
+

8
√
5

15


 =

(
2
0

)
,
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b(4) = U 3




−4

5
+

2
√
5

5

2

5
+

4
√
5

5


 =




2

2

5

√
5


 ≈

(
2

0,8944

)
.

Concluimos que la solución del problema está dada por el sistema lineal escaloneado


−2 −3 −7
0 −

√
5 −3

√
5

0 0 −2





α∗
0

α∗
1

α∗
2


 =



−2
−4

5

√
5

2




con la solución

α∗
0 =

4

5
= 0,8, α∗

1 = −
11

5
= −2,2, α∗

2 = 1.

La tarea de minimizar ∥Ax − b∥22 también puede ser tratada por métodos del cálculo
diferencial de varias variables. Para tal efecto, definimos la función

Φ(x) := (Ax− b)T(Ax− b)

= xTATAx− 2xTATb+ bTb.

La condición necesaria para un mı́nimo en x∗ es

∂

∂ξi
Φ(x)

∣∣∣∣
x=x∗

= 0, i = 1, . . . , n,

lo cual entrega el sistema lineal (las ecucaciones normales)

ATAx∗ = ATb, (3.27)

con la solución única (si rango(A) = n)

x∗ = (ATA)−1ATb.

El hecho de que x∗ realmente es el mı́nimo se refleja en la satisfacción de la condición
adicional suficiente que

(
∂2

∂ξi∂ξj
Φ(x)

∣∣∣∣
x=x∗

)

ij

es definida positiva.
Uno podria resolver (3.27) por la descomposición de Cholesky. Pero este camino no es

recomendado, con la excepción del caso que las columnas de A son “casi ortogonales”.
En efecto, el método de Cholesky es mucho más sensible para errores de redondeo que la
transformación de Householder.

Frecuentamente los problemas de compensación son extremadamente mal acondiciona-
dos, sobre todo cuando las funciones de planteo no son las apropiadas. Por ejemplo, para un
planteo polinomial siempre se recomienda transformar la variable independiente al intervalo
[−1, 1] y usar los polinomios de Chebyshev

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n ⩾ 2.
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la última medida para la solución del problema es la descomposición en valores singulares.
Si

A = U

[
Σ
0

]
V ∗

y la matriz Σ es invertible, entonces la solución del problema (3.26) es

x∗ = V
[
Σ−1 0

]
U ∗b.

Si Σ no es invertible, la solución del problema de compensación no es única. En este caso,
se usa la solución óptima

x∗ = A+b = V
[
Σ+ 0

]
U ∗b,

con la longitud euclidiana mı́nima. Por supuesto, en la práctica se reemplaza Σ+ por

Σ+(α) = diag(σ+
i (α)), donde σ+

i (α) =

{
1/σi si σi ⩾ α,

0 sino,

donde el parámetro α > 0 representa la imprecisión en A y en la aritmética.
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Caṕıtulo 4

Métodos iterativos para la solución de sistemas de ecuaciones
lineales

4.1. Un ejemplo

Muchas aplicaciones requieren la solución de sistemas de ecuaciones lineales de extrema-
damente gran tamaño (n ⩾ 104), pero donde la matriz de coeficientes tiene una estructura
muy especial: cada fila contiene sólo muy pocos, por ejemplo cinco, entradas diferentes de
cero, en una configuración muy particular. En esta situación no se recomienda el uso de los
métodos discutidos hasta ahora por razones de espacio de almacenaje y tiempo computacio-
nal. Ilustraremos el problema por medio del siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Se busca una función u : [0, 1]2 → R que es solución del siguiente problema
de valores de frontera (problema de Dirichlet) para la ecuación de Poisson:

−∆u ≡ −uξξ − uηη = f(ξ, η), (ξ, η) ∈ (0, 1)2,

u(ξ, η) = 0, ξ ∈ {0, 1} o η ∈ {0, 1}.
Aqúı f es una función real y continua dada sobre [0, 1]2. La tarea de determinar la solución
u numéricamente se reduce a un sistema de ecuaciones lineales para los valores aproximados

ũij ≈ u(ξi, ηj). (4.1)

Para una función z = z(ξ) ∈ C4 tenemos según la fórmula de Taylor

z(ξ + h) = z(ξ) + z′(ξ)h+
1

2
z′′(ξ)h2 +

1

6
z′′′(ξ)h3 +

1

24
z(4)(ξ̃)h4,

z(ξ − h) = z(ξ)− z′(ξ)h+
1

2
z′′(ξ)h2 − 1

6
z′′′(ξ)h3 +

1

24
z(4)( ˜̃ξ)h4,

donde ξ̃ = ξ + δ1h y ˜̃ξ = ξ − δ2h. Combinando estas dos ecuaciones obtenemos

z′′(ξ) =
z(ξ + h)− 2z(ξ) + z(ξ − h)

h2
− 1

12
z(4)(ξ̂)h2. (4.2)

Entonces, para h “pequeño”, el primer término en el lado derecho de (4.2) sirve como buena
aproximación de z′′(ξ). Ahora [0, 1]2 se cubre con una malla cuadrática de puntos (ξi, ηj),
0 ⩽ i, j ⩽ N + 1, donde

ξi = ih, ηj = jh, 0 ⩽ i, j ⩽ N + 1, h =
1

N + 1
, N ∈ N.

Ahora aproximamos las segundas derivadas parciales uξξ y uηη usando (4.2). Usando la ecua-
ción de derivadas parciales, obtenemos la siguiente ecuación para (4.1):

4ũij − ũi−1,j − ũi+1,j − ũi,j−1 − ũi,j+1 = h2f(ξi, ηj), 1 ⩽ i, j ⩽ N.

77
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Entonces, la aproximación genera un sistema de N2 ecuaciones para N2 desconocidas. Enu-
merando los pares (i, j) en el orden

(1, 1), (2, 1), . . . , (N, 1), (1, 2), (2, 2), . . . , (N, 2), . . . , (N,N),

resulta un sistema lineal Ax = b con

x =




ũ11

ũ21
...

ũNN


 , b = h2




f(ξ1, η1)
f(ξ2, η2)

...
f(ξN , ηN)


 , A =




B −I
−I . . . . . .

. . . . . . . . .
. . . . . . −I

−I B



∈ RN2×N2

,

donde

B =




4 −1
−1 4 −1

. . . . . . . . .
. . . . . . −1

−1 4



∈ RN×N .

Si se trata aplicar la descomposición de Cholesky a A, aprovechando la estructura de bandas,
resultan N4/2 operaciones aritméticas y N3 elementos de almacenaje; estos números ya son
grandes para 50 ⩽ N ⩽ 200. Además, no es muy razonable tratar de resolver el sistema
exactamente, dado que la solución ũij misma sólo representa una aproximación (con un
error O(h2) si |f | ⩽ 1) de los valores uij. Por supuesto, el caso análogo tri-dimensional es
aún mucho mas complicado.

Comentamos que existe un algoritmo especial precisamente para el sistema discutido en
este ejemplo, el algoritmo de Buneman, que para N = 2m+1 − 1 necesita sólo 3N2(m + 1)
operaciones aritméticas y approx. 6N2 elementos de almacenaje. Sin embargo, este algoritmo
ya fracasa si las entradas varian con (i, j), con una matriz que posee la misma estructura
que A. (O. Buneman, A compact non-iterative Poisson solver, Stanford University Insti-
tute for Plasma Research Report No. 294, Stanford, CA, 1969; ver detalles en J. Stoer,
K. Bulirsch, Numerische Mathematik 2, tercera edición, Springer-Verlag, Berlin 1990).

Resumiendo, constatamos que se recomienda buscar métodos simplemente estructurados
que aproximan la solución x de un sistema lineal por una sucesión {xk}k∈N infinita, pero
donde cada paso xk → xk+1 requiere sólo muy poco esfuerzo computacional.

4.2. Metodoloǵıa general del desarrollo de métodos iterativos

La idea básica es la siguiente. Queremos resolver el problema

Ax∗ = b. (4.3)

La matriz A se descompone en la siguiente forma:

A = M +N ,
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entonces (4.3) es equivalente a

Mx∗ = b−Nx∗. (4.4)

Entonces, introduciendo un factor ω y una matriz C arbitraria, (4.4) es equivalente a

(ωM +C)x∗ = (C − ωN )x∗ + ωb.

Las matrices C y M y el factor ω se eligen en tal forma que ωM +C es regular y tiene una
estructura simple, de manera que un sistema lineal con esta matriz puede ser resuelto más
facilmente que el sistema original (4.3). Ahora, si reemplazamos en la última ecuación x∗ en
el lado derecho por xk y en el lado izquierdo por xk+1, obtenemos el método de iteración

(ωM +C)xk+1 = (C − ωN )xk + ωb, (4.5)

el cual podemos escribir como

xk+1 = (ωM +C)−1
(
(C − ωN )xk + ωb

)
=: Φ(xk).

Según nuestra construcción,

x∗ = Φ(x∗),

es decir, x∗ es el punto fijo de la aplicación x 7→ Φ(x); por lo tanto,

xk+1 − x∗ = (ωM +C)−1(C − ωN )︸ ︷︷ ︸
=:B(ω)

(xk − x∗). (4.6)

En virtud de (4.6), para cualquier vector inicial x0, se cumple

xk − x∗ =
(
B(ω)

)k
(x0 − x∗).

Teorema 4.1. El método (4.5) converge para todo x0 ∈ Rn a x∗ si y sólo si

rσ
(
B(ω)

)
< 1.

Demostración. Sea rσ(B(ω)) < 1. Entonces I − B(ω) es regular, lo que significa que la
ecuación

x∗ = B(ω)x∗ + ω(ωM +C)−1b

tiene una única solución x∗. Según el Teorema 3.5, existe una norma vectorial ∥ · ∥ (con una
norma matricial inducida) tal que para un ε > 0 pequeño dado,

∥B(ω)∥ ⩽ rσ
(
B(ω)

)
+ ε < 1.

Entonces

∥xk − x∗∥ ⩽ ∥B(ω)∥k∥x0 − x∗∥,
o sea,

ĺım
k→∞

xk+1 = x∗.

Por otro lado, en el caso cntrario rσ(B(ω)) ⩾ 1, existe un valor propio λ de B(ω) con |λ| ⩾ 1.
Sea v ̸= 0 el vector propio asociado. Entonces

(
B(ω)

)k
v = λkv.
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Sea x0 = x∗ + v. En este caso,

xk − x∗ = λkv,

es decir,

∀k ∈ N : ∥xk − x∗∥ = |λk∥v∥ ⩾ ∥v∥ > 0.

Para cualquier ε > 0 suficientemente pequeño existe una norma tal que en esta norma,
la distancia ∥x− x∗∥ se reduce por un factor rσ(B(ω)) + ε en cada paso. Obviamente, hay
que elegir M , N , C y ω en tal forma que rσ(B(ω)) sea lo más pequeño posible. Antes de
seguir estudiando la teoŕıa de los métodos (espećıficamente, el comportamento de B(ω) en
un caso especial importante), vamos a mencionar los métodos mas importantes que se usan
en la práctica, definiendo las matrices L, D y U por medio de

A = −L+D −U , (4.7)

donde

−L =




0 0 · · · 0

α21
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
αn1 · · · αn,n−1 0


 , D =




α11 0 · · · 0

0 α22
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 αnn


 , −U =




0 α12 · · · α1n

0 0
. . .

...
...

. . . . . . αn−1,n

0 · · · 0 0


 .

(4.8)

1. El método de Jacobi es definido por M = D, N = −L − U , C = 0 y ω = 1. La
fórmula de iteración vectorial correspondiente es

xk+1 = D−1
(
(L+U)xk + b

)
, k ∈ N0; (4.9)

para las componentes obtenemos

ξi,k+1 = ξi,k +
1

αii

(
−

n∑

j=1

αijξj,k + βi

)
, i = 1, . . . , n, k ∈ N0.

2. El método de Gauss-Seidel es definido por M = −L+D, N = −U , C = 0 y ω = 1.
Las fórmulas de iteración son

(−L+D)xk+1 = Uxk + b, k ∈ N0;

ξi,k+1 =ξi,k +
1

αii

(
−

i−1∑

j=1

αijξj,k+1 −
n∑

j=i

αijξj,k + βi

)
,

i = 1, . . . , n, k ∈ N0.

3. El método SOR (successive overrelaxation) con el parámetro de relajación ω corres-
ponde a M = −L+D, N = −U , C = (1− ω)D y ω ̸= 0. Las fórmulas de iteración
son

(−ωL+D)xk+1 =
(
(1− ω)D + ωU

)
xk + ωb, k ∈ N0; (4.10)
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ξi,k+1 =ξi,k +
ω

αii

(
−

i−1∑

j=1

αijξj,k+1 −
n∑

j=i

αijξj,k + βi

)
,

i = 1, . . . , n, k ∈ N0.

(4.11)

La identidad (4.10) ilustra la idea del método SOR: tenemos como “última” (“mejor”) apro-
ximación de x∗ el vector (ξ1,k+1, . . . , ξi−1,k+1, ξi,k, . . . , ξn,k)

T. Después se calcula primero ξGS
i,k+1,

aplicando el método de Gauss-Seidel, luego se determina ξi,k+1 agrandando o achicando la
corrección de Gauss-Seidel por el factor ω.

Ejemplo 4.2 (Tarea 18, Curso 2006). Se considera el sistema lineal Ax = b con

A =

[
5 −4
1 −3

]
, b =

(
12
−2

)
.

a) Preparar un dibujo que interpreta ambas ecuaciones del sistema lineal como lineas
rectas en el plano x1-x2. La solución exacta del problema es x∗

1 = 4, x∗
2 = 2.

b) Ejecutar desde x0 = (−8,−8)T tres pasos de cada uno de los métodos de Jacobi, de
Gauss-Seidel, y del método SOR con ω = 1,5 aus. Agregar al dibujo las sucesiones

(
ξ1,0
ξ2,0

)
,

(
ξ1,1
ξ2,0

)
,

(
ξ1,1
ξ2,1

)
,

(
ξ1,2
ξ2,1

)
. . .

en los casos de los métodos de Gauss-Seidel y SOR y la sucesión
(
ξ1,0
ξ2,0

)
,

(
ξ1,1
ξ2,1

)
,

(
ξ1,2
ξ2,2

)
,

(
ξ1,3
ξ2,3

)
. . .

en el caso del método de Jacobi.

Solucion sugerida.

a) La Figura 4.1 muestra las dos rectas y las iteradas.
b) Sean (ξ1,k, ξ2,k) las iteradas del método de Jacobi, (ξ̃1,k, ξ̃2,k) las del método de Gauß-

Seidel y (ξ̄1,k, ξ̄2,k) las del método SOR, entonces obtenemos las siguientes sucesiones
de iteración:

(ξ1,0, ξ2,0) = (−8,−8),
(ξ1,1, ξ2,1) = (−4,−2),

(ξ1,2, ξ2,2) =
(4
5
,−2

3

)
,

(ξ1,3, ξ2,3) = (1,86̄, 0,93̄);

(ξ̃1,0, ξ̃2,0) = (−8,−8),
(ξ̃1,1, ξ̃2,0) = (−4,−8),

(ξ̃1,1, ξ̃2,1) =
(
−4,−2

3

)
,

(ξ̃1,2, ξ̃2,1) = (1,86̄,−0.6̄),
(ξ̃1,2, ξ̃2,2) = (1,86̄, 1,28̄),
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�8 �7 �6 �5 �4 �3 �2 �1 1 2 3 54 6 7 8 9 10 11 x1

x2
123
45

�1�2�3�4�5�6�7�8�9�105x1 � 4x2 = 12

x1 � 3x2 = �2

�x(0)1 ; x(0)2 � �~x(1)1 ; ~x(0)2 � ��x(1)1 ; �x(0)2 �

�x(1)1 ; x(1)2 ��~x(1)1 ; ~x(1)2 �
��x(1)1 ; �x(1)2 �

�x(2)1 ; x(2)2 �����
�x(2)1 ; x(2)2 �XXXXXXz �~x(2)1 ; ~x(1)2 �

�~x(2)1 ; ~x(2)2 ���x(3)1 ; �x(2)2 � ��x(2)1 ; �x(2)2 ���x(2)1 ; �x(1)2 �
��x(3)1 ; �x(3)2 �(x�1; x�2)

Figura 4.1. Interpretación de las ecuaciones de un sistema lineal 2× 2 como
lineas rectas en el plano x1-x2 y sucesiones de soluciones aproximadas

(ξ̃1,3, ξ̃2,2) = (3,431̄, 1,28̄),

(ξ̃1,3, ξ̃2,3) = (3,431̄, 1,81037);

(ξ̄1,0, ξ̄2,0) = (−8,−8),
(ξ̄1,1, ξ̄2,0) = (−2,−8),
(ξ̄1,1, ξ̄2,1) = (−2, 4),
(ξ̄1,2, ξ̄2,1) = (9,4, 4),

(ξ̄1,2, ξ̄2,2) = (9,4, 3,7),

(ξ̄1,3, ξ̄2,2) = (3,34, 3,7),

(ξ̄1,3, ξ̄2,3) = (3,34, 0,82).
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4.3. Teoremas de convergencia para métodos iterativos

Teorema 4.2. El método de Jacobi (4.9) converge si A = D −L−U satisface uno de los
siguientes criterios: A es estrictamente diagonal dominante por filas:

∀i = 1, . . . , n : |αii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|αij|, (4.12)

o A es estrictamente diagonal dominante por columnas:

∀i = 1, . . . , n : |αii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|αji|. (4.13)

Demostración. Tarea.

Los requerimientos (4.12) y (4.13) son bastante restrictivos y no se cumplen para la
mayoŕıa de las matrices. En particular, muchas veces la desigualdad estricta en (4.12) o
(4.13) no se cumple en todas las filas o columnas, sino que sólo en algunas de ellas, mientras
que en las otras |αii| es igual al lado derecho de (4.12) o (4.13). A continuación veremos que
también en este caso podemos asegurar la convergencia del método (4.9), siempre cuando la
matriz A cumpla la propiedad de irreducibilidad.

Definición 4.1. Una matriz A ∈ Cn×n se llama irreducible si no existe ninguna matriz de
permutación P tal que

P TAP =

[
Ã11 Ã12

0 Ã22

]
, Ã22 ∈ Ck×k, k < n.

Para decidir sobre la irreducibilidad de una matriz A, necesitamos el concepto del grafo
dirigido de la matriz.

Definición 4.2. Sea A = (αij) ∈ Cn×n. A la siguiente construcción nos referimos como
grafo dirigido G(A) de A:

1. G(A) incluye n vértices P1, . . . , Pn.
2. Un arco dirigido Pi 7→ Pj junta Pi con Pj, i ̸= j, si y sólo si αij ̸= 0.
3. Los caminos dirigidos en G(A) son compuestos por arcos dirigidos.
4. El grafo dirigido G(A) se llama conexo si para cada par (Pi, Pj) de vértices, 1 ⩽ i, j ⩽

n, i ̸= j, existe un camino dirigido de Pi a Pj.

Ejemplo 4.3. La Figura 4.2 muestra algunas matrices y sus grafos dirigidos. Nos damos
cuenta que los grafos G(A), G(B) y G(C) son conexos; obviamente, G(D) no es conexo.

Teorema 4.3. Una matriz A ∈ Kn×n es irreducible si y sólo si su grafo dirigido G(A) es
conexo.

Demostración. Hay que demostrar dos implicaciones.

”⇒”: Supongamos primero que G(A) es conexo, y sean los ı́ndices i y j, i ̸= j, 1 ⩽ i, j ⩽ n
arbitrarios. Entonces existen números i1, . . . , im tales que

αi,i1 · αi1,i2 · αi2,i3 · . . . · αim,j ̸= 0. (4.14)
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A =



1 0 3
1 2 0
0 4 5




P1

P3 P2

B =




2 1 0 0
1 3 1 1
1 0 −1 0
0 1 1 2




P1

P2

P3

P4

C =




2 1 0 · · · 0

1 2 1
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . 1 2 1

0 · · · 0 1 2




P1 P2 P3 P4 Pn

· · ·

D =




4 1 0 1 0
1 2 0 1 0
0 0 1 0 1
1 2 0 3 0
0 0 1 0 1




P1 P3

P4 P5

P2

G(D) :

G(C) :

G(B) :

G(A) :

Figura 4.2. Algunas matrices y sus grafos dirigidos.

Ahora supongamos que A es reducible, es decir

αs,k = 0, s ∈ S, k ∈ K, S ∩K = ∅, S ∪K = {1, . . . , n}.
Entonces sean i ∈ S y j ∈ K. Dado que αi,i1 ̸= 0, tenemos que i1 ̸∈ K, o sea, i1 ∈ S,
lo que implica i2 ∈ S, etc., entonces seŕıa imposible construir la cadena (4.14), una
contradicción.

”⇐”: Ahora sea A irreducible e i ∈ {1, . . . , n} arbitrario. Definimos

I :=
{
k | ∃{i1, . . . , im} : αi,i1 · . . . · αim,k ̸= 0

}
,

notando que I ≠ ∅, puesto que sino αi1 = . . . = αin = 0, una contradicción. Su-
pongamos que I ̸= {1, . . . n}, y sea l ∈ {1, . . . n}\I. Demostramos que en este caso
αjl = 0 para j ∈ I. (Esto seŕıa una contradicción a la irreducibilidad deA.) Si existiera
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αj0,l ̸= 0 para un ı́ndice j0 ∈ I, existiŕıan también ı́ndices {i1, . . . , im} tales que
αi,i1 · αi1,i2 · . . . · αim,j0 ̸= 0, αjo,i ̸= 0,

o sea l ∈ I, una contradicción. Esto implica que I = {1, . . . , n}, y dado que i es
arbitrario, concluimos que G(A) es conexo.

Definición 4.3. Una matriz A ∈ Cn×n se llama irreduciblemente diagonal dominante si A
es irreducible y

∀i ∈ {1, . . . , n} : |αii| ⩾
n∑

j=1
j ̸=i

|αij| ∧ ∃i0 ∈ {1, . . . , n} : |αi0i0| >
n∑

j=1
j ̸=i0

|αi0j|.

Teorema 4.4. Sea A estrictamente o irreduciblemente diagonal dominante. Entonces A es
regular y el método de Jacobi converge.

Demostración. La demostración procede en tres pasos:

1. Demostramos que el método está bien definido.
2. Demostramos que

rσ
(
D−1(L+U)

)
< 1. (4.15)

3. El resultado de 2.) implica que el método de Jacobi converge para b arbitrario a una
solución de Ax = b, lo que implica la regularidad de A.

Enseguida procedemos a la demostración de 1.) y 2.):

1. Si A es estrictamente diagonal dominante, esta propiedad es obvia. Si A es irredu-
ciblemente diagonal dominante, entonces αii ̸= 0 para todo i (si existiŕıa un ı́ndice
i0 tal que αi0i0 = 0, tendŕıamos que αi01 = . . . = αi0n = 0, una contradicción a la
irreducibilidad).

2. Si A es estrictamente diagonal dominante, (4.15) es una consecuencia del Teorema 4.1.
En el otro caso, podemos aplicar el Teorema 3.4 a

B := D−1(L+U) =: (βij)

para concluir que

rσ(B) ⩽ ∥B∥∞ ⩽ 1.

Supongamos que rσ(B) = 1. En este caso existe λ ∈ C, |λ| = 1, tal que (B−λI)x = 0
con x ̸= 0. Por otro lado, B−λI es una matriz irreduciblemente diagonal dominante,
dado que difiere de D−1A sólo en sus entradas diagonales, donde “1” es reemplazado
por −λ con |−λ| = 1. Supongamos ahora que x = (ξ1, . . . , ξn)

T con |ξ1| = . . . |ξn| = ξ.
Esto significa que

∀i ∈ {1, . . . , n} :
∣∣∣∣∣

n∑

j=1

βijξj

∣∣∣∣∣ = ξ ⩽ ξ
n∑

j=1

|βij|,
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o sea,

∀i ∈ {1, . . . , n} :
n∑

j=1

|βij| ⩾ 1,

en contradicción a la supuesta diagonaldominancia irreducible de A. Entonces

I :=
{
j | ∀i : |ξj| ⩾ |ξi|, ∃i0 : |ξj| > |ξi0|

}
̸= ∅.

Sea j ∈ I. Observando que βii ̸= 0, tenemos que

0 =
n∑

i=1

βjiξi − λξj ⇐⇒ λξj =
n∑

i=1

βjiξi

=⇒ |ξj| ⩽
n∑

i=1

|βji||ξi| =⇒
n∑

i=1

|βji|
|ξi|
|ξj|

⩾ 1.

Notamos que |ξi|/|ξj| ⩽ 1 y |ξi|/|ξj| = 1 para i ∈ I. Entonces

1 ⩽
∑

i∈I
|βji|+

∑

i ̸∈I
|βji|
|ξi|
|ξj|

<
n∑

i=1

|βji| ⩽ 1.

Esto es una contradicción en el caso que
∑

i ̸∈I
|βji| ≠ 0.

Concluimos que
∑

i ̸∈I
|βji| = 0 para j ∈ I,

o sea, usando que βji = αji/αjj,
∑

i ̸∈I
|αji| = 0 para j ∈ I,

lo que implica que A es reducible, una contradicción.

Uno podŕıa pensar que según nuestra construcción, el método de Gauss-Seidel siempre con-
verge “mejor” que el de Jacobi. Pero esto no es válido en general.

Teorema 4.5 (Stein-Rosenberg). Sea A ∈ Rn×n, αij ⩽ 0 para i ̸= j y αii ̸= 0 para
i = 1, . . . , n, J := D−1(L +U) y H := (−L +D)−1U . En este caso, exactamente una de
las siguientes alternativas es válida:

1. rσ(H) = rσ(J) = 0,
2. rσ(H) = rσ(J) = 1,
3. 0 < rσ(H) < rσ(J) < 1,
4. rσ(H) > rσ(J) > 1.

Demostración. Ver Varga, Matrix Iterative Analysis.
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El Teorema 4.5 dice que para matrices del tipo indicado, el método de Gauss-Seidel
converge mejor si alguno de los métodos converge. Eso implica en particular que ambos
métodos convergen para el sistema del Ejemplo 4.1.

En la práctica, las siguientes matrices son importantes: matrices simétricas definidas
positivas y M-matrices.

Definición 4.4. Una matriz A ∈ Rn×n se llama M-matriz si αij ⩽ 0 para i ̸= j y A−1

existe y A−1 ⩾ 0.

Teorema 4.6. Una matriz A ∈ Rn×n es una M-matriz si y sólo si αii > 0 para i = 1, . . . , n,
αij ⩽ 0 para i ̸= j y rσ(D

−1(L +U )) < 1, donde A = −L +D −U es la descomposición
(4.7), (4.8) de A.

Demostración. Hay que demostrar dos implicaciones.

“⇐”: Sea αii > 0 para i = 1, . . . , n, αij ⩽ 0 para i ̸= j y rσ(D
−1(L + U)) < 1. Definimos

J := D−1(L+U ). Entonces rσ(−J) < 1, y la matriz

(I − J)−1 =
∞∑

k=0

Jk

existe, y (I − J)−1 ⩾ 0 dado que J ⩾ 0. Pero por otro lado, sabemos que

I − J = D−1A,

es decir,

(I − J)−1 = A−1D,

lo que implica que A−1 existe y A−1 ⩾ 0.
“⇒”: Supongamos que A es una M-matriz. Sea αii ⩽ 0 para algún i. En este caso, usando

que αij ⩽ 0 para i ̸= j, tenemos Aei ⩽ 0, es decir, multiplicando con la matriz
A−1 ⩾ 0, A−1Aei ⩽ 0, o sea ei ⩽ 0, una contradicción. Entonces, αii > 0 para todo i,
lo que implica que J := D−1(L + U) es bien definida, J ⩾ 0 y A−1D = (I − J)−1

existe. Sea λ un valor propio de J con vector propio x ̸= 0. En este caso,

|λ||x| ⩽ J |x| =⇒ (I − J)|x| ⩽
(
1− |λ|

)
|x|,

y dado que (I − J)−1 ⩾ 0,

|x| ⩽
(
1− |λ|

)
(I − J)−1|x|.

Dado que |x| ̸= 0, (I − J)−1|x| ̸= 0 y (I − J)−1|x| ⩾ 0. Entonces, podemos concluir
que |λ| < 1, o sea rσ(J) < 1.

Entonces el método de Jacobi converge para cada M-matriz, y usando el Teorema 4.5,
podemos concluir que converge también el método de Gauss-Seidel.

Definición 4.5. Sea A ∈ Rn×n. Llamamos a A = N − P una partición regular de A si
N ∈ Rn×n es regular y N−1 ⩾ 0, P ⩾ 0.
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Teorema 4.7. Sea A ∈ Rn×n, con la partición regular A = N−P . En este caso, rσ(N
−1P ) <

1 si y sólo si A−1 ⩾ 0.

Demostración.

“⇒”: Trivialmente tenemos queH := N−1P ⩾ 0. Ahora, si rσ(H) < 1, entonces rσ(−H) <
1, o sea (I −H)−1 existe y (I −H)−1 ⩾ 0, por lo tanto

A−1 = (I −H)−1N−1 ⩾ 0.

“⇐”: Sea A−1 ⩾ 0. Sabemos que

A−1 = (N − P )−1 = (I −N−1P )−1N−1.

Ahora, con H := N−1P ⩾ 0,

0 ⩽ (I +H +H2 + . . .+Hm)N−1

= (I −Hm+1)(I −H)−1N−1

= (I −Hm+1)A−1 ⩽ A−1,

lo que implica que I +H +H2 + . . . +Hm converge cuando m → ∞, por lo tanto,
rσ(H) < 1.

Teorema 4.8. Sea A estrictamente o irreduciblemente diagonal dominante con αii > 0 para
i = 1, . . . , n y αij ⩽ 0 para i ̸= j (es decir, A es una L-matriz). En este caso, A es una
M-matriz.

Demostración. En este caso, N = D y P = L + U es una partición regular. Segun el
Teorema 4.4, rσ(D

−1(L+U)) < 1. Luego aplicamos el Teorema 4.7.

Ejemplo 4.4 (Certamen 1, Curso 2010). Se consideran las matrices

A1 =




10 2 −6 0
3 5 1 1
2 −2 12 4
1 0 −2 3


 , A2 =




4 1 1 0
1 3 −1 1
0 2 4 −2
1 1 −2 4


 , A3 =




2 0 −1 0
0 2 0 1
−3 0 5 0
0 2 0 −4


 .

a) Demostrar que para cada una de ellas que el método de Jacobi converge a la solución
de Aixi = bi para bi ∈ R4 y vectores iniciales xi,0 ∈ R4 arbitrarios.

b) Utilizando el vector inicial xi,0 = (1, 1, 1, 1)T, calcular para i = 2 e i = 3 una nueva
aproximación de la solución de Aixi = bi para

b2 =




9
8
8
13


 , b3 =




−2
−1
24
−6


 ,

utilizando los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel.

Solución sugerida.
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a) Se demuestra facilmente que A1 y A2 son irreduciblemente diagonal dominantes. Por
otro lado, la matriz A3 corresponde a dos sistemas lineales desacoplados para (x1, x3)
y (x2, x4), respectivamente, con las respectivas matrices

A3,1 =

[
2 −1
−3 5

]
y A3,2 =

[
2 1
3 −4

]
,

ambas de las cuales son estrictamente diagonaldominantes; por lo tanto se puede con-
cluir ambos métodos convergen también en el caso de A3.

b) Utilizando el método de Jacobi para Ax2 = b2 se genera la sucesión de vectores

x2,1 =




1,7500
2,3333
2,0000
3,2500


 , x2,2 =




1,1667
1,6667
2,4583
3,2292


 , x2,3 =




1,2188
2,0208
2,7812
3,7708


 , x2,4 =




1,0495
1,9306
2,8750
3,8307




etc., mientras que el método de Gauss-Seidel entrega

x2,1 =




1,7500
2,0833
1,4583
3,0208


 , x2,2 =




1,3646
1,6910
2,6649
3,8186


 , x2,3 =




1,1610
1,8951
2,9617
3,9668


 , x2,4 =




1,0358
1,9864
2,9902
3,9896




etc. Para el sistema Ax3 = b3 obtenemos las respectivas sucesiones

x3,1 =




−0,5
−1
5,4
−1


 , x3,2 =




1,7
0
4,5
−2


 , x3,3 =




1,25
0,5
5,82
−1,5


 , x3,4 =




1,91
0,25
5,55
−1,25




etc. para el método de Jacobi y

x3,1 =




−0,5
−1
4,5
−2


 , x3,2 =




1,25
0,5
5,55
−1,25


 , x3,3 =




1,775
0,125
5,865
−1,4375


 , x3,4 =




1,9325
0,2188
5,9595
−1,3906




etc. para el método de Gauss-Seidel.

Ejemplo 4.5 (Tarea 19, Curso 2006). Analizar si las siguientes matrices poseen algunas de
las siguientes propiedades: irreducible, irreduciblemente diagonal dominante, estrictamente
diagonal dominante, L-matriz, M-matriz:

A =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0


 , B =




2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2


 , C =




2 −2 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −2 2


 .

Solución sugerida.

a) La matriz A es irreducible, pero no posee ninguna de las otras propiedades.
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b) La matriz B igualmente es irreducible. Dado que es diagonal dominante y estricta-
mente diagonal dominante en por lo menos una fila, la estructura de signos implica
que B es una L-matriz irreduciblemente diagonal dominante. Esto es una condición
suficiente para asegurar que es una M-matriz.

c) La matriz C es una L-matriz irreducible, pero no es una L-matriz irreduciblemente
diagonal dominante. Como C es singular, no puede ser M-matriz.

Ejemplo 4.6 (Certamen 1, Curso 2015). Se considera la matriz

A =




4 −2 2
−2 5 1
2 1 3


 .

a) Demostrar que el método de Jacobi converge a la solución de Ax = b para b ∈ R3 y
vectores iniciales xi,0 ∈ R3 arbitrarios. Aviso: utilizar que si A = D − L−U , donde
D es la diagonal de A, entonces este método está dado por la fórmula de iteración

xk+1 = Bxk +D−1b, B := D−1(L+U).

Acotar rσ(B).
b) Utilizando el vector inicial xi,0 = (0, 0, 0)T, calcular una nueva aproximación de la

solución de Ax = b para b = (10,−3, 7)T, utilizando los métodos de Jacobi, de
Gauss-Seidel, y SOR con ω = 1,5.

c) Determinar la matriz L triangular inferior de la descomposición de Cholesky A =
LLT. Utilizando la descomposición de Cholesky determinar la solución exacta de
Ax = b. Indicar todos los pasos intermedios.

Solución sugerida.

a) Como |α11| = 4 = |α12|+ |α13|, |α22| = 5 > |α21|+ |α23| = 3 y |α33| = 3 = |α31|+ |α32|
y además ninguna entrada es nula (lo que evidencia que el grafo dirigido G(A) es
conexo), observamos que A es irreduciblemente diagonal dominante y por lo tanto
invertible (Teorema 4.4). Para

D =



4 0 0
0 5 0
0 0 3


 , L+U =




0 2 −2
2 0 −1
−2 −1 0




obtenemos

D−1 =




1
4

0 0

0 1
5

0

0 0 1
3


 , donde B = D−1(L+U) =




0 1
2
−1

2
2
5

0 −1
5

−2
3
−1

3
0




Desafortunadamente ∥B∥∞ = 1 e incluso ∥B∥1 = 16
15

> 1, es decir no podemos esti-
mar rσ(B) mediante normas fáciles de evaluar. Calculemos el polinomio caracteŕıstico
de B:

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1
2
−1

2
2
5
−λ −1

2

−2
3

1
3
−λ

∣∣∣∣∣∣∣
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= −λ
(
λ2 +

1

15

)
− 2

5

(
−λ

2
+

1

6

)
− 2

3

(
− 1

10
− λ

2

)

= −λ
(
λ2 − 7

15

)
,

luego

rσ(B) =

√
7

15
≈ 0,6831.

b) A partir de x0 = (0, 0, 0)T el método de Jacobi produce los vectores (se informan
algunos para ilustrar el método)

x1 =




2,5
−0,6
2.3̄


 , x2 =




1,03̄
−0,06̄
0,46̄


 , x3 =




2,23̄
−0,28
1,62̄


 ,

x4 ≈




1,5489
−0,0311
0,7511


 , x5 ≈




2,1089
−0,1307
1,2904


 .

Para el método de Gauss-Seidel,

xk+1 = (D −L)−1Uxk + (D −L)−1b

o en componentes (donde A = (αij)1⩽i,j⩽n, b = (β1, . . . , βn)
T y xk = (ξ1,k, . . . , ξn,k)

T)

ξi,k+1 =ξi,k +
1

αii

(
−

i−1∑

j=1

αijξj,k+1 −
n∑

j=i

αijξj,k + βi

)
,

i = 1, . . . , n, k ∈ N0,

obtenemos los vectores

x1 =




2,5
0,4
0,53̄


 , x2



2,43̄
0,26̄
0,62̄


 , x3 ≈



2,3222
0,2044
0,7170


 ,

x4 ≈



2,2437
0,1541
0,7862


 , x5 ≈



2,1840
0,1163
0,8386


 .

Para el método SOR, descrito por

xk+1 = (D − ωL)−1
(
(1− ω)D + ωU

)
xk + ω(D − ωL)−1b

o en componentes

ξi,k+1 =ξi,k +
ω

αii

(
−

i−1∑

j=1

αijξj,k+1 −
n∑

j=i

αijξj,k + βi

)
,

i = 1, . . . , n, k ∈ N0
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obtenemos los vectores

x1 =




3,75
1,35
−0,925


 , x2 ≈




3,5812
0,8513
−0,0444


 , x3 ≈



2,6311
0,2663
0,7579


 ,

x4 ≈




2,0658
−0,0211
1,0658


 , x5 ≈




1,9019
−0,0680
1,0992


 .

c) Suponiendo que L = (lij)1⩽i,j⩽3, obtenemos

A =




4 −2 2
−2 5 1
2 1 3


 =



l11
l21 l22
l31 l32 l33





l11 l21 l31

l22 l32
l33


 = LLT,

lo que nos permite calcular sucesivamente

l211 = 4⇒ l11 = 2;

l11l21 = −2⇒ l21 =
−2
l11

= −1;

l11l31 = 2⇒ l31 =
2

l11
= 1;

l221 + l222 = 5⇒ l22 =
√

5− l221 = 2;

l21l31 + l22l32 = 1⇒ l32 =
1− l21l31

l22
= 1;

l231 + l232 + l233 = 3⇒ l33 =
√

3− l231 − l232 = 1,

es decir

L =




2 0 0
−1 2 0
1 1 1


 .

Para resolver Ax = b ⇔ LLTx = b se resuelve primero el sistema Ly = b, lo cual
entrega y = (5, 1, 1)T; luego resolvemos LTx = y obteniendo x = (2, 0, 1)T.

Ya sabemos que el método de Jacobi converge si A es una M-matriz. Incluso, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 4.9. Si A es una M-matriz, entonces el método SOR converge para 0 < ω ⩽ 1.

Demostración. La matriz A puede ser escrita como

A =
1

ω

(
D − ωL− (1− ω)D − ωU

)

=N − P , N :=
1

ω
(D − ωL), P :=

1

ω

(
(1− ω)D + ωU

)
.

(4.16)
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Demostramos ahora que (4.16) es una partición regular. Para tal efecto, demostramos que
(D−ωL)−1 ⩾ 0; el resto es una consecuencia del Teorema 4.8. Pero, en virtud de ωD−1L ⩾ 0,
podemos escribir:

(D − ωL)−1 = (I − ωD−1L)−1D−1 = ĺım
n→∞

(
n∑

k=0

(ωD−1L)k

)
D−1 ⩾ 0.

El Teorema 4.9 no es muy interesante para las aplicaciones por que se puede mostrar que
para una M-matriz, la función

ω 7→ rσ
(
B(ω)

)
= rσ

(
(D − ωL)−1

(
(1− ω)D + ωU

))

es estrictamente decreciente para 0 ⩽ ω < ω̃ con ω̃ > 1. Lo que es interesante es el problema
de la convergencia del método SOR para ω > 1, y el problema de existencia de un posible
parámetro óptimo, ωopt. En lo siguiente, siempre usamos

A = −L+D −U , B(ω) := (D − ωL)−1
(
(1− ω)D + ωU

)
.

Teorema 4.10. La matriz B(ω) satisface

rσ
(
B(ω)

)
⩾ |ω − 1|. (4.17)

Demostración. De acuerdo a la definición de B(ω), podemos escribir

det
(
B(ω)− λI

)
= det

(
(D − ωL)−1

(
(1− ω)D + ωU

)
− λI

)

= det
(
(D − ωL)−1

(
(1− ω)D + ωU − λ(D − ωL)

))

= det
(
(D − ωL)−1

(
(1− ω − λ)D + ωU + λωL

))
.

Usando que

(D − ωL)−1 = (I − ωD−1L)−1D−1,

podemos escribir

det
(
B(ω)− λI

)
= det

(
(I − ωD−1L)−1D−1

(
(1− ω − λ)D + ωU + λωL

))

= det
(
(I − ωD−1L)−1

(
(1− ω − λ)I + ωD−1U + λωD−1L

))

= det
(
(I − ωD−1L)−1

)
det
(
(1− ω − λ)I + ωD−1U + λωD−1L

)
.

Como I − ωD−1L es una matriz triangular inferior con diagonal (1, . . . , 1), su inversa (I −
ωD−1L)−1 tiene la misma propiedad, es decir det((I − ωD−1L)−1) = 1, por lo tanto

det
(
B(ω)− λI

)
= det

(
(1− ω − λ)I + ωD−1U + λωD−1L

)
.

Evaluando esta fórmula para λ = 0, obtenemos

det
(
B(ω)

)
=

n∏

i=1

λi

(
B(ω)

)
= det

(
(1− ω)I + ωD−1U

)
= (1− ω)n.
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Esto implica que

rσ
(
B(ω)

)
= máx

1⩽i⩽n

∣∣λi

(
B(ω)

)∣∣ ⩾ |ω − 1|.

En consecuencia, para ω ∈ R nos interesa solamente el intervalo 0 < ω < 2. Ya sabemos
que para M-matrices, rσ(B(ω)) es una función decreciente en el intervalo 0 < ω ⩽ ω̃ con
ω̃ ⩾ 1. Para matrices definidas positivas tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.11. Sea A ∈ Rn×n simétrica y definida positiva. Entonces rσ(B(ω)) < 1 para
0 < ω < 2.

Demostración. Definimos la función

f(x) :=
1

2
xTAx− bTx,

notando que

f(x) = −1

2
bTA−1b+

1

2
(x−A−1b)T(x−A−1b) ⩾ −1

2
bTA−1b.

La definción de f implica ∇f(x) = Ax − b y ∇2f(x) = A, entonces x∗ := A−1b es el
mı́nimo unicamente definido de f . Además, usando la notación de la descripición del método
(4.10), (4.11), es decir, escribiendo

y0 := x0, ykn+i :=




ξ1,k+1
...

ξi,k+1

ξi+1,k
...

ξn,k




, 1 ⩽ i ⩽ n, k ∈ N0,

podemos definir

rj := Ayj − b, j ∈ N0; ϱj,i := eT
i rj.

Entonces, usando (4.11), podemos escribir

ykn+i − ykn+i−1 =




0...
0

ξi,k+1 − ξi,k
0...
0




= − ω

αii

(
eT
i rkn+i−1

)
ei = −

ωϱkn+i−1,i

αii

ei

y xk = ykn para k ∈ N0. Una computación directa entrega

f(ykn+i)− f(ykn+i−1) = −
ω(2− ω)

2αii

ϱ2kn+i−1,i.
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Entonces, para 0 < ω < 2 la sucesión {f(yj)}j∈N es monotonamente no creciente y acotada
hacia abajo. Por lo tanto, existe

ĺım
k→∞

ϱkn+i−1,i = 0 para i = 1, . . . , n, (4.18)

y entonces también

ĺım
k→∞

(ykn+i − ykn+i−1) = 0,

y dado que rj+1 − rj = A(yj+1 − yj), existe también el ĺımite

ĺım
k→∞

(rkn+i − rkn+i−1) = 0, i = 1, . . . , n. (4.19)

Todav́ıa hay que demostrar que

ĺım
k→∞

rkn = 0. (4.20)

Ahora, debido a (4.18) y (4.19),

|ϱj+1,i − ϱj,i| ⩽ ε para i = 1, . . . , n y j ⩾ j0 = nk0,

|ϱkn+i−1,i| ⩽ ε para k ⩾ k0(ε) e i = 1, . . . , n.

Entonces |ϱkn,1| ⩽ ε. Pero

|ϱkn+1,2 − ϱkn,2| ⩽ ε ∧ |ϱkn+1,2| ⩽ ε =⇒ |ϱkn,2| ⩽ 2ε,

|ϱkn+2,3 − ϱkn+1,3| ⩽ ε ∧ |ϱkn+2,3| ⩽ ε =⇒ |ϱkn+1,2| ⩽ 2ε,

|ϱkn+1,3 − ϱkn,3| ⩽ ε ∧ |ϱkn+1,3| ⩽ 2ε =⇒ |ϱkn,3| ⩽ 3ε,

y finalmente |ϱkn,n| ⩽ nε, es decir, ∥rkn∥∞ ⩽ nε, lo que implica (4.20), o sea

xk
k→∞−→ x∗ = A−1b.

El resultado sigue con el Teorema 4.1.

El Teorema 4.11 entrega una interpretación interesante del método SOR como método
de minimización de la función f , cuyo gradiente es el “residuo” Ax = b. Las superficies
f(x) = c en Rn son elipsoides concéntricos, y mediante el método SOR se alcanza el centro
común x∗ (el único mı́nimo de f en Rn) a lo largo de las direcciones de coordenadas con
descenso monótono de f .

Para una clase especial de matrices existe un resultado cuantitativo acerca de la depen-
dencia de rσ(B(ω)) de ω.

Definición 4.6. Sea

A = D(I − L̂− Û), L̂ := D−1L, Û := D−1U ,

partiendo de la partición usual de A en una matriz diagonal D y en matrices L y U estricta-
mente triangulares. La matriz A se llama ordenada consistentemente si para cada α, β ̸= 0,

λ ∈ σ

(
αL̂+

1

α
Û

)
⇐⇒ λ ∈ σ

(
βL̂+

1

β
Û

)
.
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Teorema 4.12. Supongamos que la matriz A ∈ CN×N puede ser particionada como

A =




D1 A12 0 · · · · · · · · · 0

A21 D2 A23 0
...

0 A32 D3 A34
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . An−1,n−2 Dn−1 An−1,n

0 · · · · · · · · · 0 An,n−1 Dn




,

donde D1, . . . ,Dn son matrices diagonales regulares. Entonces A es ordenada consistente-
mente.

Demostración. Tarea.

La matriz del Ejemplo 4.1 no posee la forma requerida en el Teorema 4.12. Pero si
cambiamos la enumeración a (N, 1), (N, 2), (N − 1, 1), (N, 3), (N − 1, 2), . . . , la matriz de
coeficientes si asume esta forma. En este caso, se puede demostrar que la matriz es ordenada
consistentemente (Tarea).

Teorema 4.13. Sea A ordenada consistentemente. Entonces sabemos que para J := D−1(L+
U),

a) λ ∈ σ(J)⇐⇒ −λ ∈ σ(J),
b) µ ∈ σ(B(ω))⇐⇒ ∃λ ∈ σ(J) : µλ2ω2 = (µ+ ω − 1)2.

Demostración.

a) Sea

J(α) := αD−1L+
1

α
D−1U .

Entonces J(−1) = −J(1), mientras que J(1) y J(−1) tienen los mismos valores
propios según hipótesis.

b)“⇒”: Para µ ̸= 0, sabemos que

det
(
B(ω)− µI

)
= det

(
ωD−1U + µωD−1L+ (1 + ω − µ)I

)

= det

(
ω
√
µ

[
1√
µ
D−1U +

√
µD−1L

]
+ (1 + ω − µ)I

)

= det
(
ω
√
µJ(
√
µ) + (1 + ω − µ)I

)

= (ω
√
µ)n det

(
J(
√
µ)− µ+ ω − 1

ω
√
µ

I

)
.

Entonces,

0 ̸= µ ∈ σ
(
B(ω)

)
⇐⇒ µ+ ω − 1

ω
√
µ

∈ σ
(
J(
√
µ)
)
⇐⇒ µ+ ω − 1

ω
√
µ

∈ σ
(
J(1)

)
.
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Pero si 0 es un valor propio de B(ω), (0 ∈ σ(B(ω))), entonces

det
(
B(ω)

)
= (1− ω)n = 0 =⇒ ω = 1;

para este caso, b) es trivial.
“⇐”: Sea λ un valor propio de J y µλ2ω2 = (µ+ω−1)2. En el caso µ ̸= 0, eso significa

λ = ±µ+ ω − 1

ω
√
µ

;

usando la discusión de (a), podemos elegir

λ =
µ+ ω − 1

ω
√
µ

,

es decir, λ ∈ σ(J(1)) y también λ ∈ σ(J(
√
µ)), por lo tanto, µ ∈ σ(B(ω)). Si

µ = 0, tenemos ω = 1, pero det(B(ω)) = 0, o sea, 0 ∈ σ(B(1)).

Podemos concluir que si A es ordenada consistentemente, entonces

rσ
(
(D −L)−1U

)
= r2σ

(
D−1(L+U)

)
,

es decir, esencialmente el método de Gauss-Seidel converge dos veces más rápido que el
método de Jacobi: notamos que para ω = 1 en b), µ = λ2.

Teorema 4.14. Sea A ordenada consistentemente. Supongamos que los valores propios λi

de J := D−1(L+U) satisfacen λi ∈ (−1, 1) para i = 1, . . . , n. Entonces para

ωopt :=
2

1 +
√

1− ϱ̂2
, ϱ̂ := rσ(J), (4.21)

el radio espectral de B(ω) es dado por

rσ
(
B(ω)

)
=





(
ϱ̂ω

2
+

1

2

√
ϱ̂2ω2 − 4(ω − 1)

)2

para 0 ⩽ ω ⩽ ωopt,

ω − 1 para ωopt ⩽ ω ⩽ 2.

(4.22)

La función ω 7→ rσ(B(ω)) es estrictamente decreciente sobre el intervalo [0, ωopt].

Demostración. La solución de la ecuación cuadrática µλ2ω2 = (µ+ω−1)2 del Teorema 4.13
entrega para i = 1, 2

µi :=
1

2

(
λ2
iω

2 − 2(ω − 1)±
√(

λ2
iω

2 − 2(ω − 1)
)2 − 4(ω − 1)2

)

=
1

2

(
λ2
iω

2 − 2(ω − 1)±
√

λ4
iω

4 − 4(ω − 1)λ2
iω

2

)

=
1

4
λ2
iω

2 +
1

4
λ2
iω

2 + 1− ω ±
√

λ2
iω

2

4
+ (1− ω) · 2λiω

2

=
1

4

(
λiω ±

√
λ2
iω

2 + 4(1− ω)

)2

.
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Aqui el radicando es no negativo siempre que

0 ⩽ ω ⩽
2

1 +
√
1− λ2

i

=: ωi. i = 1, 2.

Para ω ⩾ ωi tenemos |µi| = ω − 1, lo cual se deriva usando que para z ∈ C, |z|2 =
(Re z)2 + (Im z)2. Dado que 0 ⩽ λ2

i < 1, tenemos que ωi ⩾ 1 y ω es monotonamente
creciente con λi, lo que entrega la segunda parte de (4.22). Para 0 ⩽ ω ⩽ ωi el valor mayor
de valor absoluto de µi resulta de

|µi| =
1

4

(
|λi|ω +

√
λ2
iω

2 + 4(1− ω)

)2

⩾ ω − 1,

y este valor crece monótonamente con λi, lo que demuestra la primera parte de (4.22).
Diferenciando con respecto a ω obtenemos el último enunciado.

El Teorema 4.14 parte de la hipótesis que los valores propios de J son, en particular,
reales. El siguiente lema informa que esto efectivamente es válido para una matrizA simétrica
y definida positiva.

Lema 4.1. Para una matriz A simétrica y definida positiva, los valores propios de J =
I −D−1A son reales.

Demostración. Como la diagonal D de A es positiva, existe una matriz diagonal F con
D = F 2, e

I −D−1A = F−1(I − F−1AF−1)F

= F−1MF .

Dado que la matriz

M = I − F−1AF−1

es simétrica y por lo tanto sólo posee valores propios reales, también la transformada I −
D−1A sólo posee valores propios reales.

Ejemplo 4.7. Supongamos que

ϱ̂ = rσ(J) = rσ
(
D−1(L+U )

)
= 0,9.

En este caso, a partir de (4.21) obtenemos

ωopt =
2

1 +
√

1− 0,92
≈ 1,39286;

la Figura 4.3 muestra la función ω 7→ rσ(B(ω)), dada por (4.22), que resulta en este caso.

Ejemplo 4.8 (Tarea 20 b), Curso 2006). Demostrar que la siguiente matriz es ordenada
consistentemente, y determinar (si posible) el parametro ω óptimo para el método SOR.

A =




2 −1 1 0
−1 4 0 1
1 0 4 −1
0 1 −1 2
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ωopt ≈ 1,39286

Figura 4.3. El radio espectral rσ(B(ω)) dado por (4.22) para ϱ̂ = 0,9 (Ejem-
plo 4.7).

Solución sugerida. Descomponiendo A en bloques de los tamaños 1, 2 y 1,

A =




2 −1 1 0
−1 4 0 1
1 0 4 −1
0 1 −1 2


 ,

nos fijamos que A es una matriz tridiagonal por bloques con bloques diagonales diagonales
y regulares. La simetŕıa y el Lema 4.1 implican que todos los valores propios de la matriz
J = I −D−1A son reales. Dado que A es irreduciblemente diagonal dominante, el método
de Jacobi converge, tal que los valores propios pertenecen a [−1, 1]. Entonces existe ωopt.
Finalmente,

J =




0 1/2 −1/2 0
1/4 0 0 −1/4
−1/4 0 0 1/4
0 −1/2 1/2 0


 =⇒ p(λ) = det(J − λI) = λ2(λ2 − 1/2),

entonces

ωopt =
2

1 +
√
1− 1

2

≈ 1,171573.

Ejemplo 4.9 (Tarea 21, Curso 2006). Sea

A =




1 0 −c
0 1 −d
−a −b 1


 , a, b, c, d ∈ R.
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a) ¿Para qué valores de z = ac + bd el método de Jacobi converge para la solución del
sistema Ax = r?

b) ¿Para qué valores de a, b, c, d la matriz A es irreducible?
c) Indicar la fórmula de iteración del método SOR para Ax = r en forma expĺıcita (o

sea, sin matrices inversas) en la forma xk+1 = B(ω)xk + v(ω).
d) Sean a = 0,5, b = 0,4, c = 0,7, d = −0,4 y r = (−5, 9, 7)T. (La solución exacta es

x̃ = (2, 5, 10)T.) Partiendo de x0 = (1, 1, 1)T, calcular x2 con el método de Gauss-
Seidel.

e) Sean H1 := B(1) y H la matriz de iteración del método de Jacobi. Demostrar que A
es ordenada consistentemente y que (rσ(H))2 = rσ(H1). Determinar rσ(H1) para los
valores numéricos de (d).

f) Sea 0 < z < 1. Demostrar que el método SOR aplicado a A posee un parámetro óptimo
ω = ωopt, y calcular el valor de ωopt para los valores numéricos de (d). ¿Cuál es el
valor del radio espectral correspondiente?

g) Partiendo de x0 especificado en (d), determinar x̃2 usando el método SOR y el paráme-
tro ω óptimo.

Solución sugerida.

a) En este caso,

J =



0 0 c
0 0 d
a b 0


 =⇒ det(J − λI) = −λ(λ2 + z),

entonces rσ(J) < 1 si y sólo si |z| < 1.
b) P1 puede ser conectado con P3 si y sólo si c ̸= 0, y P2 con P3 si y sólo si d ̸= 0. Lo

mismo es válido para los arcos dirigidos P3 → P1 y p3 → P2, o sea A es irreducible si
y sólo si a ̸= 0, b ̸= 0, c ̸= 0, d ̸= 0.

c)

B(ω) = (D − ωL)−1((1− ω)D + ωU)

=




1 0 0
0 1 0
−ωa −ωb 1




−1 

1− ω 0 ωc
0 1− ω ωd
0 0 1− ω




=




1 0 0
0 1 0
ωa ωb 1





1− ω 0 ωc
0 1− ω ωd
0 0 1− ω




=




1− ω 0 ωc
0 1− ω ωd

ω(1− ω)a ω(1− ω)b 1− ω + ω2z


 ,

v(ω) = ω




1 0 0
0 1 0
ωa ωb 1


 r.
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d)

xk+1 =



0 0 0,7
0 0 −0,4
0 0 0,19


xk +



−5
9
8,1


 =⇒ x1 =



−4,3
8,6
8,29


 , x2 =




0,803
5,684
9,6751




e) Como

det

(
αL+

1

α
U − λI

)
= −λ(λ2 + z)

independientemente de α, la matriz A es ordenada consistentemente. Usando (a),
vemos que rσ(H) =

√
0,19; entonces (rσ(H))2 = rσ(H1), es decir rσ(H1) = 0,19.

f) Según (a), rσ(H) < 1 y todos los valores propios de H son reales. Según (e), A es
ordenada consistentemente, entonces existe ωopt. Aqúı tenemos

ωopt =
2

1 +
√

1− (rσ(H))2
=

20

19
= 1,0526, rσ(Hωopt) = 0,0526.

g)

x1 =



−4,5789

9
8,795


 , x2 =




1,4583
5,2968
10,0485


 .

Se reconoce la gran ganancia en velocidad de convergencia usando ω = ωopt. Pero en la
práctica, se recomienda sobreestimar ω, dado que en el lado izquierdo de ωopt la tangente es
vertical (como ilustra la Figura 4.3). Entonces, necesitamos una cota superior de rσ(D

−1(L+
U)). Veremos en el Caṕıtulo 5 como nos podemos conseguir tal cota.

Sin demostración comunicamos el siguiente teorema.

Teorema 4.15. Sea A una matriz tridiagonal por bloques con bloques diagonales I, simétri-
ca, y definida positiva. Entonces para

κ :=
(
cond∥·∥2(A)

)1/2
, β :=

(
2 +

4

κ

)2

tenemos la inclusión
κ− 1

κ+ 1
⩾ rσ

(
B(ωopt)

)
⩾

κ− β

κ+ β
.

Este resultado significa que para una matriz mal condicionada, el método SOR con ωopt

aún es muy lento, pero mucho más rápido que los métodos de Gauss-Seidel o Jacobi, dado
que bajo las hipótesis del Teorema 4.15 tenemos que

r2σ
(
D−1(L+U )

)
= r2σ(L+U ) = rσ

(
(D −L)−1U

)
,

donde

rσ
(
D−1(L+U)

)
= 1− λmı́n(A) = λmáx(A)− 1 = 1− λmáx(A)

cond∥·∥2(A)

con 1 ⩽ λmáx(A) ⩽ 2.
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Ejemplo 4.10. Si cond∥·∥2(A) = 10000, tenemos κ = 100 y rσ ⩾ 0,9998 para el método de
Jacobi y rσ ⩾ 0,9996 para el método de Gauss-Seidel, pero

rσ
(
B(ωopt)

)
⩽ 1− 2

101
= 0,980198

para el método SOR con ωopt. Notar que depués de 1000 pasos,

0,99981000 = 0,8187, 0,99961000 = 0,67026, 0,9801981000 = 2,059× 10−9.

Una pregunta obvia es cómo se puede estimar el radio espectral de la matriz de iteración
con poco esfuerzo computacional. A parte de considerar vectores iniciales especiales, podemos
considerar la expresión ∥Axk − b∥1/k.
Teorema 4.16. Sea A regular y el sistema Ax∗ = b equivalente a x∗ = Gx∗ + g, y la
sucesión {xk}k∈N0 definida por

xk+1 = Gxk + g, k ∈ N0.

Entonces, para cualquier norma ∥ · ∥,
ĺım sup
k→∞

∥Axk − b∥1/k ⩽ rσ(G), (4.23)

y existe un vector x0 para el cual (4.23) vale con “=”.

Demostración. Tarea.

4.4. Métodos de iteración por bloque

Se ofrece la siguiente generalización de los métodos de iteración discutidos hasta ahora. Se
particiona la matriz A, el vector de solución x y la parte derecha b en bloques y subvectores,
respectivamente:

A =




A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n
...

...
. . .

...
An1 · · · · · · Ann


 , x =



x1
...
xn


 , b =



b1
...
bn


 ,

y en la derivación de los métodos ponemos

D =



A11

. . .
Ann


 , −L =




0 · · · · · · 0

A21 0
...

...
. . . . . .

...
An1 · · · An,n−1 0


 , −U =




0 A12 · · · A1n
...

. . . . . .
...

...
. . . An−1,n

0 · · · · · · 0


 .

(4.24)

Por ejemplo, la iteración del método Bloque-SOR es definida por

Aiixi,k+1 = ω

(
bi −

i−1∑

j=1

Aijxj,k+1 −
n∑

j=i

Aijxj,k

)
+Aiixi,k,

i = 1, . . . , n, k ∈ N0.

(4.25)
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Este procedimiento requiere en cada paso la solución de n sistemas lineales “pequeños”. Sin
embargo, tal procedimiento puede ser ventajoso cuando, por ejemplo, las matrices Aii son
simplemente estructuradas (por ejemplo, tridiagonales). Los Teoremas 4.10–4.14 pueden ser
generalizados facilmente. A modo de ejemplo, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.17. Sea A una matriz tridiagonal por bloques y definida positiva. Entonces, el
método (4.25) converge para 0 < ω < 2. El parámetro óptimo ωopt es dado por

ωopt =
2

1 +
√

1− µ2
, µ = rσ

(
D−1(L+U)

)
,

donde D, L y U estan dadas por (4.24), y la función

ω 7→ rσ

(
(D − ωL)−1

(
(1− ω)D + ωU

))

tiene las mismas propiedades que las especificadas en el Teorema 4.14.

4.5. El método de gradientes conjugados (cg) de Hestenes y Stiefel

Ya mencionamos en la demostración del Teorema 4.11 que el método SOR para la solución
deAx = b, dondeA es simétrica y definida positiva, puede ser interpretado como un método
de minimización para la función

f(x) =
1

2
xTAx− bTx (4.26)

con el gradiente

∇f(x) = Ax− b,

donde se procede en orden ćıclico a lo largo de las direcciones de coordenadas. El caso n = 2
ya ilustra que los ejes de las coordenadas no necesariamente deben ser las más ventajosas.

En el caso n = 2, las curvas f(x) = c son elipses concéntricas. Una minimización de f
a lo largo de los ejes principales de la elipse entregaŕıa el mı́nimo de f , o sea, la solución
de Ax∗ = b, en dos pasos. El resultado análogo también es válido para n ⩾ 3. Los ejes
principales forman un caso especial de las llamadas direcciones A-ortogonales, que en este
caso también son ortogonales.

Definición 4.7. Sea A ∈ Rn×n simétrica y definida positiva. Un sistema {p0,p1, . . . ,pn−1}
de vectores se llama A-ortogonal si para 0 ⩽ j, k ⩽ n− 1,

pT
j Apk = κkδjk, κj > 0, δjk =

{
0 si j ̸= k,

1 si j = k.

Pero, para la solución del sistema Ax = b, la determinación de los ejes principales
de A, es decir, de sus vectores propios, significaŕıa un esfuerzo computacional excesivo.
Demostraremos ahora que la minimización a lo largo de direcciones A-ortogonales, también
llamadas A-conjugadas, también entrega un método finito.
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Figura 4.4. Ejemplos 4.11 y 4.12: Las curvas f(x) = c, c =
−3,−2,−1, 0, . . . , direcciones A-ortogonales p0 y p1, la solución exacta x∗ =
A−1b, y x0 y x1.

Ejemplo 4.11. Consideremos el sistema Ax = b con

A =

[
2 −1
−1 3

]
, b =

(
3
1

)
,
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con la solución exacta x∗ = (2, 1)T; la matriz A es simétrica y definida positiva. Un ejemplo
de direcciones A ortogonales son

p0 =

(
1
0

)
, p1 =

1√
5

(
1
2

)
.

La Figura 4.4 muestra las elipses concéntricas f(x) = c, donde f es definida por (4.26) y
c = −3,−2,−1, 0, . . . ; el mı́nimo es f(x∗) = −3,5.
Teorema 4.18. Sea la función f definida por (4.26), con A ∈ Rn×n simétrica y definida
positiva. Sea {p0,p1, . . . ,pn−1} un sistema de direcciones A-ortogonales. Sea x0 arbitrario, y

xk+1 = xk − σkpk, σk :=
pT
k (Axk − b)

pT
kApk

, k = 0, . . . , n− 1. (4.27)

Entonces

(i) xk+1 minimiza f(xk − σpk) con respecto a σ,
(ii) (Axk − b)Tpj = 0 para j = 0, . . . , k − 1, es decir,

xk = argmin
{
f(x) | x = x0 + span{p0, . . . ,pk−1}

}
, (4.28)

(iii) xn = x∗ = A−1b.

Demostración.

(i) Utilizando el cálculo diferencial, obtenemos

d

dσ
f(xk − σpk) = 0

⇐⇒ −
(
∇f(xk − σpk)

)T
pk = 0

⇐⇒ pT
k

(
A(xk − σpk)− b

)
= 0

⇐⇒ σ =
pT
k (Axk − b)

pT
kApk

.

(ii) Procedemos por inducción. Para k = 1, (ii) es la consecuencia de (i). Supongamos
ahora que

(Axk − b)Tpj = 0, j = 0, . . . , k − 1.

Hay que demostrar que

(Axk+1 − b)Tpj = 0, j = 0, . . . , k. (4.29)

Para j = k, (4.29) es una consecuencia obvia de (i). Pero para j < k, calculamos que

(Axk+1 − b)Tpj =
(
A(xk − σkpk)− b

)T
pj

= (Axk − b− σkApk)
Tpj

= (Axk − b)Tpj − σkp
T
kApj = 0.

Esta última expresión es cero debido a la hipótesis de inducción y la definición de los
vectores pj.
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(iii) Para k = n, sabemos que

(Axn − b)T
[
p0 · · · pn−1

]
= 0.

Dado que
[
p0 · · · pn−1

]
es una matriz regular, se tiene que Axn = b.

Ejemplo 4.12. Continuamos considerando el sistema del Ejemplo 4.11, partiendo de

x0 =

(
0

1− 2
√
0,7

)
=

(
0

−0,67332005

)
.

En este caso, obtenemos de (4.27) con k = 0

σ0 =

(1, 0)

([
2 −1
−1 3

](
0

1− 2
√
0,7

)
−
(
3
1

))

(1, 0)

[
2 −1
−1 3

](
1
0

)

=

(1, 0)

(
2
√
0,7− 1− 3

−6√0,7 + 3− 1

)

(1, 0)

(
2
−1

) =
2
√
0,7− 4

2
=
√

0,7− 2 = −1,16333997347,

entonces

x1 =

(
0

1− 2
√
0,7

)
− (
√

0,7− 2)

(
1
0

)
=

(
2−√0,7
1− 2

√
0,7

)
=

(
1,16333997347
−0,673320053068

)
.

Luego calculamos

σ1 =
√
5

(1, 2)

([
2 −1
−1 3

](
2−√0,7
1− 2

√
0,7

)
−
(
3
1

))

(1, 2)

[
2 −1
−1 3

](
1
2

) = −
√

7

2
,

x2 =

(
2−√0,7
1− 2

√
0,7

)
−
(
−
√

7

2

)
· 1√

5

(
1
2

)
=

(
2
1

)
= x∗.

La Figura 4.4 muestra x0 y x1.

La construcción del Teorema 4.18 implica que la dirección pk sólo se necesita cuando xk

ya ha sido determinado. Podemos aprovechar esa observación para generar las direcciones
A-ortogonales pj mediante un método de ortogonalización sucesiva (con respecto al producto

escalar (x,y) = xTAy) durante la computación, partiendo de

p0 := Ax0 − b = ∇f(x0),

según

pk = ∇f(xk) +
k−1∑

j=0

βkjpj,
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donde ∇f(xk) ̸= 0 (sino ya se ha encontrado el mı́nimo deseado), donde βkj se determina
en tal forma que

pT
j Apk = 0, j = 0, . . . , k − 1.

La observación importante para poder ejecutar el método es que resultará que

βk,0 = . . . = βk,k−2 = 0, βk,k−1 =
(∇f(xk))

T∇f(xk)

(∇f(xk−1))
T∇f(xk−1)

.

Eso significa que cada paso requiere sólo muy poco esfuerzo computacional y espacio de
almacenaje.

Teorema 4.19. Sea la función f definida por (4.26), con A ∈ Rn×n simétrica y definida
positiva. Sea x0 ∈ Rn arbitrario y

xk+1 = xk − σkpk,

donde

pk =




∇f(xk) para k = 0,

∇f(xk) +
∥∇f(xk)∥22
∥∇f(xk−1)∥22

pk−1 para k > 0,

σk =
(∇f(xk))

Tpk

pT
kApk

Entonces, ∇f(xj) ̸= 0 para j = 0, . . . , k implica que {p0, . . . ,pk} son direcciones A-
ortogonales, es decir existe un ı́ndice N ⩽ n tal que xN = A−1b.

Demostración. En lo siguiente, sea

rj := ∇f(xj) = Axj − b, βj :=
∥rj∥22
∥rj−1∥22

.

Para k = 0, notamos que si r0 ̸= 0, entonces p0 = r0 ̸= 0. Para k = 1, hay que demostrar
que r1 ̸= 0 implica que pT

1Ap0 = 0, pero p1 ̸= 0. Pero sabemos que p1 = r1 + β1r0 implica
que

−pT
1Ap0 = pT

1

(
1

σ0

(r1 − r0)

)

=
1

σ0

(rT
1 + β1r

T
0 )(r1 − r0)

=
1

σ0

(
rT
1 r1 − rT

1 r0 +
rT
1 r1

rT
0 r0

rT
0 r1 − rT

1 r1

)
.

Ahora, en virtud de

x1 = x0 − σ0r0,

σ0 =
rT
0 r0

rT
0Ar0

,

r1 = Ax1 − b
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= Ax0 − σ0Ar0 − b

= r0 −
rT
0 r0

rT
0Ar0

Ar0,

sabemos que

rT
0 r1 = rT

0 r0 −
rT
0 r0

rT
0Ar0

rT
0Ar0 = 0.

Etonces, resulta pT
1Ap0 = 0. Puesto que rT

1 p1 = rT
1 r1 ̸= 0, se tiene que p1 ̸= 0.

Finalmente, consideremos el paso k → k + 1. Hay que demostrar ahora que si rk+1 ̸=
0 y {p0, . . . ,pk} son A-ortogonales, entonces {p0, . . . ,pk+1} son A-ortogonales, es decir,
pT
k+1Apj = 0 para j = 0, . . . , k, y pk+1 ̸= 0. Para tal efecto, notamos que rT

k+1pk = 0 implica

rT
k+1pk+1 = rT

k+1rk+1 ̸= 0,

es decir, pk+1 ̸= 0. Luego consideramos que

−Apj =
1

σj

(rj+1 − rj)

=
1

σj

(pj+1 − βj+1pj − pj + βjpj−1),

entonces, según (ii) del Teorema 4.18,

−pT
k+1Apj = −

(
rT
k+1 + βk+1p

T
k

)
Apj

= −rT
k+1Apj

=
1

σj

(
rT
k+1pj+1 − βj+1r

T
k+1pj − rT

k+1pj + βjr
T
k+1pj−1

)
= 0.

Para j = k, podemos escribir

−pT
k+1Apk =

(
rT
k+1 + βk+1p

T
k

)
·
(

1

σk

(rk+1 − rk)

)

=
1

σk

(
rT
k+1rk+1 + βk+1p

T
k rk+1 − rT

k+1rk − βk+1r
T
k pk

)
.

Tomando en cuenta que pT
k rk+1 = 0, obtenemos

−pT
k+1Apk =

1

σk

(
rT
k+1rk+1

[
1− rT

k pk

rT
k rk

]
− rT

k+1rk

)
.

Usando que [. . . ] = 0, podemos seguir escribiendo

−pT
k+1Apk = −

1

σk

rT
k+1(pk − βkpk−1).

Finalmente, sabemos que rT
k+1pk = 0, por lo tanto

−pT
k+1Apk =

βk

σk

rT
k+1pk−1
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=
βk

σk

(
A(xk − σkpk)− b

)T
pk−1

=
βk

σk

(
rT
k pk−1 − σkp

T
kApk−1

)
= 0,

lo que concluye la demostración.

Ejemplo 4.13 (Tarea 22, Curso 2006). Resolver el sistema Ax = b con

A =



5 1 1
1 5 −1
1 −1 5


 , b =




4
2
−4




usando el método cg de Hestenes y Stiefel, x0 = 0, y calculando exactamente con fracciones.

Solución sugerida. Con D(x) = Ax− b obtenemos sucesivamente

D(x0) =



−4
−2
4


 , p0 =



−4
−2
4


 , (D(x0))

Tp0 = 36, Ap0 = 18



−1
−1
1


 ,

pT
0Ap0 = 180, σ0 =

1

5
, x1 =

2

5




2
1
−2


 ;

D(x1) =
2

5



−1
4
1


 , p1 =

18

25



−1
2
1


 , (D(x1))

Tp1 = 4
18

25
, Ap1 =

18

25



−2
8
2


 ,

pT
1Ap1 = 20

(
18

25

)2

, σ1 =
5

18
, x2 =




1
0
−1


 .

Entonces, a pesar de su estructura iterativa, el método entrega (si se usa aritmética
exacta) la solución de un sistema lineal con una matriz A simétrica y definida positiva
después de a lo más n pasos. Si A es dispersa, es decir, posee sólo pocas entradas diferentes
de cero, cada paso cuesta poco esfuerzo computacional. Sin embargo, el método es muy
sensitivo con respecto a errores de redondeo; por lo tanto, después de n pasos, obtenemos
solamente una solución aproximada (falsificada) y no exacta. Se puede empezar el método
de nuevo con xn como vector inicial, o simplemente se puede continuar.

Puede parecer sorprendente que un método iterativo, como SOR, aún puede competir
con el método cg. Eso tiene que ver con que en la práctica, para sistemas lineales de gran
tamaño no se necesita la solución exacta, y frecuentamente se desea terminar el método
después de pocos pasos de iteración. Ahora, mientras que un método tal como el método
SOR garantiza una reducción del error más o menos igual en cada paso, el método cg es un
poco irregular en este aspecto, como ilustra el siguiente teorema.
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Teorema 4.20. Sea A ∈ Rn×n simétrica y definida positiva con los valores propios λ1 ⩾
λ2 ⩾ . . . ⩾ λn > 0, b ∈ Rn, x∗ = A−1b y

E(x) :=
1

2
(x− x∗)TA(x− x∗).

Entonces la sucesión {xk} generada por el método cg satisface

E(xk+1) =
1

2
mı́n
Pk∈Πk

(x0 − x∗)TA
(
I +APk(A)

)2
(x0 − x∗)

⩽ mı́n
Pk∈Πk

máx
1⩽i⩽n

∣∣1 + λiPk(λi)
∣∣2E(x0)

⩽

(
λk+1 − λn

λk+1 + λn

)2

E(x0), k = 0, . . . , n− 1.

Recordamos que Πk es el espacio de los polinomios con coeficientes reales del grado máximo k.

Demostración. Primero demostramos que

pj = Pj(A)r0, Pj ∈ Πj, r0 = Ax0 − b. (4.30)

Para tal efecto, notamos primero que

p0 = r0 = P0(A)r0, P0 ≡ 1 ∈ Π0.

Luego supongamos que se ha demostrado (4.30) hasta el ı́ndice j− 1. Entonces tenemos que

pj = Axj − b+ βjpj−1 = A

(
x0 −

j−1∑

i=0

σipi

)
− b+ βjpj−1

= Ax0 − b−
j−1∑

i=0

σiApi + βjpj−1 = r0 −
j−1∑

i=0

σiApi + βjpj−1

= Pj(A)r0,

donde

Pj(τ) = 1 + βjPj−1(τ)−
j−1∑

i=0

σiτPi(τ).

Notando que Pi ∈ Πj−1 para i = 0, . . . , j − 1 (según hipótesis), concluimos que Pj ∈ Πj.
En virtud de lo anterior, podemos escribir

xj − x∗ = x0 − x∗ −
j−1∑

i=0

σipi

= x0 − x∗ −
j−1∑

i=0

σiPi(A)r0

=

(
I −

j−1∑

i=0

σiPi(A)A

)
(x0 − x∗)
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=
(
I +AQj−1(A)

)
(x0 − x∗),

donde definimos

Qj−1(τ) := −
j−1∑

i=0

σiPi(τ); Qj−1 ∈ Πj−1.

Sea ahora

A = V T diag(λ1, . . . , λn)V , V TV = V V T = I.

Entonces, usando Λ := diag(λ1, . . . , λn), podemos escribir

V (xj − x∗) =
(
I +ΛQj−1(Λ)

)
V (x0 − x∗).

Definimos y := (η1, . . . , ηn)
T = V (x0 − x∗), y notamos que I + ΛQj−1(Λ) es una matriz

diagonal. Entonces, podemos escribir

E(xk+1) =
1

2
(xk+1 − x∗)TV TΛV (xk+1 − x∗)

=
1

2
yT
(
I +ΛQk(Λ)

)2
Λy

=
1

2

n∑

i=1

η2i λi

(
1 + λiQk(λi)

)2
.

En virtud de (4.28), éste es el valor más pequeño que puede ser alcanzado a través de la
construcción

pj = Fj(A)r0, xj+1 = xj − τjpj, j = 0, . . . , k, Fj ∈ Πj.

Tomando en cuenta que la dependencia de los coeficientes βj y σi es presente sólo en el
polinomio Qk, podemos escribir

E(xk+1) = mı́n
Fk∈Πk

1

2

n∑

i=1

η2i λi

(
1 + λiFk(λi)

)2

⩽ mı́n
Fk∈Πk

máx
1⩽i⩽n

(
1 + λiFk(λi)

)2 · 1
2

n∑

i=1

η2i λi

= mı́n
Fk∈Πk

máx
1⩽i⩽n

(
1 + λiFk(λi)

)2
E(x0).

(4.31)

Para acotar el lado derecho de (4.31), escogimos la siguiente función F ∗
k ∈ Πk:

F ∗
k (λ) =

1

λ

(
2 · (−1)k+1

λ1 · . . . · λk(λk+1 + λn)

(
λ− λk+1 + λn

2

) k∏

m=1

(λ− λm)− 1

)
.

Es decir,

1 + λF ∗
k (λ) = 0 para λ ∈ {λ1, . . . , λk} ∪

{
λk+1 + λn

2

}
.
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?

λn + λk+1

2
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Figura 4.5. La función 1 + λF ∗
k (λ) para k = 4 y λi = 13− 2i, i = 1, . . . , n = 6.

Dado que 1+λF ∗
k (λ) ∈ Πk+1, este polinomio es similar al polinomio graficado en la Figura 4.5.

Hasta un valor

λ̃ ∈
(
λk+1 + λn

2
, λk

)
,
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el polinomio 1+λF ∗
k (λ) es monótonamente decreciente y convexo, y monótonamente creciente

(pero decreciente en valor absoluto) en [λ̃, λk]. El valor λ̃ es definido por

λ̃ ∈
[
λk+1 + λn

2
, λk

]
, (F ∗

k )
′(λ̃)λ̃+ F ∗

k (λ̃) = 0.

Concluimos que

λ ∈ [λn, λk+1] =⇒
∣∣1 + λF ∗

k (λ)
∣∣ ⩽

∣∣∣∣1−
2λ

λk+1 + λn

∣∣∣∣ ⩽
λk+1 − λn

λk+1 + λn

.

Entonces, si por ejemplo,

λ1 ≫ λn, λi = λi−1 − ε, i = 2, . . . , n− 1, ε≪ λ1 − λn,

los n− 1 primeros pasos generan solamente una reducción muy pequeña del error.

Teorema 4.21. Sea A ∈ Rn×n simétrica y definida positiva con k < n valores propios reales
y distintos λ̃1, . . . , λ̃k. En este caso, el método cg ya converge después de k iteraciones para
Ax∗ = b, o sea, xk = x∗.

Demostración. Usamos el Teorema 4.20, que indica que la cantidad

E(x) :=
1

2
(x− x∗)TA(x− x∗)

satisface la desigualdad

E(xk+1) ⩽ mı́n
Pk∈Πk

máx
1⩽i⩽n

∣∣1 + λiPk(λi)
∣∣2E(x0),

donde Πk es el espacio de todos los polinomios del grado maximo k. Ahora hay que demostrar
que bajo los hipótesis de la tarea, E(xk) = 0, es decir que existe un polinomio Pk−1 ∈ Πk−1

tal que

1 + λiPk−1(λi) = 0, i = 1, . . . , n. (4.32)

Ahora sabemos que el polinomio

P̃k(λ) = (λ− λ̃1) · · · · · (λ− λ̃k), P̃k ∈ Πk

satisface P̃k(λi) = 0, i = 1, . . . , n, con P̃ (0) = (−1)kλ̃1 · · · · · λ̃k. Entonces

Pk−1(λ) :=
1

λ

(
(−1)k

λ̃1 · · · · · λ̃k

P̃k(λ)− 1

)

es un polinomio en Πk−1 tal que se satisface (4.32).
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Caṕıtulo 5

El problema de valores propios de una matriz

Discutiremos ahora el problema de la localización y la determinación numérica de los
valores propios reales y complejos de una matriz A ∈ Cn×n (o A ∈ Rn×n) y los vectores
propios asociados, o sea el problema de determinar los ceros del polinomio

pn(λ;A) := det(A− λI)

y la solución de los sistemas homogéneos (A − λiI)xi = 0. Formalmente, la solución del
problema es dada por (a) la determinación de los coeficientes de pn(λ;A), (b) la computación
(exacta o aproximada) de sus ceros y (c) la solución de los sistemas lineales homogéneos. Sin
embargo, en la práctica, este camino es absolutamente inútil, bajo el aspecto del esfuerzo
computacional tanto que bajo el de la estabilidad numérica. Para ilustrar el último punto,
consideremos un pequeño ejemplo.

Ejemplo 5.1. La matriz

A =

[
1000 1
1 1000

]

tiene los valores propios λ1 = 1001 y λ2 = 999. Ahora, si modificamos A a

Ã =

[
1000,001 1

1 1000

]
,

obtenemos λ1 = 1001,00050 . . . y λ2 = 999,00050 . . . . Sabemos que

p2(λ,A) = λ2 − 2000λ+ 999999,

p2(λ, Ã) = λ2 − 2000,001λ+ 1000000.

Ahora, si el coeficiente 106 en p2(λ, Ã) se cambia a 1000002 (correspondiente a la magnitud
de errores de redondeo en una aritmética con 6 d́ıgitos), el polinomio modificado tiene los
ceros

λ2 − 2000,001λ+ 1000002 = 0⇐⇒ λ = 1000,0005± 0,99999927i,

es decir que la influencia del error en los coeficientes de p2(λ,A) es casi 2000 veces mayor
que la de los errores en la matriz original.

5.1. La localización de valores propios y la sensitividad del problema

Para la siguiente discusión es útil recordar el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Sea A ∈ Cn×n y ∥ ·∥ una norma matricial inducida por una norma vectorial.
Entonces cada valor propio λ(A) satisface |λ(A)| ⩽ rσ(A) ⩽ ∥A∥.

115
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Teorema 5.2 (Los ćırculos de Gershgorin). Para una matriz A ∈ Cn×n definimos los ćırculos

Ki :=

{
λ ∈ C

∣∣∣∣∣ |λ− αii| ⩽
n∑

j=1,j ̸=i

|αij|
}
, K̄i :=

{
λ ∈ C

∣∣∣∣∣ |λ− αii| ⩽
n∑

j=1,j ̸=i

|αji|
}
,

para i = 1, . . . , n. Sea λ(A) un valor propio de A, entonces

λ(A) ∈
(

n⋃

i=1

Ki

)
∩
(

n⋃

i=1

K̄i

)
.

Demostración. Sean λ ∈ σ(A) y x el vector propio asociado, es decir Ax = λx, e i ∈
{1, . . . , n} tal que |xi| = ∥x∥∞, luego la componente i de la ecuación vectorial Ax = λx es

n∑

j=1

αijxj = λxi ⇐⇒
n∑

j=1
j ̸=i

αijxj + αiixi = λxi,

lo cual entrega que

λ− αii =
n∑

j=1
j ̸=i

αij
xj

xi

.

Dado que xi ̸= 0, podemos concluir que

|λ− αii| ⩽
n∑

j=1
j ̸=i

|αij|
|xj|
|xi|

⩽
n∑

j=1
j ̸=i

|αij|,

y luego se toma en cuenta que A y A∗ tienen los mismos valores propios.

Dado que las matrices A y D−1AD poseen los mismos valores propios, a veces se puede
precisar el resultado del Teorema 5.2 significativamente.

Ejemplo 5.2. La matriz

A =




1 10−3 10−4

10−3 2 10−3

10−4 10−3 3




es simétrica, entonces sus valores propios son reales, y según el Teorema 5.2, cada valor
propio λ de A satisface

λ ∈ [1− 0,0011, 1 + 0,0011] ∪ [2− 0,002, 2 + 0,002] ∪ [3− 0,0011, 3 + 0,0011].

Ahora, usando las matrices

D1 := diag(1, 100, 10), D2 := diag(100, 1, 100), D3 := diag(10, 100, 1),

obtenemos las siguientes inclusiones respectivas:

λ ∈ U1 := [1− 2× 10−5, 1 +−2× 10−5] ∪ [2− 0,11, 2 + 0,11] ∪ [3− 0,0011, 3 + 0,0011],

λ ∈ U2 := [1− 0,1001, 1 + 0,1001] ∪ [2− 2× 10−5, 2 + 2× 10−5] ∪ [3− 0,1001, 3 + 0,1001],

λ ∈ U3 := [1− 0,0011, 1 + 0,0011] ∪ [2− 0,02, 2 + 0,02] ∪ [3− 2× 10−5, 3 + 2× 10−5],
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lo que implica

λ ∈ U1 ∩ U2 ∩ U3 =
3⋃

i=1

[i− 2× 10−5, i+ 2× 10−5].

Teorema 5.3. Consideremos las hipótesis del Teorema 5.2. Sea {i1, . . . , in} una permutación
de {1, . . . , n} y

(Ki1 ∪ . . . ∪ Kim) ∩ Kis = ∅ para s = m+ 1, . . . , n.

Entonces Ki1 ∪ . . . ∪ Kim contiene exactamente m valores propios de A, contados con su
multiplicidad, es decir, cada componente de conectividad por camino de Ki1 ∪ . . . ∪ Kim

contiene tantos valores propios de A que ćırculos.

Demostración. Sean D = diag(α11, . . . , αnn) y B(τ) := D + τ(A − D), 0 ⩽ τ ⩽ 1, es
decir, B(0) = D y B(1) = A. Todos los valores propios de B(τ) estan contenidos en
K1(τ) ∪ . . . ∪ Kn(τ), donde definimos

Ki(τ) =

{
z ∈ C

∣∣∣∣∣ |z − αii| ⩽ τ
n∑

j=1,j ̸=i

|αij|
}
, i = 1, . . . , n.

Obviamente, el Teorema 5.3 es válido para B(0), además, los valores propios dependen
de forma continua de τ (ver Lema 5.1 abajo). Pero como Ki1(0) ∪ · · · ∪ Kim(0) contiene
exactamente m valores propios de B(0), y

∀τ ∈ [0, 1] :

(
m⋃

j=1

Kij(τ)

)
∩ Kis(1) ⊂

(
m⋃

j=1

Kij(1)

)
∩ Kis(1) = ∅,

entonces Ki,1(τ) ∪ · · · ∪ Ki,m(τ) contiene exactamente m valores propios para 0 ⩽ τ ⩽ 1.

Lema 5.1. Sean A,B ∈ Cn×n, λ1, . . . , λn los valores propios de A, contados con su multi-
plicidad, y λ′

1, . . . , λ
′
n los valores propios de B contados con su multiplicidad. Sean

ϱ := máx
{
|αij|, |βij| : 1 ⩽ i, j ⩽ n

}
, δ :=

1

nϱ

n∑

i=1

n∑

j=1

|αij − βij|.

Entonces existe una enumeración de los valores propios λi y λ′
i tal que a cada λi corresponde

un valor λ′
i con

|λi − λ′
i| ⩽ 2(n+ 1)2ϱ

n
√
δ.

Demostración. Ver A.M. Ostrowski, Solution of Equations in Euclidean and Banach Spaces,
Academic Press, 3rd ed., 1973, pp. 334–335, 276–279.

Ejemplo 5.3. En virtud del Teorema 5.3, podemos mejorar el resultado del Ejemplo 5.2: los
valores propios de la matriz A en este ejemplo pueden ser enumerados en tal forma que

λi ∈ [i− 2× 10−5, i+ 2× 10−5], i = 1, 2, 3.
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Cuando conocemos un vector propio x aproximado (de hecho, como tal vector podemos
usar cualquier vector x con Ax ̸= 0), podemos usar el cociente de Rayleigh

R(x;A) :=
x∗Ax

x∗x

para definir una aproximación del valor propio correspondiente, para la cual también pode-
mos definir una inclusión.

Teorema 5.4. Sea A ∈ Cn×n similar a una matriz diagonal con los valores propios λ1, . . . , λn.
Sean x ∈ Cn, x ̸= 0 y Ax ̸= 0. Sea λ := R(x;A). Entonces

(i) ∀c ∈ C : ∥Ax− λx∥22 ⩽ ∥Ax− cx∥22.
(ii) Existe un valor λj ̸= 0, λj ∈ σ(A), tal que

∣∣∣∣
λj − λ

λj

∣∣∣∣ ⩽
∥Ax− λx∥2
∥Ax∥2

cond∥·∥2(U),

donde U =
[
u1 . . . un

]
es un sistema completo de vectores propios de A.

(iii) Si A es normal (es decir, AA∗ = A∗A), entonces existe un valor propio 0 ⩽ λj ∈
σ(A) tal que

∣∣∣∣
λj − λ

λj

∣∣∣∣ ⩽
∥Ax− λx∥2
∥Ax∥2

.

Demostración.

(i) Supongamos que ∥x∥2 = 1. Entonces

∥Ax− cx∥22 = (x∗A∗ − c̄x∗)(Ax− cx)

= x∗A∗Ax− c̄x∗Ax− cx∗A∗x+ |c|2

= ∥Ax∥22 + |c− x∗Ax|2 − |x∗Ax|2

⩾ ∥Ax∥22 − |x∗Ax|2

con igualdad para c = λ.
(ii) Sean U−1AU = diag(λ1, . . . , λn) =: Λ, y := U−1x y

glb(U) := sup
{
α | α∥x∥ ⩽ ∥Ux∥

}
=

1

∥U−1∥ .

Entonces

∥Ax− λx∥2
∥Ax∥2

=
∥U (Λ− λI)U−1x∥2
∥UΛU−1x∥2

⩾
glb(U)∥(Λ− λI)y∥2
∥U∥2∥Λy∥2
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=
1

∥U∥2∥U−1∥2




n∑

i=1

|λi − λ|2|ηi|2

n∑

i=1

|λi|2|ηi|2




1/2

=
1

cond∥·∥2(U)




|λ|2
n∑

i=1
λi=0

|ηi|2 +
n∑

i=1
λi ̸=0

∣∣∣∣
λi − λ

λi

∣∣∣∣
2

|ηiλi|2

n∑

i=1
λi ̸=0

|λiηi|2




1/2

⩾
1

cond∥·∥2(U)
mı́n
1⩽i⩽n
λi ̸=0

∣∣∣∣
λi − λ

λi

∣∣∣∣ .

(iii) Si A es normal, existe un sistema de vectores propios unitario, o sea, cond∥·∥2(U) = 1.

Para las matrices hermitianas el cociente de Rayleigh tiene muchas propiedades intere-
santes.

Teorema 5.5. Sea A ∈ Cn×n hermitiana con un sistema X =
[
x1 x2 . . . xn

]
unitario,

donde Axj = λjxj para j = 1, . . . , n. Sea x̃ ∈ Cn tal que

x̃∗x̃ = 1, x̃ = xj +
n∑

k=1

εkxk; |εk| ⩽ ε, k = 1, . . . , n.

Entonces

∣∣R(x̃;A)− λj

∣∣ ⩽
n∑

i=1
i ̸=j

|λi − λj||εi|2 ⩽ 2∥A∥(n− 1)ε2, (5.1)

o sea el error en R(x̃;A) es cuadráticamente pequeño en términos de los errores de la apro-
ximación del vector propio.

Demostración. Utilizando que

A =
n∑

i=1

λixix
∗
i ,

podemos escribir

R(x̃;A) =

(
xj +

n∑

k=1

εkxk

)∗( n∑

i=1

λixix
∗
i

)(
xj +

n∑

k=1

εkxk

)

=
n∑

i=1

λi

[(
xj +

n∑

k=1

εkxk

)∗

xi

][
x∗
i

(
xj +

n∑

k=1

εkxk

)]
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=
n∑

i=1

λi

(
δij +

n∑

k=1

ε̄kδki

)[
x∗
i

(
xj +

n∑

k=1

εkxk

)]

=
n∑

i=1

λi

∣∣∣∣∣δij +
n∑

k=1

εkδki

∣∣∣∣∣

2

=
n∑

i=1
i ̸=j

λi|εi|2 + λj|1 + εj|2

=
n∑

i=1
i ̸=j

(λi − λj)|εi|2 + λj


|1 + εj|2 +

n∑

i=1
i ̸=j

|εi|2

 .

Usando que

|1 + εj|2 +
n∑

i=1
i ̸=j

|εi|2 = x̃∗x̃ = 1,

llegamos a

R(x̃;A)− λj =
n∑

i=1
i ̸=j

λi|εi|2 + λj|1 + εj|2,

lo que implica (5.1) si tomamos valores absolutos, aplicamos la desigualdad del triángulo y
la cota trivial

|λi − λj| ⩽ 2rσ(A) ⩽ 2∥A∥.

Teorema 5.6. (El “principio minimax” de Courant) Sea A ∈ Cn×n hermitiana. Los valores
propios de A, contados con su multiplicidad, sean λ1 ⩾ λ2 ⩾ . . . ⩾ λn. Sea Vj el sistema de
todos los subespacios j-dimensionales de Cn, donde definimos V0 := {0}. Entonces,

λk = mı́n
V ∈Vk−1

máx
{
R(x;A) | x ̸= 0, ∀v ∈ V : x∗v = 0

}
,

λk = máx
V ∈Vn−k

mı́n
{
R(x;A) | x ̸= 0, ∀v ∈ V : x∗v = 0

}
.

Demostración. Sea u =
[
u1 · · · un

]
un sistema unitario completo de vectores propios

de A, o sea, Aui = λiui, U
∗U = I. Si x ∈ Cn es arbitrario, podemos escribir

x =
n∑

i=1

γiui; γi = u∗
ix, i = 1, . . . , n.

Definiendo Λ = diag(λ1, . . . , λn), podemos escribir

R(x;A) =
x∗UΛU ∗x

x∗U ∗Ux
=

n∑

i=1

|γi|2
|γ1|2 + . . .+ |γn|2

λi,
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lo que implica que

R(x;A)

{
⩾ λk si γk+1 = . . . = γn = 0,

⩽ λk si γ1 = . . . = γk−1 = 0.

Ahora, demostramos que si V ∈ Vk−1, existe x̃ ∈ Cn tal que

x̃ ̸= 0, x̃ =
k∑

i=1

γiui, ∀v ∈ V : x̃∗v = 0. (5.2)

Para demostrar (5.2), consideremos una base ortonormalizada v1, . . . ,vk−1 de V . Sea g =
(γ1, . . . , γk)

T, g ̸= 0 la solución de



v∗
1
...

v∗
k−1


 [u1 · · · uk

]
g = 0.

En este caso,

máx
{
R(x;A) | x ̸= 0, ∀v ∈ V : x∗v = 0

}
⩾ λk. (5.3)

Tenemos igualdad en (5.3) para V = span{u1, . . . ,uk−1}, es decir,

g =




0...
0
γk


 , γk ̸= 0.

Si V ∈ Vn−k, existe x̃ ∈ Cn tal que

x̃ ̸= 0, x̃ =
n∑

j=k

γjuj, ∀v ∈ V : x̃∗v = 0. (5.4)

Para demostrar (5.4), consideremos una base ortonormalizada v1, . . . ,vn−k de V . Sea g =
(γk, . . . , γn)

T, g ̸= 0 la solución de



v∗
1
...

v∗
n−k


 [uk · · · un

]
g = 0.

En este caso,

mı́n
{
R(x;A) | x ̸= 0, ∀v ∈ V : x∗v = 0

}
⩽ λk. (5.5)

Tenemos igualdad en (5.5) para V = span{uk+1, . . . ,un}, es decir,

g =




γk
0...
0


 , γk ̸= 0.
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El siguiente teorema formula una consecuencia del Teorema 5.6.

Teorema 5.7. Sean A,B ∈ Cn×n ambas hermitianas. Sean λi(A) y λi(B) los valores
propios de A y B, enumerados tales que λ1(A) ⩾ . . . ⩾ λn(A), λ1(B) ⩾ . . . ⩾ λn(B).
Entonces,

∀k = 1, . . . , n :
∣∣λk(A)− λk(B)

∣∣ ⩽ rσ(B −A).

Demostración. Definir B := A+ (B −A), C := B −A, aplicar el Teorema 5.6 (Tarea).

Por supuesto, el Teorema 5.7 representa un resultado mucho más ventajoso que el Le-
ma 5.1. También es válido para valores propios múltiples. Por supuesto, la restricción que
ambas matrices deben ser hermitianas es muy fuerte. Además, tenemos también que los
valores propios de una matriz diagonalizable dependen de forma Lipschitz continua de los
coeficientes:

Teorema 5.8. Si A ∈ Cn×n es diagonalizable, es decir, existe un sistema U =
[
u1 · · · un

]

de vectores propios de A, y B ∈ Cn×n es arbitraria, entonces para cada valor propio λj(B)
existe un valor propio λi(j)(A) tal que

∣∣λi(j)(A)− λj(B)
∣∣ ⩽ cond∥·∥∞(U)∥B −A∥∞. (5.6)

Demostración. Nos restringimos al caso no trivial. Sea λ(B) ∈ σ(B), λ(B) ̸= λi(A) para
i = 1, . . . , n, con el vector propio x ̸= 0, es decir, Bx = λ(B)x. Entonces

Bx−Ax = λ(B)x−Ax⇐⇒ x =
(
λ(B)I −A

)−1
(B −A)x

implica que

∥x∥∞ ⩽
∥∥(λ(B)I −A

)−1∥∥
∞∥B −A∥∞∥x∥∞.

Ahora, usando I = UU−1 y A = UΛAU
−1, donde ΛA es una matriz diagonal de los valores

propios de A, tenemos que

∥x∥∞ ⩽
1

mı́n
1⩽i⩽n

|λ(B)− λi(A)|∥B −A∥∞∥x∥∞.

No existe un resultado análogo para matrices no diagonalizables. El siguiente ejemplo
ilustra que es muy natural que un tal resultado no existe.

Ejemplo 5.4. La matriz

A =

[
0 1
0 0

]

posee los valores propios λ1 = λ2 = 0, y no es diagonalizable. La matriz

B =

[
0 1
ε 0

]

posee los valores propios ±√ε, mientras que en cualquier norma matricial, ∥A−B∥ ⩽ Cε
(con una constante C que depende de la norma).
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Finalmente, nos interesan resultados asintóticos sobre los valores y vectores propios. El
siguiente teorema, que se comunica sin demostración, representa un resultado t́ıpico.

Teorema 5.9. Sea A ∈ Cn×n diagonalizable, X =
[
x1 · · · xn

]
un sistema completo de

vectores propios de A, Axi = λixi y ∥xi∥2 = 1 para i = 1, . . . , n. Ademas definimos

X−1 =: Y =:



y∗
1...

y∗
n


 ,

o sea, y∗
1, . . . ,y

∗
n son los vectores propios de la izquierda de A: y∗

iA = y∗
iλi para i = 1, . . . , n.

Sea λj un valor propio simple de A. Entonces, para F ∈ Cn×n con ∥F ∥2 suficientemente
pequeña existe un valor propio µj de A+ F con un vector propio zj, ∥zj∥2 = 1, tal que

µj = λj +
y∗
jFxj

∥yj∥2∥xj∥2
· ∥yj∥2∥xj∥2

y∗
jxj

+O
(
∥F ∥22

)
,

zj = xj +




n∑

i=1
i ̸=j

y∗
jFxi

∥yj∥2∥xj∥2
1

λi − λj

xi



∥yj∥2∥xj∥2

y∗
jxj

+O
(
∥F ∥22

)
.

Demostración. Se usa el Teorema de Funciones Impĺıcitas para el problema g(x, λ, ε) = 0
con

g(xj, λj, 0) = 0, g(x, λ, ε) =

(
(A+ εF 0)x− λx

xTx− 1

)
, F = εF 0,

con ε en una vecindad apropiada de cero, y se representa la solución (x, λ) como función
de ε.

Obviamente, el factor de amplificación del error decisivo es ∥yj∥2∥xj∥2/|y∗
jxj| para un

valor propio (este factor puede ser grande para matrices no normales), mientras que para un
vector propio, tambien juega un rol importante la separación de los valores propios.

5.2. Transformación de similaridad unitaria de una matriz n× n a una forma de
Hessenberg o tridiagonal

La solución del problema de valores propios para una matriz no esparsa siempre empieza
con la transformación de la matriz a una forma “condensada”. Esa transformación genera
nueavos errores de redondeo. Para que la matriz transformada aun sea usable, los valores
propios no deben ser más falsificados que como si la matriz fuera modificada dentro de
la exactitud aritmética. Por lo tanto, sólo es practicable la transformación a la forma de
Hessenberg. La transformación parte de la matriz A, luego determinamos matrices unitarias
y hermitianas U 1, . . . ,Un−2 tales que Un−2 · . . . ·U 1AU 1 · . . . ·Un−2 es una matriz del tipo
Hessenberg. Ahora, si la matriz A es hermitiana, entonces

(Un−2 · . . . ·U 1AU 1 · . . . ·Un−2)
∗ = Un−2 · . . . ·U 1AU 1 · . . . ·Un−2,

o sea la matriz del tipo Hessenberg es hermitiana y por lo tanto, tridiagonal.
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La transfomacion procede en n−2 pasos. Supongamos que después de j−1 pasos, tenemos
la matriz

Aj = U j−1 · . . . ·U 1AU 1 · . . . ·U j−1 =




α
(j)
11 α

(j)
12 · · · α

(j)
1,j−1 α

(j)
1j · · · α

(j)
1n

α
(j)
21 α

(j)
22 · · · α

(j)
2,j−1 α

(j)
2j · · · α

(j)
2n

0 α
(j)
32

...
...

...

... 0
. . . α

(j)
j,j−1 α

(j)
jj α

(j)
jn

...
...

. . . 0 α
(j)
j+1,j

...

...
...

...
...

...

0 · · · · · · 0 α
(j)
nj α

(j)
nn




.

Si definimos Aj+1 := U jAjU j, tenemos (ver Teorema 3.6)

U j =

[
I 0

0 Û j

]
, Û j = I − βkŵjŵ

∗
j ,

donde se determina Û j en tal forma que

Û j



α
(j)
j+1,j
...

α
(j)
nj


 = − exp(iφ)σj




1
0...
0


 .

El Teorema 3.6 entrega las fórmulas

ŵj =




exp(iφj)
(∣∣α(j)

j+1,j

∣∣+ σj

)

α
(j)
j+2,j

...

α
(j)
nj




, σj =

(
n∑

k=j+1

∣∣α(j)
kj

∣∣2
)1/2

,

α
(j)
j+1,j = exp(iφj)

∣∣α(j)
j+1,j

∣∣, βj =
1

σj(σj + |α(j)
j+1,j|)

.

Puesto que las primeras j columnas de U j son columnas unitarias, la multiplicación de
U jAj desde la derecha con U j no cambia los ceros recien generados en la columna j. La
multiplicación de Aj desde la izquierda por U j no cambia las primeras j filas. Por lo tanto,
hemos desarrollado completamente la transformación.

Para la ejecución práctica de la transformación, aprovechamos la estructura especial
de U j. Sea

Aj =

[
A

(j)
11 A

(j)
12

A
(j)
21 A

(j)
22

]
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En este caso, obtenemos

Aj+1 =

[
A

(j)
11 A

(j)
12 Û j

Û jA
(j)
21 Û jA

(j)
22 Û j

]
,

donde

Û jA
(j)
21 = A

(j)
21 − βjwjw

∗
jA

(j)
21

= A
(j)
21 − ûjẑ

∗
j ,

A
(j)
12 ûj = A

(j)
12 − βjA

(j)
12 wjw

∗
j

= A
(j)
12 − ŷjû

∗
j ,

Û jA
(j)
22 Û j = (I − βjŵjŵ

∗
j)
(
A

(j)
22 − βjA

(j)
22 ŵŵ∗)

= A
(j)
22 − ûj

(
ŵ∗

jA
(j)
22

)
−
(
A

(j)
22 ŵj

)
û∗

j +
(
ŵ∗

jA
(j)
22 ŵj

)
ûjû

∗
j

= A
(j)
22 − ûj

(
ŝ∗j −

γj
2
û∗

j

)
−
(
t̂j −

γj
2
ûj

)
û∗

j ,

donde definimos

Û j := βjŵj, t̂j := A
(j)
22 ŵj, γj := ŵ∗

j t̂j,

ŝ∗j := ŵ∗
jA

(j)
22 , ẑ∗

j := ŵ∗
jA

(j)
21 , ŷj := A

(j)
12 ŵj.

Pero, según hipótesis,

A
(j)
21 =



0 · · · 0 α

(j)
j+1,j

...
...

...

0 · · · 0 α
(j)
nj


 ,

de manera que no hay que calcular Û jA
(j)
21 expĺıcitamente:

Û jA
(j)
21 =




0 · · · 0 − exp(iφj)σj
...

... 0
...

...
...

0 · · · 0 0


 .

Además, en el caso A hermitiana tomamos en cuenta que

A
(j)
12 Û j =

(
Û jA

(j)
21

)∗
, t̂j = ŝj,

entonces una computación expĺıcita no es necesaria, y el esfuerzo computacional total se
reduce a menos que la mitad. Para A general, necesitamos 5

3
n3 + O(n2) operaciones; para

A hermitiana, solo 2
3
n3 +O(n2) operaciones esenciales.
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5.3. Computación de los valores propios de una matriz tridiagonal hermitiana

Consideremos la matriz T ∈ Cn×n dada por

T =




α1 β1

γ1
. . . . . .
. . . . . . βn−1

γn−1 αn


 , γi = β̄i, i = 1, . . . , n− 1; αi ∈ R, i = 1, . . . , n. (5.7)

Se supone que γi ̸= 0 para i = 1, . . . , n− 1, sino la matriz tridiagonal puede ser particionada
en dos matrices tridiagonales de tamaño menor cuyos problemas de valores propios pueden
ser estudiados separadamente.

Teorema 5.10. Si T es una matriz tridiagonal hermitiana de la forma indicada en (5.7) y
γi ̸= 0 para i = 1, . . . , n− 1, entonces T sólo tiene valores propios reales simples.

Demostración. Tarea.

Comentamos si T es una matriz real no simétrica con βiγi > 0, i = 1, . . . , n−1, entonces
mediante una transformación de similaridad con

D = diag(δ1, . . . , δn), δ1 := 1, δi+1 := δi
√
βi/γi,

T puede ser transformada a una matriz simétrica y tridiagonal T̂ := DTD−1. Entonces
tales matrices T también poseen sólo valores propios reales y simples.

Para la computación de valores propios de T , necesitamos el Teorema de la Ley de Inercia
de Sylvester.

Definición 5.1. Sea A ∈ Cn×n hermitiana. Entonces se define como inercia de A al tri-
ple (m, z, p), donde m, z y p es el número de valores propios negativos, zero, y positivos,
respectivamente.

Teorema 5.11 (Ley de inercia de Sylvester). Si A ∈ Cn×n es hermitiana y X ∈ Cn×n es
regular, entonces A y X∗AX tienen la misma inercia.

Demostración. Supongamos que

λ1(A) ⩾ λ2(A) ⩾ . . . ⩾ λn(A)

son los valores propios de A, contados con su multiplicidad, y que para algún r ∈ {1, . . . , n},
λr(A) es un valor propio de A positivo. Definimos el subespacio S0 ⊆ Rn a través de

S0 := span{X−1q1, . . . ,X
−1qr}, q1 ̸= 0, . . . , qr ̸= 0,

dondeAqi = λi(A)qi para i = 1, . . . , r. Utilizando la caracterización minimax de λr(X
∗AX),

donde se supone que

λ1(X
∗AX) ⩾ . . . ⩾ λn(X

∗AX)

son los valores propios de X∗AX, obtenemos

λr(X
∗AX) = máx

V ∈Vn−r

mı́n
{
R(x;X∗AX) | x ̸= 0, ∀v ∈ V : x∗v = 0

}
. (5.8)
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Ahora, escogiendo

Ṽ := S⊥
0 :=

{
w ∈ Rn | ∀v ∈ S0 : w∗v = 0

}
∈ Vn−r,

deducimos de (5.8) que

λr(X
∗AX) ⩾ mı́n

{
R(x;X∗AX) | x ̸= 0, ∀v ∈ Ṽ : x∗v = 0

}

= mı́n
{
R(x;X∗AX) | x ̸= 0, x ∈ S0

}

⩾ λr(A).

Si σ1(X) ⩾ . . . ⩾ σn(X) son los valores singulares de X, podemos demostrar que para cada
y ∈ Rn,

R(y,X∗X) ⩾ σn(X)2.

Entonces, conluimos que

λr(X
∗AX) ⩾ mı́n

y∈S0

{
y∗(X∗AX)y

y∗(X∗X)y

y∗(X∗X)y

y∗y

}
⩾ λr(A)σn(X)2. (5.9)

Un argumento análogo, con los roles de A y X∗AX intercambiados muestra que

λr(A) ⩾ λr(X
∗AX)σn(X

−1)2 =
λr(X

∗AX)

σ1(X)2
. (5.10)

Combinando (5.9) y (5.10), concluimos que λr(A) y λr(X
∗AX) tienen el mismo signo, por

lo tanto, A y X∗AX tienen el mismo número de valores propios positivos. Aplicando este
resultado a −A, concluimos que A y X∗AX también tienen el mismo número de valores
propios negativos, y obviamente, el mismo número de valores propios zero (debidamente
contados con sus respectivas multiplicidades).

El Teorema 5.11 implica que las matrices A − µI y X∗(A − µI)X tienen los mismos
números de valores propios positivos, cero, y negativos, es decir, A tiene los mismos números
de valores propios > µ, = µ, y < µ (µ ∈ R). Queremos aplicar este resultado ahora a la
matriz T con

X ∈ Cn×n, donde X−1 =




1 ξ1
. . . . . .

. . . ξn−1

1


 ,

donde se debe cumplir que

X∗(T − µI)X = Q = diag(q1, . . . , qn), qi ∈ R,
o sea

T − µI = (X∗)−1QX−1 =




1

ξ̄1
. . .
. . . . . .

ξ̄n−1 1







q1
q2

. . .
qn







1 ξ1
. . . . . .

. . . ξn−1

1


 .
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Entonces, los qi son cocientes de subdeterminantes principales sucesivos de T − µI. Obvia-
mente,

q1 = α1 − µ,

q1ξ1 = β1 (=⇒ q1ξ̄1 = γ1 = β̄1),

q2 + q1|ξ1|2 = α2 − µ,

q2ξ2 = β2, etc.

En general, tenemos

qk + qk−1|ξ2k−1| = αk − µ, qk ξk = βk, k = 1, . . . , n,

ξ0 := 0, q0 := 1, βn := 0.

Dado que βk ̸= 0 para k = 1, . . . , n − 1, el valor ξk existe para qk ̸= 0, k = 1, . . . , n − 1, es
decir, ξk = βk/qk para k = 1, . . . , n − 1. Si sucede que qk = 0, reemplazamos este valor por
ε≪ 1, es decir reemplazamos αk por αk + ε. Debido al Teorema 4.7, eso cambia los valores
propios sólo en ε. Entonces, siempre se calcula

qk = αk − µ− (βk−1)
2

qk−1

, k = 1, . . . , n, q0 := 1, β0 := 0. (5.11)

Según el Teorema 5.11, sabemos que

#{k | qk < 0, 1 ⩽ k ⩽ n} = #{λ | λ es valor propio de T , λ < µ}.
Este resultado lo podemos aprovechar directamente para crear un método de bisección para
calcular valores propios arbitrarios λj de T . Partiendo de la enumeración λ1 ⩽ λ2 ⩽ . . . ⩽ λn

y, por ejemplo, de la inclusión trivial

[a0, b0] := [−∥T ∥∞, ∥T ∥∞],

la cual incluye todos los valores propios de T , ponemos para s ∈ N0:

µs :=
as + bs

2
,

m := #{qk | qk < 0, calculados de (5.11) con µ = µs},

as+1 :=

{
as si m ⩾ j,

µs sino,
bs+1 :=

{
µs si m ⩾ j,

bs sino.

Para este método sabemos que

ĺım
s→∞

µs = λj.

Este método es muy robusto y extremadamente eficiente.

Ejemplo 5.5. Queremos determinar el valor propio λ2 de

T =




1 1 0 0
1 3 2 0
0 2 5 3
0 0 3 7


 ,
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Cuadro 5.1. Ejemplo 5.5 (método de bisección).

s µ q1 q2 q3 q4 m

0 1,5 −0,500000 3,500000 2,357143 1,681818 1 ⇒ λ2 > 1,5
1 1,75 −0,750000 2,583333 1,701613 −0,039100 2 ⇒ λ2 < 1,75
2 1,625 −0,625000 2,975000 2,030462 0,942511 1 ⇒ λ2 > 1,625
3 1,6875 −0,687500 2,767045 1,866915 0,491712 1 ⇒ λ2 > 1,6875
4 1,71875 −0,718750 2,672554 1,784555 0,237975 1 ⇒ λ2 > 1,71875
5 1,734375 −0,734375 2,627327 1,743165 0,102603 1 ⇒ λ2 > 1,734375
6 1,7421875 −0,742187 2,605181 1,722410 0,032577 1 ⇒ λ2 > 1,7421875
7 1,74609375 −0,746094 2,594220 1,712017 −0,003050 2 ⇒ λ2 < 1,74609375
8 1,744140625 −0,744141 2,599691 1,717215 0,014816 1 ⇒ λ2 > 1,744140625

empezando con [a0, b0] := [1, 2]. El método de bisección entrega la información del Cuadro 5.1.

Ejemplo 5.6 (Tarea 30, Curso 2006). Se considera la matriz

A =



10 −6 8
−6 17 2
8 2 20


 .

a) Transformar A a forma tridiagonal y aplicar el método de bisección para demostrar
que A es definida positiva.

b) Usando el método de bisección, determinar el valor propio más pequeño hasta un error
del valor absoluto ⩽ 0,5.

Solución sugerida.

a) La transformación de la matriz a forma tridiagonal necesita un paso, es decir T =
A2 = P 1A1P 1 con A1 = A. Sabemos que

P 1 =



1 0 0
0

0 P̂ 1


 , P̂ 1 = I − β1ŵ1ŵ

∗
1.

Aqúı

σ1 =
√
36 + 64 = 10, β1 =

1

10(10 + 6)
=

1

160
, ŵ1 =

(
−16
8

)
,

P 1 =



1 0 0
0 −0,6 0,8
0 0,8 0,6


 , T = P 1AP 1 =



10 10 0
10 17 2
0 2 20


 .

Aplicando el Teorema de Gershgorin, vemos que T sólo tiene valores propios no ne-
gativos; dado que T es regular, 0 no es valor propio; entonces los valores propios de
T (y los de A) son positivos.

b) El valor propio mas pequeño es λ1, entonces j = 1. El valor propio está contenido en
el intervalo [a0 := 0, b0 := 32]. Obtenemos la siguiente tabla.
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k ak bk µk q1 q2 q3 m

0 0 32 16 −6 16.6̄ 3,76 1
1 0 16 8 2 −41 12,097 1
2 0 8 4 6 −3.6̄ 17.0̄9 1
3 0 4 2 8 2,5 16,4 0
4 2 4 3 7 −2/7 31 1
5 2 3 2,5 7,5 1,16̄ 13,5 0

Entonces sabemos que λ1 ∈ [2,5, 3].

Ejemplo 5.7 (Certamen 2, Curso 2010). Se considera la matriz

A =



−10 3 −4
3 2 1
−4 1 16


 .

a) Demostrar sin calcular el polinomio caracteŕıstico que A tiene tres valores propios
reales distintos.

b) Transformar A unitariamente a forma tridiagonal simétrica.
c) Determinar números αi, βi, i = 1, 2, 3, tales que αi ⩽ λi ⩽ βi, i = 1, 2, 3, donde

λ1, λ2, λ3 son los valores propios de A, y |βi − αi| ⩽ 0,25, mediante el método de
bisección.

Solución sugerida.

a) Como A es simétrica, sus valores propios son reales. Los ćırculos de Gershgorin son

K1 = [−17,−3], K2 = [−2, 6], K3 = [11, 21].

Dado que Ki ∩ Kj = ∅ para i ̸= j, cada uno de los ćırculos contiene exactamente un
valor propio, es decir λi ∈ Ki para i = 1, 2, 3.

b) Siguiendo el procedimiento canónico, determinamos

U 1 =

[
1 0

0 Û 1

]
∈ R3×3

tal que Û 1 = I − β1ŵŵT ∈ R2×2; con

σ1 =
√

s2 + (−4)2 = 5

se tiene aqúı

ŵ =

(
3 + σ1

4

)
=

(
8
−4

)
, β1 =

1

5 · (5 + 3)
=

1

40
; Û 1 =

1

5

[
−3 4
4 3

]

y la matriz tridiagonal deseada

T =



1 0 0
0 −0,6 0,8
0 0,8 0,6





−10 3 −4
3 2 1
−4 1 16





1 0 0
0 −0,6 0,8
0 0,8 0,6


 =



−10 −5 0
−5 10 7
0 7 8


 .
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c) El método de bisección, aplicado a la matriz T , requiere de la computación sucesiva
de las cantidades

q0 = 1, β0 = 0;

q1 = α1 − µ− β2
0

q0
= −10− µ,

q2 = α2 − µ− β2
1

q1
= 10− µ− 25

q1
,

q3 = α3 − µ− β2
2

q2
= 8− µ− 49

q2
,

donde el valor µ se ajusta según lo especificado en (5.16)–(5.18). Se recomienda empe-
zar la iteración con un intervalo cuya longitud sea una potencia de 2. Aśı obtenemos
los resultados

s a b q1 q2 q3 m

0 -19.0000 -3.0000 1.0000 -4.0000 31.2500 1
1 -19.0000 -11.0000 5.0000 20.0000 20.5500 0
2 -15.0000 -11.0000 3.0000 14.6667 17.6591 0
3 -13.0000 -11.0000 2.0000 9.5000 14.8421 0
4 -12.0000 -11.0000 1.5000 4.8333 9.3621 0
5 -11.5000 -11.0000 1.2500 1.2500 -19.9500 1
6 -11.5000 -11.2500

para j = 1, por lo tanto, λ1 ∈ [−11,5,−11,25],

s a b q1 q2 q3 m

0 -2.0000 6.0000 -12.0000 10.0833 1.1405 1
1 2.0000 6.0000 -14.0000 7.7857 -2.2936 2
2 2.0000 4.0000 -13.0000 8.9231 -0.4914 2
3 2.0000 3.0000 -12.5000 9.5000 0.3421 1
4 2.5000 3.0000 -12.7500 9.2108 -0.0699 2
5 2.5000 2.7500

para j = 2, por lo tanto, λ2 ∈ [2,5, 2,75], y

s a b q1 q2 q3 m

0 8.0000 24.0000 -26.0000 -5.0385 1.7252 2
1 16.0000 24.0000 -30.0000 -9.1667 -6.6545 3
2 16.0000 20.0000 -28.0000 -7.1071 -3.1055 3
3 16.0000 18.0000 -27.0000 -6.0741 -0.9329 3
4 16.0000 17.0000 -26.5000 -5.5566 0.3183 2
5 16.5000 17.0000 -26.7500 -5.8154 -0.3241 3
6 16.5000 16.7500
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para j = 3, por lo tanto, λ3 ∈ [16,5, 16,75]. (Los valores exactos son λ1 = −11,3301,
λ2 = 2,7080 y λ3 = 16,6221.)

5.4. Determinación de los vectores propios de una matriz tridiagonal
hermitiana

En lo siguiente, se supone que T es una matriz tridiagonal hermitiana con γi ̸= 0,
i = 1, . . . , n, y sea µ una aproximación de un valor propio λ de T determinada con exactitud
de máquina (por ejemplo, usando el método de bisección). Sabemos que para λ arbitrario,
rango(T −λI) ⩾ n−1, y que ningún de los elementos subdiagonales de T desaparece, tal que
la descomposición triangular de T −µI puede ser realizada completamente con intercambios
de filas. Para la búsqueda del pivote en la columna (medida indispensable aqúı) tenemos la
descomposición triangular

P (T − µI) = LR, |ϱjj| ⩾ |βj|, j = 1, . . . , n− 1.

Si µ = λj, entonces para una computación sin errores de redondeo tenemos ϱnn = 0 y
una solución x de Rx = 0 con ξn = 1 sera un vector propio de T . En la práctica, no es
asegurado que siempre resulta un valor de ϱnn pequeño, incluso cuando µ es una muy buena
aproximación del valor propio. El siguiente teorema informa como a pesar de lo anterior,
podemos determinar una buena aproximación del vector propio, siempre que la aproximación
del valor propio es suficientemente buena.

Teorema 5.12. Sea T una matriz tridiagonal y hermitiana, P (T − µI) = LR una des-
composición triangular (determinada con búsqueda del pivote en la columna), y µ una apro-
ximación del valor propio λj de T con

µ = λj + εϑf(n)∥T ∥2, |ϑ| ⩽ 1, ε suficientemente pequeño.

Sean todos los elementos subdiagonales de T diferentes de cero. Entonces existe (por lo
menos) un ı́ndice i ∈ {1, . . . , n} tal que la solución xi de

Rxi = eiϱii, xi =



ξi1...
ξin




(con ξnn := 1 si i = n y ϱnn = 0) satisface

xi

∥xi∥2
= αuj + d, ∥d∥2 ⩽

n3f(n)ε∥T ∥2
mı́n{|λi − λj|, i ̸= j} +O(ε

2), (5.12)

|α| = 1, donde U :=
[
u1 · · · un

]
es un sistema ortonormalizado de vectores propios de T

y Tui = λiui, i = 1, . . . , n.

Demostración. Sea yi := ϱiiPLTei. Entonces, con T = UΛU ∗, Λ := diag(λ1, . . . , λn),
tenemos

(T − µI)xi = P TLRxi = ϱiiP
TLei = yi.
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En el caso ϱnn = 0, ya no hay que demostrar nada, entonces podemos asumir que ϱnn ̸= 0,
y definimos

x′
i :=

1

ϱii
xi, y′

i :=
1

ϱii
yi, i = 1, . . . , n,

y se supone que xi e yi, i = 1, . . . , n, poseen las representaciones

x′
i :=

n∑

k=1

ξ̃ikuk, y′
i :=

n∑

k=1

η̃ikuk.

Entonces sabemos que

(λk − µ)ξ̃ik = η̃ik, i, k = 1, . . . , n.

Dado que los elementos de Lei son ⩽ 1 en valor absoluto, sabemos que

η̃i1...
η̃in


 = U ∗P TLei =⇒ |η̃ik| ⩽

√
n, i, k = 1, . . . , n, (5.13)

máx
1⩽i⩽n

|η̃ij| = máx
1⩽i⩽n

∣∣eT
j U

∗P TLei

∣∣ = ∥LTPUej∥∞ ⩾
∥PUej∥∞
∥(L−1)T∥∞

⩾
1

n3/2
. (5.14)

Pero definiendo

σ := mı́n
i ̸=j

{
|λi − λj|} > 0,

sabemos que

∀i = 1, . . . , n, k ̸= j : |ξ̃ik| =
|η̃ik|

|λk − λj − εϑf(n)∥T ∥2
⩽

√
n

σ − εf(n)∥T ∥2
(para ε suficientemente pequeño, σ − ∥T ∥2εf(n) > 0), mientras que para un ı́ndice i apro-
piado,

|ξ̃ij| =
|η̃ij|

|εϑf(n)∥T ∥2|
⩾

1

εn3/2f(n)∥T ∥2
. (5.15)

Para este ı́ndice i, tenemos que

∥x′
i∥2 =

(
n∑

k=1

|ξ̃ik|2
)1/2

= |ξ̃ij|


1 +

n∑

k=1
k ̸=j

|ξ̃ik|2
|ξ̃ij|2




1/2

= |ξ̃ij|(1 + ϑij),

donde, tomando en cuenta que 1 ⩽
√
1 + ξ ⩽ 1 + ξ para 0 ⩽ ξ ⩽ 1,

0 ⩽ ϑij ⩽
∥T ∥22n4f 2(n)ε2

(σ − εf(n)∥T ∥2)2
.

Entonces,

xi

∥xi∥2
=

x′
i

∥x′
i∥2

=
ξ̃ij

|ξ̃ij|(1 + ϑij)
uj +

n∑

k=1
k ̸=j

ξ̃ik

|ξ̃ij|(1 + ϑij)
uk =

ξ̃ij

|ξ̃ij|
uj + d,
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donde el vector d satisface

∥d∥2 ⩽ 1− 1

1 +
n4f 2(n)∥T ∥22ε2

(σ − εf(n)∥T ∥2)2
+

(n− 1)
√
nn3/2f(n)∥T ∥2ε

σ − εf(n)∥T ∥2
⩽

n3f(n)ε

σ
∥T ∥2 +O(ε2).

Según nuestra derivación, es obvio que el factor n3 en el enunciado del Teorema (5.12) es
muy pesimista. Se puede suponer que en la mayoŕıa de los cases, el factor 1 es más apropiado
que n3. Se puede demostrar que i = n es apropiado si con

R =

[
R11 r
0 ϱnn

]
,

la norm a ∥R−1
11 r∥2 es “pequeña” (por ejemplo, ⩽ n). En la práctica, se procede de la

siguiente forma: se resuelven los sistemas

Rxi = ϱiiei, i = n, n− 1, . . . ; (5.16)

la computación termina cuando por primera vez,

∥xi∥∞ ⩾
|ϱii|
100nε

, (5.17)

donde el factor 1/(100n) reemplaza (de forma un poco arbitraria) eñ término 1/(n3/2f(n)) (no
se conoce el verdadero en µ). Si (5.17) no se cumple para ningún i, también la aproximación µ
puede ser considerada de mala calidad. “Normalmente”, el test ya está satisfecho para i = n.
Además, se puede domostrar que modificaciones de T del orden ε∥T ∥2 causan errores en los
vectores propios del orden

nε∥T ∥2
mı́n
i ̸=j
|λi − λj|

.

Entonces, el Teorema 5.12 representa un resultado excelente. Además, podemos demostrar
que los errores de redondeo cometidos al calcular la descomposición triangular de P (T −µI)
y durante la solución de (5.16) no afectan seriamente el resultado.

5.5. Valores propios de una matriz de tipo Hessenberg

En los caṕıtulos anteriores vimos que es relativamente fácil determinar un valor propio
individual (y el vector propio asociado) de una matriz hermitiana. Por otro lado, vimos
que cada matriz de Cn×n puede ser transformada unitariamente a la forma de Hessenberg
superior. Para la determinación de un valor propio de una tal matriz, es importante que
el polinomio caracteŕıstico pn(λ;A), y posiblemente su su derivada p′n(λ;A), pueden ser
evaluados facilmente.

Sea γ ̸= 0 arbitrario. Para la componente ξn del sistema lineal

(α11 − λ)ξ1 + α12ξ2 + · · ·+ α1nξn = −γ, (5.18)

α21ξ1 + (α22 − λ)ξ2 + · · ·+ α2nξn = 0,

...
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αn1ξ1 + αn2ξ2 + · · ·+ (αnn − λ)ξn = 0

(γ ̸= 0 arbitrario) tenemos, según la regla de Cramer,

ξn =
1

det(A− λI)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1,n−1 −γ
a21 a22 − λ a2,n−1 0
...

. . . . . .
...

...
...

. . . αn−1,n−1 − λ 0
αn1 · · · · · · αn,n−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(−1)nγα21 · . . . · αn,n−1

det(A− λI)
,

es decir, cuando ponemos ξn := 1 y solvemos el sistema lineal por substitución, obtenemos

γ =
(−1)n det(A− λI)

α21α32 · . . . · αn,n−1

. (5.19)

Esto significa que hasta un factor común, obtenemos det(A−λI) y (d/dλ) det(A−λI) por
la siguiente recursión, conocida como Método de Hyman;

xn(λ) := 1 (corresponde a ξn),

x′
n(λ) := 0 (corresponde a

d

dλ
ξn,)

xn−i(λ) :=
1

αn−i+1,n−i

(
λxn−i+1(λ)−

n∑

k=n−i+1

αn−i+1,kxk(λ)

)
, i = 1, . . . , n− 1,

x′
n−i(λ) :=

1

αn−i+1,n−i

(
xn−i+1(λ) + λx′

n−i+1(λ)−
n∑

k=n−i+1

αn−i+1,kx
′
k(λ)

)
.

Ahora, considerando la primera ecuación de (5.18) obtenemos

det(A− λI) = (−1)n+1α21α32 · · · · · αn,n−1

(
(α11 − λ)x1(λ) +

n∑

k=2

α1kxk(λ)

)

y análogamente

d

dλ
det(A− λI) = (−1)n+1α21α32 · · · · · αn,n−1

(
(α11 − λ)x′

1(λ)− x1(λ) +
n∑

k=2

α1kx
′
k(λ)

)
.

Con métodos iterativos para los ceros de un polinomio podemos fácilmente calcular los
valores propios. Hay que considerar que este método es muy diferente de la computación de
los coeficientes del polinomio caracteŕıstico.

5.6. La iteración directa según von Mises y el método de Wielandt

Ahora consideramos métodos que nos entregan un vector propio aproximado. Ya vimos
como mediante el cociente de Rayleigh podemos obtener un valor propio aproximado usando
el vector propio aproximado. La versión básica de la iteración de von Mises (pero de poca
utilidad práctica) es la siguiente.

1. Sea 0 ̸= x0 ∈ Cn apropiado.
2. Para k = 0, 1, 2, . . . , sea xk+1 = Axk.
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Teorema 5.13. Sea A ∈ Cn×n diagonalizable y U =
[
u1 · · · un

]
un sistema de vectores

propios de A, con Aui = λiui, i = 1, . . . , n. Ademas sea

x0 =
n∑

i=1

ξiui, ξ1 ̸= 0, |λ1| > |λ2| ⩾ . . . ⩾ |λn|.

Entonces la sucesión de vectores {xk}k∈N0 satisface

xk = ξ1λ
k
1

(
u1 +O

(∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
k
))

, (5.20)

R(xk;A) = λ1

[
1 +O

(∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
k
)]

. (5.21)

Demostración. Calculamos que

xk = Akx0

=
[
u1 · · · un

]
diag(λk

1, . . . , λ
k
n)
[
u1 · · · un

]−1 [
u1 · · · un

]


ξ1...
ξn




=
n∑

i=1

λk
i ξiui

= ξ1λ
k
1

(
u1 +

n∑

i=2

ξi
ξ1

(
λi

λ1

)k

ui

)
,

lo cual implica (5.20) si tomamos en cuenta que

∣∣∣∣
λi

λ1

∣∣∣∣
k

⩽

∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
k

.

Por otro lado,

R(xk;A) =
x∗
kxk+1

x∗
kxk

=

ξ̄1λ̄
k
1

[
u∗

1 +O
(∣∣∣∣

λ2

λ1

∣∣∣∣
k
)]

ξ1λ
k+1
1

[
u1 +O

(∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
k+1
)]

ξ̄1λ̄
k
1

[
u∗

1 +O
(∣∣∣∣

λ2

λ1

∣∣∣∣
k
)]

ξ1λ
k
1

[
u1 +O

(∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
k
)]

= λ1

[
1 +O

(∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
k
)]

.
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Comentamos primero que para |λ1| ≠ 1, la versión presentada aqúı rapidamente entrega
números extremadamente grandes o pequeños. Por lo tanto, se prefiere calcular {xk} de la
siguiente forma:

x̃k+1 := Axk, xk+1 :=
x̃k+1

∥x̃k+1∥
.

En este caso,

xk = ϑk

[
u1 +O

(∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
k
)]

, |ϑk| = 1, x∗
kx̃k+1 = λ1

[
1 +O

(∣∣∣∣
λ2

λ1

∣∣∣∣
k
)]

.

Si xk se normaliza a (xk)j = 1 para una componente j con (u1)j ̸= 0, entonces {xk}k∈N
converge para k →∞ a un múltiple de u1.

El Teorema 5.13 es análogamente válido para λ1 = . . . = λr, |λ1| > |λr+1| ⩾ . . . ⩾ |λn|,
cuando

x0 =
n∑

i=1

ξiui,
r∑

i=1

|ξi| ≠ 0.

La presuposición ξ1 ̸= 0 o |ξ1|+ . . .+ |ξr| ≠ 0 siempre está satisfecha en la práctica debido
a errores de redondeo, includo cuando x0 no es apropiado.

La matriz A no necesariamente debe ser diagonalizable. Pero si A no lo es, el término
de error O(|λ2/λ1|k) es reemplazado por O(1/k).

Cuando A posee diferentes valores propios dominantes (del mismo valor absoluto), por
ejemplo en el caso de un valor propio dominante en valor absoluto complejo de una matriz
A real, no hay convergencia (pero existen generalizaciones de este método para este caso).

Ejemplo 5.8 (Tarea 28, Curso 2006).

A =




1 −1 1
−1 2 1
1 1 10




a) Demostrar que A satisface las condiciones para la ejecución de la iteración directa
(método de von Mises), y que x0 := (0, 0, 1)T es un vector apropiado para iniciar la
iteración.

b) Determinar x3 (usando el algoritmo básico, sin normalizar), y calcular usando x3 y
x2 un valor aproximado del valor propio. Para esta aproximación estimar el error
rigurosamente.

Solución sugerida.

a) La matriz A es real y simétrica, entonces posee un sistema completo de vectores propios
Q := [u1 u2 u3]. Según el Teorema de Gershgorin hay dos valores propios, λ2 y λ3,
en el intervalo [−1, 4]; el tercer, λ1, de valor absoluto máximo, pertenece al intervalo
[8, 12]. Ahora sea Aui = λiui. Supongamos que ξ1 = 0 en la representación x0 =
ξ1u1 + ξ2u2 + ξ3u3. En este caso, tendŕıamos Ax0 = ξ2λ2u2 + ξ3λ3u3, entonces

∥Ax0∥ ⩽ máx
{
|λ2|, |λ3|

}
∥x0∥ ⩽ 4∥x0∥ = 4,
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mientras que

∥Ax0∥ =
∥∥(1, 1, 10)T

∥∥ ⩾ 10,

una contradicción. Entonces ξ1 ̸= 0, y el vector x0 es apropiado.
b) Sin normalizar obtenemos

x1 = (1, 1, 10)T, x1 = (10, 11, 102)T, x1 = (101, 114, 1041)T.

El valor propio aproximado correspondiente es

λ̃1 =
xT
2 x3

xT
2 x2

=
108446

10625
= 10,206682.

Según el Teorema 4.4, sabemos que para una matriz A normal (por ejemplo, A simétri-
ca), entonces existe un valor propio λj ̸= 0 de A con

∣∣∣∣
λj − λ

λj

∣∣∣∣ ⩽
∥Ax− λx∥
∥Ax∥2

,

donde x y λ son aproximaciones del vector y del valor propio, respectivamente. Aqui
hay que usar x = x2, λ = λ̃1 = 10,206682, y x3 = Ax para obtener

∣∣∣∣∣
λj − λ̃1

λj

∣∣∣∣∣ ⩽
∥x3 − λx2∥2
∥x3∥2

=
2,031146

1052,0827
= 0,001931.

Entonces,

|λj − λ̃1| ⩽ 0,001931|λj| ⩽ 0,001931 · 12 = 0,023167.

Ejemplo 5.9 (Certamen 2, Curso 2010). Se considera la matriz

A =



−10 −1 −1
−1 2 1
−1 1 10




a) Demostrar que A posee tres valores propio λ1 < λ2 < λ3, en particular λ1, λ2, λ3 ∈ R,
y que x0 := (0, 0, 1)T es un vector apropiado para iniciar la iteración directa (método
de von Mises). Aviso:

det(A− 4I) =

∣∣∣∣∣∣

−16 −1 2
−1 0 1
2 1 8

∣∣∣∣∣∣
= 4.

b) Determinar x3 (usando el algoritmo básico, sin normalizar), y calcular usando x3 y
x2 un valor aproximado del valor propio. Para esta aproximación estimar el error
rigurosamente.

Solución sugerida.

a) Dado que A es simétrica, sus valores propios son reales, y los ćırculos de Gershgorin
son

K1 = [−12,−8], K2 = [0, 4], K3 = [8, 12].
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Dado que Ki ∩ Kj = ∅ para i ̸= j, cada uno de los ćırculos contiene exactamente un
valor propio, es decir λi ∈ Ki para i = 1, 2, 3. En el presente caso, aun no podemos
decidir si el valor propio de valor absoluto máximo pertenece a K1 o a K3. Para obtener
más información, calculamos el polinomio carácteristico:

p(λ;A) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣

−10− λ −1 −1
−1 2− λ 1
−1 1 10− λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3 + 2λ2 + 103λ− 200.

Debido al signo del coeficiente de λ3 y sabiendo ya que hay tres valores propios distintos
reales, concluimos que

p(λ)





> 0 para λ < λ1,

= 0 para λ = λ1,

< 0 para λ1 < λ < λ2,

= 0 para λ = λ2,

> 0 para λ2 < λ < λ3,

= 0 para λ = λ3,

< 0 para λ > λ3.

Ahora, evaluando p(2;A) = 6 > 0 concluimos que λ2 < 2. Por otro lado, la traza de
A es la suma de sus valores propios. En nuestro caso, λ1 + λ2 + λ3 = 2, es decir

λ1 + λ3 = 2− λ2 > 0,

es decir λ1 > −λ3. Dado que λ1 < 0 y λ3 > 0, esta desigualdad implica que

|λ1| = −λ1 < λ3 = |λ3|.
Por lo tanto, λ3 es el valor propio de mayor valor absoluto. Como A es simétrica, A
posee un sistema de vectores propios ortonormales. Sean u1, u2, u3 los vectores propios
correspondiente a los valores propios respectivos λ1, λ2, λ3. Sea x0 = ξ1u1+ξ2u2+ξ3u3.
De acuerdo al Teorema 5.13 hay que demostrar que ξ3 ̸= 0. Ahora, si fuera ξ3 = 0, se
tendria que

R(x0;A) = R(ξ1u1 + ξ2u2;A) =
(ξ1u

T
1 ξ2u

T
2 )(λ1ξ1u1 + λ2ξ2u2)

ξ21 + ξ22

=
λ1ξ

2
1 + λ2ξ

2
2

ξ21 + ξ22
=

ξ21
ξ21 + ξ22

λ1 +
ξ22

ξ21 + ξ22
λ2 ∈ [λ1, λ2] ⊂ [−12, 2].

Pero, efectivamente,

R(x0;A) = (0, 0, 1)(−1, 1, 10)T = 10 ̸∈ [−12, 2],
es decir ξ3 ̸= 0; por lo tanto, x0 es apropiado.

b) Iterando obtenemos

x1 = Ax0 =



−1
1
10


 , x2 = Ax1 =



−1
13
102


 , x3 = Ax2 =



−105
129
1034


 ,
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y el valor propio aproximado

λ3 ≈ λ̃3 = R(x2;A) =
xT
2 x3

xT
2 x2

= 10,1428.

Para estimar el error, utilizamos la parte (iii) del Teorema 5.4. Aqúı esto significa que
existe un valor propio λj de A tal que

∣∣∣∣∣
λj − λ̃3

λj

∣∣∣∣∣ ⩽
∥Ax2 − 10,1428x2∥2

∥Ax2∥2
=
∥x3 − 10,1428x2∥

∥x3∥2
=

94,9019

1047,3
= 0,0906.

Evidentemente, j = 3, y puesto que λ3 ∈ [8, 12], llegamos a

|λ3 − λ̃3| ⩽ 12× 0,0906 = 1,0874.

Mejores cotas son posibles.

Nos damos cuenta que la velocidad de convergencia de la iteración directa depende deci-
sivamente del cociente |λ2/λ1| < 1. Ahora, sean λ1, . . . , λn los valores propios de A. Si µ es
una aproximación del valor propio λi y 0 < |λi− µ| < |λj − µ| para todo j ∈ {1, . . . , n}\{i},
entonces A− µI es regular y los valores propios τk = 1/(λk − µ) de (A− µI)−1 satisfacen

∀j ∈ {1, . . . , n}\{i} : |τi| > |τj|.
Ademas, máxi ̸=j |τj|/|τi| es pequeño cuando la aproximación del valor propio era buena.
Entonces, la iteración directa aplicada a (A−µI)−1 converge rapidamente. Esta es la idea del
método de interación “inversa”, conocida también como Método de Wielandt. La observación
decisiva para su ejecución es que no hay que calcular expĺıcitamente la matriz (A− µI)−1;
en lugar de esto, en cada paso se resuelve el sistema lineal

(A− µI)x̃k+1 = xk, xk+1 :=
1

∥x̃k+1∥
x̃k+1,

lo que cuesta poco esfuerzo computacional si una vez por siempre se ha calculado una des-
composición triangular (por lo menos, con búsqueda del pivote en la columna) de A − µI.
Entonces, si P (A−µI)Q = LR, calculamos para k ∈ N0 sucesivamente los vectores zk, vk,
wk y x̃k+1:

zk = Pxk, Lvk = zk, Rwk = vk, QTx̃k+1 = wk.

Ahora, usando la nueva aproximación x̃k+1, podŕıamos calcular una nueva aproximación
del valor propio, determinar una nueva descomposición triangular, etc. Pero, en general, el
esfuerzo computacional para realizar esto es excesivo.

El siguiente teorema provee información acerca de un vector inicial apropiado.

Teorema 5.14. Sea A ∈ Cn×n diagonalizable, Aui = λui, i = 1, . . . , n, ∥ui∥2 = 1 para todo
i, donde U =

[
u1 . . . un

]
es el sistema completo de vectores propios de A y P (A−µI)Q =

LR con matrices de permutación P y Q, L una matriz triangular inferior con diagonal
(1, . . . , 1) y elementos de valor absoluto ⩽ 1, y R una matriz triangular superior. Además
definimos el ı́ndice s a través de

|ϱss| = mı́n
1⩽i⩽n

|ϱii|,
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y R̂ := diag(ϱ−1
11 , . . . , ϱ

−1
nn)R. En este caso, si µ no es un valor propio, sabemos que

mı́n
1⩽j⩽n

|λj − µ| ⩽ √n|ϱss| cond∥·∥2(U) ⩽ mı́n
1⩽j⩽n

|λj − µ|∥L−1∥2∥R̂
−1∥2 cond∥·∥2(U)

√
n.

Si definimos x1 por

RQTx1 = ϱsse1

(lo que corresponde a x0 := ϱssP
TLes), y el ı́ndice k por

|ξk| = máx
1⩽i⩽n

|ξi|, donde x1 =
n∑

i=1

ξiui,

entonces sabemos que el valor propio correspondiente λk satisface

|λk − µ| ⩽ n3/2|ϱss| cond∥·∥2(U).

Eso significa que si los valores propios de A son suficientemente separados (comparado con
mı́n1⩽j⩽n |λj − µ|), entonces

|λk − µ| = mı́n
1⩽j⩽n

|λj − µ|

y x1 es una aproximación apropiada para iniciar la iteración inversa.

Demostración. Cambiar el valor ϱss en la descomposición triangular a cero es equivalente a
cambiar A− µI a

B := A− µI − ϱssP
TLese

T
s Q

T,

y la matriz B es singular. En este caso, el Teorema 5.7, aplicado al valor propio cero de B
y el valor propio λi − µ de A, entrega

|λi − µ| =
∣∣0− (λi − µ)

∣∣ ⩽ cond∥·∥2(U)|ϱss|∥P TLese
T
s Q∥2 ⩽

√
n|ϱss| cond∥·∥2(U)

para un ı́ndice i apropiado. Ahora, sea j0 definido por

|λj0 − µ| = mı́n
1⩽i⩽n

|λi − µ|.

Dado que ∥uj0∥2 = 1, sabemos que

(A− µI)−1uj0 =
1

λj0 − µ
uj0 ,

lo que implica que

1

|λj0 − µ| ⩽
∥∥(A− µI)−1

∥∥
2
=
∥∥(P TLRQT)−1

∥∥
2
⩽ ∥L−1∥2∥R̂

−1∥2
1

|ϱss|
,

es decir,

|ϱss| ⩽ mı́n
1⩽j⩽n

|λj − µ|∥L−1∥2∥R̂
−1∥2.

Según la definición de x1 y del ı́ndice k, tenemos que

1 ⩽ ∥x1∥2 ⩽ n|ξk|.
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Además,

x0 =
n∑

i=1

ξi(λi − µ)ui,

|ξk||λk − µ| ⩽ ∥U−1x0∥2 = ∥U−1ϱssP
TLes∥2 ⩽ |ϱss|∥U−1∥2

√
n,

|λk − µ| ⩽ n3/2|ϱss|∥U−1∥2 ⩽ n3/2|ϱss| cond∥·∥2(U).

Si la descomposición triangular se ha ejecutado con búsqueda del pivote en la matriz,

entonces los elementos de R̂ satisfacen ϱ̂ii = 1 y |ϱ̂ij| ⩽ 1. En este caso, ∥L−1∥2∥R̂
−1∥2 puede

ser estimado como una función solamente de n. Si µ = λj para un ı́ndice j, entonces ϱss = 0
y x1 mismo es el vector propio asociado.

Vemos que ϱss converge linealmente a cero con respecto a mı́n1⩽j⩽n |λj − µ|. Pero no
aparecen problemas numéricos al determinar x1.

Tambien aqúı se puede formular un teorema análogo al Teorema 5.12, es decir, cuando
µ−λj ≈ f(n)ϑε, tenemos x1 ≈ uj hasta un error del tamaño O(ε), pero donde hay términos
posiblemente grandes como amplificadores del error.

Ejemplo 5.10 (Tarea 29, Curso 2006). Se considera la matriz

A =




1000 10 1
−1000 −20 −2
1000 20 3


 =




1 0 0
−1 1 0
1 −1 1





1000 10 1
0 −10 −1
0 0 1


 = LR.

a) Ejecutar un paso del método de Wielandt para determinar el valor propio más pequeño
de ATA usando µ = 0. Elegir el vector inicial para la iteración de Wielandt como
(a, b, c)T, a, b, c = ±1 de tal forma que ∥(R−1)Tx0∥∞ sea lo más grande posible.

b) Determinar una cota inferior realista para ∥A−1∥2.
Solución sugerida.

a) Usamos que

R−1 =



0,001 0,001 0
0 −0,1 −0,1
0 0 1


 , (R−1)T =



0,001 0 0
0,001 −0,1 0
0 −0,1 1


 ,

entonces x0 = (1,−1, 1)T. Aprovechando que ATA = RTLTLR, podemos resolver el
sistema ATAx1 = x0 con

ATA =



3000000 50000 6000
50000 900 110
6000 110 14




para obtener

x1 =




0,0014
−0,3604
2,3010


 .
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Entonces

R(x1;A
TA) =

xT
1Ax1

xT
1 x1

=
xT
1 x0

xT
1 x1

= 0,4909,

lo que representa un valor aproximado del valor propio menor de ATA.
b) Sabemos que el valor propio mas pequeño de ATA satisface λmı́n(A

TA) ⩽ 0,4909,
entonces ϱ(A−1A−T) ⩾ 2,0371. Dado que para cada matriz B, BBT y BTB tienen
los mismos valores propios, sabemos ahora que

∥A−1∥2 =
√

λmáx(A
−TA−1) =

√
λmáx(A

−1A−T) ⩾
√
2,0371 = 1,4272.

Ejemplo 5.11 (Certamen 2, Curso 2010). Se considera la matriz

A =



−10 1 −1
1 2 1
1 1 13


 .

a) Demostrar sin calcular el polinomio caracteŕıstico que A tiene tres valores propios
reales distintos, λ1 < λ2 < λ3.

b) Partiendo de x0 = (1, 1, 1)T, y eligiendo un valor µ ∈ {−7, 1, 8} apropiado (con justi-
ficación), calcular un paso de iteración inversa (método de Wielandt) para determinar
una mejor aproximación del vector propio que corresponde a λ2.

c) Utilizando el resultado de (b), calcular una mejor aproximación de λ2.

Solución sugerida.

a) Los ćırculos de Gershgorin son

K1 =
{
z ∈ C

∣∣ |z + 10| ⩽ 2
}
, K2 =

{
z ∈ C

∣∣ |z − 2| ⩽ 2
}
,

K3 =
{
z ∈ C

∣∣ |z − 13| ⩽ 2
}
.

Dado que Ki ∩ Kj = ∅ para i ̸= j, cada uno de los ćırculos contiene exactamente
un valor propio, es decir λi ∈ Ki, i = 1, 2, 3, por lo tanto λi ̸= λj para i ̸= j.
Además, los valores propios deben tener partes reales diferentes, por lo tanto sabemos
que λ1 ∈ [−12,−8], λ2 ∈ [0, 4] y λ3 ∈ [11, 15].

b) De los tres valores propuestos, se debe escoger aquél que está mas cerca de λ2 que de
λ1 o λ3. De acuerdo al resultado anterior, sabemos que

|λ1 + 7| ⩽ 5, |λ2 + 7| ⩾ 7, |λ3 + 7| ⩾ 18;

|λ1 − 1| ⩾ 9, |λ2 − 1| ⩽ 3, |λ3 − 1| ⩾ 10;

|λ1 − 8| ⩾ 16, |λ2 − 8| ⩾ 4, |λ3 − 8| ⩾ 3.

Solamente el valor µ = 1 está mas cerca de λ2 que de λ1 o λ3. La iteración inversa
consiste en resolver el sistema (A− µI)x1 = x0, en este caso



−11 1 −1
1 1 1
1 1 12


x1 =



1
1
1


 , con el resultado obvio x1 =



0
1
0


 .
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c) Una mejor aproximación de λ2 está dada por R(x1;A) = 2. (Los verdaderos valores
propios de A son λ1 = −10,0398, λ2 = 1,9925 y λ3 = 13,0473.)

5.7. El método QR

Empezamos por el siguiente teorema, que es una reformulación del Teorema 1.1:

Teorema 5.15. Sea A ∈ Cn×n. Sea A∗x = λx con x ̸= 0, y Q ∈ Cn×n unitaria tal que
Qen = αx. Entonces

Q∗A∗Qen = λ̄en,

es decir

Q∗AQ =




∗
Ã

...
∗

0 · · · 0 λ


 con Ã ∈ C(n−1)×(n−1).

Supongamos ahora que µ0 es una aproximación “buena” de un valor propio λ de A, y que
la aplicación del método de Wielandt es razonable. Supongamos, además, que disponemos
de la siguiente descomposición QR de A− µ0I (ver Teorema 5.15):

A− µ0I = Q0R0.

Se tiene que ϱ
(0)
ii → 0 cuando µ0 → λ para al menos un ı́ndice i. Si A es una matriz del

tipo Hessenberg superior con elementos subdiagonales diferentes de cero (éste es el único
caso interesante en la práctica), entonces necesariamente se tiene que i = n, por lo tanto
enfocaremos la discusión en este caso. Entonces, se supone que ϱ

(0)
nn es “muy pequeño”. En

tal caso

Q∗
0(A− µ0I) = Q∗

0Q0R0 ⇒ (A∗ − µ̄0I)Q0 = R∗
0,

luego

(A∗ − µ̄0I)Q0en = R∗
0en = ϱ̄(0)nnen ≈ 0, (|ϱ̄(0)nn | = |ϱ(0)nn | ≈ 0),

es decir, obviamente el vector

x1 = Q0en (5.22)

es un buen vector propio aproximado de A∗ − µ̄0I, es decir un vector propio a izquierda
aproximado de A−µ0I, y este vector surge del método de Wielandt para A∗ con el shift µ̄0

y x0 := ϱ̄
(0)
nnen. Además observamos que

Q∗
0(A

∗ − µ̄0I)Q0en ≈ 0,

es decir

eT
nQ

∗
0AQ0 ≈ µ0e

T
n ,

lo que significa que la última fila de

Q∗
0AQ0 = Q∗

0(Q0R0 + µ0I)Q0 = R0Q0 + µ0I
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contiene sólo elementos pequeños fuera de la diagonal (ver Teorema 5.8). Como (5.22) es
una buena aproximación del vector propio, una aproximación del valor propio posiblemente
mejor viene dada por

µ̄1 := R(x1;A
∗) = eT

nQ
∗
0A

∗Q0en = ᾱ(1)
nn ,

es decir

µ1 := α(1)
nn con A1 := Q∗

0AQ0 = R0Q0 + µ0I.

En virtud de lo anterior repetimos los cálculos para A1 − µ1I = R0Q0 + (µ0 − µ1)I. Sea
entonces la descomposición QR de A1 − µ1I dada por

A1 − µ1I = Q1R1.

En virtud de

(A∗
1 − µ̄1I)Q1en = ϱ̄(1)nnen

⇔ (Q∗
0A

∗Q0 − µ̄1I)Q1en = ϱ̄(1)nnen

⇔ (A∗ − µ̄1I)Q0Q1 = ϱ̄(1)nnx1

podemos considerar x2 := Q0Q1en como resultado de otro paso de Wielandt, ahora con
otro desplazamiento espectral (posiblemente mejor). Esto sugiere la siguiente versión básica
del algoritmo QR. Sea A0 := (α

(0)
ij ) := A y δ ∈ (0, 1) (por ejemplo, δ = 10−2). Luego, para

k = 0, 1, . . . , realizamos los siguientes pasos.

1. Se elige µk en forma adecuada, por ejemplo

µk =




0 si k = 0 o

n−1∑

j=1

∣∣α(k−1)
nj

∣∣2 > δ
∣∣α(k−1)

nn

∣∣2,

α
(k−1)
nn en caso contrario.

(5.23)

2. Se calcula la descomposición QR

Ak − µkI = QkRk.

3. Se calcula

Ak+1 := RkQk + µkI.

Teorema 5.16. Sean las sucesiones {Ak}k∈N0, {Qk}k∈N0 y {Rk}k∈N0 definidas por el algo-
ritmo definido arriba y sea µk ningún valor propio de A para todo k. Sean

Q̃k := Q0Q1 · · ·Qk, R̃k := Rk · · ·R1R0.

Entonces

(A− µkI) · · · (A− µ1I)(A− µ0I) = Q̃kR̃k, (5.24)

Q̃en =
1

τk

((
(A− µkI) · · · (A− µ1I)(A− µ0I)

)−1
)∗
en, (5.25)

donde τk satisface

|τk| =
∥∥∥
((

(A− µkI) · · · (A− µ1I)(A− µ0I)
)−1
)∗
en

∥∥∥, (5.26)



146 5. EL PROBLEMA DE VALORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

y si se considera Q̃ken como aproximación del vector propio correspondiente al valor propio
λ̄0 de A∗,

α(k)
nn = R(Q̃k−1en;A)

= λ0 + eT
nQ̃

∗
k−1(A− λ0I)Q̃k−1en.

(5.27)

Demostración. Se puede calcular que

A = Rk−1Qk−1 + µk−1I +Q∗
k−1(Ak−1 − µk−1I)Qk−1 + µk−1I

= Q∗
k−1Ak−1Qk−1 = · · · = Q∗

k−1 · · ·Q∗
0AQ0 · · ·Qk−1

= Q̃
∗
k−1AQ̃k−1,

luego

A− µjI = Q̃j−1AjQ̃
∗
j−1 − µjI

= Q̃j−1(Aj − µjI)Q̃
∗
j−1

= Q̃j−1QjRjQ̃
∗
j−1

= Q̃jRjQ̃
∗
j−1

y por lo tanto

(A− µkI) · · · (A− µ1I)(A− µ0I) = Q̃kRkQ̃
∗
k−1Q̃k−1Rk−1 · · · Q̃0R̃0

= Q̃kRk · · ·R1R0 = Q̃kR̃k,

lo cual demuestra (5.24). Concluimos entonces que

(
(A− µ0I)

−1 · · · (A− µkI)
−1
)∗
en = (R̃

−1

k Q̃
∗
k)

∗en =
1

¯̃ϱ
(k)
nn

Q̃ken.

En virtud de ∥Q̃ken∥ = 1 obtenemos (5.25), (5.26).
Sea ahora λ0 un valor propio de A y

vk := (A∗ − λ̄0I)Q̃k−1en

= (Q̃k−1A
∗
kQ̃

∗
k−1 − λ̄0I)Q̃k−1en,

entonces

eT
n = λ0e

T
n + v∗

kQ̃k−1,

lo que implica que

α(k)
nn = eT

nAken

= λ0 + v∗
kQ̃k−1en

= eT
nQ̃

∗
k−1(A− λ0I)Q̃k−1en + λ0

= R(Q̃k−1en;A),

lo cual concluye la demostración de (5.27).
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Entonces en cada caso Q̃ken es el resultado del método de Wielandt con los shifts va-
riables µ̄0, . . . , µ̄k (para A∗) y α

(k)
nn es el cociente de Rayleigh correspondiente a la última

aproximación del vector propio. Los resultados del Teorema 5.2 y de la Sección 5.6 demues-
tran que en concordancia con esto la última fila de Ak convergerá rápidamente a cero fuera
de la diagonal si µ0 ha sido una aproximación del valor propio suficientemente buena. El
método es iniciado con el shift 0 hasta la convergencia empieza a manifestarse en la última
fila (ver (5.23)). Al respecto tenemos el siguiente teorema de convergencia.

Teorema 5.17. Sea A ∈ Cn×n. Supongamos que para los valores propios de A se tiene

|λ1| > |λ2| > . . . > |λn| > 0.

Sea, además, Y A = ΛY , donde Λ = diag(λ1, . . . , λn) (es decir Y = X−1 si X es un
sistema completo de vectores propios de A). Supongamos, además, que Y posee la descom-
posición triangular Y = LY RY , donde LY es triangular inferior, RY es triangular superior
y diag(LY ) = (1, . . . , 1). Entonces para el algoritmo QR con µk ≡ 0 se tiene que

α
(k)
ij

k→∞−→ 0 para todo i, j tal que i > j, α
(k)
ii

k→∞−→ λi.

Precisamente, para q := máxi>j |λi/λj| se tiene que

α
(k)
ij = O(qk) para i < j cuando k →∞, α

(k)
ii = λi +O(qk) cuando k →∞.

Demostración.

1. Sea X := Y −1, es decir A = XΛY y por lo tanto

Ak = XΛkY = XΛkLY Λ
−kΛkRY .

Sea

XΛkLΛ−k = U kR̂k

una descomposición QR con ϱ̂
(k)
ii > 0 para i = 1, . . . , n. (Esta descomposición es de-

terminada en forma única y R̂k depende en forma realmente diferenciable de las partes
real e imaginaria de la matriz (factor de Cholesky).) Entonces

Ak = U kR̂kΛ
kRY = U kŘk, Řk := R̂kΛ

kRY

se convierte en una descomposición QR. Por otro lado, a su vez

Ak = Q̃k−1R̃k−1

también es una descomposición QR. Como la descomposición QR es única hasta una
transformación unitaria diagonal, sabemos que existe una matriz Θk ∈ Cn×n tal que
|Θk| = I, Q̃k−1 = U kΘk y R̃k−1 = Θ̄kŘk.

2. Ahora se analiza el comportamiento ĺımite de ΛkLY Λ
−k. Para LY = (lij) se tiene que

(ΛkLY Λ
−k)ij =





0 para i < j,

1 para i = j,

O(|λi/λj|k) para i > j,

es decir

ΛkLY Λ
−k = I +O(qk).
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Si X = QXRX denota una descomposición QR de X con ϱXii > 0, entonces

XΛkLY Λ
−k = QXRX

(
I +O(qk)

)
= U kR̂k,

y por lo tanto

R̂k = RX +O(qk), U k = QX +O(qk).
(El factor de Cholesky de una matriz definida positiva depende en forma realmente
diferenciable de las 2n2 partes reales e imaginarias de las entradas de la matriz.)

3. Finalmente estudiamos el comportamiento ĺımite deΘkAΘ̄k. Utilizando queQ
∗
X = Q−1

X

calculamos lo siguiente:

ΘkAΘ̄k = ΘkQ̃
∗
k−1AQ̃k−1Θ̄k

= U ∗
kAU k

=
(
QX +O(qk)

)∗
A
(
QX +O(qk)

)

=
(
RXX−1 +O(qk)

)
XΛX−1

(
XR−1

X +O(qk)
)

= RXΛR−1
X +O(qk).

Pero los elementos diagonales de RXΛR−1
X son, precisamente, los λi. Esto concluye la

demostración.

Comentamos que la hipótesis de la existencia de una descomposición triangular de Y es
prescindible. Siempre existe una descomposición triangular del tipo

PY = LY RY

con una matriz de permutación

P =



eT
π1
...

eT
πn




y lij = 0 si i > j y πi < πj. (La estrategia de pivoteo correspondiente consiste en elegir
el primer elemento diferente de cero en la columna correspondiente.) Insertando esto en
la demostración del Teorema 5.17 obtenemos que α

(k)
ii → λπi

cuando k → ∞. Los demás
enunciados siguen válidos.

En la práctica los valores múltiples se descomponen en “clusteres” de valores propios
vecinos. Tales “clusteres” se dissuelven en valores propios de valor absoluto diferente, con
la excepción de pares de valores propios complejos conjugados y shifts reales. Para un tal
cluster de valores propios cerca de cero los cocientes |λi/λj| siempre son muy diferentes de 1.

Finalmente comentamos que si revisamos la demostración del Teorema 5.17 en el caso

|λ1| ⩾ . . . ⩾ |λn−2| > |λn−1| = |λn|
resulta que

αk
nj

k→∞−→ 0, αk
n−1,j

k→∞−→ 0 para j = 1, . . . , n− 2.
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En tal caso podemos aproximar λn y λn−1 a partir del minor 2× 2 a derecha inferior. Para
el caso de valores complejos conjugados de una matriz real existe una técnica “double shift”,
basada solamente en computaciones reales, que también en este caso entrega una aceleración
de la convergencia.

En virtud de los comentarios anteriores podemos concluir que en la práctica, y bajo la
implementación de medidas adicionales, el algoritmo QR converge para toda matriz. Si los
elementos de la última fila fuera de la diagonal han llegado a ser suficientemente pequeños
se empieza con la técnica de los “shifts”, la cual acelera la convergencia enormemente. Si
los elementos de la última fila son prácticamente cero podemos usar la transformación del
minor (n− 1)× (n− 1) a izquierda superior para la construcción de la transformación QR
de la matriz completa:

Q̂ ∈ C(n−1)×(n−1) 7−→
[
Q̂ 0
0 1

]
∈ Cn×n.

Esta técnica sólo se necesita si uno desea determinar todos los vectores de la matriz triangular
ĺımite (y a partie de estos, todos los vectores propios de A). En los demas casos simplemente
se puede reducir la dimensión del problema.

Al utilizar la descomposición QR de una matriz del tipo Hessenberg o tridiagonal pode-
mos obtener el factor Q facilmente como producto de n−1 matrices de Givens. Este método
anula los elementos subdiagonales (i + 1, i), i = 1, . . . , n − 1, en su orden natural mediante
una combinación de las filas i e i + 1. Efectivamente, si denotamos a := αii y b := αi+1,i,
entonces la multiplicación por la “rotación de Givens”

Ωi :=




1
. . .

1
c̄ s̄
s −c

1
. . .

1




, c =
a√

|a|2 + |b|2
, s =

b√
|a|2 + |b|2

entrega lo solicitado. (Geométricamente esto corresponde a una rotación y reflexión.) En el
caso real, Ωi es simétrica, y se tiene que

A− µI = Ω1 · · ·Ωn−1R = QR,

RQ+ µI = RΩ1 · · ·Ωn−1 + µI.

Se obtienen resultados aún más favorables mediante la técnica de shift de Wilkinson.
Esta técnica es basada en utilizar como shift µk aquel valor propio de la matriz

[
α
(k)
n−1,n−1 α

(k)
n−1,n

α
(k)
n,n−1 α

(k)
nn

]
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que está más cerca de α
(k)
nn . En el caso de α

(k)
nn = α

(k)
n−1,n−1 y valores propios reales se toma el

menor. (En el caso no hermitiano esta matriz también puede poseer valores propios complejos,
en particular si A misma posee valores propios complejos.)

Para la técnica de shift de Wilkinson se tiene el siguiente teorema.

Teorema 5.18. Sea Ak = A una matriz tridiagonal irreducible. Sean las matrices

Ak =




α
(k)
1 β

(k)
1

β̄
(k)
1 α

(k)
2 β

(k)
2

. . . . . . . . .

β̄
(k)
n−2 α

(k)
n−1 β

(k)
n−1

β̄
(k)
n−1 α

(k)
n




determinadas por el algoŕıtmo QR, donde para todo k se elige el shift µk de acuerdo a la
técnica de Wilkinson. Entonces siempre tenemos convergencia, es decir

β
(k)
n−1

k→∞−→ 0.

Si también se tiene que

β
(k)
n−2

k→∞−→ 0, β
(k)
n−3

k→∞−→ 0, α
(k)
n−i

k→∞−→ λn−i, i = 1, 2,

incluso tenemos que∣∣∣∣∣
β
(k+1)
n−1

(β
(k)
n−1)

3(β
(k)
n−2)

2

∣∣∣∣∣
k→∞−→ 1

|λn−1 − λn|3|λn−2 − λn|
= c > 0,

es decir la convergencia es más rápida que cúbica.

Para matrices hermitianas arbitrarias existe un análogo de la técnica de shift de Wilkin-
son que lleva a convergencia global, ver B.N. Parlett, The Symmetric Eigenvalue Problem.
(Corrected reprint of the 1980 original. SIAM, Philadelphia, PA, 1998.) En el caso hermitiano
la combinación de las transformaciones de Householder a forma tridiagonal y el algoritmo
QR con técnica de shift de Wilkinson entrega un algoritmo extremadamente eficiente para
determinar todos los valores y vectores propios. Los valores propios se forman en la diagonal
en el transcurso de las computaciones si se aplica la técnica de shift expĺıcita indicada arriba;
sin embargo esto no sucede en un orden elegible.

Apenas que para la determinación del l-ésimo valor propio la cantidad |β(k)
l | sea suficien-

temente pequeña, por ejemplo cuando se satisface
∣∣β(k)

l

∣∣ ⩽ ε∥A∥,
se acepta α

(k)
l+1 como valor propio. En tal caso en los pasos siguientes sólo se debe tratar

la matriz restante a izquierda superior de la dimensión n − l. La acumulación de todas las
transformaciones de similaridad unitarias aplicadas entrega la matriz de los vectores propios.


