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Capitulo 1

Problemas de valores iniciales para ecuaciones
diferenciales ordinarias (Parte I)

En este capitulo tratamos la soluciéon numérica de sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDOs) de primer orden. En general, un
tal sistema es dado por

yi = fl('raylw"vyn)a
yé = f2($7y17‘ . 7yn)7

y;L :fn(wayla"'vyn)v
Cada sistema de funciones
y1 =1(T), . Yn = yn(z), Y € Cl(a,b), i=1,...,n

que satisface (1.1) idénticamente se llama solucion de (1.1). En general,
se consideran problemas de valores iniciales:

yngi(x>yla--'7yn>7 yi(a):yéa L= 17"'7”' (12)

No trataremos aqui problemas de existencia y unicidad de soluciones
de (1.2), lo cual es tépico de cursos especializados de EDOs. Usaremos
la siguiente notacién compacta:

U Y,
y=1:1: Y=\ :1]:
Un Yo

fl(xvylw"vyn) fl(xvy)
flz,y) = : = :
ST, 915 Yn) fu(,y)

Entonces (1.2) se escribe como

Yy =f(z,y), yla) =1y, (1.3)

Cada problema de valores iniciales de una ecuacion diferencial ordinaria
de orden n puede ser reducido a un problema del tipo (1.2) o (1.3). Para

9



10 1. PROBLEMAS DE VALORES INICIALES PARA EDOS I

un problema de valores iniciales de una ecuacién diferencial ordinaria
dada por

( )I: @ :f(:v,y,y’,...,y( 1))’

y(j)(a):yg, j=0,...,n—1,

Y (1.4)

podemos identificar la j-ésima derivada 39 de la funcién escalar y =
y(x) con la (j + 1)-ésima componente y;4; de un vector

T
y(@) = (y1(2),- - yu(@))
de n funciones escalares,
()

Yy :yj+17 .j:(]’"'an_l?

y asi convertir (1.4) en el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales
ordinarias escalares de primer orden:

y/1 = Y2,
yé = Y3,
y':z—l = Yn,

y;:f(x7y17"'7yn)7

es decir, obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
del tipo (1.3) con

yg Y2

Ya :
ya = | " | )= ;

yg_l f(x7y17"'7yn)

La componente y;(x) de la solucién del sistema corresponde a la solu-
cién y(x) del problema de valores iniciales (1.4).

1.1. Métodos de paso simple explicitos

1.1.1. Método general. Para la aproximaciéon numérica del proble-
ma (1.2) o (1.3), se subdivide el intervalo [a,b] en N subintervalos del
tamano

_b—a
N
el cual se llama tamano de paso. Los puntos

h: > 0,

ri=a+1h, 1=0,...,N
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se llaman puntos de malla; la totalidad de los puntos para un valor de
h > 0 se llama malla Gj. Ahora queremos calcular aproximaciones

h . (., h h\T
Yy, = (yu'v cee 7yni)
de los valores exactos

y(a) = (@), yule)
de la solucién en los puntos de la malla. Para tal efecto, los métodos mas
simples son métodos de paso simple explicitos. Estos métodos permiten
la computacion de y?+1 cuando se conoce solamente y!* (para un valor
de h dado). Usando una funcién vectorial

® = (0y,...,9,)7,
obtenemos el método general
y?ﬂ :y?—l—h(I)(xi,y?; ), 1=0,...,N —1,

(1.5)
Yo = Y,

En detalle,
y?,iﬂ = yi’ + h®y (xz‘a yﬁ'v . ;yZiJ h)7

yz,i+1 = y:LLz + hq)n (xh yﬁ? s 7y1}1Lz’ h’)?
y20:y§7 k:L"-an'

El sistema (1.5) es un sistema de ecuaciones de diferencias. Obviamente,
hay que elegir la funcién @ de tal forma que los vectores y” efectiva-
mente sean aproximaciones de y(x;), en un sentido que se especificard
mas abajo.

En el caso mas simple, el sistema (1.5) resulta del sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias a través de reemplazar todas las deriva-
das por cuocientes de diferencias. El método (1.5) se llama método de
diferencias finitas de paso simple.

1.1.2. Método de Euler. Consideremos el caso n = 1, o sea una
ecuacion diferencial ordinaria del tipo

y = fzy). (1.6)
Si y = y(x) es una solucién suficientemente suave de (1.6), tenemos la
férmula de Taylor

m hk *) hm+1

y(e+h) =) —y®(x)+ sy (@ 4 0h), 6 € 0,1).

(m+1)
(1.7)
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Para 2 = z; y no considerando el término %y(m“)(x + 6h) de (1.7),
podemos calcular y(z; + h) de y(z;), dado que (omitiendo los argumen-
tos (z) y (z,y) en el lado izquierdo y derecho, respectivamente)

y = f,
y” - fz + ffya
Y" = fox+ 2fuyf + fou 2+ fofy + F(F)7

etc. Este método es poco 1til, salvo en aquellos casos donde podemos
desarrollar la funcién f en una serie de potencias. Sin embargo, para
m = 1 tenemos

i+ ) = ) + f s 9() + (i + 01,

Despreciando el término %Qy” (z; + 6h), llegamos al método
Este método es un método de paso simple con
O(z,y;h) = flx,y),

o sea, la funcién ® no depende de h.
Para el caso del sistema (1.3), un célculo andlogo entrega el método

Yyl =yl +hf(zyl), i=0,...,N—1, (1.11)
donde
®(z,y;h) = f(r,y).

En ambos casos, (1.10) y (1.11), podemos reescribir el método como

1 .
E(y?—&—l_y?):f(xuy?)’ ZZO)"'vN_]-v

lo que ilustra la idea béasica de la construccién. El método (1.10) o (1.11)
se llama método de Fuler explicito o método de trazado poligonal. Este
método es el més simple posible. (Por supuesto, el término “método
de Euler explicito” indica que existe también una version implicita, la
cual vamos a conocer més adelante.)

1.1.3. Métodos de Taylor. Los métodos del tipo Taylor son basados
en la férmula ya indicada, (1.7), donde las derivadas de y son reempla-
zadas por evaluaciones de la funcién f y ciertos términos que involucran
sus derivadas parciales. Por ejemplo, partiendo del desarrollo en serie
de Taylor truncado

2

oo+ ) = (o) + byl (@) + Ty ) + O0)
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y utilizando (1.8) y (1.9), obtenemos
y(@ +h) =y(z) + hf(z,y(z))

de lo cual sigue el método de Taylor de segundo orden

Vios = ol hf ) + (o) e sl) Sy (o))

Como mencionamos anteriormente, la gran desventaja de estos métodos
es la necesidad de evaluar numéricamente (o por derivacién automatica
o simbdlica) las derivadas parciales de la funcién f. Salvo por casos
excepcionales, no es aceptable el esfuerzo computacional requerido por
tales métodos. Conoceremos ahora los métodos del tipo Runge-Kutta,
que requieren solamente la evaluaciéon de la funcién f misma.

1.1.4. Métodos de Runge-Kutta. Los métodos que vamos a intro-
ducir ahora no se distinguen en los casos de ecuaciones escalares y de
sistemas de ecuaciones, por lo tanto los presentamos desde el principio
para el caso de sistemas.

Supongamos que la solucién y = y(z) del problema de valores
iniciales (1.3) es conocida en z, y queremos evaluarla en x + h, h >
0. Utilizando el Teorema Principal del Calculo Diferencial e Integral,
tenemos

1
y(x +h) =yx) + h/ y'(x+ 7h)dr. (1.12)
0
La integral se aproxima por una férmula de cuadratura, donde los no-
dos «a; y los pesos v;, ¢ = 1,...,m, se refieren al intervalo de integra-

cién [0, 1]:
/0 g(w)dw ~ Z%g(ai); (1.13)

dado que la férmula de cuadratura (1.13) debe ser exacta por lo menos
para g = const., obtenemos la restriccion

i% = 1. (1.14)
=1

Aproximando la integral en (1.12) por la férmula de cuadratura (1.13),
obtenemos

y(z+h) ~y() +h Y vy (@ + ah). (1.15)

=1
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Usando la ecuacién diferencial y' = f(z,y), podemos convertir (1.15)
en

y(zr+h) = y(r) + hz Vi f (z + osh, y(z + a;h)).
i=1
Obviamente, para a; # 0 los valores y(z 4+ a;h) son incognitos. Pa-
ra su aproximacion, usamos nuevamente el ya mencionado Teorema
Principal, que esta vez entrega

y(x + a;h) = y(x) + h/ Z y'(x+7h)dr, i=1,....m. (1.16)
0

Nuevamente queremos aproximar las integrales en (1.16) por férmulas
de cuadratura. Para no generar una cascada infinita de nuevos valores
de y desconocidos, exigimos que los nodos de las nuevas féormulas de
cuadratura sean los mismos valores aj, . .., a,, de (1.13), o sea para la
aproximacién de la integral en (1.16) sobre el intervalo [0, a;] C [0, 1]
usamos una férmula del tipo

/ gw)dw~> " Bug(ay), i=1,...,m,
0 =1

donde los pesos f3;; atin no estan especificados, y los nodos «; dados
no necesariamente deben pertenecer al intervalo [0, o;]. Obviamente, se
debe satisfacer la restricciéon

ai:Z@j, i=1,...,m. (1.17)
j=1

Las condiciones (1.14) y (1.17) aseguran que la cuadratura es exacta
para g = const.

En virtud de lo anterior, un método de Runge-Kutta de m pasos es
dado por las férmulas

y"(z+h) =y"(z) + hZ%kz’, (1.18)
i=1

=1

En general, (1.19) representa un sistema de m ecuaciones no lineales
para m vectores ki, ..., k,,, cada uno con n componentes escalares.
Incluso para una ecuacién escalar, tenemos un sistema de m ecuaciones
(algebraicas) de la dimensién m.

Para el caso g = 0y f3;; = 0 para j > 4, (1.19) no es intrinsecamen-
te un sistema de ecuaciones no lineales, ya que en este caso podemos
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calcular ko explicitamente de ky = f(z,y(x)), ks de ky y ko, etc. En
este caso, se habla de un método de Runge-Kutta explicito.

Dado que las férmulas (1.18) y (1.19) son las mismas para todos los
métodos de Runge-Kutta, pero hay una gran cantidad de coeficientes
a;, 7 ¥ Bij propuestos en la literatura, es muy comun representar un
método de Runge-Kutta a través del llamado diagrama de Butcher:

ar | Bu Bz o Bim
ay | B T :
: (1.20)
(877 6m1 6mm
Mo Y2 o Tm
Ejemplo 1.1. Para m = 3, los métodos de Heun son dados por
0 0 0 0 0 0 0 0
1/211/2 0 0 1/3(1/3 0 0
1 1-1 2 0 Y 2/3] 0 2/3 0
\ 1/6 2/3 1/6 \ /4 0 3/4

En detalle, combinando (1.18) y (1.19) con el diagrama de Butcher,
podemos, por ejemplo, escribir el sequndo método como

Lo 3,6
Y=yl +h (;lkP + z"’é)) ,
donde las cantidades kﬁ“, kg) Y k:gi), que corresponden a la 1-ésima
iteracion, estan dadas por

i h ho
K = f (o Bt G0

3 3
; 2h 2h
) = 7 (e Bt ).

Ejemplo 1.2. Elmétodo clasico de Runge-Kutta de cuatro pasos (m =
4) corresponde al diagrama

00 0 o0
1/2(1/2 0 0
12| 0 1/2 0 ,

0
0

0

1o 0 1 0
1/6 1/3 1/3 1/6

es decir, a la formula

yli =yl + o (k) 2k 2k + k),
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o equivalentemente, al método (1.5) con

@ (23, Y5 h) = é(kzﬁi) + 2k + 2k + k),

donde
h

; h h
kY = f (xi+§,y?+§k§)),

kY = f (21, yl + hiel)).

1.2. Consistencia y convergencia

1.2.1. Métodos consistentes. Queremos saber bajo qué condiciones
los valores numéricos generados por un método de paso simple aproxi-
man la solucién exacta en los puntos de la malla, y queremos discutir
la precisién de la aproximacon. Para tal efecto, estudiamos el problema

v =flr,y), yla) =y, (1.21)
y el método de paso simple
Yl =yl +h® (2, ylsh), i=0,....N—-1 yh=y, (1.22)

Obviamente, los valores y? son aproximaciones de los valores reales
de la solucién y(x;), ¢ = 1,..., N, sélo si el sistema de ecuaciones de
diferencias finitas (1.22), también es una aproximacién del sistema de
ecuaciones diferenciales (1.21). Para precisar este requerimiento, defi-
nimos lo siguiente.

Definicién 1.1. Se dice que la funcion vectorial ® = ®(x,y; h) satis-
face la hipotesis de continuidad si ® depende de forma continua de sus
n 4+ 2 argumentos escalares en

R = {(z,y1,...,yn, h) € R |a <z < b,
Yiy- - Yn ERa OghghO}a
donde hy es una constante suficientemente pequena.

Definicién 1.2. El esquema (1.22) se llama consistente al sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (1.21) si

®(z,y;0) = f(z,y), z€lab], yeR"
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En lo siguiente, se supone que el método definido a través de la
funcién P satisface la hipdtesis de continuidad, y que es consistente. Si
y = y(x) es una solucién exacta del sistema y' = f(z,y), sabemos que

h—0

lfm {%(y(x +h) —y(z)) — ®(z,y(z); h)}
= lim {%(y(x +h) —y(z)) — ®(z, y(z); h)}

h—0

— (Y (z) = f(z,y(x)))
— l{im {%(y(a: +h) —y(z)) — y’(x)}

h—0
—lim{® (2, y(2); h) — F(z.y(2) } =0.
Entonces, cada solucién del sistema y' = f(z,y) satisface asintoti-

camente para h — 0 el sistema de ecuaciones de diferencias finitas.
Debido a la continuidad de

o, y(@)h) = 1 (yla + 1) —y(@)) ~ B(r.y(eih) (129

con respecto a h para h — 0, podemos considerar cada solucién del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias como una solucién apro-
ximada del sistema de ecuaciones de diferencias (1.22). La cantidad
o(z,y(z); h) definida en (1.23) se llama error de truncacion del méto-
do de paso simple.

Para obtener un método de gran precision, se exige que para h — 0,
(1.23) desparace como h?, con p > 0 lo més grande posible.

Definicién 1.3. El método (1.22) se llama consistente del orden p si
p es el mayor nimero positivo tal que para cada solucion y(x) de y' =
f(z,y) suficientemente diferenciable, y para todo x € [a,b] tenemos

o(z,y(z);h) = O(K’) cuando h — 0. (1.24)

En (1.24), O(h?) denota un vector cuyos componentes son funcio-
nes de h, y cuya norma puede ser acotada por MhP, donde M es una
constante que no depende de h, pero que puede depender de la nor-
ma considerada. Un método consistente del orden p también se llama
método del orden p.

1.2.2. El orden de consistencia de algunos métodos de paso
simple. Nos restringimos al caso n = 1, es decir, al caso escalar, y
suponemos que la funcién f es suficientemente diferenciable.
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Ejemplo 1.3. Analizando el método de Fuler explicito, tenemos
1
o(w,y(x);h) = 3 (y(x + h) —y(x)) — (e, y(x);h)

= (gl + 1)~ y(@) — £ (. () = O(h),
dado que
y(x +h) = y(z) + hy/ (z) + O(h?)
= y(x) + hf(z,y(x)) + O(h?);

por lo tanto, el método de Euler (es decir, el método de trazado poligo-
nal) es del primer orden.

Ejemplo 1.4. Consideremos la familia de métodos dada por
h h

donde ¢ € R es un pardmetro. Para ¢ = 1/2 se recupera el método de
trazado poligonal mejorado con la representacion explicita

h
Yin =yt [f(:vi,y?) + f(rcm, y; +hf(z, y?))} :
para ¢ = 1 obtenemos el método del trazado poligonal modificado

h h
Yyl =yl +hf (ar + §,y? + §f(:ci,y?)) -

Para el andlisis del error de truncacion de (1.25), volvemos al caso
escalar y notamos que

f (az+ %,w 2%f(an,y))

= f(z,y) + 2%(]%(1’, y) + fy(x,9) f(z,y) + O(h?),

es decir, obtenemos el desarrollo del método en serie de Taylor (con
respecto a h)

@(m,y(m); h)
= f(z,y(x)) + g(fx (z,y(x)) + fy(z,y(x)) f (=, y(ft))) +O(h?).

Por otro lado, desarrollando la solucion exacta en serie de Taylor ob-
tenemos

1

(v + 1) —y(@))
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= (@) + 5 (£ 9@) + fy o) T () ) + O,

es decir, usando la definicion (1.23) del error de truncacion, obtenemos
aqui

o(z,y(z); h) = O(h*) cuando h — 0.

Esto significa que para el caso ¢ # 0 todos los métodos son de sequndo
orden.

Se puede demostrar analogamente que los esquemas de Heun y el
método clasico de Runge-Kutta (con m = 4) son de los ordenes 3 y 4,
respectivamente (Tarea).

1.2.3. El orden de convergencia. A parte de la consistencia del
método exigimos también que los valores y” aproximan mejor los va-
lores de la solucién exacta y(z;) si se achica el tamano de paso h.
En consecuencia, queremos que los valores y converjan a los valores
exactos y(z;) cuando h — 0. Un método con esta propiedad se llama
convergente. Hay que tomar en cuenta que debido a

T, —a
h Y

el numero ¢ crece cuando achicamos h.

1=

Definicién 1.4. Un método de paso simple (1.22) se llama convergente
en z € [a,b] si

, h -
%g% (yi - y(x)) =0.
a+ih—xz€la,b]

Ademds, el método se llama convergente del orden p si
Yy —y(x)=0("), h—0, i=1,...,N,
donde O(h) denota un vector cuyos componentes dependen de h.

Resulta que para los métodos de paso simple, la consistencia jun-
to con la propiedad adicional que se especifica en la definiciéon abajo
asegura la convergencia.

Definiciéon 1.5. Se dice que una funcion f = f(x,y) satisface una
condicién de Lipschitz o es Lipschitz continua en un dominio [a,b] >
x con respecto a y € I si existe una constante L (la constante de
Lipschitz) tal que para todo y*,y** € I y x € |a,b],

| f(2, %) — fla,y™)| < Lly* —y*™].
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Madas generalmente, una funcion ¢ satisface una condicion de Lipschitz
en un dominio G C R™ con respecto a la variable x;, si

‘So(xla"'7xk—17x]gl)7xk+la"~7xn)
_ <p(SE1, o ,xk,l,xff),xml, o ,xn)| < L|x§€1) — x,(f)‘
para todo par de puntos (xq,. .. 7xk_17x](:)7xk+17 )t eg i=1,2.

Ahora se supone que ® como funcién de x, y y h es Lipschitz con-
tinua con respecto a y. Precisamente, sea

|®(x, 4" h) — ®(x,y™; h)| < Lly* — v
para todo z € [a,b], ¥,y € R, y h € [0, hy).

(1.26)

Teorema 1.1. Consideremos un método de paso simple dado paran =
1 mediante la funcion ® = ®(xz,y; h). Supongamos que
(a) la funcion ® satisface la hipdtesis de continuidad (Defincion 1.1),
(b) el método es consistente del orden p, y
(¢) la funcion ® satisface la condicion de Lipschitz (1.26).

En este caso, es método converge del orden p.

Demostracion. El método es especificado por
yr =y + h®(zi,y)5 h); (1.27)

por otro lado, la suposicién del orden de consistencia implica que la
solucién exacta y = y(z) satisface

y(@ir1) = y(a;) + h® (2, y(z:); h) + O(RP). (1.28)
Definiendo
=y —yl(x),
restando (1.28) de (1.27) y tomando en cuenta que
’(9<hp+1)| < MpPH!
con una constante M que no depende de h, obtenemos la desigualdad
(il < [ei] + | @ (2 4 B) — B (i, ylai); B) | + MIPH. (1.29)
En virtud de (1.26) y
g0 = yo — y(wo) =0,
obtenemos de (1.29) la desigualdad de diferencias
leiv1] < (1+hL)|g| + MRPT ) |go| = 0. (1.30)
Los valores ¢; satisfacen
leil <miy, i=0,...,N, (1.31)
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donde los valores n;, i = 0,..., N son recursivamente definidos por la
ecuacion de diferencias
Niy1 = (L+hL)n + MR o= 0. (1.32)

(Para demostrar (1.31), podemos proceder por induccién, partiendo de
leo| = no = 0; ahora si |g;| < n; parai =0,...,k con h > 0, (1.30) y
(1.32) implican

(1 + hL)|ex| + MhP*
(1 + hL)’f]k —I— Mhp+1 = 77k+1')

El problema (1.32) es un problema de valores iniciales de una ecuacién
de diferencias lineal de primer orden con coeficientes constantes. Su
solucion es andloga a la soluciéon de una ecuacion diferencial del mismo
tipo, es decir es compuesta por la suma de la solucién general de la
ecuacién homogénea mas una solucion particular de la ecuacién no
homogénea.

La solucion de la ecuacion homogénea

Niv1 = (1 + hL)n;

|5k+1| <
<

es dada por
i =C(1+hL)" = Cexp(iln(1l + hL)).

El planteo 7; = a = const. para la ecuacién no homogénea nos lleva a

M h?
a=(1+hL)a+ MW" = a=— 7
entonces la solucién general de (1.32) es
_ . Mhr
m =1+ =C(1+hL)" - 7
usando
M h?
obtenemos
Mh? ,
ni = (1+hL)" —1)
y finalmente
M h? ;
vt = y(a)| = leil <mi = T((l +hL) —1)
< WP (e — 1) (1.33)
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|

Lamentablemente es imposible acotar M, ni siquiera su orden de
magnitud, en situaciones practicas, asi que la desigualdad (1.33) es
poco apta para estimar el error.

La condicién de Lipschitz y el Teorema 1.1 pueden ser generalizados
para sistemas de ecuaciones.

Definicién 1.6. La funcion ® : Ry, — R" satisface una condicién de

Lipschitz en Ry, con respecto a yi,...,yn St la siguiente desigualdad
es vdlida en Ry, con una constante L:
[|®(z,y;h) — @z, 9" h)|, < Llly — "l (1.34)

Teorema 1.2. Consideremos un método de paso simple dado para n >
1 mediante la funcion vectorial ® = ®(x,y;h). Supongamos que

(a) la funcidn ® satisface la hipdtesis de continuidad (Defincion 1.1),
(b) el método es consistente del orden p, y
(¢) la funcion ® satisface la condicion de Lipschitz (1.34).

En este caso, es método converge del orden p, o sea existe una constante
C tal que

ly! — y(z:)||, < ChP.

1.3. Métodos de pasos miultiples

En el caso de métodos de paso simple podemos aumentar el orden
del método solamente si aumentamos el nimero de evaluaciones de f
(o incluso de ciertas derivadas de f) en cada paso, lo que significa
que el orden del método general puede ser mejorado solamente por un
gran esfuerzo computacional. (El orden del método debe ser alto para
permitir la soluciéon de un problema de valores iniciales de una ecuacién
diferencial ordinaria con tamanos de paso largos.)

Para mejorar esta situacion, observamos primero que si en los pun-
tos i, Zi—1,...,%i—p ya hemos generado aproximaciones y,...,yl
de y(z;),...,y(x;—p), podemos aprovechar de toda esa informacién al
calcular la aproximacion asociada con z;,1, es decir, el vector yﬁﬁrl.
Claramente debemos usar un valor de p + 1, es decir, del nimero de
evaluaciones requeridas para ejecutar el paso, moderado.

1.3.1. Métodos de pasos multiples basados en integraciéon nu-
mérica. Supongamos que y = y(x) es una solucién exacta de y' =
f(z,y). Entonces podemos escribir

Y(@ip1) = y(@iy) + /Ii+1 y'(r)dr

i—j
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:y@FQ+/%Hf&y@ﬂdﬂ i e NU {0},

XTj—j

La funcién f(7,y(7)) bajo la integral es reemplazada por el polinomio
de interpolacion del grado maximo p definido por los puntos

(xia .f(xzv y?))? R (xi—pa f(xi—pa y?—p))a

luego calculamos la integral exacta. Esto resulta en el método

p

Tit1 p o
yzhﬂ = yzhfj + / Z f(Ii—ka 'y?fk) H A dr;  (1.35)
r k=0

i 1o Li—k — Ti-l
1#k

si los nodos son equidistantes, podemos calcular a priori las constantes

xip1 P
T — Tj—]
ﬁ%mﬁ::t/i [[————ar (1.36)
Ty 1l Li—k — Li—l
£k

Asi, el método de paso multiples es dado por

P
y?ﬂ = y?—j + Z Bj7p7kf(fi—ka y?—k)'
k=0

Para z;,1 —x; = h para todo i y p = 7 = 0, resulta el método de Euler
explicito; para j = 0, p arbitrario obtenemos los métodos de Adams-
Bashforth. A continuacién comunicamos los valores de algunos de los
coeficientes (1.36) para valores moderados de p:

+Bopk | k=0 k=1 k=2 k=3|orden
p=20 1 1
p=1| 35 -3 2
p=2| 5 b 1 3
A T

En la préactica, no se usan mucho los métodos de Adams-Bashforth
solos, a pesar de simplicidad y del alto orden que se puede lograr (por
ejemplo, para p = 3 podemos alcanzar el orden 4, usando solamente
una evaluacién de f por paso). El problems consiste en el pequefio
dominio de estabilidad de estos métodos; este aspecto se discutird mas
detalladamente més adelante.

Una alternativa (a los métodos explicitos) se puede generar si de-
finimos métodos implicitos incluyendo el punto (z;+1, f(zi41,Y;4)) en
la interpolacién de f(7,y(7)). El resultado es un método implicito que
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determina y!,; mediante un sistema de ecuaciones habitualmente no
lineal. En este caso, la ecuacién que reemplaza (1.35) es

N b Ti41 p h 4 T — Xij—]
Yir1 = Yi—5 ‘|‘/ Z f(xi—kayi—k) H — | d~.

i—j k=—1 11:7&;1 Lik = Li-l

Para z;y; —x; = h, 7 = 0 y todo p = —1,0,1,..., obtenemos los
métodos de Adams-Moulton. Podemos calcular a priori los coeficientes

= e P
Bjpk = I[[-———an
X

i =y Timk T Li—l
I#k

asi, el método final es de la forma

p
Y=yl + Z Biwaed (Ticrs Yly)-
p—

Para j = 0 y valores de p moderados resultan los siguientes valores:

%Bﬂ,p,k k=-1 k=0 k=1 k=2]orden
p=-1 1 1
1 1
p= 3 5 2
_ 5 8 1
p=11 5 B D 3
_ 9 19 5 1
P=21] au u owu | 4
Los métodos de Adams-Moulton incluyen para p = —1 el método de
Euler implicito
Yl =yl +hf (v, ulh) (1.37)
y la regla trapezoidal
h
Yl =y + 5(]"(3717?/?) + f($i+17y?+1))- (1.38)

Los métodos implicitos se usan poco en la practica. Pero si usamos
un método de Adams-Moulton y reemplazamos el valor f(z;.1, y?ﬂ)
por una aproximacion f(le,f/?H), donde gﬁ;l es generado por un
método explicito, obtenemos un método del tipo predictor-corrector.
Por ejemplo, combinando el método de Adams-Moulton con 3 pasos y
orden 4 con un método de Adams-Bashforth con 3 pasos y del orden 3
(como predictor), resulta un método explicito de 3 pasos y del orden 4
que requiere sélo dos evaluaciones de f por paso, y que es esencialmente
equivalente en sus caracteristicas al método de Runge-Kutta clasico del
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orden 4, y que requiere 4 evaluaciones de f por paso. Explicitamente,
este método predictor-corrector es dado por

Ui =i+ 1’; (23f (21, — 16F (211, y1)

+5f (ia, y?_2)>, (1.39)
Yy =yl + 2_]1 <9f (i1, Glyy) +19F (21, y2)

- 5f(l'i—1ay?71) + f(%—my?fz))' (1.40)

1.3.2. Métodos implicitos de pasos multiples basados en deri-
vacién numérica. Usamos la identidad

Y'(vi) = f(%’-s—la y<xi+1))

y aproximamos y(x) por el polinomio de interpolacién P(x; ) del grado
maximo k + 1 para los datos

(Ii—l-la y?+1>7 ey (xi—ka y?*k)? k 2 07 (]‘41)

h , . , . . h
donde el valor ¢, ; atin es una incognita, y definimos y;, ; por la ecua-
cién

d

—P(x;1)

dr = f($i+1, y?+1)-

T=Ti41
Usando para la representacion del polinomio la férmula de Newton,

k+1

E :y[xlﬂ, STl J]H — Tit1-1)

i ] €S UDA j-ésima diferencia dividida con respecto a
41y Lit1—j

los datos (1.41), tenemos

53

k+1 j—1

h h
Zy[xul,---,xiﬂfﬂ (xi—i-l - xi+1—l) = f(xi—i-lv yi+1)7
] =1

es decir, un sistema de ecuaciones para determinar y,,.
Para el caso equidistante podemos calcular explicitamente los co-
eficientes de estas férmulas. Tal procedimiento entrega las férmulas

k
y?ﬂ = Z akly?—l + hﬁof(%ﬂ, ?J?H) (1-42)
1=0
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con los coeficientes

k|0 1 2 3 4 5
Bo | 1 2 6 12 60 60
0 3 11 25 137 147
a 1 4 18 48 300 360
kO 3 11 25 137 147
a 1 _ 9 _ 3 _ 300 _ 450
k1 3 11 25 137 147
o 2 16 200 400 °
k2 11 25 137 147
a _3 _ 75 225
k3 25 137 147
12 72
Q4 137 147
10
s ~1a7

Veremos que estas férmulas son interesantes solamente para k£ < 5.
Para k£ = 0, obtenemos nuevamente el método de Euler implicito. Las
férmulas (1.42) son conocidas como fdrmulas BDF (backward differen-
tiation formula) o método de Gear.

1.3.3. Breve teoria de métodos de pasos multiples. En lo si-
guiente, consideraremos sélo métodos lineales de k pasos, que pueden
ser representados como

k k
Z oziyfim - h25if(xm+ivy?n+i)v m=0,....,Ny—Fk, (1.43)
i=0 i=0

donde h = z,41 — x; para todo j. Eso incluye los métodos de Adams-
Bashforth, Adams-Moulton y BDF, pero no incluye el método predictor-
corrector.

Las propiedades de (1.43) pueden ser caracterizadas por los polino-
mios

k k
o) =) ', 0():=) piE"
1=0 =0

Los conceptos del error de truncacion local y del error de discretizaciéon
global son introducidos en forma analoga a los métodos de paso simple,
es decir, definimos

7 (2, y(x); h) = % <Z a;y(x +ih) — hZﬁif(:c +ih, y(x + zh))) ,

i=0
e(z;h) :=y(z) —yk ., donde Nyh =z — .
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El método se llama consistente al menos del orden p si
7(z,y(x);h) = O(h?) para h — 0,
y convergente del orden p si
e(x;h) = O(hP) para h — 0.

Teorema 1.3. El método de k pasos (1.43) es consistente al menos
del orden p st

Q1(1)207 Qj+l<1):j0j(1)7 j:1>"'7p7

donde los polinomios g; y o; son definidos por la recursion

01(§) = 0(§), o1(§) =0(§), 041(8) = fQ;'(f)a oir1(§) = 502'(5)-
El método es convergente del orden p si ademds tenemos:

1. Todos los ceros de o estan localizados en el interior o en el borde
del circulo unitario, y los ceros del borde son simples, es decir,

(o) =0=[¢] <1)

. (1.44)
A(0(§) =0AIEl=1=d(€) #0).
2. Los errores iniciales son del orden p:
y; —y(z:) = OF), i=0,....k—1
Demostracion. Ver, por ejemplo, Deuflhard & Bornemann. [ |

Las raices diferentes de 1 se llaman raices parasitarias. Ellas afec-
tan decisivamente el uso practico del método. La condicién (1.44) es
conocida como condicion de ceros o condicion de estabilidad asintoti-
ca. Veremos en una tarea que existen métodos muy razonables que
no satisfacen la condicién de estabilidad asintética. Los métodos de
Adams-Moulton y Adams-Bashforth satisfacen la condicién (Tarea),
pro las formulas (1.42) no satisfacen (1.44) para k > 6.

Uno podria tratar de maximizar el orden de un método eligiendo
los coeficientes o y 3; de forma 6ptima para un valor dado de k.
Este procedimiento permite alcanzar un orden de consistencia 2k. Sin
embargo, los métodos que resultan son inutiles para las aplicaciones
debido al siguiente teorema.

Teorema 1.4 (Primera cota de orden de Dahlquist). El orden mdzimo
de un método estable y consistente de k pasos es

_ Jk+1 parak impar,
b= k + 2 para k par.

Demostracion. Ver Hairer, Norsett & Wanner, 1993. |
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El orden k 4+ 1 ya se alcanza por las férmulas de k pasos del tipo
predictor-corrector usando las férmulas de Adams-Bashforth y Adams-
Moulton. Lo tnico que atiin aparece interesante son las formulas del
orden k + 2 para k par. La discusion de un ejemplo, el método de
Milne-Simpson, en el Ejemplo 1.5, require la presentacién del siguiente
teorema. (Sin embargo, el ejemplo ilustra el poco interés practico para
este tipo de métodos.)

Teorema 1.5. Consideremos la siguiente ecuacion de diferencias para
una sucesion {n; }ien, -

K
> Yilliam =0, meNy, Yoy # 0. (1.45)
i=0

Entonces la solucion de (1.45) estd dada por

s

vy
m=Y_ Y Cui ', j>0,

=1 i=1

donde &1, ..., &, & # & para i # j, son los ceros del polinomio

k
P)=> &
i=0
con las multiplicidades vy, . ..,vs, 0 sea

S
ZU; =k, v eN,
=1

y las constantes Cy; son determinadas unicamente por los valores ini-
crales Moy . ..y Np—1.

Ejemplo 1.5. El método de Milne-Simpson

h
Yl =yl + 3 <f($i+1a yr) +Af (z,yl) + f(zica, yf_l))

(considerado aqui para n = 1) es un método de dos pasos del orden 4.
Lo aplicamos al problema y' = \y, y(0) = 1 con la solucion y(z) = e .
Resulta la ecuacion de diferencias lineal

(I—qyl, —4qyl — 1+qyl 1 =0, yo=1, g=—. (1.46)

Aplicando el Teorema 1.5 a la ecuacion (1.46), llegamos a la represen-
tacion

yh=Cul + (1 - C)ud,
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h=0.1 h=0.025

——Euler explicito ——Euler explicito

——Traz. pol. mejorado ——Traz. pol. mejorado
Traz. pol. modificado
—sol. exacta 1

Traz. pol. modificado
—sol. exacta 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

FicuraA 1.1. Solucién numérica, Ejemplo 1.6.

donde C' = C(y?) y

1 1
= —— <2q—|— \/1+3q2), fy = —— <2q— \/1—|—3q2> .

:1—q I—gq

Para A < 0 tenemos

= ! <v1+&f—ﬂm>=1—OW%

1+ |q|
1
142 LHﬂ( V1+3q M) O(h) <

Entonces para C # 1 la solucion siempre tiene una contribucion osci-
latoria po que crece con x = jh. (El efecto de error de redondeo causa
que en la prdctica, siempre C' # 1.)

Para yt —eM = O(h*), j < N y Nh = x fijado esta contribucion
es solo del orden O(h*) cuando h — 0, o sea el método es convergente
del orden 4. Pero para la computacion prdactica uno no puede elegir h
arbitrariamente pequeno, y la contribucion oscilatoria es muy molesto-
sa.

1.4. Ejemplos adicionales

Ejemplo 1.6 (Problema Tarea 1, Curso 2021). Aplicar el método de
FEuler explicito, el método de trazado poligonal mejorado y el método de
trazado poligonal modificado al problema

para calcular tres diferentes aprozimaciones a y(1) usando (i) h = 0,1,
(i) h = 0,025. Comparar el resultado con la solucion exacta.
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Solucion sugerida. Para este problema los métodos indicado entregan
las férmulas

W =y Ry 20— T), i=0,2,. . 1/h—1; gl =3,

donde x; = th, para el método de Euler explicito. Para el método de
Euler mejorado se obtiene

h
vl =yl g (U o+ af o+ 20— Ty Ry af 20— )
+al 2 —T), i=1,2,...,1/h vy} =3,

lo que se puede escribir como

h
Yl =yl + E((2 + Ryt + (14 h)a? +2(1 + h)x; — 7(2+ h)
+ a2l +2x4), i=1,2,...,1/h; yi =3,

o bien como

h
Yl =yl + 5((2+h)y? +(1+h)x2 422+ h)z; —7(2+h)
+al,,+2h), i=1,2...,1/h; y}=3.

A su vez, el método del trazado poligonal modificado puede ser escrito
como método de Runge-Kutta:

KO = yh + 22 4 22, — 7,

; h h\? h
k:é) :yz}»l—i-gk;)—i— (%-1—5) +2<$z‘+§) -7,
Yl =yl +hky, i=0,1,...,1/h—1; yh=3.
La solucion exacta del problema es
y(z) = —2* —4x + 3

con y(1) = —2. Se obtienen los resultados graficados en la Figura 1.1.
Los valores solicitados son:

Método vio 2 y(1) vy~ y(1)
(h=0,1) (h=0,025)

Euler explicito —1,8496 —1,9578

Trazado poligonal mejorado —1,9918 —1,9995

Trazado poligonal modificado  —1,9959 —1,9997




1.4. EJEMPLOS ADICIONALES 31

h=0.5 h=0.25

15 ‘ ——Eule; implicito 1.5¢ —-—Eule‘rimpli‘cito
1 —sol. exacta |1 1t —sol. exacta ||
> 0.5 > 05¢
0 0r
-0.5 -0.5}
-1 J Ak J
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 385 4 45 5
X X
0.4 0.3
03 0.2
£0.2 £
[} [T}
0.1 0.1
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 85 4 45 5
X X
h=0.1 h=0.025
15 ——Euler implicito | 1.5} ——Euler implicito |
> 0.5 > 0.5¢
0 0r
-0.5 -0.5¢
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
X X
0.12 0.04
0.1
. 0.08 003
20.06 20.02
©0.04
0.02 0.01 ¢
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
X X

FiGuraA 1.2. Solucién numérica, Ejemplo 1.7.

Ejemplo 1.7 (Problema Tarea 1, Curso 2021). Resolver numérica-
mente el problema

2
z°+2x+ 3
y(x) +y" () = BEES

y(0) =2, ¥(0)=-1

utilizando el método de Fuler implicito con h = 0,5, h =0,25, h=0,1y
h = 0,025. Comparar con la solucion exacta. jLos resultados numéricos
confirman que el método es de primer orden?

x € [1,5],

Solucion sugerida. Este es un problema de valores iniciales para una
EDO de segundo orden. Lo transformamos en el problema de primer
orden y'(z) = f(z,y), donde y(x) = (yi(z),y=(z))?, identificando
y1(z) = y(x) e y2(x) = ¢/ (x). Asi, el problema queda

y'(z) = f(z,y)
Y2 ()

i yl(x) — 2 T .
< <yz( >) —yl(x)+—x(;+2ﬁ)+33 e
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y(0) _ (2
y2(0) -1)"
Se verifica facilmente que la soluciéon exacta es dada por
1

r+1
El método de Euler implicito para este problema es

y(x) = cosx +

yfiﬂ = yfi + hy;l,i—l—l; (1 48)
yg,z‘+1 = yg,i - hyfz’ﬂ +G(2i41), 1=0,1,2,...,

donde definimos
B 22+ 2+ 3

Gl =y

Podemos escribir (1.48) como

it = b , onde = .
(h) (?Jiiﬂ) (?ng + G(ZEHI)) (h) {h 1 }
Notar que det A(h) =1+ h? > 0, por lo tanto A(h) es invertible para
todo h con la inversa

L1 [1 &
Alh) 1+ h2 [k 1)

luego podemos escribir el método (1.48) en forma explicita como

Y it ! Y
i = A(h)” i
(yg,zurl) (h) (ygz + G(IHI))

1 1 h Yt .
_ i —0,1,2,...
1 + ]’LQ |:_h 1:| (yg,z + G(l’iJrl) ’ ! 07 » ’

con la condicién inicial
(3)-(2)
yg,o -1

La Figura 1.2 muestra los resultados numéricos para los valores de h
solicitados. Ademas, utilizando la soluciéon exacta, se plotean en cada
caso los errores

el = |y(z;) — iy, i=0,...,5/h.

El uso de las diferentes escalas para cada h muestra que efectivamente

€| := méax " -0 cuando h — 0,
0<i<5/h
<i<

es decir observamos convergencia del método, aunque la tasa parece
ser del orden menor que uno.
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Ejemplo 1.8 (Problema Tarea 1, Curso 2021). Se considera el sistema
de EDOs

yi(t) = Ayi(t) (1 — Bya(t)), y1(0) = Y10,

yo(t) = Cya(t) (Dya(t) = 1), 42(0) = w20,
con constantes A, B,C, D > 0. Este sistema se llama modelo predador-
presa de Lotka-Volterra. La wvariable t denota el tiempo, yi(t) es el
numero de presas (por ejemplo, conejos) en el instante t, e ys(t) es el
numero de predadores (por ejemplo, zorros) en el instante t. En el caso
de que hay solo un tipo de predador y un tipo de presa este modelo es
una aproximacion razonable de la realidad. Resolver el modelo (1.50)
utilizando los parametros A =4, B=1/2, C =3 y D = 1/3, mediante
el método de Euler explicito, para 0 < t < 5, a partir de z(0) := y,(0) =
3 5 y(0) := 4,(0) = 5, utilizando h = 0,01, h = 0,001 y h = 0,0005.
Graficar los resultados x(t) := y1(t) e y := ya(t) como funciones de t
(para cada valor de h) y como x versus y. Comentar los resultados.

(1.49)

Solucion sugerida. Para el problema considerado el método de Euler
explicito puede ser escrito como

Yii+1 = Y1, + h(Ayl,z’(l - By2,i>)7 Y10 = y1(0),

i=0,1,2,...;
Y2,i+1 = Y2,i + h(Cyz,i(Dyl,i - 1))> Y2,0 = y2(0).
(1.50)

La Figura 1.3 muestra los resultados numéricos para h = 0,01, h =
0,001 y h = 0,0005. Observamos que en medida que se va achican-
do h, la soluciéon numérica aproxima la verdadera solucién periddica
del modelo (ver, por ejemplo, N. Britton, Essential Mathematical Bio-
logy, Springer-Verlag, London, 2003, pp.54ff.).
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h=0.01 h=0.01
12 7
11 —V, presa
10 —, predador 6
9 5
8
o7 4
-6 B
> 5 3
4
3 2
2 1
1
0 0
0 1 2 3 4 5 01234567 89101112
t Y,
h=0.001 h=0.001
12 7
11 —Y, presa
10 —y,, predador 6
9
5
8
<7 4
. 6 =
> 5 3
4 2
3
2 1
1
0 0
0 1 2 3 4 5 01234567 89101112
t Yy
h=0.0005 h=0.0005
12 7
11 —V, presa
10 —, predador 6
9 5
8
o7 4
-6 S
> 5 3
4
3 2
2 1
1
0

0
0123456 789101112
t Y,

o
-
n
w
N
(9]

Ficgura 1.3. Soluciéon numérica, Ejemplo 1.8, para los
valores de h indicados.



Capitulo 2

Problemas de valores iniciales para ecuaciones
diferenciales ordinarias (Parte II)

2.1. Ecuaciones rigidas (problemas stiff)

Desde el estudio de problemas de interpolaciéon, aproximacion y
cuadratura ya sabemos que el error cometido por esos métodos depen-
de de forma decisiva de una de las derivadas mas altas de la funcién
aproximada o del integrando. Obviamente, se puede suponer que lo
mismo es vélido para la solucién del problema de valores iniciales de
una ecuacion diferencial ordinaria. Pero aqui, también es importan-
te la regularidad (suavidad) de la entera variedad de soluciones en la
vecindad de la solucién exacta del problema. Esta observacion tiene
consecuencias importantes para la aplicacion de métodos numéricos.
Discutiremos primero un ejemplo.

Ejemplo 2.1. Se considera el problema de valores iniciales
y=MNy—e ") —e" y0)=1+¢, IeR. (2.1)
La ecuacion diferencial ordinaria tiene la solucion general
y(r) =ae* +e %, acR.

Usando el valor inicial prescrito, tenemos

l+e=a+1,
es decir, a = €, y la solucion del problema (2.1) es

y(r) = ee™ +e "

Para e =0 yx > 0, la solucion y todas sus derivadas son en valor
absoluto menores que 1, cualquier que sea el valor de \. En general,
tenemos

dPy

= = eENPM 4 (—1)Pe™?,
T

y®(x) :
es decir,

(») p(€_ 1 1
e o e

35

A< 0.
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x h=0,1 h=0,01 h=0,002 h=0,001 h=0,0005
0,1 0,9 1,74 x 10° 0,905 0,904837  0,904837
| .
| .

0,5 —4,6 x 10° | > 10%8 0,607  0,6065304 0,606530
1,0 4,38 x 1016 | > 10% 0,368 0,367879  0,367879

CUADRO 2.1. Ejemplo 2.1: Valores de la solucién apro-
ximada de (2.1) con € = 0, generados por el método de
Euler explicito (2.2) con diferentes valores de h.

r h=01 h=001 h=0,001 h=0,0005

0,1 0,904837 0,904884 0,904838  0,904838
0,5 0,696531 0,606562 0,606531 0,606531
1,0 0,367879 0,367899 0,367880  0,367880

CuAaDRO 2.2. Ejemplo 2.1: Valores de la solucién apro-
ximada de (2.1) con € = 0, generados por el método de
Euler implicito (2.3) con diferentes valores de h.

Por ejemplo, para € # 0 y A = —1000 las derivadas asumen ordenes de
tamano gigantescos en una pequena vecindad de x = 0. Lo mismo es
vdlido si para cualquier xo prescribimos el valor inicial

y(zg) = e ™ +e.

En lo siguiente, consideremos A = —1000 y ¢ = 0. En este caso, la
solucion consiste solo en la componente suave e *. Ya para x > 1/10,
cualquier solucion es practicamente idéntica a la componente suave, sie
es del orden de tamano 1, dado que exp(—100) ~ 3,7 x 10~*. Entonces
la solucion exacta y la componente suave disminuyen exponencialmente
con x.

Aplicaremos algunos métodos de discretizacion a este problema. El
método de Euler explicito entrega la formula

yry =yl 4+ h[=1000(y! — exp(—ih)) — exp(—ih)]
= (1 — 1000h)y! + 999h exp(—ih), i=0,1,2,..., (2.2)
yh = 1.
Este método entrega los valores aprorimados del Cuadro 2.1, donde las
6 primeras cifras decimales de la solucion exacta coinciden con el re-

sultado numérico para h = 0,0005. Obviamente, solo para h < 0,002
obtenemos soluciones aceptables. (Esto proviene del requerimiento de
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estabilidad |1 — 1000h| < 1 para este problema; este criterio se estable-
cerd mds adelante. )

Aplicamos ahora el método de Euler implicito. A pesar de ser implici-
to, en el caso de la ecuacion (2.1), que es lineal con respecto a y, obte-
nemos una formula de iteracion explicita. De hecho, para este problema
el método de Fuler implicito

vl =y h(—lOOOyfﬂ + 1000 exp(— (i + 1)h) — exp(—(i + 1)h)>
(2:3)
o equivalentemente,
(14 1000R)y!, = y!' + 999k exp(—(i + 1)h)
puede ser escrito como

n 1 999k (
Yirr = 17 7000nY T 1+ 10000 P
h __
Yo = 1.

—(i+1)h), i=0,1,2,...,

Este método genera los valores numéricos indicados el Cuadro 2.2. Ob-
viamente, los malos resultados obtenidos por (2.2) no son una conse-
cuencia del bajo orden de consistencia del método, ya que el orden de
(2.3) también es solamente uno. Los mismos efectos pueden ser obser-
vados con cualquier método de Runge-Kutta explicito (Tarea).

Los fenémenos observados en el ejemplo son relacionados con la pre-
sencia de soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria con derivadas
grandes en la cercania de la solucién exacta del problema de valores
iniciales dado. La solucion exacta también asume valores en este rango
de pendientes fuertes, y los métodos explicitos producen un efecto osci-
latorio (si h no es suficientemente pequenio) que nos aleja répidamente
de la solucién exacta. (Por otro lado, el problema de valores iniciales

Yy =-y, y(0)=1
con la misma solucion exacta se podria aproximar facilmente por el
método de Euler explicito, usando h = 0,1 y calculando hasta z = 1.)
Las ecuaciones diferenciales ordinarias que presentan este problema se
llaman rigidas (problemas “stiff”).
El prototipo de una ecuacion rigida es el siguiente sistema lineal
homogéneo:

y =Ay, y0) =1y, AeR" diagonalizable,
d(A)={1,..., \u}, (2.4)
Red; <...<Re), <0, —ReX;>1.
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Aqui uno podria elegir S := — Re A; como medida de la rigidez. En el
caso de un sistema més general y' = f(z,y) podriamos definir

oo oy Py - f@2) (y—2)
EoGvere (Y= 2) (y - 2)

y#z

2.2. Estabilidad de métodos de discretizacion para
problemas de valores iniciales de ecuaciones
diferenciales ordinarias

2.2.1. Estabilidad lineal. Analizaremos ahora el comportamiento
de de métodos de discretizacion aplicados al problema test

y =Xy, y(0)=yo; Rel<O. (2.5)

Un sistema del tipo (2.4) puede ser transformado a un sistema de n
ecuaciones desacopladas del tipo (2.5), donde Arepresenta uno de los
valores propios de A. Por lo tanto, las siguientes consideraciones seran
relevantes no sélo para ecuaciones escalares, sino que también para
sistemas del tipo (2.4).

Definicién 2.1. Se dice que un método de paso simple o de pasos multi-
ples pertenece a la clase CA (de coeficientes analiticos) si su aplicacion
al problema (2.5) lleva a una ecuacion de diferencias

k
> gi(hNyhy; =0, m=0,1,...,N —k, (2.6)

5=0
donde las funciones qo, ..., gk, k > 1, son analiticas (en el sentido de
funciones complejas), gi(0) # 0, y el polinomio

k
Z Z 9;(0)27
=0

satisface la condicion de ceros (1.44).

Ejemplo 2.2. El método de Runge-Kutta cldsico (Ejemplo 1.2) corres-
ponde a

22 28 A
b=l a@ =1 w) = (1 5545
el método de Euler implicito (1.37) a
kzla gl(’z) :1_27 90(2)5_17

el método trapezoidal (1.38) a
z

k=1 g(z)=1-3, go(z):—<1+—)
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y el método predictor-corrector (1.39), (1.40) a

= 3,z + 9 E22 (2) = —iz + 9 322
YRS YRET S LS S YR VI DA

Usando el Teorema 1.5 podemos determinar la solucién de (2.6) (y
entonces el crecimiento de los valores discretizados y!') directamente
del polinomio (llamado polinomio de estabilidad)

91(2)

k
P(zq) =Y gi(@2, q=hx (2.7)

J=0

Nuestra discusion aclara que es deseable que el polinomio P satisfaga
la condicién de ceros (1.44) para un dominio de valores

{¢€ C|Req <0}

lo méas grande posible. El interior del dominio donde se cumple (1.44)
se llama dominio de estabilidad.

Definicién 2.2. Un método de paso simple o de pasos multiples de la
case (CA) se llama absolutamente estable en un dominio G C C si
sus funciones coeficientes g son analiticas en G, gp(q) # 0 para todo
q € G, y silos zeros de P(z;q) de (2.7) tienen un valor absoluto menor
que uno:

k
Vge G: P(z;q) = Zgj(q)zj =0=|2| < 1.

=0
El método se llama A-estable si es absolutamente estable en G con
{z|Rez <0} CG,
A(a)-estable si es absolutamente estable en G con
{z]arg(—2) € (~v,a)} CG (a>0),

y Ag-estable si es absolutamente estable en G con

{z|Rez <0, Imz =0} CG.
Si el método es A-estable y adicionalmente

lim sup méx{|z| | P(z;¢q) =0} <1,

Reg——o0

el método se llama L-estable.
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Un método A-estable permite la integracién estable (no: exacta)
de ¥ = Ay, y(0) = yo con un tamano de paso h arbitrario. Podemos
esperarnos que un tal método también permite la integracion estable y
exacta de sistemas rigidos si el tamano de paso es determinado segun los
componentes suaves y lentamente decrecientes, una vez que los compo-
nentes rapidamente decrecientes de la solucién ya no son importantes.
Ningin método explicito es A-estable.

Ejemplo 2.3. El método de Fuler explicito es absolutamente estable
precisamente en

{zeC||lz+1] <1},

y no puede ser usado, por ejemplo, para ecuaciones diferenciales ordi-
narias de oscilacion, dado que este método siempre amplifica las am-
plitudes de la solucion por un factor (1 + hC) por paso, donde C es
una constante que no depende de h. El método de Euler implicito es
absolutamente estable precisamente en

{zeC||z—-1] > 1},

este método también es A-estable y L-estable, pero no es apto para
ecuactones de oscilacion ya que amortigua la amplitud de la solucion
discretizada por un factor 1/(1 4+ hC) en cada paso.

La regla trapezoidal (1.38) es absolutamente estable estrictamente
para

142

2l <1,
1-2

2

es decir, es absolutamente estable estrictamente para

z€C_:={2z€C|Rez<0}.

FEs apta para ecuaciones de oscilacion (por ejemplo, y' = wiy, 1 =+/—1)
porque

142
Rez=0— |—2|=1.

1 — —

2

Sin embargo, la regla trapezoidal no es L-estable. Eso se nota de forma
desgradable en el caso de soluciones decrecientes porque a la solucion
discretizada se agregan oscilaciones pequenas (pero acotadas). Para la
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k1 2 3 4 5 6
a 90° 90° 88°02" 73°21" 51°50" 17°50/

CUADRO 2.3. Los dngulos o de A(«a)-estabilidad de los
métodos BDF de k pasos.

m=p 1 2 3 4
vy -2 =2 =251 -2,78

CUADRO 2.4. Los intervalos reales (,0) de estabilidad
de algunos métodos de Runge-Kutta con m = p pasos.

solucidn discretizada de (2.5), el método trapezoidal entrega

14 M i '
ho ) i (A2 !
Yy = D) Yo = (—1) (M_Z Yo

2

— 1 (145
- h,)\—2 Yo,

o sea, para hA < —2 obtenemos una solucion amortiguada, pero osci-
latoria de la solucion exacta mondtona.

Los métodos BDF de k pasos son A(a)-estables, con los valores
a = a(k) dados en el Cuadro 2.3. En particular, el método con k = 2
es A-estable (e incluso L-estable). Con este método (el método BDF
con k =2) y la regla trapezoidal ya conocemos dos métodos lineales de
pasos multiples A-estables.

Lamentablemente, no existen métodos de pasos multiples lineales y
A-estables del orden mayor que 2.

Teorema 2.1 (Segunda cota de orden de Dahlquist). Cada método
consistente, A-estable, lineal y de pasos maltiples es del orden de con-
sistencia < 2.

El dominio de estabilidad de los métodos de Adams-Moulton de
k > 2 pasos, de los métodos de Adams-Bashforth de £ > 1 pasos, del
método predictor-corrector y de los métodos explicitos de Runge-Kutta
es relativamente pequeno. Para todos estos métodos, la condicion de
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v —o0 =6 —3 —— ——

CUADRO 2.5. Los intervalos reales (v,0) de estabilidad
de los métodos de Adams-Moulton con k pasos.

k1 2 3 4 5

6 3 9
v =2 -1 -2 2
11 10 551

CUADRO 2.6. Los intervalos reales (y,0) de estabilidad
de los métodos de Adams-Bashforth con k pasos.

estabilidad es

3 < C,
donde C' es una constante del orden de magnitud 1. Los intervalos
reales (7,0) de la estabilidad absoluta son dados por el Cuadro 2.4
para los métodos de Runge-Kutta explicitos de m pasos (lo que incluye
el método clasico con m = 4, por el Cuadro 2.5 para los métodos de
Adams-Moulton de k pasos y por el Cuadro 2.6 para los métodos de
Adams-Bashforth de k& pasos.

De los métodos discutidos hasta ahora, sélo el método trapezoi-
dal, el método del punto medio implicito, y los métodos BDF con
k < 6 pasos son aptos para ecuaciones muy rigidas, estos ultimos con
la restricciéon que no deben aparecer componentes de soluciones con
arg(—\) > «, con a del Cuadro 2.3.

‘ h

2.2.2. Estabilidad no lineal. Los resultados de la Seccién 2.2.1 son
insatisfactorios por que permiten solamente conclusiones muy tentati-
vas respecto al comportamiento de métodos de disretizacion aplicados
a problemas no lineales. Veremos que ciertos sistemas lineales con co-
eficientes variables ya presentan problemas particulares.

Ejemplo 2.4. Consideremos el problema de valores iniciales

y' =Xz)y, y0)=y; A:R*=R", XeCY(R").
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Aqui el método de Euler implicito es estable sin restriccion para h > 0.
El método trapezoidal genera la recursion
b 2+ XNz)h

Yir1 = myz )
y la condicion

VieNo: |yl < vl
nos entrega para

sup N(z)=3>0

zeRt

la restriccion

2
VB
El método del punto medio implicito,

T+ Tip1 Y+ ?/zh+1
2 ’ 2 ’

h <

yzh-i-l = ylh—i-hf (

es equivalente al método trapezoidal para una ecuacion lineal con co-
eficientes constantes. Pero aqui el método del punto medio implicito

asume la forma

h h
yi = yiu
T (H%)

0 sea el método es estable sin restricciones.

Mas encima, para sistemas lineales con coeficientes variables ya no
podemos concluir que la solucién es estable cuando los valores propios

de
82f($, y)‘

son suficientemente pequenos, como non muestra el siguiente ejemplo.

= A(x)

y=y()

Ejemplo 2.5. Consideremos el problema de valores iniciales

1 -1
y =-U') { 0 _771] Ux)y = A(z)y,  y(0) = yo,
con un pardmetro € > 0, y la matriz

U(x) = [ cos(ar)  sen(aw)

—sen(ar) cos(ax)
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Aqui los valores propios de A son A\ = Ay = —1/e. Usando la trans-
formacion

v(z) = U(z)y(z),

tenemos ||y(x)||2 = ||lv(x)||2, v v es solucion del problema de valores
inicales
L 7
—-—— -+«
v=| S e w0 =
_a —_——
£

es decir,

1
v(z) = vy exp(k1T) + vaexp(kat), K12 =——14/—« <Q + a),
e €

donde los vectores v, y V2 dependen de y,. Vemos que para 0 < e < 1,
a=—1yn>2 existen soluciones que crecen exponencialmente.

Existen varias extensiones de la teoria lineal de estabilidad para
métodos de discretizacién a sistemas generales (esto es tema de in-
vestigacion corriente). Para el siguiente tipo de ecuaciones ya existen
resultados.

Definicién 2.3. Sea f : Rt x R"® — R", y para un producto escalar
(-,+), supongamos que

Ve € RT: Yu,v € R":
(f(z,u) — fz,v),u —v) <mu—v,u—v).

Sim < 0, entonces la ecuacion diferencial ordinaria y' = f(x,y) se
llama disipativa.

(2.8)

Ejemplo 2.6. Consideremos el problema
x(t) = —Vh(z(t)), t>0; x(0) =, (2.9)

donde h : R® — R sea una funcion dos veces continuamente diferen-
ciable y uniformemente conveza, es decir,

Iy >0: Vy,zeR": ~2'2 < 2"V%h(y)=z.
Con la notacion de la Definicion 2.3, tenemos
f=-Vh

(esta funcion no depende explicitamente de t), y usando el producto
escalar definido por (x,y) = =y, tenemos

(Ff(@) - f() (& —y)
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=(y—z)" (/01 Vh(z +7(y —:B))dT) (x —y)

<z -y (z—y),

0 sea, m=—vy <0 en (2.8).

La ecuacion diferencial ordinaria (2.9) tiene como tunica solucion
estacionaria el unico minimo x* de h, y para t — oo la solucion de
cualquier problema de valores iniciales de & = —Vh(x) converge a x*.
Entonces, se puede aprozimar x* por la solucion numérica de (2.9), y
como uno quiere hacert — oo, se prefiere usar u tamano de paso lo mds
grande posible, sin destruir la convergencia del método a la solucion
estacionaria. La ecuacion (2.9) puede ser extraordinariamente rigida,
lo que ocurre cuando V?h es una matriz mal acondicionada.

Hay que tomar en cuenta que (2.8) no utiliza ||0yf]|, es decir, la
clase de ecuaciones diferenciales disipativas incluye problemas arbitra-
riamente rigidos.

Definicién 2.4. Un método de discretizacion para problemas de valores
wmictales de ecuaciones diferenciales ordinarias se [lama optimalmente
B-convergente del orden p sobre la clase de todos los problemas de
valores iniciales disipativos, si

|y (z:) — y|| < C(a:)h? para h < hy i€ Ny,
donde C(z;) depende solamente de
méx{||y? (@)|| | 2o < v <5, 1 < j < p}

para un cierto p, suponiendo que la verdadera solucion y(z) del proble-
ma es suficientemente diferenciable, para una funcion f que satisface
(2.8) ym < 0.

La gran ventaja de los métodos optimalmente B-convergentes con-
siste en que la restriccién del tamano de paso no depende de la rigidez
del sistema, y que el error global de la discretizacién no depende tampo-
co de la rigidez del sistema. Al contrario de eso, los métodos explicitos
de Runge-Kutta, por ejemplo, poseen un error h?C(z;), donde C(z;)
también depende de ||0, f||. En general, el valor de h en la Defincién 2.4
depende de m.

Teorema 2.2. El método de FEuler implicito es optimalmente B-con-
vergente del orden 1, y la regla trapezoidal y la regla tmplicita del punto
medio son optimalmente B-convergentes del orden 2, en cada caso sobre
la clase de los problemas de valores iniciales disipativos.
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2.3. Métodos de Runge-Kutta implicitos y métodos de
Rosenbrock

Los métodos de Runge-Kutta generales son caracterizados por el
diagrama de Butcher (1.20). Recordamos que un esquema de Runge-
Kutta es implicito si existe un coeficiente 3;; # 0 con j > 4. Debido al
alto esfuerzo computacional, la aplicacion de tales métodos para proble-
mas no rigidos no seria muy econémica; sin embargo, para problemas
rigidos estos métodos pueden ser muy ventajosos, dado que incluyen
métodos optimalmente B-convergentes de orden arbitrariamente alto.

Primero demostramos que los métodos de Runge-Kutta implicitos
pertenecen a la clase CA, ver Definicion 2.1. Recordamos que

kj:f<$+haj7y?+h25jlkl>a j:1>"'7m7

=1
lo que implica que para f(z,y) =y, n=1ye=(1,...,1)T,
ka

(I - B)k=Xle, k=| 1], B=B)j1. .m
Fom

Para h suficientemente pequeno, I — \h B siempre es invertible y por
lo tanto, k es bien definido. Segun la regla de Cramer tenemos

ki =M R;(Ah), j=1,...,m,
donde R; es una funcién racional de Ah:

Pl Punal)
det(I —2B) X ’

H(l — ZHi)

=1

R;() (2.10)

donde pu,. .., tm son los valores propios de B 'y Pj,,—1 es un poli-
nomio del grado maximo m — 1; el grado maximo del polinomio del
denominador de (2.10) es m. Puesto que

Yl =yl A ik,

j=1
obtenemos que
Uiy =yl YD 3R (M) = Ry (ARl
j=1

donde R, es una funcién racional (cuociente de dos polinomios del
grado maximo m).
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Ejemplo 2.7. Consideremos el método con m = 2 dado por

1/411/4 0

3/411/4 1/2 . (2.11)
‘1/2 1/2

Poniendo f(z,y) = Ay obtenemos

h 1 1
]ﬁ:)\<ylh+zk'1), k2:A(yf+h(Zk1+§k2)),

es decir,
Aoy
Ay} Ay Phad
ki =——+, k= + ,
1 hA 1 hA A 2
1 To-T)

lo que significa que
2 2
(-5 = (-5) (5)
i+1 % | B 2
4

-4 bm)

Dado que
(Re M)A\ (Im\)%h?
'1 I (1 ) T
(1 — hA/4)? (ReN)h\?  (Im\)?R?’
= LTS

este método es A-estable. Es consistente del orden 2. También es opti-
malmente B-convergente del orden 2.

Segun la Definiciéon 2.2, la propiedades de estabilidad lineal de un
método de Runge-Kutta implicito depende de para cuales z € C se
cumple

}ém(z)‘ < 1.

En esta clase de métodos existen métodos A-estables de orden arbitra-
riamente alto.

Si elegimos como «; los nodos de Gauss para la funcién de peso 1
sobre [0, 1], y como ~; los pesos de Gauss asociados y como f;; (los
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pesos de la cuadratura interior) de tal forma que
Z/BZ]Q(O[]) :/ g(ac)d:r; pa’ragenm—lu izl?"'7m7
j=1 0

obtenemos los métodos de Gauss-Runge-Kutta. Por ejemplo, para m =
2 obtenemos el siguiente esquema.

3—-3 1 3-2V3
6 4 12
3+vV3[3+2V3 1
6 12 4
1 1
2 2

Teorema 2.3.

(a) Los métodos de Gauss-Runge-Kutta de m pasos son consistentes
del orden 2m.

(b) Los métodos de Gauss-Runge-Kutta de m pasos son A-estables y
optimalmente B-convergentes del orden m sobre la clase de los
problemas disipativos.

Demostracion. Para las demostraciones de (a) y (b), ver (por ejemplo)
Grigorieff (1972) y Burrage y Hundsdorfer (1987), respectivamente. H

En particular, el orden de la B-convergencia puede ser significati-
vamente menor que el orden de consistencia clésico. Esto es debido al
requerimiento de la B-convergencia optimal que el residuo (término de
error) debe ser independiente de la rigidez del sistema.

Se puede demostrar que para una funcién f disipativa, las pendien-
tes k; de un método de Gauss-Runge-Kutta son determinados unica-
mente de la ecuacién del método, independientemente de la rigidez del
sistema y para h < h, para un h > 0 fijo. Sin embargo, la implemen-
tacion de un tal método es bastante dificil, dado que, por ejemplo, en
cada paso de integracién para un sistema de ecuaciones diferenciales
del orden n hay que resolver un sistema no lineal del orden nm.

En la practica se presenta una situacién més simple si ;; = 0 para
7 > 1, lo que corresponde a los métodos de Runge-Kutta diagonalmente
implicitos. Un ejemplo es el método (2.11) del Ejempo 2.7. Desafortu-
nadamente, la mayoria de estos métodos son solamente optimalmente
B-convergentes de primer orden.

A veces se presentan problemas donde solamente ||02 f|| es grande,
mientras que el orden de magnitud de todas las demas derivadas de f
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es pequenio comparado con |0y f||, por ejemplo,

y =Az+g(x,y),

con una funcién g para la cual todas las derivadas parciales tienen una
norma del orden de magnitud O(1), mientras que los valores propios
son dispersos en

{z€C|Imz < 0}.

En estos casos, podemos aplicar exitosamente los métodos de Rosen-
brock y sus modificaciones.

Podemos derivar los métodos de Rosenbrock de la siguiente forma.
Partimos de las ecuaciones de un método de Runge-Kutta diagonal-
mente implicito:

k,= f(-’fE + arh, y" + ﬁllhlﬁ),
ky = f(z+ azh, y" + Borhk; + Bashks),

Ky = F(z + anh, y" + Buihk: + ... + Bumhk,y,).

Estas ecuaciones se resuelven sucesivamente de forma iterativa, ejecu-
tando un paso del método de Newton con

k:EO’ =0
como dato inicial. Esto entrega las ecuaciones explicitas

i—1
[I — hpBi02 f (x + aih,y" +h Z 6@']”%’)] k;

j=1
i—1
:f<:v—|—alh,yh+h26wk]), 221,,m
7=1

Aqui hay que resolver sucesivamente m sistemas lineales. La desventaja
aun consiste en el hecho de que hay que calcular m matrices de Jacobi
O f y ejecutar m descomposiciones triangulares. Con una matriz fija

I —hBof(z,y)

en al lado izquierdo y una correccion correspondiente al lado derecho
obtenemos la formula de planteo modificada

(I — hBoaf (z,y")) ki

i—1 i—1
=f (x + azh, y" + hZﬁzjkg) + hdy f (x,y") Z oijk;,
j=1 J=1
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1=1,...,m.

Estas férmulas son las formulas de Rosenbrock-Wanner. En esta cla-
se de métodos hay muchos ejemplos de métodos A-estables o A(«)-
estables.

Ejemplo 2.8 (Kaps & Rentrop, 1979). Los siguientes coeficientes de-
finen un método Rosenbrock-Wanner A-estable de orden 4:

Bij ‘ Jj=1 j=2 J=3
T— 210438
B=03%, 4 _ 31 0796020457938 0,073079542062 !
i=4[0 0 0
oij | J=1 J=2 J=3

1=2]—0,767672395484
1 =3 | —0,851675323742 0,522967289188 ’
1=4| 0,288463109545 0,08802142734 —0,337389840627

‘ =1 1=2 =3 1=4
Vi ‘ 0,199293275702 0,482645235674 0,0680614886256 0,25 °




Capitulo 3

Problemas de valores de frontera para ecuaciones
diferenciales ordinarias

3.1. Introduccién

En el caso escalar, se busca una solucién y = y(z) da le ecuacién
diferencial ordinaria

F(x, TR T ,y(")) =0 (3.1)

sujeta a las condiciones de frontera

R;(y) = R;[y(a),y'(a), ...,y (a);y(),y' (b),...,y" (b))

=aj, Jj=1,...,n,

(3.2)

donde = a y = b son puntos en R y a; € R. En general, es dificil
obtener resultados acerca de la existencia y la unicidad de soluciones
de estos problemas de valores de frontera. Esencialmente, existen sélo
resultados para el problema lineal

<Ly)<x>z§jfi<x>y“>=g<x>7 x € (a,b), f, %0 sobre (a,b),

n—1

Rily] = Z(Oéj,k+1y(k)(a) + 5j,k+1y(k)(b)) =q;, J=1...n,
k=0
(3.3)

donde o ;11 ¥ Bj k41 son constantes. Para g = 0, la ecuacién diferencial
ordinaria se llama homogénea; para a; = 0, las condiciones de frontera
se llaman homogéneas. Si g = 0 y a; = 0, el problema de valores de
frontera se llama homogéneo. En general, se supone que por lo menos

fo, Ce ,fn < CO(G,, b)
El problema de valores de frontera lineal de segundo orden es
(Ly)(z) = fo(x)y"(x) + fi(@)y'(z) + folz)y(z) = g(x),
Rily] = any(a) + Buy(b) + ay'(a) + B2y’ (b) = au,
Roly] = azy(a) + Bary(b) + any'(a) + By (b) = z.

51
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En muchos casos,
Rily] = any(a) + any'(a) = o,
Roly] = Ba1y(b) + Ba2y/ (b) = 2.
Mas generalmente, las condiciones de frontera se llaman separadas si
Bik+1 =0, j=1,....m, k=0,....n—1, m<mn;
1 =0, j=m+1,...,n; k=0,...,n—1

Las condiciones de frontera se llaman linealmente independientes si el
rango de la siguiente matriz es n:

apr .. Qi P P
A — . : .
(6775 BRI 877778 Bnl s Bnn

Frecuentemente, el problema de valores de frontera (3.3) puede ser
reducido facilmente a un problema con condiciones homogéneas, donde
a; = 0 para j = 1,...,n. Esto sucede si existe un polinomio @) € II,,_,
tal que

Rj[@]:&j, jzl,,n

En este caso definimos
2(x) =y(z) - Q), [f:=L1Q.
Segun (3.3), obtenemos entonces el problema de valores de frontera

(Lz)(z) = (Ly — LQ)(z) = g(x) — f(z) = h(z),
Rj[Z]:Rj[y]—Rj[Q]:Oéj—OéjZO, jzl,,n
3.1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias autoadjuntas. Para

un operador diferencial L dado por (3.3) definimos el operador adjunto

L* a través de
n

o d7
= 1Y (£
Bu= 30 g (eh)
El operador se llama autoadjunto si
Ly= Ly, yeC"(a,b). (3.4)

Obviamente, un operador diferencial autoadjunto es de orden par. Una
ecuacion Ly = g(z) con un operador diferencial L autoadjunto se llama
ecuacion autoadjunta. Para n = 2, la condicién (3.4) exige que

foy + Ay + 25" = foy — (fry) + (f2n)”
= foy — fiy— fiy' + Ly +2f50 + foy”
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donde omitimos el argumento “(x)”. Esto implica que

Q(fl_fé)y,_( é/_f{)yEOa yGCQ(a’b)7

lo cual es valido si y sdlo si

fi(z) = fy(x).

Usando fao(x) = —p(x) y fo(x) = q(z), podemos escribir una ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden autoadjunta como
d dy
Ly=—— —= =g. :
v=5 (1)) + alely =g 35)

(Un aspecto que se discutird més adelante es que (3.5) también es la
ecuaciéon de Euler del problema variacional

1

Ily] == 5/ (p(2)(y)? + a(2)y® — 2g(x)y) dz = min..)

Teorema 3.1. Cada ecuacion lineal de sequndo orden

fao(2)y" + fi(z)y + fo(z)y — h(z) =0,

3.6
fa(z) #0 para todo = € (a,b) (3:6)
puede ser transformada a una ecuacion autoadjunta de sequndo orden.

Demostracion. Multiplicamos (3.6) por la funcién

([ A

donde z € (a,b) puede ser elegido libremente. El resultado es
—p(z) fo(2)y” — p(z) fr(2)y" — p(2) fo(x)y + p(x)h(x) = 0.  (3.7)

La funcién p(x) satisface

df) ,  xo,x € (a,b),

fi()

—p() fi(z) = —p(x) T fo(x) = —p'(2) fa(2),

fa()
es decir, dividiendo (3.7) por fa(z) y definiendo
R )

obtenemos la ecucacion autoadjunta

_% (p(x)j—z) +q(z)y —g(x) = 0.
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Para el tratamiento de problemas de valores de frontera de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de segundo orden podriamos limitarnos a
ecuaciones autoadjuntas. Pero, si la ecuacion del problema dado no es
autoadjunta, la reduccion al tipo autoadjunto segin la demostracién
del Teorema 3.1 frecuentemente entrega una ecuacion bastante com-
plicada. Por ello es més adecuado resolver el problema en la forma
originalmente dada, siempre que existe un método adecuado.

3.1.2. Problemas de valores de frontera para sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primer orden. Similarmente a
lo que hemos visto para problema de valores iniciales, podemos reducir
problemas de valores de frontera de una ecuacion diferencial ordina-
ria del orden n a sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.
Para ilustrar eso, supongamos que la ecuacién (3.1) viene dada en la
forma explicita

(n) (n—l))

y™ = fz,y, 9, ..y

Y

y definimos
y) = Yiy1, J=0,...,n—1

Entonces resulta el sistema de primer orden

Y1 = Yo,
/ (3.8)
yn—l = Yn,
y;z = f(xaylw-wyn)
con las condiciones de frontera
Rjlyr, - yn] = Rj[ya(a), ..., yn(a); y1(b), ..., yn(D)] (3.9)

=q5, Jj=1,...,n

En particular, si (3.1), (3.2) es un problema de valores de frontera
lineal, también el problema (3.8), (3.9) es lineal.

En general, el problema de valores de frontera de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden es

yngi(x7y17"'7yn)7 i:17"'7n7

Ry[0(@s oo in@i D)o )] =gy =L O
Definiendo
h fi(z,y) Ry a
y=1|:1], flz,y) = : "R = | a= an

Yn fn(x7 y) R, O
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podemos escribir (3.10) como

y' = f(z.y), Rly(a);y)] =a. (3.11)

El problema (3.11) se llama lineal si posee la siguiente forma, donde
A(z), By y Bs son matrices:

y' = A(@)y +g(z), Biy(a)+ Bay(b) = a.

3.2. Métodos de diferencias finitas

3.2.1. Método de diferencias finitas para un problema de va-
lores de frontera lineal. En lo siguiente, consideramos el problema
de valores de frontera

—y" +p(@)y +q@)y —g(z) =0, =z € (a,b), (3.12)
anyla) + apy'(a) = a, (3.13)
B21y(b) + Py (b) = . (3.14)

Para discretizarlo, subdividimos el intervalo [a,b] en N subintervalos
del tamano h poniendo

ro:=a; wx;=a+th, 1=0,....,N; xy=a+ Nh=0.

En el punto x; se aproxima la solucion del problema de valores de fronte-
ra (3.12)—(3.14) reemplazando el cuociente diferencial por un cuociente
de diferencias. Un tal método se llama método de diferencias finitas.

Siy € C* eslasolucién de (3.12)—(3.14), entonces en el punto z = z;
tenemos que

Cy(@ioy) — 2y(x) + y(@ip) o .)y(%ﬂ) —y(zi1)

7

h? 2h
+q(z:)y(z:) — g(z;) = O(h?), (3.15)
any(a) + 0412M =+ O(h),

h

Bory(b) + 522y(b) — z(xN_l) = s + O(h).
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Despreciando los términos O(h?) y O(h) y reemplazando y(z;) por y#,
obtenemos el sistema de ecuaciones lineales
(—ai2 + han)yg + apyl = hay,

— (1 + gp(xl)> yl + (24 RPq(xy) )

h .
N <1 B §p<ﬂ>> yzh+1 = h’g(a;), i=1,...,N—-1,

—522%]17_1 + (Ba2 + hﬁzl)y?\/ = hay.

(3.16)
Para un valor de h fijo y definiendo
i =1+ gp(xi)’ b= 24 WPq(x;), @i=1- gp(xz)
parai=1,..., N — 1, podemos escribir (3.16) como el sistema
A(h)y" =b(h), (3.17)
donde A(h) € RW+DX(N+1) o 1a matriz tridiagonal
[—vys + hayy o 0 o 0 |
—¥1 v =, : :
A(h) = 0 0
5 o—pN-1 YN —PN
L 0 E 0 —P22 Paz + I |
y definimos los vectores
hoy
Yo h2g(x1)
y = |, b(h):= :
YN h*g(zn-1)
hoo

Teorema 3.2. Bajo las siquientes condiciones existe una constante
ho > 0 tal que el sistema (3.17) tiene una solucion tinica y":

Loann >0, a2 <0, B >0y P 20,
2. q(x) =0 y holp(z)| < 2 para z € [a, b].

Para la demostracién del Teorema 3.2, usaremos los siguientes con-
ceptos ya introducidos en el Analisis Numérico II.

Definicién 3.1. Una matriz A € R™" se llama M-matriz si a;; < 0
parai#jy A" existe y ATt > 0.
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Teorema 3.3. Sea A estrictamente o irreduciblemente diagonaldomi-
nante con a;; > 0 parai=1,...,n y a;; <0 para i # j (es decir, A
es una L-matriz). En este caso, A es una M-matriz.

Demostracion del Teorema 3.2. Observamos primero que A(h) es una
L-matriz. Si ajp < 0y faa > 0, entonces A(h) es irreduciblemente
diagonaldominante, y por lo tanto una M-matriz. Por otro lado, consi-
deremos el caso ajo = 0 0 B = 0. Si por ejemplo ayo = 0, tenemos

h_
Yo = — = yla).
0= o, Ul
Si B2 > 0 en este caso, después de reemplazar y?' = y(a), 0 < h <
ho el sistema (3.17) se reduce a un sistema de N ecuaciones en las
desconocidas y" = (y?, ..., y%)T, cuya matriz nuevamente es una M-
matriz. Si ademas (o = 0, tenemos que

h a2
= — = b s
yN 621 y( )

y obtenemos un sistema lineal de N — 1 ecuaciones para

h_ (. h ho AT
y' = YUn1)

cuya matriz es una L-matriz irreduciblemente diagonaldominante, es
decir, una M-matriz. [ |

Para la solucién del sistema lineal (3.17), podriamos utilizar el algo-
ritmo de Gauss (o el algoritmo de Thomas). Sin embargo, para valores
de N muy grandes, es decir, para h muy pequeno, este algoritmo es
poco apropiado puesto que A(h) es casi singular. La mala condicién
de A(h) en este caso tendra como consecuencia que el resultado sera
substancialmente falsificado por errores de redondeo.

Los métodos numéricos iterativos para sistemas lineales han sido
desarrollados para el tratamiento de aquellas matrices que provienen
de discretizaciones de problemas de ecuaciones diferenciales. La con-
vergencia del método SOR fue demostrada para sistemas lineales con
una M-matriz y un parametro de relajacion 0 < w < 1. La velocidad
de convergencia también depende del nimero de condicién de A(h).
Por otro lado, hay que considerar que es suficiente resolver el sistema
(3.17) solamente aproximadamente, dado que ya se cometi6 un error al
reemplazar la ecuacién diferencial por su discretizacion, y la solucién
exacta de (3.17) es solamente una aproximacion a la verdadera solucién
de la ecuacion diferencial.

Para el caso ayy = [ = 0, podemos ilustrar que A(h) es casi
singular. Como h = (b—a)/N ~ 0 si N es muy grande, la matriz A(h)
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aproxima
[2 -1 0 0]
-1 2 -1
A=10 0
-1 2 -1
| 0 0 -1 2|

Esta matriz tiene los valores propios

)\j:2[1—cos(%)}, j=1...,N—1

Es decir, el valor propio minimo, A;, satisface \; < 1073 para N = 100
v A1 < 107° para N = 1000, mientras que A\y_; ~ 4.

Una matriz simétrica resulta para p(z) = 0, ajg = —fs = —1 0
a1 = 22 = 0. En este caso, el problema de valores de frontera (3.12)—
(3.14) asume la forma

—y" +q(x)y —g(x) =0, =€ (a,b),
any(a) —y'(a) = ar,  Bayd) +4'(b) =
o alternativamente aq1y(a) = oy, Bory(b) = as  (aq1, fa1 # 0).

Para una ecuacion autoadjunta siempre podemos hallar una aproxima-
cion de diferencias tal que la matriz del sistema lineal que resulta no
solo es simétrica, sino que tambien definida positiva.

3.2.2. Método de diferencias finitas para un problema de valo-
res de frontera no lineal. Los métodos de diferencias finitas también
pueden ser usados para la soluciéon numérica de problemas no lineales.
A modo de ejemplo, estudiamos el problema

=y + flz,y,y) =0, a<z<b vyla)=a, yb) =4

Se supone que la ecuacién es no lineal, es decir, f es una funcién no
lineal de y o de y'. Se supone ademaés que f es diferenciable con respecto
ayey,yque|fy] < M. La discretizacion entrega en este caso el
sistema no lineal

_i(h — oyl 4 qh )—I—f h hyﬁrl—yﬁq —0
72 Yi—1 Yi T VYita Ii7yia—2h =Y

i=1,...,N—1.
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,yh_ )T, obtenemos

) =0 (313

Multiplicando por h? y definiendo y" = (y2, ...

h h h h h o h Y — Ui
ti(y") ==~y + 2y — v + 1’ f (xi’yi’erQ—hz—

i=1,...,N—1,
es decir
T(yh):(),

La matriz funcional

T(y") = ("), . tva(y") "

=1l,...,

puede ser evaluada facilmente: usando

Zi+1 — Zi—1 i
fy (%A%T) = ;S),

2h
tenemos
ot;
azjzoa j¢{2_17272+1}7
ot; h (4) ot; 2 (i ot; h (4)
LA /l 2924 h (@) 7 — 14+ = /Z
(921-_1 2fy ’ 821» * fy ’ 821‘4_1 + 2fy

Ademas, tenemos zp = a 'y zy = 5 en (3.18). Definiendo

h i h i
C; = —1— §f?5,), dz =24+ hZfZE ), €; 1= -1+ §f?5/)

parat=1,..., N — 1, podemos escribir
(d, e 0 - 0 |
cy  dy €2 :
T'(z)= |0 - 0
: cN—2 dn_2 en—2
0 0 en-1 dyoa)

El sistema T'(y") = 0 debe ser solucionado iterativamente, por ejemplo
usando el método SOR-Newton.
El método SOR-Newton es apto para resolver numéricamente el
sistema no lineal
fi(x)
Flx)=| : |,
fu(®)

F:R">B—R", Fe(C*B)",
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con la solucion exacta x* € B. El método es definido por la recursion

(o (R) i
k1) _ 0y fil@®™)
x; =x; waifi(:l:(k)vi)’ =1,...,n,
donde definimos
O o I R ) L PP R

Teorema 3.4. Existe una vecindad By de x*, By C B, tal que para
todo © € By el método SOR-Newton converge si

(a) 0 <w < 1y F'(x*) es estrictamente o irreduciblemente diagonal
dominante o

(b) 0 < w < 2y F'(x*) es simétrica y definida positiva o

(c) 0 <w< 1y F'(x*) es una M-matriz.

En nuestro caso, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.5. Sea f, > 0 y h tan pequeno que hM < 2. Entonces
para todo z € RN™! T'(z) es una matriz irreduciblemente diagonal
dominante.

Demostracion. Dado que |f,/| < M, tenemos
h . h i) 2 £(i)

y luego

h .
_fy(/)

5 =2<24+R2f0, i=2,...,N-2

h )
1+ 35

+[i-

Finalmente, tenemos

<2< 24+ KD je{l,N -1}

h )
ey |

Concluimos que T"(z) es diagonal dominante para todo z € RV=1 y la
diagonaldominancia es estricta en la primera y la ultima fila. Ademas,
las matriz es irreducible, lo que concluye la demostracién del teorema.
|

3.2.3. Convergencia del método para problemas lineales. Re-
cordamos que un método se llama del orden p, p > 0, si
Yl —y(x) = O(h*), h—0, x=a+ihc/la,b.

Por simplicidad, consideremos ahora el problema de valores de fron-
tera

-y +q@)y—g(z) =0, a<z<b yla)=a, yb) =75 (3.19)
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Suponiendo que la solucién satisface y € C*[a, b], tenemos (3.15) con
p(z) = 0, y para la computacién de los valores aproximados obtenemos
el sistema (3.17), en nuestro caso

A(h)y" = b(h)

con la siguiente matriz (donde ¢; = ¢q(z;))

(2 + h2qy -1 0 e 0 i
1 24 h2g —1 -
A(h) = 0 0 (3.20)
: . —1 2+ h%qn-s -1
0 e 0 -1 2+ thN_l_
y el vector
o+ g(zr)
h2g(2)
b(h) = : . (3.21)
h29($N72)

B+ h2g(xn_1)

Sean y(z;) los valores de la solucién exacta de (3.19) en z; = a + ih,
1=20,...,N, con

y(xo) = yla) = o, ylan) = y(b) = 5,
y(h) = (y(ar).... y(en) "
Entonces en virtud de (3.15) sabemos que
A(h)y(h) = b(h) + O(R*),

donde O(h*) denota un vector de R¥~!. Entonces, la cantidad

en:=y" — y(h)
satisface

e, = A(h)'O(RY). (3.22)

Las componentes de O(h*) son la cuarta derivada de la solucién exac-
ta y, evaluada en puntos intermedios y multiplicada por h*/12. La
cuarta derivada y(¥ (z) estd acotada con respecto a || -||o segtin hipdte-
sis. Entonces, existe una constante K tal que

lenllo < K[| A(R)7H| A"
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Obviamente, la dificultad es {cémo estimar ||A(h)"!||? Sean G =
(gij) v H = (h;j) dos matrices de R"*™, con
gij < hyj paratodol <i<nyl<j<m

En este situacién escribimos G < H. Si una matriz B tiene sélo ele-
mentos no negativos, entonces escribimos B > 0, donde “0” representa
la 0-matriz. Segin (3.20),

2 =1 0 0
-1 2 -1
A =A+hQ, A=y 0l.
~1 2 -1
|0 0 -1 2

Q = diag(q(z1), .- ., a(wn-1))-
Teorema 3.6. Sean q(z;) 2 0 parai=1,...,N — 1. Entonces
A < AT (3.23)

Demostracién. Dado que g(x;) > 0, las matrices A(h) y A son M-
matrices irreduciblemente diagonaldominantes y simétricas. Entonces

A(h)y'=0, A >0 (3.24)
Ahora podemos escribir A = D — L — U con
0 .- .. ... 0]
1 . :
D =diag(2,...,2), L= |g . --. |, U=L"
0 0 1 0]
Entonces
A(h)=D - L-U + h*Q,
y poniendo
D(h) == D + h*Q
obtenemos
A(h)=D(h) - L —-U.
Ademas,

D'A=1-DYL+U),
D(h)'A(h)=I—-D(h)""(L+U).
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Obviamente, D < D(h), D™ > D(h)™!, y entonces
~D ' < -D(h)™.
Usando (3.24), obtenemos
(A(h)y" D) (I - D)L + U))
D(h)) (I — D(h)" (L +U))
)"(I-D(h)" (L +U))

(
Dado que D(h) >0y D > 0, podemos concluir que como

A(h)=D(h)-L-U
es una M-matriz, también
D-D(h)'A(h) = D(I — D(h)"(L+U))

es una M-matriz, y por lo tanto
_ -1
(D(T-D1)(L+U)) >0
Dado que A es una M-matriz, concluimos que (3.23) es vélido. |

Teorema 3.7. Sea y* € Cla,b] y |[y@(z)] < M para z € [a,b].
Entonces existe una constante L > 0 tal que

lyl = y(a:)| < Li(N —i)h* = L(z; — a) (b — z;)h*.

Demostracién. Sea e = (1,...,1)T € RV~ y para u € R¥~! escribi-
mos

lu| = (Jur|, ..., Jun_1])T.
Entonces, debido a A™*(h) > 0, (3.22) y (3.23) implican que

ht Rt -1
len| = EMA(h)_le < EMA e. (3.25)

Hay que calcular Afle.

Ahora, los valores de la solucién aproximada coinciden con la so-
lucion exacta si la solucion es un polinomio del grado 2. La solucién
Unica de
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es

Yy = —%(x—a)(:z:—b). (3.26)

Dado que ¢(z) = 0, g(z) = 1, a = = 0, segun (3.20) y (3.21)

obtenemos en este caso A(h) = Ay b(h) = h%e. Entonces, con

R )

—_

tenemos
Ay = h%e, y" =124 'e=g(h). (3.27)
Usando (3.26), tenemos
1 1. :
yi = y(x:) = —5(% —xo)(r; —aN) = §hZ(N — ).
Con L = M /24 obtenemos de (3.25) y (3.27)
1 1
< SpAn ey — 2~
len] < 12h Mth(h) 2Lh*y(h),
es decir

|yl — y(z:)| < Li(N —i)h* = L(z; — a)(b — z;)h>.

3.3. Métodos de disparo

La solucion de un problema de valores de frontera puede ser redu-
cida a la solucién de un ntimero de problemas de valores iniciales. Esto
es la idea basica de los métodos de disparo simple y multiple. Vamos a
estudiar primero la situacién en el caso lineal.

3.3.1. Métodos de disparo para problemas lineales. Comenzan-
do con métodos de disparo simple, estudiamos primero el problema

Ly=y —A(x)y=g(z), a<z<b,
Ry = Byy(a) + Boy(b) = r.

Aqui A(z) es una matriz n X n cuyos elementos son funciones continuas
de = en [a,b], y las matrices By y Bj son constantes. Cualquier pro-
blema de valores de frontera de mayor orden lineal puede ser reducido
a este tipo.

El concepto del método de disparo es el siguiente. Para un vector
de pardmetros s = (s1,...,s,)T, calculamos la solucién z = z(x; s) del
problema

(3.28)

Lz=g, =z(a)=s; (3.29)
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luego tratamos de determinar las componentes de s de tal forma que z
también satisface las condiciones de frontera, es decir

Rz = B1z(a;s) + Byz(b;s) = r.

Eligiendo s de forma correcta, “disparamos” a las condiciones de fron-

Para el problema (3.28), el método de disparo consiste en los si-
guientes pasos.

1. Calcular 2°(z) de tal forma que

Lz =g, 2%a)=0. (3.30)

2. Calcular un sistema fundamental z*(z), i = 1,...,n, de solucio-

nes del problema homogéneo Lz = 0, con la condicién inicial
z'(a) = e;, donde e; es el i-ésimo vector unitario. Definiendo la
matriz

determinamos

z(z;8) = 2°(2) + Z(z)s = 2°(2) + Z s:2'(x). (3.31)

i=1
. Suponiendo que By + B2 Z(b) es no singular, calculamos s como
solucién del sistema lineal

(B1+ ByZ(b))s = (r — B22°(b)). (3.32)

Para el vector s que resulta de (3.32), la solucién z(x;s) de (3.31)
es la solucién z*(x) del problema de valores de frontera (3.28). Para
verificar eso, notamos primero que (3.31) es la solucién del problema
de valores iniciales (3.29), ya que

Lz=Lz2"+) sLz'=g+0=g,

i=1

z(a;s) = 2%a) + Z siz'(a) =0+ Z si€; = 8.
i=1 i=1

Luego, del requerimiento Rz = r obtenemos

r=R(:2"+ Zs)
= B (2(a) + Z(a)s) + B2 (2"(b) + Z(b)s)
= (Bl + BQZ(b))S + Bgzo(b),

lo que es precisamente (3.32).
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Efectivamente, hemos reducido la solucién del problema de valores
de frontera (3.28) a la solucién de n + 1 problemas de valores iniciales:
un problema de valores iniciales es (3.30); los n demds problemas son

Lz'=0, 2'(a)=e€; i=1,...,n, (3.33)
cuyas soluciones forman el sistema fundamental Z(z).
Ejemplo 3.1. Consideremos el problema de valores de frontera

' —y=2>-2, 0<uxz<l,
y(0) —y(1) =0,

y'(0) —y'(1) =1.
Este problema de valores de frontera es equivalente al problema para
un sistema de primer orden

, Jo1l. (o0

v -y = (),

es decir, en este caso tenemos

0 1
A:|:1 O:|, Blz—BQZI.

Un planteo polinomial entrega

() = (:g;) . donde 2(0) — (8) .

Los valores propios de A son Ay = 1 y Ay = —1, con los vectores propios
correspondientes (1,1)Y y (1, —1)T. Entonces, la solucion general del
sistema y' — Ay =0 es

. Cle”" + Cge_x
y= C’le” — Cge_$ ’
Para obtener el sistema fundamental, es decir los vectores z
exigImos que
Ci1+C 1
N A% 12\ _
=)= (OH - 012) —e= (0) ’
Ca + C: 0
20y _ [ C21 22 _ )
=0 = (021 - 022) €= (1) ’

lo que entrega Chy = Cha = 5 y Coy = —Cop = 3,

zl(:v)—l e +e®\ [coshzx
9 \e* —e*)  \senhz/’

1 2
y =z,

entonces
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2(z) = I fe" —e™\  (senhx
9 \e*+e*)  \coshz /"’
Luego calculamos

Z(z) = [coshx senh x

senhz cosh 3:] , detZ(z) =1,

—senh1l 1 —-coshl

Entonces, para o :== cosh 1 y f := senh 1 tenemos que resolver el siste-
ma (3.32), es decir

B, + ByZ(1) = |:1—COSh1 —senh 1 }

(1 —a)sy — fBsg = —1,
—Bs1+ (1 — a)sy = —1,
con la solucion
* * a — B + 1
5] = 85 = o5 =:7v = 0,58198.

Entonces, la solucion deseada del problema de valores de frontera es

v wypn [ —2*+~(coshx + senh )
z(r;8%) = 2"(z) = (_2$ + ~v(senh z + cosh z)

Esta solucion también satisface las condiciones de frontera
2*(0) — z*(1) = (0,1)T.

3.3.2. Método de disparo numérico para problemas lineales.
En general, los n + 1 problemas de valores iniciales no pueden ser re-
sueltos exactamente; hay que utilizar métodos numéricos. Se sugiere el
siguiente procedimiento. Usando un método de paso simple (o de paso
miultiple), se determinan soluciones aproximadas, es decir, vectores
h,i hyi hi\T c -
z;" = (z17j,...,zn7j) , 7=0,...,N, 1=0,...,n
con los valores iniciales

I’L,O_ . hvi_ S
zg =0; zy =e€;, t=1,...,n.

Aqui los vectores z?’o son los valores aproximados de la solucién de
(3.30), evaluada en los puntos de malla z;, j = 0,..., N, y los vectores
z?’z, t = 1,...,n, corresponden a los problemas de valores iniciales
homogéneos (3.33). Como en el paso 2 mencionado arriba, formamos
en cada punto de malla z; las matrices

Zl =20 o 2, j=0,...N,
es decir, las matrices cuyas columnas son los vectores z;“ El algoritmo

que resulta de estas consideraciones es el siguiente.
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1. Usando el método de paso simple o de pasos multiples, determi-

namos los vectores z?’o, donce zg,o =0paraj=0,...,]N.

2. Para zg’z = e; se calculan (mediante el método de paso simple o
de pasos multiples) los vectores z;”, 1=1,...,n,5=1,...,N.
Ponemos

n
z? = z?’o + Z?sh = z?’o + Z sfz;” (3.34)
i=1

3. 51 B, + BZ }zlv es regular, resolvemos el sistema

(By + By Z%)s"* =1 — By2"'. (3.35)
Para el vector s"* que resulta de (3.35), (3.34) es, en los puntos
de malla xg, ..., zy, una solucién aproximada z?’* de la solucion

exacta z*(x;) del problema de valores de frontera (3.28).

Efectivamente, la funcién de malla determinada asi satisface las
condiciones de frontera

Blzg’* + BQZ};\}* =7
en virtud de
r =B, (zg’o + ngh) + B, (z}]l\;o + Z?Vsh),

y dado que z{® = 0y Z" = I, tambien tenemos (3.35). Si el método
de paso simple o de pasos multiples es del orden p, tenemos que

2 () — 2" =O(h?), j=0,...,N;

entonces el esquema es del mismo orden.
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Ejemplo 3.2. Seguimos considerando el problema introducido en el
Ejemplo 3.1. Usando el método de Euler explicito (p = 1), obtenemos
los siguientes valores numéricos para h = 0,125 (N = 8).

1. Usando

0 1
Zi =217 40,125 {1 0] 20
0 ,
+0,125 ((0,1257')2 B 2> . J=0,....7,

h,0
zy =0

obtenemos los valores de las primeras dos filas del Cuadro 3.1.
2. Luego calculamos

20 =204 0,125 [0 1} 2 =12

Jjt+1 10
n1 (1 n2 (0
2y = 0/’ Zy = 1/
Sizlt = (z?;, ngli) , esto implica que z" (zg;, 2 k) La ter-
cera y la cuarta ﬁla del Cuadro 8.1 muestran los valores numéri-

CoS.
3. Hay que resolver el sistema de ecuactones lineales

(B1 + Bng‘) sh* =p — Bgzg’o,

es decir

I 1,45471 1,11110 (0 n —0,82494
1,11110 145471 32 1 —1,92302 ) -
El resultado es 31 = 0,63288, sg* = 0,48345. Las soluciones
(3.31) son

Z}-L’* _ + Sllz*zh 1 + ng* ?27 zgl — Sh,* _ (8722322) )

Las dos ultimas filas del Cuadro 3.1 muestran los valores numéri-
cos. Vemos que la condicion de borde en x = 1 es satisfecha
aproximadamente ya que

zh,* _ zh,* - 0
o % =\ 1,00018)"
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3.3.3. Métodos de disparo para problemas de valores de fron-
tera no lineales. El método de disparo ya discutido de la reducciéon
de un problema de valores de frontera a la soluciéon de n 4+ 1 proble-
mas de valores iniciales es simple por dos motivos. Por un lado, para
un problema lineal la existencia de la solucién del problema de valores
iniciales
Yy —Alx)y =g(z), yla)=s

para todo s € R" y x € [a, ] estd asegurada siempre que A € Cla, b].
Por otro lado, existe un sistema fundamental Z(z) que describe la
solucién general del problema de valores iniciales homogéneo. Ambas
propiedades no son validas para un problema de valores de frontera no

lineal. Vamos a describir simplemente el método de disparo que puede
ser aplicado en el caso no lineal. El problema esta dado por

y' = F(r,y), R(yla),y()) =0,
F:la,b)xR"—-R" R:R"xR"—R"
El problema de valores iniciales asociado es

y =F(z,y), yla)=s. (3.36)

Se supone que la solucién de (3.36) existe en el intervalo [a, b] comple-
to; si F' depende de forma diferenciable de y, esa solucion existe en un
intervalo suficientemente pequeno [a,a + J]. En lo siguiente, se supo-
ne que la funcién F' es diferenciable. Entonces, la solucién de (3.36)
también es una funcién de s, y depende de forma diferenciable de s:

y =y(z;s).

La ecuacién se escribe entonces como

y'(r;8) = F(r,y(r:9); yla;s) =s.

Ahora tenemos que resolver el sistema no lineal
R(y(a;s),y(b;s)) = R(s,y(b;s)) =0

con respecto a s, donde y(b; s) es la solucién de (3.36) evaluada en
x = b. En general, este sistema no lineal puede ser resuelto solamente
por el método de Newton-Raphson o alguna de sus variantes. Para
discutir eso, definimos

G(s) :== R(s;y(b; s)).

Ahora tenemos que determinar la matriz V,G(s) para poder ejecutar
el método de Newton-Raphson. Tedéricamente podemos calcular esa
matriz a través de un problema de valores iniciales. Sin embargo, es
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més simple (y el método preferido en las aplicaciones) aproximar la
matriz por diferencias finitas, por ejemplo

V.G(s) ~ % [G(s +re) — G(s) - Gls+7e,)— Gls)].

Para calcular G(s) y la aproximacién para VsG(s) se deben resolver
n-+1 problemas de valores iniciales (3.36) con los valores iniciales s, s+
T€1,..., 8+ T€y.

Un paso con el método de Newton-Raphson (amortiguado) entrega
un valor mejorado de s con el cual se repite el procedimiento, etc. En
la mayoria de las aplicaciones, no se conoce un valor inicial s muy
bueno para buscar s* con G(s*) = 0. Ademds, aparece el problema de
que para algtin valor de k, y(x;s®) puede no existir en el intervalo
completo [a, b], pero sélo en un sub-intervalo.

Ejemplo 3.3. Consideremos el problema
V') =0, y(0)=1, y(1)=-4

con la solucion exacta y(z) =In(s*z+1)+1, s*=e> -1,y
S*
/ —
yiz) = s*x 4+ 1’

entonces, y'(0) = s*. El problema de valores iniciales
V') =0, y0)=1 y(0)=s
tiene la solucion
y(z;s) =14 In(sz + 1),
entonces
y(1;—0,99) = —3,6052,
y(1;s* = —0,993262053. .. ) = —4,
y(1; —0,999) = —5,9078,

mientras que para s < —1, la solucion del problema de valores iniciales
existe solamente en en intervalo [0, —1/s].

3.3.4. Métodos de disparos multiples. Como para cada x; € [a, b],
la solucién del problema de valores iniciales

Yy =F(r,y), y(x)=-¢
existe en un intervalo x; — §; < * < x; + 9;, podemos tratar de evi-

tar el problema de no existencia de una solucién global mediante la
subdivisiéon en problemas parciales. Para una particion

Aa=Tg< T <Xy < - <xy=>
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y valores iniciales apropiados s° € R" en las posiciones x; se definen
soluciones parciales y; (7; s') a través de

y/[z'](x; s') = F(z,y[i](x; si)), v, << Tigy,

j P (3.37)
Yy (zi,8') =s', i=0,....,m—1,

donde

Yo (a;8°) = y(a).
Las soluciones parciales de (3.37) forman una funcién continua si
Y (i s’) =8 i=0,...,m—1, (3.38)
donde
s™ =y(b),

y la solucién asi compuesta es una solucién del problema de valores de
frontera si

R(s°,s™) = 0. (3.39)

En total, tenemos m + 1 ecuaciones de n componentes para las m + 1
desconocidas de n componentes s°, ..., s™, cuya solucién simultdnea
entrega la solucién del problema de valores de frontera. El sistema no
lineal definido por (3.38) y (3.39) se resuelve por el método de Newton-
Raphson amortiguado. Este procedimiento se llama método de disparos

maultiples.
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Capitulo 4

Problemas de valores de frontera para ecuaciones
diferenciales parciales elipticas

4.1. Clasificacion

Una ecuacién diferencial parcial de segundo orden en n variables
independientes 1, ..., x, para una funcién buscada u = u(zy,...,x,)
es la ecuacién

F(ml, ey Ty Uy Uy s e ooy Ugy s Ugy g s Uy - - - ,u%xn) =0, n=2

Las ecuaciones de segundo orden que aparecen en las aplicaciones casi
siempre son cuasi-lineales, semi-lineales o lineales y pueden ser repre-
sentadas en la forma

Lu = Z Aijgig,e, = f. (4.1)

i k=1
Definicién 4.1. Una ecuacion diferencial parcial de la forma (4.1) se
llama

» cuasi-lineal, si por lo menos uno de los coeficientes A;. es una
funcion de por lo menos una de las variables u,ug,, ..., Uy, ,

» semi-lineal, si las funciones coeficientes Ay, son a lo mds funcio-
nes de xi,...,T,, pero f depende de forma no lineal de por lo
menos una de las variables u, uy,, ..., Uy, ,

» lineal, si las funciones coeficientes Ay, son a lo mds funciones de

Tiyeee3Tn, Y
f:ZAiuxi+Au+B,
i=1

donde Aq,...,A,, Ay B pueden ser funciones de las variables
independientes xq, ..., Ty,.

Para la clasificacion segun tipo, definimos la forma cuadratica
n
Q= Z AirpiDi (4.2)
ik=1

75
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con las variables py, ..., p,. Definiendo la matriz A := (A;) y el vector
p:= (p1,...,pn)T, podemos escribir (4.2) como
Q=p"Ap.

Se supone que A es simétrica; si no lo es, reemplazamos A por

i %(A + A7),
Supongamos que en un dominio B C R" existe una solucién u(x) =
u(xy,...,x,). En el caso cuasi-lineal, se supone que la solucién estd
insertada en los A;, entonces en cada caso A depende sélo de x =
(x1,...,2,)T. Debido a la simetria de A, existe una matriz ortonormal
T tal que

TTAT = B,

donde B = diag(By, ..., B,),y B, ..., B, son los valores propios de A.
Definiendo g = T p, tenemos

Q=p"Ap=q"'Bq=) B
=1

Se llama indice inercial T al nimero de los B; negativos y defecto § al
nimero de los B; = 0 de la forma cuadratica Q).

Definicién 4.2. En x € B C R", la ecuacion diferencial parcial (4.1)
se llama

= hiperbdlica, si alli 6 =0yr=107=n—1,

= parabdlica, si alli 6 > 0,

» eliptica, st allid=0yT7=00T1T=n,9

» ultrahiperbdlica, si allid =0 y 1 <7 <n—1 (obviamente, esto
puede ocurrir sélo sin > 4).

La clasificacion es del tipo geométrico para ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden, dado que

n
ZB@? =c, ¢>0
i=1

es un hiperboloide, un paraboloide o un elipsoide en los respectivos
casos (a), (b) y (c¢) de la Definicién 4.2. Por otro lado, la clasificacién
puede ser realizada solo en un punto x, y entonces es de naturaleza
local. Si todos los coeficientes A;, son constantes, la clasificacién es
global. De hecho, el tipo de una ecuacion cuasi-lineal no sélo depende
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de & € B C R", sino que también del valor de la solucion. Por ejemplo,
la ecuacion

Up g + UWlgyz, = 0

es hiperbdlica, parabdlica o eliptica en un punto * = (x1,z5) depen-
diendo de si u(x) < 0, u(x) = 0 o u(x) > 0 en este punto.

En lo siguiente, nos restringimos al caso n = 2, y ponemos = = x;
e y = x9. Consideramos la ecuacion

Lu = augy + 2bugy, + cuyy = f, (4.3)
es decir, consideramos la matriz
a b
A=l

cuyos valores propios son

1
ALQ = @ —Qi_ ¢ + 5\/(@‘{— 0)2 — 4(@0— b2)
Obviamente,
Sgn A = —sgn Ay siac—b* <0,
AM=a+c, =0 siac—b* =0,
sgn Ap = sgn Ay si ac — b* > 0.
Lema 4.1. En un punto (z,y) € R? fijo, la ecuacién diferencial parcial
hiperbaolico ac—b* <0
(4.3) es del tipo { parabdlico p si en este punto, § ac—b* =0
eliptico ac—b* >0

El tipo de las condiciones de borde adecuadas para (4.3) depende
intrinsicamente del tipo de la ecuacién.

4.2. Problemas de valores de frontera para ecuaciones
elipticas

Para ecuaciones hiperbdlicas, los problemas de valores iniciales, y
para ecuaciones parabdlicas, los problemas de valores iniciales y de fron-
tera son bien puestos en general. (También hay situaciones donde los
problemas “vice versa” son bien puestos.) Para las ecuaciones elipticas,
los problemas de valores de frontera en general son bien puestos.

Se considera un dominio G C R? abierto y acotado, cuya frontera

)
0G es una curva diferenciable, es decir, existe el vector normal v. Si «
) ) )
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By~ son funciones continuas dadas sobre G, podemos identificar los si-
guientes problemas de valores de frontera, que son los mas importantes:
el primer problema de valores de frontera

Lu=f para(z,y) € G,
u(z,y) =v(z,y) para (z,y) € 0G,
el segundo problema de valores de frontera
Lu=f para(z,y) € G,

ou
a—y(w,y) =(z,y) para (z,y) € 0G,

y el tercer problema de valores de frontera

Lu=f para(x,y) €G,

oz, y)u(r,y) — 5(90,?;)2—3(33, y) =7(z,y) para (v,y) € 0G,

donde definimos
% =v 8_u + v @ siv= ("
ov lor ' oy S\

En lo siguiente, siempre se supone que existe una solucion del problema
de valores de frontera considerado.

4.3. Problemas de valores de frontera y problemas
variacionales
Consideremos la ecuacion
Lu = —QA11Ugy — 2@12uzy — A22Uyy — AUz — A2Uy + au = f,

donde ag, a;, a y f (i,k = 1,2) son funciones de (z,y). Si a; € C*(G)
v a; € CHG), i,k = 1,2, el operador
L'u = —(a11u)ze — 2(a12u)zy — (agou)y, + (au), + (a2u), + au

se llama operador adjunto de L. Si L*u = Lu para toda funcion u €
C?(@), el operador L s llama autoadjunto sobre G; en este caso, la
ecuacion diferencial Lu = f se llama ecuacion diferencial autoadjunta.
Facilmente podemos concluir que un operador autoadjunto siempre es
de la forma

Lu = —(a11uz)z — (@12uz)y — (a12uy)z — (a2uy), + au. (4.4)

En particular, para a;1 = ass = 1y a12 = a = 0 obtenemos el operador
de Laplace

Lu = —Aou = —Uzy — Uyy.



4.3. PVFS Y PROBLEMAS VARIACIONALES 79

Como para las ecuaciones diferenciales ordinarias, existe una conexion
entre los problemas de valores de frontera para ecuaciones autoadjuntas
y problemas variacionales. Para explicar eso, consideremos el problema

Lu=f enG, u=0 endG, (4.5)

donde L es el operador autoadjunto (4.4). El dominio de L es el con-
junto de todas las funciones definidas sobre G = G U 9G y dos veces
continuamente diferenciables sobre G que desaparecen sobre 0G, es
decir, este dominio es

D:={ve C%G)NC*G)|v=0en dG}.

Asi, el problema (4.5) puede ser escrito de la siguiente forma: se busca
una solucién de

Lv=f, wveD. (4.6)

Luego, sea L?(@G) el espacio de las funciones cuadraticamente integra-
bles sobre GG, para el cual definimos el producto escalar

(v,w) := /Gv(x,y)w(a:,y) drdy, v,we L*G),

y la norma asociada

[ollz = (v,0)"2.

Respecto a la ecuacién Lu = f, se supone que

ai, € CH@G), i,k=1,2, a,fcC'@), a(z,y)=0, (z,y)cq,

2
> a(z,y)i > aZ@, (z,y) € G, &,6€ER,

ik=1

(4.7)

donde o > 0 es independiente de & y &. Se sabe que bajo las hipétesis
(47),

Yo,weD: (v,Lw)=(Lv,w), (Lv,v)>0 (v#D0).

Teorema 4.1. La funcion u € D es una solucion del problema de
valores de frontera (4.6) con el operador eliptico autoadjunto L si y
sdlo si bajo las hipdtesis (4.7) y definiendo

Iv| == (v, Lv) — 2(v, f),
tenemos

Iu] = min Iv].

veD
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Segin este teorema, podemos resolver el problema (4.5), (4.6) re-
solviendo el problema variacional

(v, Lv) — 2(v, f)
— / (a11v2 + 2a120,0y + axv, + av’ — 2vf) dz dy (4.8)
e

! ;
— min, v € D.

Obviamente, no podemos resolver el problema variacional en forma
exacta, sino que solamente en forma aproximada. Observamos que la
integral en (4.8) no es definida solamente para funciones v, w € D, sino
que para una clase de funciones mayor.

Definicién 4.3. Una funcién v pertenece al espacio V(G) si v €

C%@G), v es diferenciable por trozos con respecto a x e y sobre G, y
vz, vy € LA(G), es decir,

v = (/c () + (alr ) + (v, )) ) dy> )

< 00.

Se confirma facilmente que || - ||y(q) efectivamente es una norma.
Ahora definimos

D :={v e V(G) | v=0sobre G},

y para v,w € D la forma bilineal simétrica
[v,w] == 110, Wy + a19(vpwy, + vyw,) + agv,w, + avw) dz dy.
. y T Uy y Wy

Obviamente, D C D y [v,w] = (Lv,w) para v,w € D.

Teorema 4.2. Sea u € D la solucion del problema de valores de fron-
tera (4.6). Entonces

Yoe D:  Iu] < Iy,
donde
I[v] = [v,v] —2(v, f) parav e D.
4.4. Métodos de diferencias
Consideremos ahora el problema modelo
—AU = Uy — Uy, = f(2,y), (2,y) € G:=(0,1)
u(z,y) =0, (z,y) € G,

donde se supone que f € C°(G). Sobre el cuadrado G' = G U G se
define una malla con Az = Ay = h, donde G}, denota la totalidad de

(4.9)
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los puntos interiores y G}, la de los puntos de frontera. Se supone que
u = u(r,y) es una solucién de la ecuacién diferencial en (4.9), la cual
no necesariamente debe desaparecer en G, y sea u € C*(G). En este
caso,

u(zivr, yr) — 2u(zi, ye) + (i1, yr)

umc(xuyk) = h2 + Eik(h>7
(4.10)
u(x;, — 2u(xz;, + ul(x;, Yp_
U’yy(xi’yk) = ( yk+1) <h2 yk) ( yk 1) + nzk(h')v
donde
h? 9*u
ei(h) = E@(“ +O1h, ), —1 <9 <1
12 Oty (4.11)

Insertando (4.10) y (4.11) en (4.9), obtenemos

(—Agu) (@i, yx) — f(2i y)
= %(%(% yk) — w1, ) — w(Tin, Yp) — (s, Ye1) — (T, Yryr))
— f(zisyk) — €in(h) — mir(h)
= 0.
(4.12)

Despreciando el término e;,(h) + nix(h) = O(h?), obtenemos el sistema
lineal

1
h h h h h h
— (Lpu")y, = ?(4"% T Uig e T Uik T Uik—1 T ui,k+1) = f(xi, ),
i,k=1,...,N, — 1.
(4.13)
Aqui ul, son valores de la funcién de malla u”, la cual podemos repre-
sentar como un vector con las componentes uf, i,k = 1,..., N, — 1.

Se presenta el problema de la enumeracién apropiada de los u? . Por
motivos que se excplicaran mas abajo, definimos

h._ (,h ,h h h h h T
u - (Ull, u21’ LY 7UZ_1717 Ul_2’2, o .. ’u17l_1, oo . ,uNh_17Nh_1) 9

es decir, después de ul; siguen sucesivamente los ul con i + k =

3,4,...,2Ny, — 2, donde dentro del bloque con 7 + k£ = [ el ordena-
miento es

h h h _
ul_171,ul_2727...,/U/l’l_l, l—3,47,2Nh_2
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Después de multiplicar con h?, el sistema (4.13) asume la forma
A(h)u" = b(h). (4.14)

Teorema 4.3. La matriz A(h) es una M-matriz irreduciblemente dia-
gonaldominante y simétrica, y A(h) es una matriz tridiagonal por blo-
ques de la forma

D, H,

H, D, H,

A(h) = STV

Hs—2 Ds—l Hs—l
Hs—l Ds

donde los D; son matrices diagonales (de diferentes tamanos) de la
forma

ademds,

f((Ny = 1)h, (N, — 1)h)

Como A(h) es definida positiva, el sistema (4.14) puede ser resuel-
to usando el método SOR con 0 < w < 2. Dado que ademds A(h)
es ordenada consistentemente, existe un parametro éptimo de relaja-
cion wepy que asegura la velocidad de convergencia éptima del método
SOR. Con nuestra enumeracién de las componentes de u” hemos en-
tonces asegurado que la matriz es ordenada consistentemente y admite
la existencia de wqpe. En la mayorfa de casos, el sistema (4.14) es es-
parso, pero de gran tamano. Por otro lado, se puede demostrar que el
nimero de condicién es

cond,(A(h)) = AR |2/ A(h) " 2 = O(h™?) = O(N}),
es decir, el sistema es mal acondicionado para h — 0.
4.5. Convergencia del método de diferencias
Sea u = u(x,y) la solucién del problema (4.9), y
u(h) = (u(h, h),w(2h, h),u(h,2h), ..., u((Ny, — 1)h, (N, — 1)h))T,
donde respetamos la enumeraciéon ya establecida, y el vector de errores

e = u" —u(h).
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Usando (4.12) y
eix(h) + (k) = O(R?), i,k=1,...,N,—1,
tenemos (andlogamente a (4.14))
A(h)u(h) = b(h) + R*O(h?), (4.15)

lo que representa el sistema (4.12) multiplicado por h%. Restando (4.15)
de (4.14) obtenemos

A(h)e" = h2O(h?),
e" = h2A(h)'O(h?). (4.16)

Aqui, O(h?) es un vector de (Nj, —1)? componentes, cada una acotada
por C'h?. Supongamos que

|AR) ., < Kh™? (4.17)
con una constante K independiente de h. En este caso, (4.16) implicaria
"o < Ch*K = MAB?
con una constante M independiente de h. Para h — 0, tendriamos

‘ufk — u(zi,y)| = |ufk —u(ih,kh)| < MP?, i k=1,...,N,—1,

donde la constante M es independiente de h, y el método seria de
segundo orden. La propiedad (4.17) efectivamente se cumple (literatura
especializada).

Teorema 4.4. Supongamos que el problema de valores de frontera (4.9)
posee una solucién u € CHG). Entonces el método de diferencias finitas
dado por (4.13) es convergente del orden 2, es decir para h — 0 tenemos

u?k —u(x;, y) = (’)(hz), i,k=1,...,N, — 1.

4.6. Dominios con frontera curvada

Ahora consideramos el caso donde G es un dominio abierto, acota-
do y convexo, con una frontera continua dG. Sobre G podemos definir
una malla rectangular con Ax y Ay como largo de los lados de cada
rectangulo. Por simplicidad, usaremos una malla cuadratica Gj, con
Ax = Ay = h. Ahora los puntos del borde de la malla, 0G},, no van
en general pertenecer a dG. Entonces tenemos que construir el conjun-
to de los puntos 0G},, que forman el borde numérico. Para tal efecto,
denominamos como estrella o molécula el siguiente arreglo de puntos:
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(@i, Yrt1)
'
(xiv yk:)

[ 4 . J
(95@'71, yk) ($¢+1, yk)
[

(x'b yk—l)

El conjunto de todos los puntos de la malla que son puntos centrales de
estrellas que enteramente pertenecen a G son la malla Gj,. El conjunto
0G)}, de los puntos de borde esta formado por todos los puntos de la
malla que pertenecen a estrellas completamente contenidas en G, pero
que no son puntos centrales de tales estrellas.

Ahora podemos resolver numéricamente el problema (4.9) con el
mismo método numérico usado anteriormente, donde exigimos que

u, =0 vpara (z,,y,) € 0G.

Obviamente, estos valores de frontera causan un error si (z,,ys) & 0G.
Podemos ver facilmente que estos errores son proporcionales a h, es
decir, los valores exactos de borde en los puntos de dG}, son del orden
de magnitud O(h).

Podemos construir valores de frontera mas exactos por interpolacién
lineal, ver Figura 4.1. Consideremos los puntos co-lineales (z;_1,yx) €
Gh, (zi,yx) € 0GL y (z,yx) € OG para v > ;. Conx —x; =1 < hy
usando u(z, yx) = 0 obtenemos, usando interpolacién lineal,

)
w(zi yn) — g ul@ion ge) = s ul ) + O(h*) = O(h?). (4.18)
Despreciando el término O(h?), obtenemos la ecuacién aproximada
)
U?k — h——l—(su?_l’k = O, (331‘, yk) € 8Gh

Ahora, el borde G no necesariamente debe ser localizado como en la
Figura 4.1. Pero vemos facilmente que la interpolacion siempre entrega
una de las ecuaciones aproximadas

0 0

h 2 h h ik h

Ugp — U, =0, up— ———1y, =0,

ik h+ 5zk it1k k h+5zk Jkt1 (419)
(xia yk); (xiila yk)> (xi7 ykil) € Gh7



4.6. DOMINIOS CON FRONTERA CURVADA 85

F1GURA 4.1. Derivacién de valores de borde por interpolacion.

donde d0;z € (0,h) es la distancia del punto (z;,yx) € 9G) de aquel
punto de OG que estd situado sobre la recta que pasa por (x;,yg) ¥y
(Tix1, Yxk) O (T4, yk) v (i, Yp+1), respectivamente.

En (4.19), ambas cantidades wf}, y uly, ,, ul,., son desconocidas,
es decir, para cada punto de 9Gj, obtenemos una ecuaciéon adicional.
Si G, v 0G), contienen exactamente M, y M, puntos respectivamen-
te, tenemos que resolver ahora un sistema de M), + M, ecuaciones. El
esfuerzo adicional nos asegura valores numéricos de frontera de mayor
precisién; debido a (4.18) su error es proporcional a h?. Si agregamos
(4.19), la matriz del sistema de ecuaciones lineales que resulta en ge-
neral ya no es simétrica, pero se puede demostrar que todavia es una
M-matriz.

Ejemplo 4.1. Consideremos el dominio G dibujado en la Figura 4.2.
Para cada punto (z;,y,) € Gy, (puntos marcados por e) usamos la ecua-
cion (4.13) (después de la multiplicacién con h?), y para cada punto
(2, yx) € OGy, (puntos marcados por o), usamos una version de (4.19).
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Y
Y4
G
Y3 @
Y2 @ @
n
T sc
i
X ) X3 Ty

FicuraA 4.2. Ejemplo 4.1: Dominio G y puntos de malla
en Gy, (o) y en G}, (o).

Entonces, la discretizacion entrega aqui la matriz A(h) y el vector co-
rrespondiente u” dados por

1 0 0 =% 0 0 0 0 0 ©0
0 1 0 7% 0 0 0 0 0 0
0 0 1 =0 0 0 0 0
-1 -1 0 4 -1 -1.0 0 0 0
o 0 -1 -1 4 0 -1 -1 0 0
AW=149 0 o 0 1 0 0 0 0]
00 0 0 & 0 1 0 0
o 0 0o o0 -1 -1 0 4 -1 -1
00 0 0 0 0 0 & 1 0
[0 0 0 0 0 0 0 72 0 1
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U]§1
“}112
u§1
U§L2
h ng
ug:%
“22
ug:a
uff:a
“§4

Como 0 < i, < h, la matriz A(h) es una L-matriz debilmente diago-

naldominante con dominancia diagonal fuerte, por ejemplo, en la fila 1.
La matriz es irreducible y por lo tanto, una M-matriz.
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Capitulo 5

Problemas de valores iniciales y de frontera para
EDPs hiperbdlicas y parabdlicas

Este capitulo trata de la solucién numérica de aquellos tipos de
ecuaciones de derivadas parciales de segundo orden que normalmente
describen procesos que dependen del tiempo: las ecuaciones hiperbdli-
cas describen procesos de radiacién (por ejemplo, la propagacién de
ondas), mientras que las ecuaciones parabdlicas describen procesos de
difusién (por ejemplo, la conduccién del calor). Antes de discutir méto-
dos numéricos para estos tipos de ecuaciones vamos a introducir el con-
cepto importante de las caracteristicas. Sin embargo, en lo siguiente nos
limitaremos a sistemas de dos ecuaciones escalares de primer orden y
a ecuaciones escalares de segundo orden, y a ecuaciones con solamente
dos variables independientes.

5.1. Teoria de las caracteristicas

5.1.1. Ecuaciones cuasi-lineales escalares de segundo orden.
Sea G C R? un dominio y u(z,y) : R*> D G — R una solucién de la
siguiente ecuacion cuasi-lineal definida en G:

Uy + by + cuyy = f, (5.1)

donde a,b,c, f : G x R® — R son funciones suficientemente suaves de
x,y, u'y Vu. Ademés, se supone que a # 0 en G x R3. Sea I' C G una
curva suave, por ejemplo representada por una parametrizacién

(z(0),y(0)) : RD[0,1] T C G C R

Sin restriccién esencial supondremos que siempre dz(o)/do # 0, es
decir, en ningin punto I' posee una tangente vertical, asi que estan
bien definidos los conceptos de los puntos “arriba” y “debajo” de T'.

Para un punto arbitrario P € I' nos preguntamos si el comporta-
mento de la solucién de (5.1) en una vecindad de P arriba de T' (o
tambien debajo de I') estd unicamente definido por el conocimiento de
la solucion y de sus primeras derivadas en una vecindad de P a lo largo
de T". En otras palabras, jse pueden determinar las segundas derivadas
Ugg, Uzy Y Uyy €0 P € T" en forma tnica si conocemos u, u, y u, en
Pel?

89
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Formando para las funciones u, y wu, las derivadas tangenciales
d(uy) v d(uy) en P € T, es decir, las derivadas en la direccién de la
curva I', obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales:

d(uy) = gy dz + uyy dy,

5.2
d(uy) = gy do + 1y, dy. (5:2)
Combinando (5.1) y (5.2) obtenemos el sistema de ecuaciones
a b ¢ Uy f
de dy 0 Ugy | = | d(ug) |- (5.3)
0 dz dy| \uy d(uy)

Claramente, la pregunta formulada aqui debe ser contestada por “no”
si y sélo si el sistema (5.3) no posee una solucién unica. Esto sucede si
y s6lo si el determinante de la matriz en (5.3) desaparece, es decir, si

dy\* d
a2 ——y+c:O, cona#0en P, dx#0. (5.4)
dx dx

La ecuacion (5.4) se llama ecuacion caracteristica de (5.1) y es una
ecuacion cuadratica en dy/dz(P). Las soluciones de (5.4) se llaman di-
recciones caracteristicas de (5.1) en el punto P. Podemos definir ahora:

Definicién 5.1. En el punto P € G, la ecuacion diferencial (5.1) se
llama

a) eliptica, si (5.4) no posee soluciones reales, es decir, sib?—4ac <
0,

b) hiperbdlica, si (5.4) posee dos soluciones reales, es decir, si b* —
4ac > 0,

b) parabdlica, si (5.4) posee exactamente una solucion real, es decir,
si b? — 4ac = 0.

5.1.2. Sistemas cuasi-lineales de primer orden. En lo siguiente,
consideraremos en G C R? un sistema cuasi-lineal de primer orden
(a102 — a2Cq # O)

a1 Uy + bluy + v, + dlvy = fl,

5.5
Uy + bQU/y + cou; + dQUy = f27 ( )

donde los coeficientes a;, b;, ¢; y d; (i = 1,2) son funciones de z, v,
u y v. Se supone que los valores u, v de la solucién estan dados sobre
' C G. Fijamos un punto P € I' y preguntamos si las primeras de-
rivadas ug, uy, v; y vy pueden ser determinadas en forma unica en el
punto P. Formando las derivadas de u y v en P € I' en la direccién
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de T" obtenemos
du = u, dz + u, dy,
’ Y (5.6)
dv = v, dz + v, dy.

Combinando (5.5) y (5.6) obtenemos el sistema lineal

ap by o 4 Uy S

as by ca do Uy | _ fa

de dy 0 O Vg du |’
0 0 dz dy| \v, dv

cuyo determinante desaparece si y solo si las primeras derivadas de la
soluciéon no son unicamente determinadas en P. Esto entrega la ecua-
cion

d dy

2
(alcg — CLQCI) (d_i> - (a1d2 - a2d1 + blcz B bQCl)@ (57)

+ bldg - b2d1 =0 con a1Cy — A9C1 7£ 0.

La ecuacion (5.7) es la ecuacion caracteristica asociada al sistema (5.6),
y sus soluciones son las direcciones caracteristicas en el punto P. El
discriminante de (5.7) es

D(P) = (CleQ — CLle + b1C2 — b201)2 — 4(Q1C2 — CL2C1)<b1d2 — bgdl).
(5.8)

Definicién 5.2. En el punto P € G el sistema (5.5) se llama

a) eliptico st D(P) < 0, es decir, en P no eziste ninguna direccion
caracteristica (real),

b) hiperbdlico si D(P) > 0, es decir, en P existen dos direcciones
caracteristicas diferentes,

b) parabdlico si D(P) = 0, es decir, en P existe exactamente una
direccion caracteristica.

Si transformamos una ecuacién
AZgy + b2y + 2y = f
a un sistema de primer orden del tipo (5.5) mediante la transformacién
U= 2y, U= 7y,

por supuesto las Definiciones 5.1 y 5.2 deben ser equivalentes. Pero es
facil verificar que efectivamente son equivalentes: las ecuaciones carac-
teristicas (5.4) y (5.7) son idénticas, y por lo tanto el sistema posee las
mismas direcciones caracteristicas que la ecuacién diferencial escalar
de segundo orden.
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Mencionamos que las mismas consideraciones pueden ser aplicadas
a ecuaciones escalares de primer orden del tipo

auy +buy, = f, a#0. (5.9)
Derivando en P € T" a lo largo de I" obtenemos
du = u, dor + u, dy, (5.10)
y combinando (5.9) y (5.10) llegamos a la ecuacién caracteristica
dy b

dr a’
es decir, la ecuacion diferencial posee en cada punto sélo una direccién
caracteristica, lo es el resultado esperado ya que las ecuaciones del tipo

(5.9) describen fenémenos de conveccion.

5.1.3. Caracteristicas de ecuaciones hiperbdlicas. Queremos de-
dicarnos ahora al caso hiperbdlico, es decir al caso en el cual en cada
punto del dominio de definicion existen dos direcciones caracteristicas
diferentes. Si los coeficientes en (5.1) y (5.5) son continuos, entonces la
solucién de las ecuaciones caracteristicas (5.4) y (5.7), respectivamen-
te, entrega dos campos de direcciones continuos sobre el dominio con-
siderado. Estos campos de direcciones definen dos familias de curvas,
las llamadas caracteristicas de las ecuaciones diferenciales respectivas
(5.1) y (5.5). La suavidad de los coeficientes en (5.1) y (5.5) se refleja
en la suavidad de las caracteristicas. Las caracteristicas son portado-
res de informacion de la solucion; en otras palabras, a lo largo de las
caracteristicas se realizan fenémenos fisicos de propagacion. Volviendo
al origen de nuestras consideraciones, podemos formular el siguiente
teorema.

Teorema 5.1. Una solucion de la ecuacidon diferencial hiperbdlica (5.1)
(respectivamente, del sistema hiperbdlico (5.5)) dada sobre I' C G (en
el caso de (5.1), se supone que también las primeras derivadas estdin
dadas sobre T') estd determinada localmente y unicamente mas alld
de T' si y solo si en ningun punto de I', la curva I' coincide con una
de las direcciones caracteristicas de (5.1) (respectivamente, (5.5)); en
otra palabras, si y solo si intersecta las caracteristicas bajo un dangulo
Ppositivo.

En particular, este teorema implica que si los coeficientes de la
ecuacion diferencial son suficientemente suaves, un problema de valores
iniciales hiperbdlico posee una solucién unicamente determinada si los
valores iniciales estdn dados sobre una curva no caracteristica.

Consideremos ahora problemas de valores iniciales de ecuaciones
diferenciales hiperbdlicas de segundo orden y de sistemas hiperbdlicos
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de primer orden. Sea I" una curva suave en el plano (x,y), y suponga-
mos que en cada punto I' posee una pendiente finita, o sea, existe una
parametrizacién (x(o),y(c)) de I' con dz # 0 sobre la totalidad de I
Ademas, sea I una curva no caracteristica de las ecuaciones diferencia-
les correspondientes.

Ahora estamos buscando soluciones de los problemas

a1uy + biuy + vy +dyvy = fi para (z,y) € G arriba de T,
Ay + boty + covy + dovy, = fo  para (z,y) € G arriba de T,
u(@,y) = uo(z,y) para (z,y) €T,
uy(z,y) = w(z,y) para (z,y) €T,

o alternativamente,

(5.11)

AUy + by + cuyy = [ para (z,y) € G arriba de T,
u(z,y) = uo(z,y) para (z,y) €T, (5.12)
uy(z,y) = wi(z,y) para (z,y) €L

Comentamos que en (5.12) en lugar del dato u, se puede especificar
alguna otra derivada direccional de u sobre I', siempre que esta derivada
direccional no coincida con la derivada en la direccion de I', dado que
esta derivada ya es automaticamente dada a través del dato u sobre T'.

Los problemas de valores iniciales del tipo (5.11) y (5.12) conducen
a soluciones determinadas en forma tnica. Aplicando la teoria de las
caracteristicas, analizaremos solamente el problema (5.12); las conside-
raciones para (5.11) son anélogas.

Las soluciones de la ecuaciéon cuadratica entregan las direcciones
caracteristicas de (5.12); aqui obtenemos

(%>1:Q:%<b+M>a

‘;z“ 1 (5.13)
(£>2:B:% (b= v =dac). azo

A lo largo de las curvas caracteristicas el determinante del sistema
de ecuaciones (5.3) desaparece, por lo tanto en este caso (5.3) posee
soluciones en este caso solamente si no crece el rango se la matriz
extendida en (5.3), es decir, por ejemplo se debe satisfacer

a f c
dz d(u,) 0]=0,
0 d(uy) dy

0 sea,

ad(u,)dy — fdedy + cd(u,) dz = 0;
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Ficura 5.1. Elintervalo de dependencia [P, ] del pun-

to R (izquierda) y el dominio B de influencia del punto
P €T (derecha).

por lo tanto, utilizando (5.13) obtenemos las siguientes ecuaciones (a #

0:)
aad(uy) +cd(uy) — fdy =0,
af d(uy) + cd(uy) — fdy = 0.

Estas ecuaciones describen condiciones que la solucién de (5.12) de-
be satisfacer a lo largo de las caracteristicas o, 5. Hay que tomar en
cuenta que las derivadas d(u,), d(u,) y dy se refieren a las direccio-
nes caracteristicas o y [, respectivamente. Las ecuaciones (5.14) dan
origen a un método de construcciéon de soluciones, ver Seccioén 5.2.

El comportamiento de la solucién u(z,y) de (5.12) depende sola-
mente de los datos iniciales especificados en el segmento [P, Q] C T,
es decir una modificacién de los datos iniciales en I'\[P, Q] (fuera de
[P, Q]) no afecta el valor de la solucién u(R). El segmento [P, Q)] se lla-
ma intervalo de dependencia del punto R (ver Figura 5.1 (izquierda)).

Por otro lado, sea P € I' un punto arbitrario B C G el domino
arriba de I" localizado entre las dos caracteristicas que pasan por P. Su
clausura B es el conjunto de aquellos puntos en los cuales el valor de la
solucién u(x,y) de (5.12) depende de los valores iniciales puestos en P;
en otras palabras, el valor de la solucién en algiin punto fuera de B no
es afecto por una modificacion de las condiciones iniciales en P € T’
(y en una vecindad U(P) C I' suficientemente pequena). El dominio
B se llama dominio de influencia del punto P € T' (ver Figura 5.1
(derecha)).

Finalmente, comentamos que si a las ecuaciones (5.13) y (5.14) se
agrega la ecuacion diferencial

(5.14)

du = u, dz + u, dy,

donde hay que tomar las derivadas en una de las dos direcciones ca-
racteristicas, entonces la solucién de (5.12) junto con los datos iniciales
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estd determinada tnicamente si suponemos que a # 0y ¢ # 0 en
G x R3.

5.2. Métodos de caracteristicas numéricos

Utilizando el concepto de caracteristicas podemos calcular solucio-
nes de problemas de valores iniciales de ecuaciones hiperbdlicas por un
método que usa una malla caracteristica compuesta por los puntos de
interseccion de lineas caracteristicas. Este método origina en un trabajo
de Massau (1899).

5.2.1. Método de caracteristicas aproximado. Queremos estu-
diar este método para eole ejemplo de un problema de valores iniciales
del tipo (5.12). Supongamos que la curva inicial I que aparece en (5.12)
sea no caracteristica. Entonces, segiin la teoria desarrollada en la Sec-
cién 5.1, el sistema que debe ser aproximado numéricamente es

(dy) - <b + M) (5.15)

" 2
) =8=5 (b — Vb — 4ac> : (5.16)
accd(uy) + cd(uy fdy =0, (5.17)
af d(uy) + cd(uy) — fdy =0, (5.18)
du — u, dz — u, dy = 0, (5.19)

donde los coeficientes
a,bc, f:GxR* =R

son funciones dadas de x, y, u y Vu. Las derivadas que aparecen en
(5.17) y (5.18) se toman en las direcciones caracteristicas a y 3, res-
pectivamente, mientras que las derivadas en (5.19) se toman en una de
esas direcciones (« o ). Ademds, se supone que

b> —4ac >0 (hiperbolicidad), ac# 0 en G x R (5.20)

El caso ¢ = 0 requiere un analisis separado.

Las ecuaciones (5.15)—(5.19) junto con los valores iniciales en T
determinan la solucién de (5.12) de manera unica y por lo tanto son
equivalentes a (5.12).

Ahora la curva I' se particiona por un nimero de puntos, y sean
P y @ puntos de particion vecinos, ver Figura 5.2. Sea R el punto de
interseccién de la a-caracteristica por P con la [-caracteristica por ().
Aproximando las derivadas en (5.15)—(5.19) por cuocientes de diferen-
cias y formando promedios para obtener los valores de promedio de los
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FiGUuRrA 5.2. La curva inicial I' 3 P, () y la intereseccion
de las caracteristicas.

valores de las funciones restantes, obtenemos

mm—ygv—%@ga+mpnuaa—ap):a (5.21)
§(R) = 9@ = 3 (57 + BQ) (o)~ #(Q)) =0, (5:22)

)

)

)

)
_%Uua+fuﬂﬂm3y—mp»:o, (5.23)

)

)

)=0,  (5.24)

)

)

—0.  (5.25)

En lugar de (5.25) podriamos también considerar una aproximacion en
la direccién B:

u(R) —u(Q) — 5 (u:(R) + u:(Q)) ((R) — 2(Q))

5 (1 (R) + 14, (Q)) (4(R) = y(@)) = 0.

Las ecuaciones de diferencias (5.21)—(5.25) entregan un método que es
consistente de segundo orden con (5.15)—(5.19) si todos los tamanios de
paso se eligen del mismo orden de magnitud. En virtud de los datos
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S

P

>
F

FicuraA 5.3. Método de caracteristicas.

iniciales puestos sobre I', todos los valores de funciones en los puntos P
y @ son conocidos (Tarea). Las cantidades que hay que determinar son
las cinco desconocidas

2(R), y(R), u(R), uz(R), uy(R). (5.26)

Entonces, tenemos que resolver un sistema de cinco ecuaciones no li-
neales en cinco desconocidas.

Aplicando el método (5.21)—(5.25) a puntos Py,..., Py € I' obte-
nemos los datos (5.26) en una sucesién de puntos arriba de I, y desde
alli se puede seguir con el método (ver Figura 5.3). Asi, el dominio de
computacién queda acotado por las dos caracteristicas limites por P;
y Px. El dominio incluido por estas dos caracteristicas se llama domi-
nio de determinacion de la solucién de (5.12) asociado con el segmento
[P, Py] CT.

Se puede demostrar que el método de caracteristicas es convergente
de segundo orden.

5.2.2. Método predictor-corrector. Discutiremos ahora la solu-
cion del sistema de ecuaciones no lineales, proponiendo el método pre-
dictor-corrector. Para la computacién de la primera solucién aproxima-
da (del predictor) utilizamos férmulas explicitas al lugar de las cuatro
ecuaciones implicitas (5.21)—(5.24). Luego, después de la solucién de
estas ecuaciones, se calcula la primera aproximacién de u(R) desde la
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quinta ecuacion (5.25). Con la ayuda de estas primeras soluciones apro-
ximadas y de las ecuaciones (5.21)—(5.25) podemos calcular segundas
soluciones aproximadas (el corrector). Las férmulas son las siguientes.

1. Definimos las abreviaturas

al® = a(P), cg)) = c(P),
B0 =6Q), & =cQ),
FO = f(P), 6 = a(P)a(P),
[ =1Q), ¢ =a@)B(Q),
yparav=1,.... K —1:
o™ = %(a(”)(R) + a(P)),
5 = (Y (R) + B(Q),
79 = SR + 5(P),
1= VR + (@),
c;”) = %(c(”)(R) + ¢(P)),
& = S ((R) + (@),
o = 5 (@ (R)aY (R) + a(P)a(P)),
o = 5 (@ (RIBY(R) +a(Q)5(Q)),

1
u =5 (W (R) +u(P) s 65200 .= 2@)(R) — 2(P),
u) = 2 (R b uy(P), O =B (D)
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2. Luego, para v =0,1,..., K — 1 se resuelven las ecuaciones
(@™ -1 0 0] [2v)(R) )
g -1 0 0 y" T (R) él/)
0 —f;gy) éu) Cg/) u;yﬂ)(R) = ¢;§,y) ; (5.27)
L0 =57 o P\ (R)) gl

uT(R) = w(P) + w5t 4yl gy e+,

Los coeficientes que aparecen en la matriz y en el vector del lado
derecho de (5.27) son funciones de a, b, ¢ y f y por lo tanto
funciones de x, y, w 'y Vu en los puntos P, Q y R"). Se calculan
utilizando la solucién determinada en el paso anterior (con el
indice v).

3. Ponemos

z(R) .= z¥)(R), y(R) :=yE)(R),
u(R) == ul¥(R), wu,(R) := uéK)(R), u(R) = u'B)(R).

La seleccién de K € 7Z depende de la precision con la cual queremos
resolver el sistema no linear. Para K = 2 se calcula solamente una
solucion corrector.

La ecuacién (5.27) implica que las primeras dos ecuaciones pue-
den ser resueltas independientemente de las demas ecuaciones. Estas
ecuaciones sirven para la computacién de las caracteristicas. Geome-
tricamente, (5.21) y (5.22) significan que las curvas caracteristicas son
reemplazadas por segmentos de pardbolas. Si la ecuacién (5.12) es li-
neal o semilineal, se puede anticipar la computacién completa de las
caracteristicas, dado que en este caso la solucion de las primeras dos
ecuaciones no es necesaria la computacion de los valores u(R), u,(R) y
u, (R). Frecuentemente, en este caso también es posible integrar directa-
mente, por métodos elementales, las ecuaciones diferenciales ordinarias
(5.15) y (5.16), de manera que no es necesario utilizar las aproxima-
ciones por diferencias (5.21) y (5.22). En el caso lineal, ademés, no se
requiere aplicar el método predictor-corrector, dado que solamente hay
resolver un sistema de ecuaciones lineales para cada punto de la malla.

Es fécil ver que las condiciones (5.20) implican que las matrices que
aparecen en (5.27) son no singulares, es decir, existe una solucién unica.
El método no funciona bien para valores pequenos de b% — 4ac, es decir,
si las dos familias caracteristicas casi coinciden, en otras palabras, si la
malla caracteristica es muy degenerada. En el caso limite (b* —4a = 0),
es decir, en el caso parabdlico, ya no se puede ejecutar el método de
caracteristicas.
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Ficura 5.4. Ejemplo 5.2: puntos P y ) dados e in-
terseccion R de la a-caracteristica por P con la (-
caracteristica por Q).

En aquellos puntos en los cuales ¢ desaparece (siempre suponiendo
que a # 0) la ecuacién (5.18) ya no aparece (puesto que =0y dy =
0). Para la discretizacién esto implica que (5.27) se pone singular, y ya
no podemos determinar w,. Sin embargo podemos utilizar el método
en el caso lineal (Tarea).

Ejemplo 5.1. Consideremos dos ejemplos elementales de ecuaciones
diferenciales lineales que permiten la computacion de la malla carac-
teristica “a priori”.

1. Sean a,b,c € R constantes. Las ecuaciones (5.15) y (5.16) inme-
diatamente implican que o, 3 € R son constantes, es decir, las
caracteristicas son dos familias paralelas de rectas.

2. Seana =2*, b=0,c= -1, G :={(z,y) : © >0} CR? y
I':={(z,y) : © >0, y =0} CG. Las ecuaciones (5.15) y

(5.16) implican
d 1
(_y) =4+— x>0.
dz /), x

Integrando obtenemos para (x,y) € G las siguientes ecuaciones
de las caracteristicas:

yi(z) =logx +d, y(x)=—logx+d, deR.

Ejemplo 5.2. Se considera el problema de valores iniciales (PVI)

Uz + Uy = 1, (5.28)
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u(z,y) = —a2, uz(x,y) =y sobreI':={(x,y) : v+y =0}

(5.29)

Se desea determinar la solucion uw = u(x,y) en B := {(z,y) : z+y >
0} C R%

a) Aplicar el método numérico de caracteristicas con K = 2, par-
tiendo desde P := (1,—1) € T' y Q := (=1,1) € I". Determinar
para R = (Z(R),y(R)) € B los valores T(R), §(R), t,(R), Uy(R)
y u(R).

b) Comparar con el valor de la solucion exacta en este punto e in-
terpretar el resultado.

Solucién sugerida.

a) De acuerdo a lo anterior tenemos
a=1, b=1 ¢=0, f=1

Podemos calcular la caracteristicas de la EDP en forma explicita.
De acuerdo a (5.15) y (5.16),

a_b+\/b2—4ac_1 5_6—\/62—4a0_

0.
2a 2a

Por lo tanto, las caracteristicas son dos familias de rectas para-
lelas:

a-caracteristicas: y=x+d, deR,

[-caracteristicas: y=d, de€R.

Se consideran los puntos dados P = (1,—1) e Ty Q = (—1,1) €
I'. Sea R = (z(R),y(R)) el punto de interseccion de la a-caracter-
istica por P con la B-caracteristica por Q. Se buscan valores apro-
zimados de x(R), y(R), u,(R), y,(R), y u(R). Para poder armar
el sistema lineal (5.27) obtenemos las siguientes aproximaciones,
donde omitimos el indice v:

a=1, =0, —fi=—f,=-1, ¢,=1, ¢,=0,
p=c=0 Yy=1-1—(-1)=2,

Yy =0-(—1) = 1= 1,

Yy =1-(=1)+0-u,(P)—1-(~1) =0,
Yi=0-140 u,(Q)—1-1=—1.
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Con esto el sistema (5.27) asume la forma

1 -1 0 0] /«(R) 2
0 -1 00[|wyr | _ |[-1
0 -1 1 0|l |w®| | 0]
0 =1 0 0| \uy,(R) ~1

con la solucion
z(R)=3, y(R)=1, wu,(R)=1,

mientras que el valor de u,(R) no puede ser determinado. Para
la aproximacion de u(R) hay que aproximar en la direccion 3,
ya que el valor de u,(R) no estd disponible. Entonces, en lugar
de la dltima ecuacion de (5.27) tenemos

u(R) = (@) + 5 (ua(R) + 1(Q)) (x(R) — (@)

45 (n(R) 4+ 0, (Q) (4(B) — 4(Q)

= (151 +1)- (B (-1) +0=-1+4=3,

luego u(R) = 3.

Comparemos esto con la solucion exacta: la geometria elemen-
tal muestra que efectivamente R = (3,1), es decir x(R) = 3 e
y(R) = 1. La solucion exacta de la ecuacion es u(x,y) = xy, por
lo tanto los valores u(R) = 3, u,(R) = 1 (y u.(R) = 3) coin-
ciden con la solucion exacta. Efectivamente, ciertas soluciones
son reproducidas en forma exacta.

La solucion exacta puede ser obtenida mediante el siguiente
razonamiento, el cual representa una aplicacion alternativa del
método de caracteristicas. Partimos de la EDP dada, Uz + gy =
1. Integrdandola con respecto a x obtenemos

uy +uy, =+ f(y), (5.30)

con una funcion f por determinar. Para tal efecto utilizamos las
condiciones dadas sobre I". Si

= {(x(s),y(s)) € R? | x(s) = 5, y(s) = —s, s € R},
entonces a lo largo de T,

d d
T = wai(s) +uy(s) = (—a(s)?).
luego a lo largo de I', u, — u, = —2x. La otra condicion de

frontera se traduce en u, =y a lo largo de I'. Concluimos que

Uy + Uy = —(Up — Uy) +2u, =20 +2y =0
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lo que es compatible con (5.30) sdlo si f(y) =y, ya que sélo en
este caso f(y)|r = —z y por lo tanto u,+u, = 0. Queda entonces
por resolver

Uy + Uy =T + . (5.31)

Interpretando el lado izquierdo de esta EDP como derivada direc-
cional (en la direccion (1,1) (normalizada)), la cual es precisa-
mente la direccion de las B-caracteristicas y tomando en cuenta
que la B-caracteristica que pasa por el punto (x,y) con x+y > 0
posee las coordenadas (xg = (x — y) /2,90 = (y — )/2) y consi-
derando la parametrizacion x(s) = y(s) = s, podemos calcular

z+y
2

uw(z,y) = u(xo, yo) + /0 gu(m‘(s),y(s)) ds

2

— (o, yo) + / (y + uy) (2(5), 4(s)) ds.

Utilizando (5.31) obtenemos

) = ulao. )+ [ 7 (o) +3(5) ds
= u(zo, Yo) + " 2sds

2 2
o r—y Tr+y _

Ejemplo 5.3. Se considera el PVI

T2 Uy — Uyy = —2x, x>0, y>0,

32)
w(x,y) =0, uy(z,y)=0 enl :={(z,y) : >0,y =0}. (5.33)

a) Aplicar el método numérico de caracteristicas con K = 2, par-
tiendo desde P := (1,0) € I' y @Q := (2,0) € I'. Determinar
valores aproximados de las coordenadas x(R) e y(R) de la in-
terseccion de la a-caracteristica por P con la B-caracteristica
por Q.

b) Determinar valores aproximados para uy(R), u,(R) y u(R).

c) Comparar con el valor de la solucion exacta en este punto e in-
terpretar el resultado.

Solucién sugerida.
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1O

0.75k

0.25}

Ficura 5.5. Ejemplo 5.3: puntos P y ) dados e in-
terseccion R de la a-caracteristica por P con la (-
caracteristica por . Los puntos RV y R corresponden
a la aproximacién numeérica.

a) Como el problema es lineal adelantaremos la computacion de las
caracteristicas y de R. A partir de los datos

a=2% b=0, c=-1, f=—2x,
z(P)=1, y(P)=0, z(Q)=2 y@Q) =0

podemos calcular

o = a(P) = %(0—1— VO+4) =1,
59 = 5(@) = 5 (0~ VO 16) = .

1
0 0
O —1.1-0=1, 5)2—5-2—0:—1.

Entonces obtenemos como primera parte del sistema (5.27):

e ) (o) = ()

con la solucion

4
tW(R) = 3 yD(R) = -.

A partir de esto obtenemos

1 16 3
DRy = — (04 1/o+4-2) =2
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) ¢él):_ :

Obtenemos ahora como primera parte del sistema (5.27):

i 1) Gt = (55)

con la solucion
17 35 -
@(R = 1,416, y?(R) = — = 0,364583.
Terminaremos aqui la computacion aproximada de R.

b) Con la informacion obtenida hasta ahora calculamos

3 7 1
1+2) == (0
<+4) 8’ & 2

g
4

1 172 12
aP(R) = Py (o +4/0+4- 1—22) = == ~0,7058,

1z 17
12
BA(R) = — 17 ~ 07038,
luego
1 12 29
@=_(14+= ~ 0,8529,
@ 2< * 17) 34
1/ 1 12 41
@=_(-=--= ~ —0,6029.
p 2( 2 17) 68

A partir de este resultado obtenemos los siguientes valores:

et a) = B
fq—%(—%—zl) = i — —3,146,
cp=—1, ¢c,=-1,

b, = %G—; : Z—i + 1) = 1,3559027,

®q 1(—1—22 : % - 2) = —1,60503472,
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Ahora, a partir de la sequnda parte del sistema (5.27),

1,3559027  —1] (us(R)
~1,60503472 —1| \u,(R)

_ (fr-y®(R)\ _ (—0.8811
A\ Sy yP(R)) T\ —1,2457
con la solucion
uz(R) ~ 0,1231, wu,(R) ~ 1,0481.

De acuerdo a la ltima ecuacion de (5.27),

u(R) = u(p) 4 M=)

uy(R) + uy (P)
2

(¢®(R) — «(P))

_|_

(2 (R) - y(P)).

Debido al planteamiento del problema, u,(P) = 0 y u,(P) = 0.
Concluimos que

1 _
u(R) =0+ 5 - 0,1231 - (1,416 — 1)
1 _
+ 5 10481 - (0,364583 — 0) ~ 0,2167.

c¢) Los walores calculados en (a) y (b) son aproximados. Los va-
lores exactos son los siguientes. Utilizando que las direcciones
caracteristicas son dy/dx = +1/x para x > 0, obtenemos las a-
caracteristicas y = Inx + d (para d € R) y las B-caracteristicas
y=—1Inz+d (d € R). Intersectando la a-caracteristica por P
con la B-caracteristica por () obtenemos las coordenadas

1
R= (ﬁ,ﬁm) ~ (1,4142,0,3466).

A partir de la solucion exacta del problema u(x,y) = xy* se tiene
Uy = y27 Uy = 2!13y, Y

2 1 2 2
u(R) = %(m 22~ 0,171, u.(R) = (n4 )" <0120,
2
uy(R) = V21In?2 = 0,981, a(R) = % ~ 0,707,
2
s = Y2 ~ 007

2
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5.3. Métodos de diferencias finitas para problemas
hiperbdlicos

A parte de los métodos de caracteristicas existen los métodos de
diferencias finitas. Estos métodos usan una malla rectangular, paralela
a los ejes, y en los puntos de la malla de aproximan las derivadas por
cuocientes de diferencias. Obviamente, debido a la regularidad de la
malla este método posee grandes ventajas comparado con los métodos
de caracteristicas, pero hay que tomar en cuenta que posiblemente la
malla rectangular no refleja adecuadamente la naturaleza del problema
matematico, dado que esta malla se impone artificialmente, y siempre
hay que considerar las caracteristicas. Queremos estudiar este problema
para el siguiente problema de valores iniciales de la ecuacién de la onda:

(7, 1) =CPugy(z,t), z€R, t>0,
uw(z,0) =f(z), z€eR, (5.34)
ut<x>0) :g(fﬂ), r € R.
5.3.1. La férmula de d’Alembert. Antes de discutir métodos de

diferencias finitas para (5.34) demostraremos que (5.34) puede ser re-
suelto explicitamente. De hecho, usando la transformacion de variables

E=x+ct, n=x—ct, D& n) =u(x,t) (5.35)
y observando que
90,0 2 (20
dx 0§  on ot oE on)’ ’
obtenemos de (5.34) la ecucacién diferencial transformada
, PO
9ga

cuyas soluciones son faciles de determinar:

®(&,n) = P(§) +Qn),

con lo cual obtenemos en virtud de (5.35)
u(z,t) = Plx +ct) + Q(z — ct).

Aqui, P y @ son funciones arbitrarias y dos veces continuamente dife-
renciables. Utilizando esta solucién general, obtenemos de las condicio-
nes iniciales de (5.34) la siguiente expresién, conocida como la férmula

de d’Alembert:

4c

0,

u(z,t) =

N | —

(f(x +ct) + f(x — ct)) + 1 /Hdg(f) d¢. (5.36)

20 x—ct
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t

A

t* A

t1 = —x + const.
c

to = ——x + const.
c

0 . .
0 r* — ct* z* T+ ct*

Y
8

FIGURA 5.6. Caracteristicas (5.37) y el intervalo de de-

pendencia [z* — ct*, z* 4 ct*] de la ecuacién de la onda
(5.34).

Lj-1 Lj Tjt+1

F1GURA 5.7. Esquema de 5 puntos del método (5.38).

Calculando las caracteristicas de la ecuacién de la onda (5.34), obtene-
mos

dt 1
= 4z
dx ¢’
es decir,
1 1
ty = —x + const., ty = ——x + const. (5.37)
c c

La férmula (5.36) implica directamente que el valor de la solucién en
el punto (z*,t*) depende precisamente de los valores iniciales en el
intervalo [x* — ct*, x* + ct*| del eje x. Esto es precisamente el intervalo
de dependencia del punto (z*,t*), ver Figura 5.6.

5.3.2. Métodos explicitos para la ecuacién de la onda. Conside-
raremos ahora aproximaciones de la ecuacion de la onda por diferencias
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finitas. Para tal efecto utilizamos la malla
(z),t,) = (JAz,nAt), j€Z, neNy,

y los siguientes cuocientes de diferencias de segundo orden para apro-
ximar las derivadas en (5.34):

Ujpr1 = 2(1 — 02/\2)an + C2>‘2(uj+1,n +Uj—15) — U1,
. At (5.38)

j€Z, neN, \:= AL
donde w;, ~ u(Az,t,). Este método conecta 5 puntos de la malla
segun el esquema de la Figura 5.7. Para la computacion de la capa
de t nimero n + 1 necesitamos los valores de las funciones de las dos
capas que estan debajo, por lo tanto tenemos que resolver el problema
de calcular los valores numéricos en la primera capa ty, es decir, en los
puntos de malla (z;, At).

Como el método (5.38) es de segundo orden de consistencia en At
y Ax, queremos mantener el segundo orden de consistencia también
al calcular la primera capa de tiempo. En virtud de (5.34) obtenemos
mediante un desarrollo en serie de Taylor:

At?
ule, A1) = [(2) + Atgle) + S f'(x) + O(AF), (539
lo que corresponde a la aproximacién
A\?
Ujp = fj + Atgj + T(fj,1 — 2fj -+ fj+1), VRS 7. (540)

Por otro lado, extendiendo el desarrollo en serie de Taylor en (5.39) po-
demos lograr aproximaciones mas exactas; por ejemplo, (5.34) implica
que

AtQ 2 ¢l Atg 2 1 4
u(x, At) = f(x) + Atg(x) + ¢ () + Y (x) + O(AtY),
lo que motiva la aproximacion de tercer orden
A\?
uji = f; + Atg; + T(fj—l —2f; + fi+1)

o (5.41)
+ AtT(gj—l —2g;+ gj+1), JEZ.

Por supuesto, si podemos calcular las derivadas de f y ¢ en forma
explicita, no es necesario utilizar las aproximaciones por diferencias en

(5.40) y (5.41).
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t

x Att x+Att

F1GURA 5.8. Elintervalo I de dependencia numérica del
punto de malla (z*,t*).

t* °
[ ]
[ ]
N
7~ =g z
T ¥ —ct* z* 4 ot T
Tt — %’gt* o+ %‘:t*

Ficura 5.9. Satisfaccién de la condicion CFL para
At/Axz < 1/c. Los sub-intervalos del eje x limitados por
circulos grandes abiertos (o) y cerrados (e) son los in-
tervalos de dependencia analitica y numérica del punto
(x*,t*), respectivamente.

5.3.3. La condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). La con-
vergencia del método (5.38) o de un método equivalente a (5.38) se estu-

diard en la Seccién 5.5 en el marco de una teoria general de convergencia

para problemas de valores iniciales lineales. Aqui queremos estudiar

desde un punto de vista puramente geométrico bajo qué condiciones

(5.38) no puede converger a la solucién de (5.34) para Az, At — 0.
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t [ ) [ [ [ ] [ ] [ ] [ J
[ ) [ ] [ ] [ J [ J
At
Ax
[ ) [ J [ J
T

x* — ct* I x* T T* + ct*

ok Az gk ok Az gk

= At xt+ 5t

FiGura 5.10. Violacién de la condicion CFL para
At/Ax > 1/c. Los sub-intervalos del eje x limitados por
circulos grandes abiertos (o) y cerrados (e) son los in-
tervalos de dependencia analitica y numérica del punto
(x*,t*), respectivamente.

La ecuacién (5.38) implica que el valor de la solucién aproximada
en el punto (z*,t*) depende precisamente de los datos iniciales en los
puntos de malla en el intervalo

= |zf — —t" "+ —
At At
del eje x. El intervalo I se llama intervalo de dependencia numérica del

punto de malla (z*,t*), ver Figura 5.8.

Ahora, si
cAt
cA=—<1,
Ax
entonces
At o 1
Az ¢

y el intervalo de dependencia numérica de (z*,t*) incluye el intervalo de
dependencia analitica [z* — ct*, z* 4 ¢t*| de este punto, ver Figura 5.9.
Por otro lado, si A > 1/c y dejamos Ax y At tender a cero, entonces
llegamos a un intervalo de dependencia de (z*,t*) que intrinsecamente
esta contenido en el intervalo de dependencia analitica, ver Figura 5.10.
Por lo tanto, en este caso el método (5.38) no puede converger. Tenemos
el siguiente teorema.

Teorema 5.2 (Condicién de Courant, Friedrichs y Lewy (CFL)). Una
condicion necesaria para que la solucion de (5.38) converge en (z*,t*)
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hacia la solucion de (5.34) para Ax, At — 0 y datos iniciales f(x) y
g(x) arbitrariamente suaves es la condicion que el intervalo de depen-
dencia numérica de (x*,t*) incluya el intervalo de dependencia analiti-
ca de este punto.

Este teorema es vélido para problemas de valores iniciales de ecua-
ciones hiperbodlicas en general, y para todos métodos de diferencias
finitas.

El método (5.38) es un método de dos pasos explicito. Queremos
indicar dos métodos implicitos para la ecuacion de la onda. La compu-
tacién de la primera capa de tiempo se realiza como en (5.38) o (5.40).

Utilizando la notacién

8¢j = dj_1 — 2¢; + din
podemos aproximar (5.34) por

21\2
A
7(52U1,n+1 + 6%Ujn1),

Ujng1 — 2Ujp + Ujp_1 =

o equivalentemente,

242 242
c“A c“A
5 Y-t t (1+ AN ujpg — 5 Ujtial
242 242
A A
= 2ujn + 5 Uj—1n-1 (1+ X ujn + 5 Uil
Una séla aplicacién del esquema (5.42) conecta 7 puntos de la malla. La
evaluacion numérica de (5.42) se realiza para cada capa de t mediante
la solucion de un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz es una M-
matriz simétrica, por lo tanto la solucién de (5.42) es tinica y no pone
problemas.
Otra posibilidad de aproximacion es la formula
242
A
(O Uintr + 2070 + 8 Ujn 1),

(5.42)

Ujnt1 = 2Ujn + Ujp—1 =

o equivalentemente,

)2 212 2)2
— Tujfl,nJrl + {1+ 5 Ujnt1l — TujJrl,nJrl
212 212
A A
= Tu]‘_lm + (2 — 62/\2)an + Tuj—i_l’n (543)

02)\2 C2A2 C2>\2
T timtaer = \ 1 5 J e+ T e



5.3. DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS HIPERBOLICOS 113

El esquema (5.43) conecta 9 puntos. Igualmente, tal como para el méto-
do (5.42), la solucién de (5.43) requiere la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales.

Los métodos (5.42) y (5.43) son consistentes de segundo orden en
At y Az, lo que se puede demostrar facilmente calculando el error de
truncacién local (Tarea). También se puede demostrar la convergencia
de estos métodos para Az, At — 0 y A > 0 arbitrario (ver Richtmyer
& Morton 1967).

5.3.4. Ecuacién de la onda con datos iniciales y de frontera.
Hasta ahora solamente hemos considerado el problema de valores ini-
ciales para la ecuacién de la onda. Sin embargo, frecuentemente esta
ecuacion aparece con datos iniciales y de frontera, por ejemplo en el
siguiente problema de valores iniciales y de frontera:

(7, t) = gy (z,t), t>0, 0<z <L,
u(z,0) = f(z), 0<z<1L,

w(x,0)=g(z), 0<z<L, (5.44)
u(0,¢) =0, t=>0,

u(L,t) =0, t=0.

Por supuesto, los datos iniciales y de frontera deben satisfacer cier-
tas condiciones de compatibilidad. Utilizando un planteo de separaciéon
también podemos resolver exactamente el problema (5.44). Por otro la-
do, en otras situaciones se presentan condiciones de periodicidad, por
ejemplo como

uy(r,t) = Cuge(z,t), t=0, xR,
u(z,0) = f(z), =€R,
w(@,0) = g(z), x€R, (5.45)
u(z,t) =u(r+ L, t), t=0, xeR
(

El tratamiento numérico de (5.44) y (5.45) puede ser realizado mediante
el método (5.38), (5.42) o (5.43). Debido a la periodicidad, el problema
(5.45) debe ser resuelto solo en el intervalo 0 < = < L, y para la
computacién de cada capa de t se pueden utilizar los puntos de malla
en [0, L] a la izquierda y a la derecha.

5.3.5. Métodos de diferencias finitas para sistemas hiperbdli-
cos de primer orden. Ya mencionamos que las ecuaciones diferencia-
les de segundo orden pueden ser transformadas en sistemas equivalentes
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de primer orden. Por ejemplo, definamos

v(x,t) == u(x,t), w(zt):= %/0 g(&) d§+c/0 ug(x, 7)dr, ¢>0.

Ahora un cdlculo directo, con la ayuda de (5.34), entrega las siguientes
identidades:

n t
Ve = Up = / Urr dr + g(‘/L‘) = C2 / Uz dr + g(x)
0 0

=c (c/otum(a:,T) dr + g@) = Cwy,

W; = Cly = CUy,

U(QJ,O) = U(I,O) = f(l‘),
w@.0) = ¢ [ o€)d = Gla).

Entonces, podemos escribir el problema de valores iniciales como

(o) =[] () () = (@) oo

Sustituyendo

V= U, W= Cly

obtenemos el mismo sistema de ecuaciones, pero con la condicién inicial

(o)) = (F)

Para el tratamiento numérico por métodos de diferencias finitas la ven-
taja de sistemas de primer orden (comparado con ecuaciones escalares
de segundo orden) es la posibilidad de poder aplicar métodos de pa-
so simple, es decir podemos considerar métodos de diferencias finitas
que conectan solamente dos capas de t. Por supuesto, también aqui
hay que considerar el comportamiento de las caracteristicas. Se puede
verificar que las caracteristicas del sistema (5.46) son idénticas a las
caracteristicas de la ecuacién de la onda (5.34).

Consideraremos ahora problemas de valores iniciales hiperbdlicos
que poseen la forma un poco mas general

u = Au,, v€R, t>0,
u(z,0) = ¢(x), x€R,

(1) = (Zﬁ%) b(z) = @Eg) A= {‘; ﬂ  abceR,

(5.47)
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y donde se supone que A es regular y
(a+c)* —4(ac —b*) > 0. (5.48)

En virtud de la Definicién 5.2 y (5.8), (5.48) implica la hiperbolicidad
del sistema (5.47). Utilizando (5.7) se puede demostrar facilmente que
los valores propios de —A ™! son las direcciones caracteristicas de (5.47).
La hipotesis de simetria de A no es una restriccion esencial, dado que
en muchas aplicaciones practicas A es efectivamente simétrica.

Sea A := At/Ax. Se puede definir el método de diferencias

(5o0) = (22) 2w (200 ez, men
Wjnt1 Win 2 Wigin — Wi—1n) ’ ’
(Uj,O) _ (f]> j c7.
wjo 9i) "
(5.49)

Sin embargo, en el Ejemplo 5.4 en la Secciéon 5.5 veremos que este
método posee propiedades de convergencia muy desventajosas y por lo
tanto es inutil para la practica.

Otro método (mucho mejor, como veremos en el Ejemplo 5.5 en la
Seccién 5.5) es

Ujn+1 | _ L (vjiim +vj1n X éA Vjt1,n — Vj—-1,n
Wjn+1 2 \Wjt1n + Wj—1p 2 Wigin — Wi—1n )’ (5.50)
j S Z, n e No.

Los métodos (5.49) y (5.50) son métodos de paso simple que son con-
sistentes de segundo orden en Ax y de primer orden en At.

Otro método consiste en calcular los valores de v en (jAz, nAt) y
los valores de w en los puntos intermedios ((j + 1/2)Az, nAt). Esto
entrega, por ejemplo,

Vjn+1 _ Ujn +AA Vjn+1l — VUj—1,n+1 7
Wj—-1/2,n+1 Wji-1/2.n Wjt1/2,n — Wji—1/2n
j € Z, n e No.
Este es un método implicito. En el caso de que A posee la forma especial
dada por (5.46), obtenemos el método

Vjnt1 = VUjn + cA (wj+1/2,n - wjfl/Q,n) ) (5 51)

Wji—1/2n+1 = Wj—1/2,n + cA (Uj,n+1 - Uj—l,n+1) .
Este método es facil de resolver, dado que podemos primero calcular
los valores v, ,,+1 desde la primera ecuacién (explicita), luego utilizando
los valores v, 41 podemos calcular todos los valores w;_1/2,4+1 usando
la segunda ecuacion.
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Otro método para el sistema (5.46) es
cA

Vjnt1 = Ujp + 7 (wj+1/2,n — Wj—1/2n T Wjt1/2n+1 — wj—1/2,n+1) )
cA
Wi-1/2n+1 = Wj—1/2,n + > (Vjn41 — Vjm1nt1 + Ujn — Vj—1m) -

(5.52)

Los sistemas de ecuaciones de diferencias (5.51) y (5.52) son equivalen-
tes a las ecuaciones (5.38) y (5.43), respectivamente, si identificamos
Vjn con (1/At)(ujn — Ujn—1) ¥ Wj—1/2n con (¢/Ax)(ujn — Uj—1,n). Es-
ta identificacién es razonable en virtud de la substitucion v = wu; y
W = Clly.

5.4. Métodos de diferencias finitas para problemas
parabdlicos

5.4.1. Solucion exacta y caracteristicas de la ecuacion del ca-
lor. Para las ecuaciones diferenciales parabdlicas tenemos una sola di-
reccion caracteristica en cada punto, y por lo tanto no podemos aplicar
los métodos caracteristicos descritos en Seccién 5.2.

Aqui consideraremos métodos de diferencias finitas para el siguiente
problema de valores iniciales para la ecuacién del calor:

Up = Uge, t>0, z€R,
u(z,0) = f(z), zeR.

Aqui se supone que f € C(R) es una funcién acotada. La solucién
explicita de (5.53) es dada por

(5.53)

u(z,t) =

¢— exp( ;—f)Q) f©dg,  (554)

lo que es facil de verificar tomando las derivadas bajo la integral. Por
otro lado, en virtud de

/ReXp(—yQ) dy = /7

podemos escribir la solucién (5.54) en la forma

ulz,t) = f(a (oo (<520 (10 - sw) s, >0
(5.55)

\/_
Esto implica que

lim
t=0 /47t

exp (—%) =0 para # x,
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ademés el integrando en (5.55) desaparece para £ = x. Por lo tanto,
las funciones (5.55) y (5.54) satisfacen la condicién inicial en (5.53).
A través de la sustitucion

VI=U, W I= Uy

podemos transformar (5.53) al siguiente problema de valores iniciales:

Uy = W,
nw—w, =0, t>0, zeR; 6
5.5
v(@,0) = f(x), (5.56)

w(z,0) = f'(z), z€eR.

La ecuacién caracteristica (5.7) para el sistema (5.56) entrega la ecua-
cién (dt/dz)? = 0, es decir

t = const.

Entonces, las caracteristicas de (5.53) es la familia de rectas paralelas
al eje . Ademds, (5.54) implica que el comportamiento de la solucién
u(z,t) en un punto (z*,¢*) depende de la funcién inicial f(z) en la
totalidad de la recta t = 0, es decir, el intervalo de dependencia de
cada punto (x*,t*), t* > 0, es el eje x entero. Ademds, la condicién
inicial in (5.53) es dada a lo largo de una caracteristica, al contrario de
los problemas de valores iniciales hiperbdlicos.

Normalmente, la ecuacién del calor aparece en la combinacién con
datos iniciales y de la frontera, por ejemplo como

Up = Uge, 0L x<L1, >0
u(z,0) = f(z), 0<a<1,
u(0,t) = g(t), t>0,
1,¢ £)

Iy (5.57)
u(l,t) =g

)=g(t), t>0.

5.4.2. Métodos de paso simple para la ecuacion del calor. Para
el tratamiento numérico de (5.57) utilizamos la malla de puntos
(xj,t,) = (JAz,nAt), j=0,...,N+1, ne Ny, (N+1)Az =1,
sobre la cual definimos la aproximacién por diferencias
1
g Wi+t = Win) = @((1 — a)(Uj—10 = 2Ujn + Ujs1,n)
+ (i1 41 — 2Unt1 + Ujg1ne1))-
Definiendo
At

A= R 8¢ = i1 — 205 + djn
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y utilizando las condiciones iniciales y de frontera adicionales de (5.57),
obtenemos los siguientes sistemas de ecuaciones:
Wjnt1 — oc)\52uj,n+1 = ujp, + (1 — oz))\52ujn, j=1,....,N, n>0,
Ujozfj, ]:0,,N—|—1,
Uon = Gn, UN+1n = f]n, n = 0.
(5.58)

El método es explicito para a = 0 e implicito para o > 0. Se trata
de un método de paso simple que conecta la nueva “capa” de tiempo
(n 4+ 1)At con el peso « y la capa antigua con el peso 1 — a. Podemos
reescribir (5.58) en la forma

I+ arAB)u,s1 = (I —(1—a)AB)u, +Ag,, neN, (559

con ug := (f1,..., fn)T € RN,y = (Upn, ..., unn) T €RY )y
(2 —1 i
O 0 gn_'_a(gn—i-l _gn)
-1 2 -1 "-. : 0
B=|0o 0l: 9n= :
Lo 1 2 -1 ) o

Como I + aAB es una M-matriz tridiagonal, la solucién de (5.59) no
presenta problemas.

Para verificar la consistencia del método queremos calcular el error
de truncacién de (5.58). Supongamos que la solucién de (5.57) es sufi-
cientemente suave. Como

Ut = Ugzaa,

un desarrollo en serie de Taylor entrega

82u At? 0t
w(xj, tys1) — u(zj, ty) = 8 2(953,25 )+ — 5 B 4<£L‘j, n) + O(A?),
(5.60)
0*u Az? 9%y
@U(.I],tn) = A_52 (xﬁ ) - T(‘);p‘l (ZL'], ) + O(AZL‘ )
(5.61)
Insertando (5.61) en (5.60) obtenemos
At Az?\ 0*u
w(y, togr) — u(wy, t,) = AN*u(zy, t,) + At (7 - ?) @(xjatn)

+ At(O(Az*) + O(AF)).
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Anélogamante, desarrollando por (z;,t,41) obtenemos
w(zj, tni1) — u(x),tn) = A°u(zj, tns1)
At Az?\ 0'u
+ At —— — — | —(z;,t,
< 2 12 ) gt (@ to1)
+ At(O(Az*) + O(A)).

Multiplicando la primera ecuacién por (1 — «), la segunda por a, y
sumando los resultados obtenemos

w(@j, tpsr) — w(zj, tn)
=M1 — @)8®u(zj, tn) + ad®u(xj, tys1)) + AtTjy,
donde

O(At) + O(Az?) para0<a<1,a#1/2,
Tin = O(At?) + O(Az?) paraa=0y A =1/6, (5.62)
O(At?) + O(Ax?) para a = 1/2.

El resultado (5.62) implica que (5.58) es consistente a (5.57); en par-
ticuar, para el caso explicito (o = 0) la seleccién A = 1/6 entrega un
orden de consistencia mayor que para A # 1/6. Este resultado intere-
sante fur observado por Milne en 1953. El método para a = 1/2 se
llama método de Crank-Nicolson (1947) y se usa frecuentemente debi-
do a su alto orden de consistencia. Obviamente, un método explicito
posee la ventaja de que no es necesario resolver sistemas de ecuacio-
nes diferenciales. Conoceremos sus desventajas ahora al investigar las
propiedades de convergencia.

En lo siguiente, no consideraremos errores de redondeo o de ingreso
de datos. Sea

Zin = Ui —u(xj,t,), j=0,....N+1, n=0,....M

el error entre la solucién exacta y la solucién aproximada. Supongamos
que las computaciones se realizan hasta un tiempo finito y fijo T =
M At. Definamos

Zp = (Zin, .., zvn) T €ERY, n=0,...,M
y consideremos que
wjn = u(z;,t,) paran=0,j=0yj=N+1
y por lo tanto
Zon = ANt1n =%20=0, 7=0,....,.N+1, n=0,...,M. (563)
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Entonces, restando (5.58) de (5.62), obtenemos en virtud de (5.63)
zZp1 =Cz,+ Ate,, n=0,...,M —1,

20 =0, (5.64)
donde definimos
C:=I+aXB)'(I-(1-a)AB) e RV,
o, :=(I+a\B)'r, ¢ RY,
To = (Tin, ..., Tnn)* € RY.
Para vectores y = (y1,...,yn)" € RY definimos la norma Euclidiana

L 1/2
- 2 .
Iyll> = <N2y> ,

entonces la norma matricial inducida es la norma espectral. Suponga-
mos ahora que A := At/Az? satisface la condicién

1 1
<——— si0<a< -,

A 220 2 (5.65)
arbitrario si 3 <a<l.

Entonces la simetria de C' entrega después de un pequeno calculo
1Cl2 = 7.(C) <1,

ya que los valores propios 71, ...,y de B satisfacen

2 gm )
=4 —_ =1,...,N.
’y] sen (Q(N—i—l))’ j ) )

Ademads, sabemos que
T +arB), < 1.
y por lo tanto
lonllz < [7all2

Entonces, tomando la norma en (5.64) obtenemos

T — At
n g n At nil2 :O7“"M_1: !
1Znt1ll2 < [|2all2 + At]|Trll2, n At ' (5.66)
202 = 0.
Como

I7nllz < méx |7,
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se tiene que (5.62) también es vélido para || 7,2, n = 0,..., M. Defi-
niendo
7= max 72,

obtenemos de (5.62) y (5.66)

O(At) + O(Az*) para0<a<1
|zalle < TT = ¢ O(AL?) + O(Az?) paraa=0y A =1/6, (5.67)
O(A#?) + O(Ax?) para a=1/2, ’

n=20,..., M.

Resumimos los resultados de nuestro analisis en el siguiente teore-
ma.

Teorema 5.3. Bajo la condicion (5.65) la solucion del método de di-
ferencias (5.58) converge para Az, At — 0 a la solucion de (5.57) en
la norma Euclidiana, y del orden indicado por (5.67). Aqui se supone
que la solucion de (5.57) es suficientemente suave.

Comentamos que (5.65) implica que para a > 1/2 no es necesario
imponer restricciones a At/Ax?.

En la Seccién 5.5 veremos que (5.65) esencialmente también es ne-
cesario para la convergencia.

5.4.3. Métodos de dos pasos para la ecuacion del calor. En-
seguida discutiremos dos métodos de dos pasos para el tratamiento
numérico de (5.53) y (5.57), respectivamente. Desde un punto de vista
ingenuo, se podria considerar el siguiente método

Ujnt+1 = Ujn—1 + 2)\(52an, j = 1, ey N, n 2 1. (568)

En la Secciéon 5.5 veremos que este método es enteramente intitil, puesto
que no converge para ningun valor de A, tan pequeno que sea.

Por otro lado, si se recomienda el uso del método de Du Fort y
Frankel (1953):

Ujn1 = Ujn—1 + 2MUjy10 — Ujng1r — Ujn1 + Uj1n),

Veremos en la Seccién 5.5 que el método (5.69) tiene muy buenas pro-
piedades de convergencia. Puesto que, ademas, el método es explici-
to, requiere s6lo poco esfuerzo computacional. Sin embargo, queremos
destacar una particularidad de la consistencia de (5.69). Algunos desa-
rrollos en serie de Taylor de la solucion exacta entregan las siguientes
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identidades:
o (0, i) = (o 1)
= %(g;j,tn) + Aj 233 (x5,tn) + O(ALY),
Ay ) = )+ A5 T 1) + O
1

A—xQ(U(%‘H» tn) — w(@j, tarr) — w(z), tar) + u(jo1, tn))

1 At* 0*u At
= gt~ gt +0 (5.

Debido a u; = u,, la combinacién de esas tres ecuaciones lleva a

u<xja tn—l—l) _ u(gjj, tn—l)

2At

W(Zjs1, tn) — w(@j, tpyr) — w(@), tno1) + u(xjo1, tn)

Az?

At 9*u At? 0u Az? 0*u

A 3t2< Jvtn)"i_Tﬁ(xj?tn)_ 12 9x 4(xjvt )
At! A

+0 + O(Az") + O(AtY).
Az?

Aqui vemos que una condicién necesaria para la consistencia de (5.69)
con la ecuacién del calor u; = uy, es

At

lim =0
Az A0 Az ’

ya que si existiera un nimero 5 > 0 tal que

At
lim =0,
Az, A0 Az
entonces (5.69) seria una aproximacion consistente con la ecuacion hi-

perbolica

2
Up — Uy + Uy = 0.

5.5. La teoria de Lax y Richtmyer

5.5.1. El teorema de equivalencia de Lax. Esta seccién resume la
teoria de estabilidad para métodos de diferencias finitas de problemas
de valores iniciales publicada en 1956 por P.D. Lax y R.D. Richtmyer.
La teoria es similar a la teoria de Dahlquist para problemas de valores
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iniciales de ecuaciones diferenciales ordinarias. Aqui también obtene-
mos un teorema de equivalencia que nos permite estudiar el compor-
tamiento de métodos de diferencias para una gran clase de problemas
de valores iniciales, y queremos aplicar esta teoria a los métodos estu-
diados en las tltimas dos secciones. La transformacion de Fourier sera
una herramienta ttil para lograr esto.

Sea I C R un intervalo y X un espacio de Banach de funciones
vectoriales definidas sobre I:

X={u= (u(l),...,u(”))T|RDI—>(CP}.

Sea || - || la norma de X. Sea 0 < ¢t < T el intervalo de un pardmetro, y
sea A: X D D(A) — X un operador lineal diferencial con el dominio
D(A) C X. Podemos escribir A en forma matricial de la siguiente
manera:

A:(aik), i,kzl,...,p,
donde

I VRN
Qi = ;aik (x>8x”’ a;,, ' R>DI—=C,
es decir, A no debe depender del parametro t.

Se considera ahora el problema de valores iniciales

d

dt
Una solucién de (5.70) es una familia de elementos de X, u(t) : R D
[0,7] — X, que depende de t de forma diferenciable, y que satisfa-
ce (5.70). Ahora, sea D C D(A) C X el conjunto de aquellas funciones
uo € X a las cuales pertenece una solucién cldsica (o intrinseca) de
(5.70). A través de (5.70), se define para cada t € [0,7] un operador
lineal

u(t) =Au(t), 0<t<T; u(0)=1ugcX. (5.70)

(c;o(t) XDD— X, 50<t>’u,0 = U(t), ug € D.

El operador &y(t) se llama operador de solucion asociado al problema
(5.70). Se define lo siguiente.

Definicién 5.3. El problema de valores iniciales (5.70) se llama co-
rrectamente puesto s¢

a) El dominio D C X de &(t) es denso en X.
b) La familia de operadores Ey(t), t € [0,T], es uniformemente aco-
tada, es decir,

IKe >0: Yt e [0,T]:  |&1)] < Ke.
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La segunda condicién (b) dice que cada solucién clésica u(t) de
(5.70) depende continuamente de la funcién inicial ug € D C X. La
primera condicién (a) dice que cualquier funcién inicial uy € X puede
ser aproximada a precision arbitraria por una funcién inicial que per-
tenece a D. Ademds, & (f) posee una extension lineal y continua bien
definida £(t) : X — X definida sobre todo el espacio X con

IEDI = & @) para t € [0, T].

Nos referimos a &(t) como operador de solucidn generalizado y a las
funciones

u(t) = E(t)uy, uo € X,

como soluciones generalizadas de (5.70). Se puede verificar facilmente
que

E(s+1t)=E(s)E(t) paras,t > 0. (5.71)

Comentamos que los problemas de valores iniciales estudiados en
las dos secciones anteriores son correctamente puestos.

Ahora consideremos aproximaciones por diferencias finitas al pro-
blema (5.70). Sean Az y At tamanos de pasos escogidos de tal manera
que Ax depende de alguna manera de At:

Az =(At), donde Al{mO@ZJ(At) = 0.

Ademads, sea T': X — X' el siguiente operador de translacion:
Tu(r) =u(xr+ Az) Yu € X. (5.72)

En los ejemplos que se consideraran mas adelante, el espacio de Banach
X' siempre es idéntico a X. En virtud de (5.72) es obvio como hay que
definir las potencias 7%, v € N.

Una aproximacion por diferencias finitas que conecta dos capas de t
(es decir, un método de paso simple) puede ser escrita en la forma

T — At
At

Bl(At>’U,n+1 = —BO(At)’U,n, n = 0, ceey N-—-1=
donde
B,(At)= > BYT", BP eC” =0,L (5.73)

|v|<oo
Suponiendo que el operador B (At) es invertible, podemos definir
C(At) := —B7'(At)By(At)
y escribir la aproximacion por diferencias finitas en la forma

Upi1 = C(A)u,, n=0,...,N—1 (5.74)
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Definicién 5.4. La aprozimacion por diferencias finitas (5.74) se lla-
ma consistente a (5.70) si para cada solucidn intrinsica u(t), t € [0, 7],
de una clase U C X de funciones cuyas funciones iniciales u(0) = uy
forman un conjunto denso en X, se satisface la relacion

.1
Jim EHu(t + At) — C(At)u(t)|| =0

uniformemente para t € [0, 7.

(5.75)

La expresion
1
EHu(t + At) — C(At)u(t)||

se llama error de truncacién de la aprozimacion (5.74).

Definicién 5.5. La aprozimacion por diferencias finitas (5.74) se lla-
ma convergente si para cada sucesion {A;t}en tal que Ajt — 0 para
J — 00 y cada sucesion {n;};en, n; € N tal que n;A;t — t para j — oo
con t € [0,T] arbitrario, y cualquier funcién inicial ug € X, tenemos
para la solucién u(t) € X (posiblemente se trata de una solucion ge-
neralizada) de (5.70) correspondiente:

Im || C (A1) uo — u(t)|| = 0. (5.76)
J—00

Definicién 5.6. La familia de operadores de diferencias
CAt): X - X, At>0
se llama estable si existen constantes T > 0 y K > 0 tales que
|C(At)"|| < K para At € (0,7], nAt € [0, 7). (5.77)
Lema 5.1. Si para cada uw € X existe una constante K(u) > 0 tal que
|C"(At)u|| < K(u) para At € (0,7], nAt € [0, 7],

entonces existe una constante K tal que se satisface la condicion de

estabilidad (5.77).
Demostracion. Ver Richtmyer & Morton (1967), §2.5. [ ]

Teorema 5.4 (Teorema de equivalencia de Lax). Sea el problema de
valores iniciales (5.70) correctamente puesto, y sea (5.74) consistente a
(5.70). Entonces la estabilidad de los operadores de diferencias C(At)
en (5.74) es equivalente con la convergencia de (5.74).

Demostracion.
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1. Primero demostramos que la convergencia implica la estabilidad.

Para tal efecto, notamos primero que para At > 0, los operadores
C(At) : X — X son lineales y continuos. Supongamos ahora
que (5.77) no es valido. Entonces, existen una funciéon uy € X'y
sucesiones {Ajt}ien v {n;}jen, nj € N, j € Ny n;A;t € [0,7]
tales que

|C(Ajt)" up|| = o0 para j — oo. (5.78)
Como consecuencia, se debe satisfacer
At 0,

puesto que sino la sucesién {n,} ey serfa acotada y en virtud
de la dependencia continua de C(At) de At > 0, (5.78) no
podria ser véalido. Entonces existe una subsucesion {j,},en tal
que n;, A, t — ty para v — oo y algin ¢y € [0,7]. En virtud de
(5.78) tenemos que la condicién de convergencia (5.76) no puede
estar satisfecha, puesto que debido a la hipotesis de la correctitud
del problema (5.70), el valor

1€ (o)l = [|uto)

es finito. Esto concluye la demostracion de esta direccién.

Se nota que hasta ahora no hemos utilizado la condiciéon de
consistencia (5.75). Efectivamente existen métodos de diferencias
inconsistentes que convergen.

. Ahora demostramos que la estabilidad implica la convergencia.

Sea D C X un subconjunto denso en X, tal que para cada
uo € D la familia de funciones u(t) = £(t)up entrega una solu-
cién intrinsica de (5.70), y la condicién de consistencia (5.75) se
satisface. Sean {n;}jen y {A;t};en sucesiones tales que n;A;t —
t € [0,T] para j — oco. Ademads, sea 1; la diferencia entre la so-
luciéon numérica y la solucién exacta en el punto n;A,t, es decir,

( A t " — (TLjAjt))’U,O

J—

C(Ajt) (C(Ajt) — E(A1)) (5.79)
k=0
. 5((71]- —1- k)Ajt)uo;

facilmente podemos confirmar que la segunda ecuacién es correc-
ta. Debido a la condicién de estabilidad (5.77) sabemos que

HC’At H K parak=0,...,n; — 1.
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Ademas, la condicién de consistencia (5.75) implica que para
cada € > 0 existe un nimero 0 > 0 tal que para Ajt < dy
k=0,...,n; —1 se tiene que

|| E(A))u((n; —1—k)A;t)|| < eAt.
Utilizando la de&gualdad triangular, obtenemos ahora de (5.79):
||| < Ken;jAjt < KTe para At < 6. (5.80)

Dado que ¢ fue elegido arbitrariamente pequeno, (5.80) implica
que

I [45]] = 0, (5.81)
Jj—o0
es decir, la condicién de convergencia (5.76) estd demostrada

para cada ug € D si el operador £(n;A;t) puede ser reemplazado
por el operador £(t). Definiendo

t':=min{t,n;A;t}, s:= |t —n;At]|,
obtenemos de (5.71)
EniA;t) —E(t) = i(é’(s) — I)E(t’),
donde “47 y “—=” son validos para t < n;A;jt y t > n;Aj,
respectivamente. Ahora concluimos que
(8,00 — E0) ]| < Bl ()~ T)

donde K¢ es la constante de la Definicién 5.3. Puesto que s — 0
cuando n;A;t — t y £(0) = I, esta tltima desigualdad nos
permite concluir que
| (E(n;Azt) — E(t))uol| — 0
para njA;t =ty ug € D.

(5.82)

Ahora, tomando en cuenta que
[(C(A;t)" = E(1))uol| <[]l + ||(E(n;At) — E(1))

podemos deducir de (5.81) y (5.82) la condicién de convergen-
cia (5.76) para todo up € D. Ahora sea u € X arbitrario y
{u,},en C D una sucesion que converge a u. En este caso,

(C(A)Y —E(t)u = (C(A;1) — E(t))u,
+C(A)Y (u—u,) —E(t)(u—u,).
Obviamente, para j y v suficientemente grande podemos achicar
arbitrariamente los tres términos del lado derecho. Entonces, he-

mos establecido (5.76) para funciones u € X arbitrarias, lo que
concluye la demostracion del teorema.
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Segun el Teorema 5.4, para la investigacién de la convergencia de
métodos de diferencias consistentes para problemas de valores iniciales
correctamente puestos es suficiente verificar la estabilidad (o la ines-
tabilidad) de la familia de operadores C'(At) para At > 0. Antes de
examinar algunos métodos especificos, demostraremos como podemos
convertir un método de pasos multiples en un método de paso simple.

5.5.2. Conversiéon de un método de pasos miiltiples en un
método de paso simple. En general, un método de diferencias fi-
nitas es de la forma

Aqui se supone que Uy, ..., Up14—1 sON conocidas, y que hay que calcu-
lar w, 1, desde (5.83). Para ¢ = 1, nos encontramos en el caso especial
(5.70). Para admitir una solucién tnica, la inversa (B,(At))~ debe
existir; ahora definimos

C,(At) = —(By(At) ' B,(At), 0=0,...,¢—1,
es decir podemos escribir (5.83) como
Upig = Cr1(A)Upyg1 + ... + Co(At)u,. (5.84)
Ahora consideramos

~ o T
U, ‘= (un+q—1a---7un) ) nEN(b U, €X

parao=mn,...,n+q—1
como elementos del espacio de Banach

X =X1=Xx---xX.
~—_——

q

Aqui definimos la norma de X de la siguiente manera: si |ju,||, 0 =
n,...,n+q—1es lanorma de X, entonces el espacio X esta equipado

con la norma
n+q—1 1/2
il = ( 3 ||ug||2) |
o=n
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Ahora definimos los siguientes operadores de diferencias sobre X:

[Cy1(At) oo oo oo Co(AD)]
I 0 0 -- 0
C(At) = 0 : . At >0.
0 .0 T 0 |

El sistema de ecuaciones de diferencias (5.84) es equivalente a

Una pequena modificacién (ver §7.3 en Richtmyer y Morton, 1967)
de la demostracion del Teorema 5.4 demuestra que la estabilidad de la
familia de operadores C(At) : X — X es equivalente con la conver-
gencia del método de g pasos (5.83) o (5.84).

5.5.3. Transformacion de Fourier de métodos de diferencias.
Consideremos ahora la aplicaciones del Teorema de Equivalencia de
Lax. El andlisis se realizard en la norma L?, ya que en este caso los
espacios de Banach X son espacios de Hilbert, y podemos utilizar la
herramienta del andlisis de Fourier.
Sea I = [0,L] C R un intervalo fijo, y consideremos funciones

cuadraticamente integrables del periodo L:

u(x) = (u(l)(:c), o ,u(p)(x))T R — CP,

donde u(x) = u(x + L) para = € R.

Ademas, definimos la forma bilineal

y la norma
]| = (aa,u) 2.
Ahora, el espacio de Hilbert es

X:={u:R—C?|u(z)=u(z+L) paraz € R; (u,u) < oo}.
(5.85)

Cada funcién w € X puede ser representada como serie de Fourier en
exactamente una manera. Por ejemplo, si definimos

L:={k=2mm/L : meZ},
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podemos escribir
(5.86)

Definimos
¢ = (021)7 .. ckp) eCr

y la sucesion € = {¢gtres. Entre dos sucesiones ¢ y d de este tipo
definimos la forma bilineal

=Yy

v=1 kel

y la norma
lell == (e.0)"2.
Ahora sea V' el espacio de Hilbert
V:={c={ci}rec | cr € C?, (c,c) < o0}. (5.87)

Con cada u € X asociamos de manera tnica el sistema ¢ € V de sus
coeficientes de Fourier:

p: X22u—cel.

Es facil ver que la aplicacion ¢ es biyectiva y lineal. Ademas, en virtud
de (5.86), sabemos que

Mz/ )2 () dz

== Z Z c,(:)cl / exp(i(k — l)z) dz

v=1k|leL
=S = (ee) = el
v=1 kel

Acabamos de demostrar el siguiente resultado.

Lema 5.2. Sean X y V los espacios de Hilbert definidos por (5.85) y
(5.87), respectivamente. Entonces la aplicacion ¢ : X — V mapea X a
V' de manera isomorfa e isométrica (es decir, se conserva la norma,).
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Sea Axr > 0 un tamano de paso y T : X — X el operador de
translacién definido en (5.72). Ahora queremos ver de cudl forma es el
analogo isométrico de T', es decir, el operador

¢Tdp ™V = V.
Para u € X y utilizando (5.72) y (5.86), obtenemos

es decir, los coeficientes de Fourier de v(z) son

dj, = cpe*A” para k € L,

o sea, a la translacién 7' : X — X por Az (ver (5.72)) corresponde,
en el espacio V' de los coeficientes de Fourier, la multiplicacién del
coeficiente ntimero k (k € £) por e*22.

5.5.4. Matrices de amplificacién. Ahora supongamos que el opera-
dor A de (5.70) posee coeficientes constantes. En este caso, la aplicacién
¢ mapea los operadores de diferencias

B,(At)= Y BYT": X » X, 0=0,1
|v|<oo
ya definido en (5.73) a la siguiente familia de matrices en el espacio V:

H,(At k)= > "B ecC™ =01, kelL.

[v|<oo

Definiendo
G (At k) == H{ (At k)Ho(At, k), ke L,

obtenemos como andlogo isométrico de (5.74) la familia de sistemas
lineales

Cini1 = G(ALk)ekn, keLl, n

I
\.O
=

|
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donde ¢y, crni1 € CP y G(At, k) € CP*P. Formalmente, podemos
escribir

{G(At, k>}ke£ = ¢pC(At)p~ .
Definicién 5.7. Las matrices G(At, k) € CP*P, k € L, se llaman
matrices de amplificacién asociadas al operador de diferencias C(At).

5.5.5. Teorema de Lax y Richtmyer y condicién de estabili-
dad de von Neumann. Debido a la isometria de los espacios X y V/
podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.5 (Lax y Richtmyer, 1956). Los operadores de diferencias
C(At) que aparecen en (5.74) son estables (ver Definicion 5.6) si y
solo si existen constantes T >0 y K > 0 tales que

|G"(At, k)|, < K para At € (0,7], nAt € [0,T), k€ L. (5.88)

Aqui las matrices G(At, k) € CP*P son las matrices de amplificacion
asociadas a C(At), y || - ||l2 es la norma espectral.

Demostracion.
a) Escogemos un elemento arbitrario k € Ly ¢ € CP tal que
el =1, ||G™ (At k)ei|, = ||GM (AL E)|,

para algin n € N. Luego definimos

1 .
u(z) = —=cpe'™ € X,

VL
Sabemos que ||ul| =1, y en virtud del analisis anterior,
&8, = |6 (A e, = lC (]
<|[lcr ),
por lo tanto obtenemos
sup”G’"(At,k‘)H2 < ||[em A
kel

b) Sea u € X tal que ||u|| = 1. Si {c}rer son los coeficientes de
Fourier de u, entonces sabemos que

> llerlld = flul? = 1,
kel
y luego
™ (At)yul]® = > |l A, k)|
kel

< supl|Gn (AL B 2
pllG (At B, 3 Nl
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= sup”G”(At, k’)Hz
kel

Dado que u € X con ||u|| = 1 fue arbitrario, podemos concluir
que

lcm(an)| < sup||Gn(at B,
kel

Esto concluye la demostracion del Teorema 5.5.

En virtud de los Teoremas 5.4 y 5.5, la convergencia del método de
diferencias (5.74) es equivalente con la validez de (5.88). Veremos que
esta condicién resulta muy util.

El siguiente teorema entrega un criterio de estabilidad necesario
muy importante.

Teorema 5.6 (Condicién de estabilidad de von Neumann). Una con-
dicion necesaria para la convergencia del método de diferencias (5.74)
es la condicion

ro(G(At,k)) <1+ O(At) para At € (0,7], k € L. (5.89)

Demostracion. Sea (5.74) convergente. En virtud de los Teoremas 5.4
y 5.5 obtenemos la validez de (5.88). Sin pérdida de generalidad sea
K > 1, donde K es la constante que aparece en (5.88). Como

16(G) = 715(G") < [|G"|2,

(e

tenemos que
ro(G) < K",
y en particular
ro(G) < KAYT = (KYT)At —: f(AL).

La funcién f : [0,7] — R es estrictamente isoténica y convexa con
f(0) = 1. Entonces existe una constante ¢ > 0 tal que f(At) < 14 cAt
para At € [0, 7]. u

Comentamos que en muchos casos la condicién (5.89) también es
suficiente para la convergencia, por ejemplo si las matrices de ampli-
ficacién G(At, k) son normales. En este caso se tiene 7,(G) = ||G||2.
Trivialmente, esto se cumple para p = 1.
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5.5.6. Analisis de estabilidad de algunos métodos de diferen-
cias. En lo siguiente, analizaremos las propiedades de estabilidad y
convergencia de los métodos de diferencias presentados en las Seccio-
nes 5.3 y 5.4. Aqui vamos a verificar la validez de (5.88) para cada
uno de los métodos. Todos los métodos de diferencias examinados son
consistentes con los problemas de valores iniciales correspondientes.

Ejemplo 5.4. Se examina el método (5.49) de la Seccion 5.3, el cual
puede ser escrito en la forma

Ujn+1 0o, A 1 1 Ujn At
: =IT°+—-A(T" -T s A= —.
(wj,n+1) { + 2 ( )} (wj,n) ’ Az

El operador {...} corresponde a C(At) en (5.74). Definiendo ¢ :=
kAx y aplicando la substitucion T + ¢ obtenemos las matrices de
amplificacion

G(At, k) =TI +ixsenpA € C** ke L, At>0. (5.90)

Dado que seqiin hipétesis, la matriz A € R**? es simétrica, podemos
chequear facilmente que GG* = G*G, lo que es equivalente con que la
matriz G en (5.90) es normal, y la condicion de von Neumann (5.89)
es equivalente con la estabilidad (5.88). Obtenemos el radio espectral

1/2

ro(G) = (1+ N sen ¢ri(A))
En virtud de r,(A) > 0, esto implica que la condicion de von Neumann
(5.89) estd satisfecha para todo ¢ € [0,2x] si y sdlo si
At
Az?
Por lo tanto, (5.91) es equivalente con la convergencia del método. Dado

que la relacion (5.91) es muy deventajosa, no se puede recomendar este
método.

38 2>0: < B (5.91)

Ejemplo 5.5. Se examina el método (5.50) de la Seccion 5.3, el cual
puede ser escrito en la forma

Ujn+1 1 -1 A 1 -1 Usin At
, —{-I(T+T ZA(T' -T i A=—.
<wj,n+1> {2 T+T7)+ 2 ( )} (wj,n> ’ Az
Definiendo ¢ = kAx obtenemos las matrices de amplificacion corre-
pondientes

G(At, k) = cos oI +irsenpA € C¥?, ke L, At>0.

Tal como en el Ejemplo 5.4 vemos que G es normal. St iy, 1o € R son
los valores propios de A, entonces los valores propios 01,09 € C de G
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satisfacen

|oj]? = cos qb—i-/\2 sengb j=1,2,
lo que tmplica que la condicion
1
A<
rs(A)
es equivalente con (5.89) y por lo tanto con la convergencia del método,

puesto A > 0 se considera fijo. Para cualquier constante A que no
satisface (5.92) el método ya no converge.

(5.92)

Ejemplo 5.6. Se examina el método (5.51) de la Seccion 5.3, el cual
entrega la matrices de amplificacion

_ |1 a _ ¢ L _
G(At k) = {ia 1_ aQ] , a:=2cAsen 5 ¢ = kAx. (5.93)
Aqui G no es normal. La matriz G posee los valores propios
1
oo =1-5a"+ ig\/4 mpe) (5.94)

Segun el Teorema de Schur existe una matriz unitaria U tal que
G =UAU*, conU*=U"'eC*?
donde A es una matriz triangular superior. Aqui obtenemos

1—0

1 1
_|on b _ 1 a
A_{O 02}’ U—§\/§ 11—01 1 ’

a

donde

2

En virtud de ||U || = ||{U"||2 = 1 sabemos que |G"||s = ||A" |2 paran €
N, es decir podemos utilizar las matrices A = A(At, k) para verificar
(5.88). Dado que para cada par de normas matriciales ||| y ||-||" existen
constantes m >0 y M > 0 tales que

VneN:VAeC™: m|A|l <|A| <M|A|,

b:—a(—a\/eri(aQ—l)).

sabemos que (5.88) se satisface si y sdlo si todos los elementos de A",
n € Ny son uniformemente acotados. En nuestro caso,

-1

A" = [“01 bpﬂ], Z Yol 1, meN. (5.95)
=0
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Supongamos ahora que
1
A< —.
C

En este caso, en virtud de (5.93),
a’> <4, oy =g =1.
Ademds, sabemos que
oy — 03| = 0lal, 0:=2V1—2\2>0.

Utilizando (5.95) sabemos que

n n
o, — O
1 2 .
Pp = ————— 51a7é0.
01— 02

Ademas chequeamos que |b| < 4|a|, por lo tanto

8
b n < _7
[bpul < 5
lo que significa que (5.88) se satisface para A(At, k), y el método con-
verge.

Supongamos ahora que

n €N,

A2

c
En el caso A > 1/¢, para algunos ¢ = kAx la condicién de von Neu-
mann (5.89) ya no se cumple, y el método ya no converge. Para A = 1/c
tenemos que a®> = 4 para ciertos ¢ y debido a (5.94) o0y = 0y = —1.

Utilizando (5.95) se tiene en este caso

A" = (—1)" Ll) _fb] , neN

Puesto que b # 0 (acorddndonos que G no es normal) vemos que (5.88)
no estd satisfecha y por lo tanto el método no converge.

Ejemplo 5.7. Consideremos el método (5.52) de la Seccion 5.3. Las
matrices de amplificacion para este método son
2
a .
1 1—-— ia

G(At, k) = 5 4 o, a:= QCAseng.

a . a

1+ i ia 1 1
Aqui se verifica de inmediato que GG* = G*G = I, lo que significa
r.(G) = ||G||2 = 1 para todo a € R. Entonces, la condicion (5.88) estd
satisfecha para todo A > 0, lo que implica la convergencia del método
para todo valor de A\ = At/Ax > 0. Tales métodos de diferencias se

llaman incondicionalmente estables.
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Ejemplo 5.8. Consideremos el método (5.58) de la Seccion 5.4. Este
método puede ser escrito como

{I — OzA(T_l — 2] + T)}uj,n-i-l
At
={I+(1—a)NT " =2I+T)}ujn, a€l0,1], I= L
x
Para las matrices de amplificacion (p = 1) obtenemos

1—-2(1—=a)A(1 —cos¢)

G(At k) = 1+ 2aA(1 — cos ¢)

eR, ¢=EkAx.

Ahora se verifica facilmente que la condicion (5.65) es equivalente con
|G(At, k)| <1 para At >0, k € L.

Pero esto significa la satisfaccion de (5.88), y el método converge. El
método ain converge si la cota para A en (5.65) se excede en una canti-
dad O(At), ya que la condicion (5.89) atun estd satisfecha en este caso-
Sin embargo, para cualquier \ fijo tal que

A > ! < !
21 —2a) “ T2
el método diverge.
Ejemplo 5.9. Consideremos el método (5.68) de la Seccion 5.4. Pri-

mero transformamos este método de dos pasos en un método de paso
simple. La substitucion v, := u;j,—1 entrega

Uj n41 _ 2)\<T_1 —2I + T) I Ujn \ = ﬁ
Vjmt1 I 0] \vjn/’ Az?

Las matrices de amplificacion son

—4A(1 —cos¢) 1

G(AL k) = [ : .

} . ¢ =kAu. (5.96)

Para cos ¢ # 1, los valores propios o1 y o9 de (5.96) satisfacen
o109 = —1, o014+ 09 <0,

por lo tanto r,(G) > 1 para cos ¢ # 1 y cada valor fijo A > 0. Entonces,
no estd satisfecha la condicion de Neumann (5.89), y vemos que el
método es inutil.

Ejemplo 5.10. Consideremos el método (5.69) de la Seccion 5.4. Tal
como en el ejemplo anterior, transformamos el método a un método de
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paso simple. Aqui obtenemos las matrices de amplificacion
4 cosp 1 —2\ AL
G(At,k)= | 1+2X 142X\ |, N=—, ¢=FkAz.
1 0 Ax

Los wvalores propios de (5.72) son

2 cosp £ \/1 —4)\2sgn¢

142X ’
lo que implica que |o1| < 1, |og| < 1 para todo A >0 y ¢ € R.
Podemos proceder como en el Ejemplo 5.6 analizando las potencias
de la matriz triangular A(A,k) (ver (5.95)). Para A < 1/2 podemos
concluir (como en el Ejemplo 5.6) que (5.88) es vdlido. Nos queda para
analizar el caso X > 1/2. Aqui distinguimos dos casos de los valores
PTOPLOS.
a) Sioy,09 € R, un pequeno cdlculo (utilizando (5.97)) verifica que
2\
T+2x =

012 =

(5.97)

min{|o], |oa|} < 1,

lo que tmplica
pn] <1+2\, neN

Esto nos permite concluir que (5.88) queda valido para A(At, k).
b) Si 01,00 € R, podemos calcular (utilizando (5.97)) que

4N —1
AN + 4N +1
Esto inmediatamente entrega que

03] = |o3] = —qt <,

Ipul <ny"', nmeN,

lo que significa que también en este caso las potencias en (5.95)
estan uniformemente acotadas.

Cocluimos que el método converge para todo A > 0, es decir, el método
es incondicionalmente estable.

Los resultados de convergencia son vélidos en la norma L?, dado que
esta norma aparece en la transformacién de Fourier. También existen
analises de convergencia en otras normas. Por supuesto, toda la teoria
puede ser extendida al caso de varias variables espaciales.



Capitulo 6

Introduccion al Método de Elementos Finitos

6.1. Problemas de valores de frontera de ecuaciones
diferenciales ordinarias

Ya comentamos anteriormente que la ecuacion diferencial ordinaria
de segundo orden autoadjunta

d dy
v= 3 (P05 + atoly = g0 (6.1)
es la ecuacién diferencial de Euler del problema variacional
1 b
Iu] = 5/ (p(z)(W')? + q(z)u® — 2g(z)u) dz = min. (6.2)

Cada funcién y = y(z), y € C?[a,b], que minimiza I[u], es decir, que
satisface

Yu € C*a,b):  I[y] < Iul,

necesariamente es una solucién de la ecuacion diferencial ordinaria
(6.1). Por otro lado, bajo ciertas hipdtesis una solucién y = y(x),
y € C? [a,b], de (6.1) también es una solucién del problema variacio-
nal /[u]J=min. Es la equivalencia entre ambos problemas que forma
el fundamento de los métodos que vamos a discutir ahora, y que se
llaman métodos variacionales. Basicamente la idea de estos métodos
es la solucién aproximada del problema variacional, pero donde uno
no se limita a funciones en C?|a,b]. La solucién aproximada del pro-
blema variacional también es considerada una soluciéon de la ecuacién
diferencial.

Consideremos la ecuacién (6.1) junto con las condiciones de borde

yla) = o, y(b) = 6. (6.3)

Las condiciones se convierten en condiciones homogéneas si definimos

“2) = yl@) - Q). Q) =g~ BT,
de manera que
d _
Qw=a, Q=5 T=-9"2
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10 = S720() + g(0)Q() = f(a),

y definiendo h(z) := g(a:) — f(z), podemos escribir el problema de
valores de frontera como

(Lz)(x) = h(x), z(a)=z(b)=0.

Entonces, en general podemos limitarnos a estudiar el problema de
valores de frontera semi-homogéneo

Ly=- 3 (o)) + ool = 9(o) vla) =) =0. (60

Aqui se supone que
p € C'a,b], q,g€ C'a,b, (6.5)
p(x) =2 po>0, q(x)=0, x¢clab. '

Se puede demostrar que en este caso, el problema (6.4) posee una tnica
solucién y € C?[a, b].

El dominio D del operador diferencial L es el conjunto de todas las
funciones en C*[a.b] que desaparecen en a y b:

D :={u € C?[a,b] | u(a) (b) = 0}.

El problema de valores de frontera es equivalente al problema de en-
contrar una solucién de

Lu=g, uwewD. (6.6)

Bajo las hipétesis (6.5) existe una tnica solucién de este problema.
Ahora definimos el producto escalar

b
(u,v) ::/ u(z)v(z)de, wu,v € L*[a, b

y la norma
ullz == (u, )2,
Un operador T con el dominio (de definicién) Dy y la propiedad
Yu,v € Dr: (u,Tv) = (Tu,v)

se llama simétrico o autoadjunto sobre Dr. Ademds, este operador se
llama definido positivo si

Vue Dr: u#0= (Tu,u) > 0.

Teorema 6.1. El operador L es simétrico y definido positivo sobre D.
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Demostracién. Comoo Lv = —(pv') + qu, obtenemos

(w.) = | o) (~ (e @) + ale)o(a)) do

— —u(x)p(ﬂf)vl(x)‘z

b
+ / (p(2)d/ (2)'(2) + g(z)u(z)v(x)) da.

El primer término en el lado derecho de (6.7) desaparece ya que u
y el segundo es simétrico con respecto a v y v, es decir,

(u, Lv) = (v, Lu) = (Lu,v).

141

(6.7)

€D,

Entonces, L es simétrico. Ahora, en virtud de (6.2) resulta para |y #

0
) = [ () (@) + ) (0(0)") o
> po /ab(u’(yc))2 do + /ab q() (u(m))2 dx
> ﬁ /ab(u(:c))2dx > 0.

Aqui usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales

(u(@)) = ([ 1w d§)2
</ “12ae / W(©)*dE < (b—a) / ((6))” de.

la cual a su vez implica

/ (u(a))’ dr < / b ((b ~a [ b(u’(&)fdg) da

:(b—a)2/ (u'(€))° de.

Ahora, (6.7) implica
Vu,v e D: (u,Lv) = (Lu,v)

b
— [ (e @) + gla)u(o(s)) da.



142 6. INTRODUCCION A LOS ELEMENTOS FINITOS

Pero la integral no existe sélo para u,v € D, sino que también (por
ejemplo) para funciones diferenciables por trozos cuyas primeras deri-
vadas son cuadraticamente integrables. En general, consideraremos el
espacio de funciones V7 |a, b), donde w € V" (a, b) siy sélo si se cumplen
las siguientes condiciones:
a) w e C" a,bl.
b) Con la excepcién de un nimero finito o a lo més contable de
puntos, w1 es diferenciable en [a, b].
c¢) La funcion w(™(z) es cuadraticamente integrable sobre [a, b],
donde r € NU {0}.

d) Ademads, se requiere que

1/2
lwl|vr(ap) </ Z ‘w(g)(x)‘2 dx) < 00. (6.8)

Obviamente, para = 0, (a) y (b) no hacen sentido, y (c) exige que
1/2

ol = ([ oteaz) = ol <o

es decir, V9(a,b) = L*(a,b).

Ejemplo 6.1. Subdividimos el intervalo |a,b] en n sub-intervalos del

tamano h y definimos los nodos x; = a+ih parai =0, ...,n, a+nh =b.
En este caso, los trazados poligonales
fH—l fz
salx) = rT—x;)+ i
sy = 2
fZHh J: (x —xi) + fi, T € [2s,3i41]
son elementos de V'(a,b) porque s € C°a,b] y sa(z) es diferenciable
en todas partes con la excepcion de los nodos x1, . ..,T,_1. Finalmente,
para f € C'a,b] resulta
fz 1 fz
Sh () = === 7 = f'(&), & € [z, v,

lo que nos permite concluir que

/ab((sA(x))Q + (S’A(x))z) dr = 2/:H1 ((SA(J,’))Q + (S/A(ZL‘))2> dx

< 00.

Ahora sea

D :={w e V'(a,b) | w(a) = w(b) =0},
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y definimos la forma bilineal simétrica

[u,v] := / (p(2)u' (2)'(z) + g(z)u(z)v(z)) dz, w,v e D. (6.9)

Obviamente, D C D. Para u,v € D C D tenemos [u,v] = (Lu,v). Si
g(x) denota la parte derecha de la ecuacién diferencial (6.1), la siguiente
expresion es bien definida para cada u € D:

Iu] = [u, u] = 2(u, g)

= [ (@) + o) )’ - 2uw)o(w))

Ahora demostramos que [[u| asume su minimo para la solucién del
problema de valores de frontera.

(6.10)

Teorema 6.2. Sea y la solucion de (6.1) o (6.3), respectivamente.
Entonces

Vue Dou#y: Iyl < Iul.
Demostracion. Dado que Ly = g e y € D, sabemos que
(u, 9) = (u, Ly) = [u,y],
y segun (6.10),
Iyl = [y, 9l = 2(y,9) = (v, Ly) = 2(y, Ly) = —(y, Ly) = =y, y].
La simetria de [-, -] implica que
[u =y, u—yl = [u,u] = 2[u, y] + [y, y].

Entonces podemos expresar I[u] como

Pero en virtud de (6.9),
Yue Diu#y: [u—yu—y|l>0,
tal que
Hul = [u—y,u =yl =y, 9] > =ly,y] = I[y].
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Si tenemos solamente p(z),q(x) > 0, entonces (Lu,u) > 0 para
u €Dy [u,u] >0 parau e D. Si(6.1) o (6.3) tiene la solucién y,

VueD: Iy <Iul,

pero la funcién y posiblemente no es tnica.

Segun el Teorema 6.2, el problema de valores de frontera (6.6) es
resuelto si se ha encontrado la funcién y para la cual I[u] asume su
minimo. En el método de Ritz (1908), se minimiza [[u] de forma apro-
ximada. Se considera un sub-espacio M-dimesnsional Dy, C D, por
ejemplo generado por las funciones ¢1,..., . Como Dy C D, estas
funciones deben satisfacer ¢;(a) = ¢;(b) = 0, y toda funcién v € Dy,
puede ser representada como combinacién lineal

M
vzg P, Q1,...,op €R.
p=1

Esta funcion v satisface
Iv] = [v,v] = 2(v, g)

M M M
= [Z upp, Zowy] -2 (Z Ozusou,g>
pn=1 v=1 pn=1

(6.11)
M M
- Z OC;LO‘V[SO/H 901/] —2 Za#(gpuag)
p,v=1 pn=1
=: O(aq,...,an).
Los nimeros aj, . . ., ay se determinan de tal forma que ®(ay, ..., ap)

asume su minimo. Una condicién necesario para que eso ocurra es la
condicién

10®(ay,...,« 1 Oa O,
5 ( 18@- i) D) Z [P 0] (8_;@”+&“%> — (i, 9) = 0.

Dado que

1 M 1 M M
3 > lpi ol + 3 > lew il =Y i pilay,
v=1 pn=1 7j=1
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por lo tanto los coeficientes aq, ..., ays buscados deben satisfacer el
sistema lineal
10®(ay,...,an) M »
5 :Z[%‘,%]@j—(%,g):o, i=1,...,M.
2 8oz,~ =
Definiendo
Aij = [(Piagpj]a b’L = (Sowg)a (612)
a0 a1y b1 o
A= ol b= ) =],
api - QMM b an

obtenemos el sistema
Aa =b. (6.13)

La matriz A es simétrica. Para ver que también es definida positiva,
supongamos que k = (ky, ..., ky)T # 0. Entonces

M
Zki% =:w € Dy, w0,
i=1

y calculamos que

M

M
0< [w,w] = Z [9017 90]]/{3@]6] = Z aijk:ikj = kTAk,
ij=1 ij=1
es decir, A es definida positiva; por ello concluimos que el sistema lineal
posee una solucién tnica a* = (of,...,a},)T. Ahora, segin (6.11) y
(6.12),

d(a) = a’Aa —2a"b, (6.14)
y por lo tanto
(a—a)"A(a—a*) =a’Aa — 22" Aa* + (o)  Aa*
= a'Aa —2a"b + (a")T Aa* (6.15)
= d(a)+ (o) Aa”.
De (6.14) obtenemos con @ = a* y Aa* = b:
d(a*) = (a")TAa* — 2(a*)TAa* = —(a*)T Aa’.
Por otro lado, como A es definida positiva, para a # a* sabemos que
(a—a)"A(a — a*) > 0.
Finalmente, en virtud de lo anterior, (6.15) implica que

0<Plax) —P(a”), a#a
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Eso significa que la funcién buscada de D), para la cual I[v] asume su
minimo sobre D, es

vi(@) = Y anpula),

donde
min I[v] = I[v*].
vED
Si por casualidad entre las funciones 1, . . ., p)s se encuentra la solucion

del problema de valores de frontera, o sea si y = ;. para algtin indice k,
la solucién del sistema lineal (6.13) es

0 parat=1,...,M,1#k,
Q= )
1 parat =k,
es decir, v*(z) = ¢i(xr) = y(x). Esto es una consecuencia directa del
Teorema 6.2 si tomamos en cuenta que
o] = ®(a) = () = I[v"] = I[y].

Podemos resumir que el método de Ritz consiste en la computacion
del vector a* del sistema Aa = b, donde

A = ([¢i,¢i)ij=1,.ms  bi= (i, 9).

La combinacién
M
* *
I 5 O, Pu
p=1

es la funcién deseada, la cual minimiza el funcional I[u] sobre D.
Para discutir algunos aspectos practicos, recordamos que las com-
ponentes de A y b son dadas por

o=l = [ (le)ei@)e)(@) + alohpi()ey (@) da,

b
b= (on9) = [ w@gle)do

El problema de si estas integrales pueden ser calculadas exactamente
depende de las funciones de base ¢1,...,¢n. En general, tendremos
que utilizar un método de cuadratura (integracién numérica), lo cual
causa un error adicional. La seleccién de las funciones ¢, ..., oy fre-
cuentemente es una tarea bastante dificil, la cual requiere de cierta
experiencia. Depende del problema puesto y de la precisién deseada.
Por ejemplo, se usaran funciones de base periddicas si se sabe que la
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solucion del problema de valores de frontera es periddica. Por otro lado,
cuando no hay ninguna informacién acerca de la solucién, frecuente-
mente se usan polinomios, por ejemplo polinomios ortogonales. Las
dificultades mencionadas aqui se pueden evitar parcialmente si usamos
polinomios definidos por trozos, por ejemplo funciones spline. Estas
consideraciones nos llevan al método de elementos finitos.

Ejemplo 6.2. Consideremos el problema de valores de frontera

_y” =senwT, y(O) = y(ﬂ-> - 07

el cual puede ser resuelto exactamente. Aquip =1, ¢ =0, y g(z) =
sen x.

a) Sea M =1y p1(x) =x(m —x), ¢)(z) =7 —2x. En este caso,

7T3

anz/ (gp’l(ac))2d:c:/ (7r2—47m+4x2)dx:§,
0 0
blz/ gpl(:v)g(x)dx:/ z(m — x)senx dx

0 0

s s
:7r/ xsenxdx—/ r?senz dx
0 0

™ ™

= W[senx—xcosx] - [stenx—i— (2 —x2)cosx]
0

=+ (2-7%)+2=4.

0

Entonces, ay = 12/73 y
* 12
V(1) = aqpi(z) = —Sx(w — ) ~ 0,387x(m — x).
m
La funcion v*(x) asume su mdzximo en x = 7/2 con

T 3
— ) = — = 0.955.
U*<2) ’

m
b) Sea M = 2, ¢1(x) = senz, ¢j(xr) = cosz, pa(x) = sen(2x),
©h(x) = 2cos(2x). Tenemos

anz/ (go’l(x))de:/ cos’zdz =

0 0

alQ:/ o (z)py(x )dx:2/ cos x cos(2x) dx = 0,
0

/ 2de = 4/ 0052(217) dx = 2,
0 0
/ o1(x dx—/ sgnxdxzz,

0 0 2

|

Y
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SOZ T T T T
¥1 ©2 ©3 P4

2 Ps
0,75 +

0,5t

0,25+

To=a 1 T T3 Ty T x5=0>

Ficura 6.1. Las funciones ¢;, © = 0,...,n, dadas por
(6.17) para n = 5.

by :/ wo()g(z) dx:/ sen(2z) senx dx = 0.
0 0

Entonces

A= {7%2 2(;} ;o ar=1, a=0; v'(zr)=sencx,

lo que es la solucion exacta del problema.

6.2. Elementos finitos para problemas de valores de frontera
de ecuaciones diferenciales ordinarias

6.2.1. Funciones de planteo lineales por trozos. Ahora seguimos
desarrollando el método de Ritz en una versién donde cada funcion ;
es diferente de cero sélo en un (pequeno) subintervalo de [a,b]. Como
para la interpolacién por splines, subdividimos el intervalo en n partes
de igual tamano h introduciendo los nodos

x;=a-+1th, 1=0,...,n; a-+nh=>0. (6.16)

Consideremos primero funciones de planteo lineales por trozos y conti-
nuas s,. El espacio S, de estas funciones tiene como base las funciones
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0o, - - -, Yy definidas por

r—a

h —i+1  sizi <z<a,
4 — r—a . ) =1,....,.n—1
wi() — +i14+1 siz; <z <xiyp, ! et ,
0 sino,
r—a .
_ +1 sizg<x<og,
po(z) = h
0 sino,
r—a :
—n+1 sir,1 <z <oy,
Pn(T) = h
0 sino.

(6.17)

Cada funcion de S}, tiene la representacion
sp(x) = Zozig&,-(a:).
i=0

Para la aproximacién de la solucién de (6.4), usaremos solamente aque-
llas funciones en Sj, que satisfacen las condiciones de borde s,(a) =
sp(b) = 0, es decir, para las cuales

Como ¢g(a) = p,(b) = 1, este requerimiento implica que oy = a,, = 0,
o sea podemos considerar el espacio de las funciones s9 (x) que pueden

ser representadas como

sp(w) = Zaz‘%(x)~ (6.18)

Cada funcién s es diferenciable en [a,b] en todas partes, con la ex-
cepcion de los nodos xy,....x,_1, e integrable cuadraticamente junto
con su derivada. Si llamamos P} (a, b) al espacio de todas las funciones
(6.18), observamos que Pl(a,b) C D, o sea las funciones (6.18) sirven
de planteo para el método de Ritz.
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Ya sabemos que los elementos de la matriz A se calculan de la
siguiente forma:

ai; = s 1] = / (p(2)¢! (20} (z) + q(x)pu(x) o5 () de

=3 [ 6@ @ + awae @) ar

Dado que
wi(x)=0 paraj&{i—1,0,i+1}ya € [ri1,Ti41],

sabemos que [¢;, p;] = 0 para |i — j| > 2, es decir,

11 Q21 0 0
Q21  A22 23
A=10 0

: Up-1,n—2 Apn—1n—1 Gnn-1

L 0 0 An,n—1 Qnp, |
Ti41

b= (ong) = [ eilag(o)de
Ti—1

)Yy b= (by,...,b,1)T determinamos
)* como solucién del sistema lineal

Aa =b.

Ahora, para a = (ay, ..

* * *
o =(of,..., 0k

(6.19)

La solucién del sistema (6.19) entrega la solucién aproximada del pro-
blema de valores de frontera (6.4):

sile) = Y aii(o).

Ya demostramos que la matriz A siempre es simétrica y definida
positiva. Para que una funcién sj sea una aproximacién suficientemen-
te exacta de la verdadera solucion y, el tamano de paso h debe ser
muy pequeno. Normalmente, (6.19) es un sistema de gran tamano, con
una matriz que siempre es simétrica, definida positiva y tridiagonal,
por lo tanto, el sistema (6.19) puede ser resuelto por muchos métodos
iterativos.

Ejemplo 6.3. Consideremos nuevamente el ejemplo de la ecuacion
diferencial ordinaria —y" = senx con las condiciones de borde y(0) =
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y(r) =0. Parai=1,...,n, obtenemos

wini= | Gl o= [ Gl @)
0 Ti—1

dado que fuera de [x;_1,x;], por lo menos una de las funciones o @; 1

o @; desaparece. Entonces

Tl 1 1
ii—1 = -\ -7 )de=—7,
o)

= (@)= [ @) =]

Ti—1
1
Qiit1l = Qit1,i = 7
parai=1,...,n—1, es decir, obtenemos la matriz definida positiva
(2 -1 0 - 0]
-1 2 -1 :
4l
S =12 —1
o - 0 -1 2]

6.2.2. Funciones de planteo cibicas por trozos. Para poder apli-
car el método de Ritz con funciones de planteo cibicas, definimos la
siguiente base de funciones sobre [a, b], donde a los nodos ya definidos
(6.16) agregamos ©_y =a — kh y T, x = b+ kh para k =1,2,3:
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To=a 1 T T3 Ty T z5=00

FicuraA 6.2. Las funciones p;, i = —1,...,n+ 1, dadas
por (6.20) para n = 5.
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A modo de ejemplo, la Figura 6.2 muestra las funciones ¢;, i =
—1,...,n+ 1, dadas por (6.20) para n = 5.
Cada funcion spline es de la forma

n+1

= Z a;pi(T). (6.21)

i=—1

Sin embargo, para la aproximacion usaremos solo aquellas funciones
spline que satisfacen las condiciones de borde s;(a) = s,(b) = 0. Sea
P3(a,b) el espacio de estas funciones. Pero ¢_1(a) = ¢;(a) = p,_1(b) =
Oni1(b) = 1y po(a) = pn(b) = 4, es decir, las funciones (6.21) no van
a satisfacer en general las condiciones de borde, por lo tanto definimos

las nuevas funciones de base

(0i() parai=2,....,n— 2,
po(x) —4p_1(z) parai=0,

Yiz) == Sﬁo(x) 41 (x) para i =1,
(z) —
() —

Xz

on(x) — 4@, _1(x) parai=n-—1,
x

L ©n dpni1(x) parai=n.

Obviamente, estas funciones satisfacen ¥y(a) = ¥1(a) = ¥,_1(b) =
n(b) = 0; entonces, ¥;(a) = 1;(b) = 0 para i = 0,...,n. Se puede
demostrar que estas funciones son linealmente independientes. Con-
cluimos que cada funcién s9 € P2(a,b) posee una representacién

= o). sf(a) = s(0) =0.

Las funciones 1; forman una base del espacio P?(a,b), el cual a su vez
es un subespacio de D. Por lo tanto, podemos usar las funciones 1);
como funciones de planteo para el método de Ritz. Los elementos de la
matriz A ahora son

aij = [, ;] = / (p(w)¢i(x)w§(x) + C](l’)%(%)wj(x)) dx
= Z/xk (p(x)ei(x)(@) + q(2)thi(z)Y;(2)) da

Obviamente, [¢;,1;] = 0 para |i — j| > 4. Ahora la matrix A es
una matriz de banda, que en su i-ésima fila tiene sélo los elementos
@;;—3,Qii—2,...,0 ;+3 diferentes de cero. La matriz es simétrica y defi-
nida positiva.
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6.2.3. Estudio del error y extensiones. Brevemente vamos a dis-
cutir el error cometido por el método de Ritz. Para el espacio D ya
definimos la norma || - |ly1(ap) en (6.8). Si y es la solucién exacta del
problema de valores de frontera (6.4) y u* € D es una solucién apro-
ximada, nso interesa una cota del error ||u* — y||y1(q). Para el planteo
con funciones ctibicas por trozos, también es posible estimar

lu* = yllo := méx u*(z) — y()|.
z€[a,b]
Nos vamos a referir al siguiente lema sin desmostracion.

Lema 6.1. Bajo las hipdtesis de reqularidad (6.5), ezisten constantes
0 <1 <T'y1 y0 <7 <D tales que

Vu e V3a,b) 1 voollull? < [u,u] < Poollull%,
Vu e Via,b): yaullullfy < [u,ul < Toallullfay-

Teorema 6.3. Seca y la solucion exacta del problema de valores de
frontera (6.4) y v* € Dy la aproximacion obtenida por el método de
Ritz. Entronces, para cada v € Dy tenemos las desigualdades

* FQ,I 12 . 1
[v* = yllvigap < P v —yllvi@p st Du CVi(a,b),
F7 1/2 (6.22)
[v" = y]|oo < <7ﬁ) |v" — ' |le  si Dy C V3(a,b).

Demostracion. Ya establecimos [v — y,v — y] = I[v] + [y, y] para toda
funcién v € V1(a,b), es decir, tambien para todo v € Dy C D =
V1(a,b). Por otro lado, de acuerdo con min,ep,, I[v] = I[v*],

min [v —y,v —y] = min I[o] + [y, y]

UEDM ’UGD]W
= I+ [y, 9] = [v" —y,v" —y].
Entonces,
Yoe Dy : [v—y,v—yl =" —y v =y

Dado que v —y € V!(a,b) para Dy C V(a,b) y (v —1y) € V*(a,b) si
Dy C V*(a,b), Teorema 6.3 sigue en virtud del Lemma 6.1. [ |

Usaremos el teorema para estimar el error cometido por el método
de elementos finitos. Para ello aprovechamos que (6.22) es valido para
cada funcién v € D). Primero, sea Dy = Pl(a,b), es decir, el espacio
de las funciones continuas y lineales por trozos con sp(a) = sp(b) = 0.
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Ademds, sea vy, la tinica funcién de P} (a,b) que satisface vy (z;) = y(x;)
para i =20,...,n:

y($i+1)h_ y(z:) (z — ;) + y(z:),

x € [x, x4, 1=0,...,n—1

vp(z) =

Entonces, para cada y € C?[a,b] tenemos las cotas
[0, = ¥'lloe < 2LR,  lvn — ylloo < LB

con una constante L. Insertando esta expresion en (6.22), obtenemos

10" = Yllvicas < (Co/720) 2w = yllvian)
g (F271/")/271)1/2L(b — a)h(4 + h2)1/2‘

Esto demuestra que el error medido en la norma || - [[y1(qp) es por lo
menos proporcional a h, o sea el método converge para h — 0, n — o0,
y nh = b — a del primer orden. El método parece menos exacto que
el método de diferencias finitas. Pero hay que tomar en cuenta que en
| - [lvi(ap) también se mide el error de la aproximacién de la derivada.
Por ejemplo, se puede demostrar que

V" = yllvows = O(h?).

Ahora elegimos el espacio P?(a,b) C V?(a,b) de las funciones spline
ciblicas, y sea v, (z) el spline que satisface las condiciones

vp(z) = y(z;), i=0,...,m; (6.23)
vi(a) =y'(a), v, (b) =4/ (b). (6.24)
A través de las condiciones (6.23) y (6.24), la funcién v, esta determi-

nada unicamente. Segun resultados de la aproximaciéon de una funcién
por una funcion spline,

v}, = ¥ llc < MyNLR®.
Usando (6.22), obtenemos

max |v*(z) — y(z)| = [v* =yl < MiNL, /Fﬁh3 = O(h?*). (6.25)
z€|a,b] Yoo
Eso significa que el error es del orden a lo menos O(h?), y el método
es mas exacto que él de diferencias finitas; sin embargo, aqui la cota
(6.25) ain puede ser mejorada. Por otro lado, un método de diferencias
finitas es mucho mas facil de implementar.

En general, para el método de Ritz podriamos usar funciones de
planteo ¢; polinomiales por trozos de alto orden para incrementar el
orden de convergencia. Sin embargo, tal medida no vale el esfuerzo
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computacional adicional. El método de elementos finitos puede ser apli-
cado a la solucion numérica de cualquier problema lineal de valores de
frontera de una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden.

6.3. El método de Ritz y elementos finitos para problemas
de valores de frontera de ecuaciones diferenciales
parciales elipticas

Segun el Teorema 4.1, ya sabemos que el problema

Lv=f, wveD, (6.26)
L' = —(a11t)ea — 2(a120)ay — (ag2u)yy + (a1u)s + (au)y, + au,
(6.27)
D:={ve CG)NC*(G)|v=0en oG} (6.28)
es solucionado si encontramos una funcién v = u(zx,y) tal que
Iu] = min = min{(v, Lv) = 2(v, f)}, (6.29)

donde

(v, Lv) —2(v, f) = /G(anvi + 2a12v,0, + a22v§ + av?® — QUf) dzx dy.

En el método de Ritz, I[v] se minimiza aproximadamente. Este método
es muy similar al método ya discutido para la soluciéon de problemas
de valores de frontera para ecuaciones diferenciales ordinarias. Se elige
un sub-espacio Dy C D M-dimensional, donde

D={veV(G)|v=0endG},

y se considera como base un sistema de funciones ¢y, ..., ¢y lineal-
mente independientes. Cada funcion v € D), es de la forma

M
v:Zaugoﬂ, ar,...,oy €R. (6.30)
pn=1

Esta funcion v satisface
Iv] = [v,v] = 2(v, f)

M M M
= [Z Oéusomzau%] -2 (Z am%f)
pn=1 v=1 pn=1

M M
= Z Q00 [Py, o] — 2 ZO‘#(‘PW f)
pn,v=1 pn=1

=: O(aq,...,an).
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Como en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, el requerimiento
I[v] — min lleva al sistema de ecuaciones lineales

18@(0[1,...,0[]\/[) M .
2 Oa; :jzl[%v%‘]aj—(%?f):& i=1,..., M.
(6.31)
Definiendo

S = ([901'7901'])7 (90i7f) :bi> b= (blu---be)Tu a = (Oél,__,,O[M)T,

podemos escribir el sistema (6.31) en la forma

Sa =b. (6.32)
La matriz S es simétrica y definida positiva, es decir (6.32) tiene una
solucién tnica a* = (af, ..., a},)T. Tal como en el caso de ecuaciones

diferenciales ordinarias, se demuestra que ®(a*) < ®(a) y entonces

veED )\

I[v] = min I[v], v*(z,y) =) aspulz,y).

La seleccion de las funciones ¢, es decir, del sub-espacio D)y, es dificil;
ademas, hay que determinar los valores de las integrales numericamen-
te. Una parte de las dificultades puede ser evitada si subdividimos G
an dreas pequenios y usamos soélo funciones de base ¢,, donde cada una
es diferente de cero sélo sobre pocos subdominios.

Consideremos una subdivisién de G' en pequefios tridngulos, es de-
cir, una triangulacion. Supongamos que G es un dominio acotado,
abierto y convexo con una frontera G continua, la cual puede ser
aproximada por un trazado poligonal 0Gj, el cual enteramente perte-
nece a (G y cuyos vértices pertenecen a 0G. Este trazado poligonal es
el borde de un dominio poligonal GY},.

Ahora triangulamos el dominio G en la siguiente forma, que permite
representar G, como

N
Gv=JDs,
i=1
con tridngulos Dy, ..., Dy, donde dos triangulos o no tienen ningin

punto en comun, o coinciden en exactamente un lado que pertenece
a ambos tridngulos, o coinciden en exactamente un vértice. De este
modo, se evitan los llamados “nodos colgantes”.

Sea h; la distancia maxima de dos vértices de D; y

h := max h;.
1<j<N
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En este caso, G, v Gj, dependeran de h, y obviamente, G es mejor
aproximado por 0G), cuando h es pequeno.

Los vértices de los tridangulos D; se llaman nodos, el conjunto de los
nodos de llama R, el conjunto de los nodos en 0G), se llama OR. Bajo
nustras hipétesis, dG), puede ser contruido de tal forma que los nodos
en 0Gj, también pertenece a G, es decir, exigimos que OR C dG. En
general, una modificacién del parametro h implicard un nuevo borde
0G),. Supongamos que Ry OR contienen M y M nodos, respectivamen-

te, los que enumeramos en un cierto orden; sean (z;,y;), j =1,..., M
v (Zk, k), k =1,..., M estos puntos. Definimos las funciones base ¢;,
1=1,..., M, de la siguiente forma:

1. Parai=1,..., M, ¢; € C°(Gp).
2. Sobre cada tridangulo D;, [ = 1,..., N, cada funcién ¢; es un
polinomio de grado 1 en z e y.

3. Para Z,j = 1, R ,M, QOZ‘(ZL’j,yj) = 51]

4. Parai=1,.... M yk=1,...,M, ¢i(ir i) = 0.
Estos requerimientos determinan las funciones ¢q,..., @y en forma
unica. En (z;,9;), la funcién ¢; tiene el valore 1, y en todos los demds
nodos el valor cero.

Las funciones ¢; son elementos del espacio V(G},), o sea podemos
formar las formas bilineales [¢;, ;] reemplazando G por G}, dado que
las funciones ¢; son diferenciables con respecto a x e y sobre cada

triangulo Dy, [ = 1,..., N. La integral puede ser representada como
N
b2,
Las funciones ¢, . .., ¢y son linealmente independientes sobre Gi,. (Si

no fuera asi, deberia existir una ecuacion

M
Zalgpz(xvy) = Oa (:E,y) € Gh?
=1

donde no todos los coeficientes «; desaparecen. Pero

M M
Z@i%(iﬁj,yj) = ZOQ‘(S@']’ =a; =0, 7=1,..., M,
i=1 i=1

asi que todos los coeficientes deben desaparecer.) Entonces, las funcio-
nes ; generan como funciones base un espacio D);; especificamente,
Dy es el espacio de aquellas funciones continuas definidas sobre Gy,
que son afinamente lineales sobre cada triangulo D;, y que desaparecen
sobre 0G},.
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Ahora queremos aproximar la soluciéon del problema variacional
(6.29) por una funcién de Dj;; esta funcién serda también una apro-
ximacién del problema de valores de frontera (6.26). El planteo (6.30)
nos lleva a la solucién aproximada

M
vi(,y) =D areile,y),
=1

donde
M M
Vs, 5) = Y alpileg, ) = Y aid; = aj,
=1 i=1
es decir
M
v, y) = Yot v il y).
i=1

La matriz S del sistema lineal (6.32) tiene muy pocos elementos dife-
rentos de cero, dado que

ol = [ {an(@ulen, + an(lealos + (i(e):)

+ a2 (i) y(05)y + awis@j} dedy

y @ip; = 0si (z5,4) v (x,y;) no son puntos vecinos. Si existen exac-
tamente k; tridngulos con el vértice (x;,y;, la matriz S tendrd en su
i-ésima fila exactamente k; + 1 elementos diferentes de cero. En el caso
discutido, la matriz S es simétrica y definida positiva, y por lo tanto
apta para la solucién numérica del sistema (6.32) por el método SOR,
de gradientes conjugados, o un método multi-mallas.

Si la triangulacion no es uniforme, la computacién de los coeficientes
del sistema lineal (6.32) puede ser bastante costosa; pero normalmen-
te existe software que se encarga automaticamente de esta tarea. En
general, se trata de triangular un dominio de tal forma que los triangu-
los D; no difieren demasiado en forma y area. Pero para un dominio GG
con una frontera curvada habra que elegir tridngulos diferentes cerca de
la frontera. La gran libertad que existe en la seleccién de los triangu-
los constituye una gran ventaja de los métodos de elementos finitos
comparado con el método de diferencias finitas.

En el interior de G, en muchos casos facilmente de puede generar
una triangulacién donde z; e y; son multiples enteros de h, por ejemplo
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h h
Yi+1
D;, L
Di5 Dis
Yi
ng Diz h
D,
Yi—1
Yi—2
Ti—2 Ti—1 Z; Li+1 Tiy2

FIGURA 6.3. La defincién de la funcién base ¢; segun (6.33).

x; = m;h, y = n;h. En este caso (ver Figura 6.3),

( Y
1-— n; + E en Dil,
1+mi—ni—w;y enDiQ,
14+m; — % en D,
Pi(,9) = 14 n, _% en D;.. (6.33)
1—mi+ni+% en D;,,
1—m; + % en D,
0 en todas otras partes.

\

Para la computacion de [p;, ¢;] ¥ (@i, f) habrd que usar una férmula
de cubatura si a;;, a 'y f son funciones complicadas.

Para la discusion de algunos aspectos practicos, consideremos el
problema de valores de frontera

Lu=—uy —uy=f enG,
u=0 en dG
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con el problema variacional asociado
o] = / (02402 —20f)dedy =min, v=0endG.  (6.34)
el

Supongamos que

N
G - U Di;
i=1

es decir, G es la unién de un ntmero finito N de tridngulos, entonces
(6.34) implica que

N
I[v] :Z/ID(U?E%—U??—ZUf)dxdy;min. (6.35)
i=1 /D

Sobre cada triangulo D;, v es una funciéon afina, es decir, existen cons-
tantes a;, b; v ¢; tales que

'U(ZL‘,y) :ai+bix+ciy7 Vg :bia Uy = G, (%?J) € Dz

Los vértices de D; sean (z, yir) para k = 1,...,3. Si vy es el valor de
la aproximacién v = v(x,y) en (x, yix), podemos escribir

V(Tig, Yik) = Vik = a; + b + iy, k=1,....,3,

y de este sistema de ecuaciones podemos determinar de forma tnica a;,
b; y ¢; como funciones de x;, y;x v vy Por lo tanto, en nuestro caso
podemos escribir (6.35) como

N
I[v] :Z/D (b7 + ¢ — 2f(z,y)(ai + biz + ¢;y)) dmdy;min.
=1 @

(6.36)
Si denominamos por v; el valor de v(z,y) en el nodo (z;,y;), j =
1,..., M, podemos escribir obviamente

Iv] = ®(vy, ..., vm).
El valor v;, 1 < j < M, aparece entre los valores v, 1 = 1,..., N,
k=1,...,3, L; vecessi (z;,v;) es vértice de L; tridngulos. Si definimos
v" = (v1,...,vy)T, obtenemos con la matriz § € RM*M y el vector
b € RM la identidad
d(vy,...,vy) = (V") Sv" — 2(v")Tb.

El requerimiento ®(vy, ..., vy,) = min lleva al sistema de ecuaciones

Sv" = b.

La computacién de S y b es (por lo menos) un poco complicada, con-
siderando que hay que integrar sobre cada tridngulo separadamente.
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Esta complicacién puede ser evitada mediante la interoduccién de un
tridngulo de referencia. A través de una transformacién de coordena-
das biyectiva, cada triangulo D; puede ser transformado al triangulo
de referencia con los vértices (0,0), (1,0) y (0, 1). La transformacién es

T =a;(&,n) = zin + (T2 — 1) + (T3 — 2017,
y = Bi(§,n) = ya + (Yiz — ya )€ + (Y3 — yar)7.
Denominamos el triangulo de referencia por Dy, definiendo
U(ZE, y) = U(a/i(ga 77): 6%(57 77)) - wz(£7 77)7 (57 77) € DO-
En este caso, w;(§,n) esta definido sobre Dy y

(6.37)

wi(§,n) = cio + cn€ + cian.
Los coeficientes c¢;; pueden ser calculados facilmente; de
w;(0,0) = ¢,
w;i(1,0) = ¢i0 + cin,
w;(0,1) = ¢i0 + cin
obtenemos
cio = w;(0,0),
cin = w;(1,0) —w;(0,0),

Cio = wl(O, ].) — W; 07 0

g

y por lo tanto

Para la formulacién de las ecuaciones de los elementos finitos, podriamos

partir de (6.36), pero consideramos otro planteo. Escribimos (6.35) co-
mo

N
Z/ F(x,y)dxdyémin,
i=1 7 Di

donde definimos

F(x,y) == vi(x,y) +vj(z,y) — 2v(z,y) f(z,y),

y tomamos en cuenta que

[ Py = [ Pl e m)adedsds

Dy
con el determinante funcional

-2

Te  Ye
Ty Yn
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Las derivadas de a; y 3; pueden ser calculadas inmediatamente; obte-
nemos

Ai(€,n) = (Tio — ) (Wis — Yar) — (T3 — 1) (Yiz — Yir),
es decir, para cada i, A; es constante: A;(£,n) = A;. La transformacién

(6.37) puede ser invertida facilmente, y nos entrega

£ =ilz,y) = i((x — x1) (yis — yin) — (Y — ya) (Tis — 241))

A;
1
n=di(x,y) = K(—(if —2i1) Wiz — yir) + (Y — Yir) (wi2 — iUzl))
(6.38)
Dado que v(z,y) = w;(§,n) para (x,y) € D;, tenemos
Uy = (Wi)e&o + (WiyNe, vy = (Wi)e&y + (wi)ymy  en D;.
Usando (6.38), podemos escribir
£, = Yis — Yin _ _ Y2 £ = _Tiz — Ta _ T2 — Ta
T AZ 9 T]-’I? AZ 9 Yy Az I T]y A,L Y
y finalmente
Li[v] := / (V2(x,y) + vi(z,y) — 20(z,y) f(x,y)) dzdy
D;
2
— Az/ {[(wi)fyz?:A‘yzl _ (wi)nyzQA'yzl‘|
D() ? 1
(6.39)

2
T3 — T4 T2 — xi1:|

b [0S (w2

(e, n>}ds dn,

donde definimos h;(&,n) = f(a;(&,n), Bi(€,n)). En virtud de
(wi)e = cip = wi(1,0) — w;(0,0) = v(i2, Yio) — v(Ti1, Yir) = viz — Vi,
(wi)n = cip = w;(0,1) —w;(0,0) = v(xi3, Yiz) — v(Ti1, Yi1) = viz — Vi,
w; = Cio + €& + cion = v + (vig — vin)€ + (Vis — v )
obtenemos de (6.39)
1

Li[v] :Ki/D {[(Um —vin)(Yiz — yin) — (Vi — vir) (Y2 — %1)}2

+ [(%‘3 - Uﬂ)(%? - Iz‘l) - (UiQ - Uil)(xifi - Iil)}2

— 207 [ + (vig — vin)€ + (vig — var)n] ha(€, 77)} d¢ dn.
(6.40)
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Del requerimiento
N

Z L;[v] = mfn
i=1

obtenemos finalmente los valores deseados de v en los nodos. Formula-
mos el sistema de ecuaciones correspondiente. Primero calcuamos I;[v],
en general por integracién numérica. Las primeras dos lineas de (6.40)
llevan a la expresion

i — ()N () 3 A ' Vi1
('Ui)T(‘g(ll) + SS))”z = ()75’ = Z SivaUim, v = | v
I,m=1 Vi3

A modo de ejemplo, calculamos (v')TS gi)'vi explicitamente. Obtenemos

(Ui)ngl)Ui = (Yiz — %3)2%-21 + (yis — yi1)2v1'22 + (yi2 — yil)QUng

- 2(%3 - yil)(yz‘3 - yi?)vilviQ
- 2(%2 - yil)(yiz - Zﬁs)vz‘lUiS
- 2(?/1‘3 - yil)(yiQ - yil)viQUii’r

gl
Entonces, la matriz simétrica Sg) es

_ (i) (yiz — yis)? —(yis — yi1) Wiz — yi2)  —(yi2 — yar) (yi2 — Yi3)
S, = |~z —yir)(vis — yi2) (yis — yin)? —(yiz — yi1) (yiz — yin) | .
—(yi2 —yi)(yiz — yis)  —(yis — ya1) (Yiz — vi1) (yiz — yin)?

La matriz Sé” puede ser calculada analogamente. Definiendo S .=

A;lg(i) y tomando en cuenta que

1
dgdn = 3,
Jo =3

obtenemos

1 N
IZ[’U] = §(UZ')TS(Z)’UZ

— 2A1/ (Uﬂ -+ (Uig — Uil)f + (Uig — Uﬂn) hl(f, T]) dg d?’]
Dy

La integral puede ser aproximada por la férmula de cuadratura de
Gauss mas simple,

1 /11
F déEdn~ =F| =, = |.
/DO (&, m) dEdn 5 (3,3>

Después de un pequeno calculo o llegamos a

. 1 AL (11
L[U] ~ ]Z[U] = §<vi)TS(z)fvl _ ?hz <§, §> (Uﬂ + V0 + Ui3).
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Con 8 = (Slm) I,m=1,...,3 tenemos
= Z il
=1
N

Z( Dyl — 2(b') v )
i=1
( Z St Vit Vim — 2? h; (%, %) (vir + via + Uz‘S)) :

[\'JI»—t

-1y

i=1 \l,m=1
(6.41)
Ahoram, la tarea de minimizar I[v] entrega el sistema de ecuaciones
dIv]
— =0, k=1,....M 6.42
8vk ) Y ) Y ( )

donde vy = v(xy,yx). Estas variables también se llaman variables de
nodos. Definiendo

81}27 _ 6](€”) _ {0 si Uz'j 7& Vg,

8 1 si Vij = Uk,

podemos escribir (6.42) como

1 «
"2 Z ( Slm klZ)UZm + 51(;”%)”1‘1)

=1
20, (1 1N /i) i), «(30)

Entonces, el sistema de ecuacions de los elementos finitos es

N
_ZZslm Ox i+ 0y va) =D 0, k=1,...,M, (6.43)
=1

=1 l,m=1

donde
o 24 11 1i 2 3i
b = Thi(§,§) (657 + 62 4 o). (6.44)
Este sistema tiene la forma Sv" = b, v" = (vy,...,vy)T. La par-

te derecha (6.44) puede ser calculada facilmente, pero es costoso de-
terminar los elementos de S desde (6.43). Para eso, volvemos nue-
vamente a (6.41) y fijamos la numeraciéon de las variables de nodo
vg, k = 1,..., M. Las identificamos con aquellos v;;, ¢ = 1,..., N,
J = 1,...,3, que no corresponden a valores de frontera. Cada v;; es
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igual a una variable de nodos vy. (Por supuesto, una variable vy pue-
de corresponder a varios v;;.) Como v;; = 0 en los punto de frontera,
podemos escribir (6.41) como

M

M N
~ 1 ;
0] =5 3 swven =3 bivee b= 300

k=1

Obviamente, podemos facilmente determinar la matriz S = (sg;). Sus
elementos son sumas de elementos de las matrices S.



