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Caṕıtulo 1

Problemas de valores iniciales para ecuaciones
diferenciales ordinarias (Parte I)

En este caṕıtulo tratamos la solución numérica de sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDOs) de primer orden. En general, un
tal sistema es dado por

y′1 = f1(x, y1, . . . , yn),

y′2 = f2(x, y1, . . . , yn),

...

y′n = fn(x, y1, . . . , yn),

(1.1)

Cada sistema de funciones

y1 = y1(x), . . . , yn = yn(x), yi ∈ C1(a, b), i = 1, . . . , n

que satisface (1.1) idénticamente se llama solución de (1.1). En general,
se consideran problemas de valores iniciales:

y′i = fi(x, y1, . . . , yn), yi(a) = yia, i = 1, . . . , n. (1.2)

No trataremos aqúı problemas de existencia y unicidad de soluciones
de (1.2), lo cual es tópico de cursos especializados de EDOs. Usaremos
la siguiente notación compacta:

y :=



y1
...
yn


 , ya :=



y1
a
...
yna


 ,

f(x,y) =



f1(x, y1, . . . , yn)

...
fn(x, y1, . . . , yn)


 =



f1(x,y)

...
fn(x,y)


 .

Entonces (1.2) se escribe como

y′ = f(x,y), y(a) = ya. (1.3)

Cada problema de valores iniciales de una ecuación diferencial ordinaria
de orden n puede ser reducido a un problema del tipo (1.2) o (1.3). Para

9



10 1. PROBLEMAS DE VALORES INICIALES PARA EDOS I

un problema de valores iniciales de una ecuación diferencial ordinaria
dada por

y(n) :=
dny

dxn
= f

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

y(j)(a) = yja, j = 0, . . . , n− 1,
(1.4)

podemos identificar la j-ésima derivada y(j) de la función escalar y =
y(x) con la (j + 1)-ésima componente yj+1 de un vector

y(x) =
(
y1(x), . . . , yn(x)

)T

de n funciones escalares,

y(j) = yj+1, j = 0, . . . , n− 1,

y aśı convertir (1.4) en el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales
ordinarias escalares de primer orden:

y′1 = y2,

y′2 = y3,

...

y′n−1 = yn,

y′n = f(x, y1, . . . , yn),

es decir, obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
del tipo (1.3) con

y(a) =




y0
a

y1
a
...

yn−1
a


 , f(y) =




y2
...
yn

f(x, y1, . . . , yn)


 .

La componente y1(x) de la solución del sistema corresponde a la solu-
ción y(x) del problema de valores iniciales (1.4).

1.1. Métodos de paso simple expĺıcitos

1.1.1. Método general. Para la aproximación numérica del proble-
ma (1.2) o (1.3), se subdivide el intervalo [a, b] en N subintervalos del
tamaño

h :=
b− a
N

> 0,

el cual se llama tamaño de paso. Los puntos

xi = a+ ih, i = 0, . . . , N
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se llaman puntos de malla; la totalidad de los puntos para un valor de
h > 0 se llama malla Gh. Ahora queremos calcular aproximaciones

yhi :=
(
yh1i, . . . , y

h
ni

)T

de los valores exactos

y(xi) =
(
y1(xi), . . . , yn(xi)

)T

de la solución en los puntos de la malla. Para tal efecto, los métodos mas
simples son métodos de paso simple expĺıcitos. Estos métodos permiten
la computación de yhi+1 cuando se conoce solamente yhi (para un valor
de h dado). Usando una función vectorial

Φ := (Φ1, . . . ,Φn)T,

obtenemos el método general

yhi+1 = yhi + hΦ
(
xi,y

h
i ;h
)
, i = 0, . . . , N − 1,

yh0 = ya.
(1.5)

En detalle,

yh1,i+1 = yh1i + hΦ1

(
xi, y

h
1i, . . . , y

h
ni;h

)
,

...

yhn,i+1 = yhni + hΦn

(
xi, y

h
1i, . . . , y

h
ni;h

)
,

yhk0 = yka , k = 1, . . . , n.

El sistema (1.5) es un sistema de ecuaciones de diferencias. Obviamente,
hay que elegir la función Φ de tal forma que los vectores yhi efectiva-
mente sean aproximaciones de y(xi), en un sentido que se especificará
más abajo.

En el caso más simple, el sistema (1.5) resulta del sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias a través de reemplazar todas las deriva-
das por cuocientes de diferencias. El método (1.5) se llama método de
diferencias finitas de paso simple.

1.1.2. Método de Euler. Consideremos el caso n = 1, o sea una
ecuación diferencial ordinaria del tipo

y′ = f(x, y). (1.6)

Si y = y(x) es una solución suficientemente suave de (1.6), tenemos la
fórmula de Taylor

y(x+ h) =
m∑

k=0

hk

k!
y(k)(x) +

hm+1

(m+ 1)!
y(m+1)(x+ θh), θ ∈ [0, 1].

(1.7)



12 1. PROBLEMAS DE VALORES INICIALES PARA EDOS I

Para x = xi y no considerando el término hm+1

(m+1)!
y(m+1)(x+ θh) de (1.7),

podemos calcular y(xi+h) de y(xi), dado que (omitiendo los argumen-
tos (x) y (x, y) en el lado izquierdo y derecho, respectivamente)

y′ = f, (1.8)

y′′ = fx + ffy, (1.9)

y′′′ = fxx + 2fxyf + fyyf
2 + fxfy + f(fy)

2,

etc. Este método es poco útil, salvo en aquellos casos donde podemos
desarrollar la función f en una serie de potencias. Sin embargo, para
m = 1 tenemos

y(xi + h) = y(xi) + hf
(
xi, y(xi)

)
+
h2

2
y′′(xi + θh).

Despreciando el término h2

2
y′′(xi + θh), llegamos al método

yhi+1 = yhi + hf
(
xi, y

h
i

)
, i = 0, 1, . . . , N − 1. (1.10)

Este método es un método de paso simple con

Φ(x, y;h) = f(x, y),

o sea, la función Φ no depende de h.
Para el caso del sistema (1.3), un cálculo análogo entrega el método

yhi+1 = yhi + hf
(
xi,y

h
i

)
, i = 0, . . . , N − 1, (1.11)

donde

Φ(x,y;h) = f(x,y).

En ambos casos, (1.10) y (1.11), podemos reescribir el método como

1

h

(
yhi+1 − yhi

)
= f

(
xi,y

h
i

)
, i = 0, . . . , N − 1,

lo que ilustra la idea básica de la construcción. El método (1.10) o (1.11)
se llama método de Euler expĺıcito o método de trazado poligonal. Este
método es el más simple posible. (Por supuesto, el término “método
de Euler expĺıcito” indica que existe también una versión impĺıcita, la
cual vamos a conocer más adelante.)

1.1.3. Métodos de Taylor. Los métodos del tipo Taylor son basados
en la fórmula ya indicada, (1.7), donde las derivadas de y son reempla-
zadas por evaluaciones de la función f y ciertos términos que involucran
sus derivadas parciales. Por ejemplo, partiendo del desarrollo en serie
de Taylor truncado

y(x+ h) = y(x) + hy′(x) +
h2

2
y′′(x) +O(h3)
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y utilizando (1.8) y (1.9), obtenemos

y(x+ h) = y(x) + hf
(
x, y(x)

)

+
h2

2

(
fx
(
x, y(x)

)
+ f
(
x, y(x)

)
fy
(
x, y(x)

))
+O(h3),

de lo cual sigue el método de Taylor de segundo orden

yhi+1 = yhi + hf
(
xi, y

h
i

)
+
h2

2

(
fx
(
xi, y

h
i

)
+ f
(
xi, y

h
i

)
fy
(
xi, y

h
i

))
.

Como mencionamos anteriormente, la gran desventaja de estos métodos
es la necesidad de evaluar numéricamente (o por derivación automática
o simbólica) las derivadas parciales de la función f . Salvo por casos
excepcionales, no es aceptable el esfuerzo computacional requerido por
tales métodos. Conoceremos ahora los métodos del tipo Runge-Kutta,
que requieren solamente la evaluación de la función f misma.

1.1.4. Métodos de Runge-Kutta. Los métodos que vamos a intro-
ducir ahora no se distinguen en los casos de ecuaciones escalares y de
sistemas de ecuaciones, por lo tanto los presentamos desde el principio
para el caso de sistemas.

Supongamos que la solución y = y(x) del problema de valores
iniciales (1.3) es conocida en x, y queremos evaluarla en x + h, h >
0. Utilizando el Teorema Principal del Cálculo Diferencial e Integral,
tenemos

y(x+ h) = y(x) + h

∫ 1

0

y′(x+ τh) dτ. (1.12)

La integral se aproxima por una fórmula de cuadratura, donde los no-
dos αi y los pesos γi, i = 1, . . . ,m, se refieren al intervalo de integra-
ción [0, 1]:

∫ 1

0

g(w) dw ≈
m∑

i=1

γig(αi); (1.13)

dado que la fórmula de cuadratura (1.13) debe ser exacta por lo menos
para g ≡ const., obtenemos la restricción

m∑

i=1

γi = 1. (1.14)

Aproximando la integral en (1.12) por la fórmula de cuadratura (1.13),
obtenemos

y(x+ h) ≈ y(x) + h
m∑

i=1

γiy
′(xi + αih). (1.15)
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Usando la ecuación diferencial y′ = f(x,y), podemos convertir (1.15)
en

y(x+ h) ≈ y(x) + h
m∑

i=1

γif
(
x+ αih,y(x+ αih)

)
.

Obviamente, para αi 6= 0 los valores y(x + αih) son incógnitos. Pa-
ra su aproximación, usamos nuevamente el ya mencionado Teorema
Principal, que esta vez entrega

y(x+ αih) = y(x) + h

∫ αi

0

y′(x+ τh) dτ, i = 1, . . . ,m. (1.16)

Nuevamente queremos aproximar las integrales en (1.16) por fórmulas
de cuadratura. Para no generar una cascada infinita de nuevos valores
de y desconocidos, exigimos que los nodos de las nuevas fórmulas de
cuadratura sean los mismos valores α1, . . . , αm de (1.13), o sea para la
aproximación de la integral en (1.16) sobre el intervalo [0, αi] ⊂ [0, 1]
usamos una fórmula del tipo

∫ αi

0

g(w) dw ≈
m∑

j=1

βijg(αj), i = 1, . . . ,m,

donde los pesos βij aún no están especificados, y los nodos αj dados
no necesariamente deben pertenecer al intervalo [0, αi]. Obviamente, se
debe satisfacer la restricción

αi =
m∑

j=1

βij, i = 1, . . . ,m. (1.17)

Las condiciones (1.14) y (1.17) aseguran que la cuadratura es exacta
para g ≡ const.

En virtud de lo anterior, un método de Runge-Kutta de m pasos es
dado por las fórmulas

yh(x+ h) = yh(x) + h
m∑

i=1

γiki, (1.18)

ki = f

(
x+ αih,y

h(x) + h

m∑

j=1

βijkj

)
, i = 1, . . . ,m. (1.19)

En general, (1.19) representa un sistema de m ecuaciones no lineales
para m vectores k1, . . . ,km, cada uno con n componentes escalares.
Incluso para una ecuación escalar, tenemos un sistema de m ecuaciones
(algebraicas) de la dimensión m.

Para el caso α1 = 0 y βij = 0 para j > i, (1.19) no es intrinsecamen-
te un sistema de ecuaciones no lineales, ya que en este caso podemos
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calcular k2 expĺıcitamente de k1 = f(x,y(x)), k3 de k1 y k2, etc. En
este caso, se habla de un método de Runge-Kutta expĺıcito.

Dado que las fórmulas (1.18) y (1.19) son las mismas para todos los
métodos de Runge-Kutta, pero hay una gran cantidad de coeficientes
αi, γi y βij propuestos en la literatura, es muy común representar un
método de Runge-Kutta a través del llamado diagrama de Butcher:

α1 β11 β12 · · · β1m

α2 β21
. . .

...
...

...
. . .

...
αm βm1 · · · · · · βmm

γ1 γ2 · · · γm

. (1.20)

Ejemplo 1.1. Para m = 3, los métodos de Heun son dados por

0 0 0 0
1/2 1/2 0 0
1 −1 2 0

1/6 2/3 1/6

y

0 0 0 0
1/3 1/3 0 0
2/3 0 2/3 0

1/4 0 3/4

.

En detalle, combinando (1.18) y (1.19) con el diagrama de Butcher,
podemos, por ejemplo, escribir el segundo método como

yhi+1 = yhi + h

(
1

4
k

(i)
1 +

3

4
k

(i)
3

)
,

donde las cantidades k
(i)
1 , k

(i)
2 y k

(i)
3 , que corresponden a la i-ésima

iteración, están dadas por

k
(i)
1 = f

(
xi,y

h
i

)
,

k
(i)
2 = f

(
xi +

h

3
,yhi +

h

3
k

(i)
1

)
,

k
(i)
3 = f

(
xi +

2h

3
,yhi +

2h

3
k

(i)
2

)
.

Ejemplo 1.2. El método clásico de Runge-Kutta de cuatro pasos (m =
4) corresponde al diagrama

0 0 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6

,

es decir, a la fórmula

yhi+1 = yhi +
h

6

(
k

(i)
1 + 2k

(i)
2 + 2k

(i)
3 + k

(i)
4

)
,
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o equivalentemente, al método (1.5) con

Φ
(
xi,y

h
i ;h
)

=
1

6

(
k

(i)
1 + 2k

(i)
2 + 2k

(i)
3 + k

(i)
4

)
,

donde

k
(i)
1 = f

(
xi,y

h
i

)
,

k
(i)
2 = f

(
xi +

h

2
,yhi +

h

2
k

(i)
1

)
,

k
(i)
3 = f

(
xi +

h

2
,yhi +

h

2
k

(i)
2

)
,

k
(i)
4 = f

(
xi+1,y

h
i + hk

(i)
3

)
.

1.2. Consistencia y convergencia

1.2.1. Métodos consistentes. Queremos saber bajo qué condiciones
los valores numéricos generados por un método de paso simple aproxi-
man la solución exacta en los puntos de la malla, y queremos discutir
la precisión de la aproximacón. Para tal efecto, estudiamos el problema

y′ = f(x,y), y(a) = ya, (1.21)

y el método de paso simple

yhi+1 = yhi + hΦ
(
xi,y

h
i ;h
)
, i = 0, . . . , N − 1; yh0 = ya. (1.22)

Obviamente, los valores yhi son aproximaciones de los valores reales
de la solución y(xi), i = 1, . . . , N , sólo si el sistema de ecuaciones de
diferencias finitas (1.22), también es una aproximación del sistema de
ecuaciones diferenciales (1.21). Para precisar este requerimiento, defi-
nimos lo siguiente.

Definición 1.1. Se dice que la función vectorial Φ = Φ(x,y;h) satis-
face la hipótesis de continuidad si Φ depende de forma continua de sus
n+ 2 argumentos escalares en

Rh0 :=
{

(x, y1, . . . , yn, h) ∈ Rn+2 | a 6 x 6 b,

y1, . . . , yn ∈ R, 0 6 h 6 h0

}
,

donde h0 es una constante suficientemente pequeña.

Definición 1.2. El esquema (1.22) se llama consistente al sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (1.21) si

Φ(x,y; 0) = f(x,y), x ∈ [a, b], y ∈ Rn.
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En lo siguiente, se supone que el método definido a través de la
función Φ satisface la hipótesis de continuidad, y que es consistente. Si
y = y(x) es una solución exacta del sistema y′ = f(x,y), sabemos que

ĺım
h→0

{
1

h

(
y(x+ h)− y(x)

)
−Φ

(
x,y(x);h

)}

= ĺım
h→0

{
1

h

(
y(x+ h)− y(x)

)
−Φ

(
x,y(x);h

)}

−
(
y′(x)− f

(
x,y(x)

))

= ĺım
h→0

{
1

h

(
y(x+ h)− y(x)

)
− y′(x)

}

− ĺım
h→0

{
Φ
(
x,y(x);h

)
− f

(
x,y(x)

)}
= 0.

Entonces, cada solución del sistema y′ = f(x,y) satisface asintoti-
camente para h → 0 el sistema de ecuaciones de diferencias finitas.
Debido a la continuidad de

%
(
x,y(x);h

)
:=

1

h

(
y(x+ h)− y(x)

)
−Φ

(
x,y(x);h

)
(1.23)

con respecto a h para h → 0, podemos considerar cada solución del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias como una solución apro-
ximada del sistema de ecuaciones de diferencias (1.22). La cantidad
%(x,y(x);h) definida en (1.23) se llama error de truncación del méto-
do de paso simple.

Para obtener un método de gran precisión, se exige que para h→ 0,
(1.23) desparace como hp, con p > 0 lo más grande posible.

Definición 1.3. El método (1.22) se llama consistente del orden p si
p es el mayor número positivo tal que para cada solución y(x) de y′ =
f(x,y) suficientemente diferenciable, y para todo x ∈ [a, b] tenemos

%
(
x,y(x);h

)
= O(hp) cuando h→ 0. (1.24)

En (1.24), O(hp) denota un vector cuyos componentes son funcio-
nes de h, y cuya norma puede ser acotada por Mhp, donde M es una
constante que no depende de h, pero que puede depender de la nor-
ma considerada. Un método consistente del orden p también se llama
método del orden p.

1.2.2. El orden de consistencia de algunos métodos de paso
simple. Nos restringimos al caso n = 1, es decir, al caso escalar, y
suponemos que la función f es suficientemente diferenciable.
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Ejemplo 1.3. Analizando el método de Euler expĺıcito, tenemos

%
(
x, y(x);h

)
=

1

h

(
y(x+ h)− y(x)

)
− Φ

(
x, y(x);h

)

=
1

h

(
y(x+ h)− y(x)

)
− f

(
x, y(x)

)
= O(h),

dado que

y(x+ h) = y(x) + hy′(x) +O(h2)

= y(x) + hf
(
x, y(x)

)
+O(h2);

por lo tanto, el método de Euler (es decir, el método de trazado poligo-
nal) es del primer orden.

Ejemplo 1.4. Consideremos la familia de métodos dada por

Φ(x,y;h) = (1− c)f(x,y) + cf

(
x+

h

2c
,y +

h

2c
f(x,y)

)
, (1.25)

donde c ∈ R es un parámetro. Para c = 1/2 se recupera el método de
trazado poligonal mejorado con la representación expĺıcita

yhi+1 = yhi +
h

2

[
f
(
xi,y

h
i

)
+ f

(
xi+1,y

h
i + hf

(
x,yhi

))]
;

para c = 1 obtenemos el método del trazado poligonal modificado

yhi+1 = yhi + hf

(
xi +

h

2
,yhi +

h

2
f
(
xi,y

h
i

))
.

Para el análisis del error de truncación de (1.25), volvemos al caso
escalar y notamos que

f

(
x+

h

2c
, y +

h

2c
f(x, y)

)

= f(x, y) +
h

2c

(
fx(x, y) + fy(x, y)f(x, y)

)
+O(h2),

es decir, obtenemos el desarrollo del método en serie de Taylor (con
respecto a h)

Φ
(
x, y(x);h

)

= f
(
x, y(x)

)
+
h

2

(
fx
(
x, y(x)

)
+ fy

(
x, y(x)

)
f
(
x, y(x)

))
+O(h2).

Por otro lado, desarrollando la solución exacta en serie de Taylor ob-
tenemos

1

h

(
y(x+ h)− y(x)

)
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= f
(
x, y(x)

)
+
h

2

(
fx
(
x, y(x)

)
+ fy

(
x, y(x)

)
f
(
x, y(x)

))
+O(h2),

es decir, usando la definición (1.23) del error de truncación, obtenemos
aqúı

%
(
x, y(x);h

)
= O(h2) cuando h→ 0.

Esto significa que para el caso c 6= 0 todos los métodos son de segundo
orden.

Se puede demostrar analogamente que los esquemas de Heun y el
método clásico de Runge-Kutta (con m = 4) son de los ordenes 3 y 4,
respectivamente (Tarea).

1.2.3. El orden de convergencia. A parte de la consistencia del
método exigimos también que los valores yhi aproximan mejor los va-
lores de la solución exacta y(xi) si se achica el tamaño de paso h.
En consecuencia, queremos que los valores yhi converjan a los valores
exactos y(xi) cuando h → 0. Un método con esta propiedad se llama
convergente. Hay que tomar en cuenta que debido a

i =
xi − a
h

,

el número i crece cuando achicamos h.

Definición 1.4. Un método de paso simple (1.22) se llama convergente
en x ∈ [a, b] si

ĺım
h→0

a+ih→x∈[a,b]

(
yhi − y(x)

)
= 0.

Además, el método se llama convergente del orden p si

yhi − y(x) = O(hp), h→ 0, i = 1, . . . , N,

donde O(h) denota un vector cuyos componentes dependen de h.

Resulta que para los métodos de paso simple, la consistencia jun-
to con la propiedad adicional que se especifica en la definición abajo
asegura la convergencia.

Definición 1.5. Se dice que una función f = f(x, y) satisface una
condición de Lipschitz o es Lipschitz continua en un dominio [a, b] 3
x con respecto a y ∈ I si existe una constante L (la constante de
Lipschitz) tal que para todo y∗, y∗∗ ∈ I y x ∈ [a, b],

∣∣f(x, y∗)− f(x, y∗∗)
∣∣ 6 L|y∗ − y∗∗|.
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Más generalmente, una función ϕ satisface una condición de Lipschitz
en un dominio G ⊂ Rn con respecto a la variable xk si

∣∣ϕ
(
x1, . . . , xk−1, x

(1)
k , xk+1, . . . , xn

)

− ϕ
(
x1, . . . , xk−1, x

(2)
k , xk+1, . . . , xn

)∣∣ 6 L
∣∣x(1)
k − x

(2)
k

∣∣
para todo par de puntos (x1, . . . , xk−1, x

(i)
k , xk+1, . . . , xn)T ∈ G, i = 1, 2.

Ahora se supone que Φ como función de x, y y h es Lipschitz con-
tinua con respecto a y. Precisamente, sea∣∣Φ(x, y∗;h)− Φ(x, y∗∗;h)

∣∣ 6 L|y∗ − y∗∗|
para todo x ∈ [a, b], y∗, y∗∗ ∈ R, y h ∈ [0, h0].

(1.26)

Teorema 1.1. Consideremos un método de paso simple dado para n =
1 mediante la función Φ = Φ(x, y;h). Supongamos que

(a) la función Φ satisface la hipótesis de continuidad (Definción 1.1),
(b) el método es consistente del orden p, y
(c) la función Φ satisface la condición de Lipschitz (1.26).

En este caso, es método converge del orden p.

Demostración. El método es especificado por

yhi+1 = yhi + hΦ
(
xi, y

h
i ;h
)
; (1.27)

por otro lado, la suposición del orden de consistencia implica que la
solución exacta y = y(x) satisface

y(xi+1) = y(xi) + hΦ
(
xi, y(xi);h

)
+O(hp+1). (1.28)

Definiendo

εi := yhi − y(xi),

restando (1.28) de (1.27) y tomando en cuenta que
∣∣O(hp+1)

∣∣ 6Mhp+1

con una constante M que no depende de h, obtenemos la desigualdad

|εi+1| 6 |εi|+ h
∣∣Φ
(
xi, y

h
i ;h
)
− Φ

(
xi, y(xi);h

)∣∣+Mhp+1. (1.29)

En virtud de (1.26) y

ε0 = yh0 − y(x0) = 0,

obtenemos de (1.29) la desigualdad de diferencias

|εi+1| 6 (1 + hL)|εi|+Mhp+1, |ε0| = 0. (1.30)

Los valores εi satisfacen

|εi| 6 ηi, i = 0, . . . , N, (1.31)
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donde los valores ηi, i = 0, . . . , N son recursivamente definidos por la
ecuación de diferencias

ηi+1 = (1 + hL)ηi +Mhp+1, η0 = 0. (1.32)

(Para demostrar (1.31), podemos proceder por inducción, partiendo de
|ε0| = η0 = 0; ahora si |εi| 6 ηi para i = 0, . . . , k con h > 0, (1.30) y
(1.32) implican

|εk+1| 6 (1 + hL)|εk|+Mhp+1

6 (1 + hL)ηk +Mhp+1 = ηk+1.)

El problema (1.32) es un problema de valores iniciales de una ecuación
de diferencias lineal de primer orden con coeficientes constantes. Su
solución es análoga a la solución de una ecuación diferencial del mismo
tipo, es decir es compuesta por la suma de la solución general de la
ecuación homogénea más una solución particular de la ecuación no
homogénea.

La solución de la ecuación homogénea

η̄i+1 = (1 + hL)η̄i

es dada por

η̄i = C(1 + hL)i = C exp
(
i ln(1 + hL)

)
.

El planteo η̃i = α = const. para la ecuación no homogénea nos lleva a

α = (1 + hL)α +Mhp+1 ⇐⇒ α = −Mhp

L
,

entonces la solución general de (1.32) es

ηi = η̄i + η̃i = C(1 + hL)i − Mhp

L
;

usando

η0 = 0 = C − Mhp

L
obtenemos

ηi =
Mhp

L

(
(1 + hL)i − 1

)

y finalmente
∣∣yhi − y(xi)

∣∣ = |εi| 6 ηi =
Mhp

L

(
(1 + hL)i − 1

)

6 hp
M

L

(
eiLh − 1

)

6 hp
M

L

(
eL(b−a) − 1

)
= O(hp).

(1.33)
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Lamentablemente es imposible acotar M , ni siquiera su orden de
magnitud, en situaciones prácticas, asi que la desigualdad (1.33) es
poco apta para estimar el error.

La condición de Lipschitz y el Teorema 1.1 pueden ser generalizados
para sistemas de ecuaciones.

Definición 1.6. La función Φ : Rh0 → Rn satisface una condición de
Lipschitz en Rh0 con respecto a y1, . . . , yn si la siguiente desigualdad
es válida en Rh0 con una constante L:

∥∥Φ(x,y;h)−Φ(x,y∗;h)
∥∥

2
6 L‖y − y∗‖2. (1.34)

Teorema 1.2. Consideremos un método de paso simple dado para n >
1 mediante la función vectorial Φ = Φ(x,y;h). Supongamos que

(a) la función Φ satisface la hipótesis de continuidad (Definción 1.1),
(b) el método es consistente del orden p, y
(c) la función Φ satisface la condición de Lipschitz (1.34).

En este caso, es método converge del orden p, o sea existe una constante
C tal que

∥∥yhi − y(xi)
∥∥

2
6 Chp.

1.3. Métodos de pasos múltiples

En el caso de métodos de paso simple podemos aumentar el orden
del método solamente si aumentamos el número de evaluaciones de f
(o incluso de ciertas derivadas de f) en cada paso, lo que significa
que el orden del método general puede ser mejorado solamente por un
gran esfuerzo computacional. (El orden del método debe ser alto para
permitir la solución de un problema de valores iniciales de una ecuación
diferencial ordinaria con tamaños de paso largos.)

Para mejorar esta situación, observamos primero que si en los pun-
tos xi, xi−1, . . . , xi−p ya hemos generado aproximaciones yhi , . . . ,y

h
i−p

de y(xi), . . . ,y(xi−p), podemos aprovechar de toda esa información al
calcular la aproximación asociada con xi+1, es decir, el vector yhi+1.
Claramente debemos usar un valor de p + 1, es decir, del número de
evaluaciones requeridas para ejecutar el paso, moderado.

1.3.1. Métodos de pasos múltiples basados en integración nu-
mérica. Supongamos que y = y(x) es una solución exacta de y′ =
f(x,y). Entonces podemos escribir

y(xi+1) = y(xi−j) +

∫ xi+1

xi−j

y′(τ) dτ



1.3. MÉTODOS DE PASOS MÚLTIPLES 23

= y(xi−j) +

∫ xi+1

xi−j

f
(
τ,y(τ)

)
dτ, j ∈ N ∪ {0}.

La función f(τ,y(τ)) bajo la integral es reemplazada por el polinomio
de interpolación del grado máximo p definido por los puntos

(
xi,f

(
xi,y

h
i

))
, . . . ,

(
xi−p,f

(
xi−p,y

h
i−p
))
,

luego calculamos la integral exacta. Esto resulta en el método

yhi+1 = yhi−j +

∫ xi+1

xi−j




p∑

k=0

f
(
xi−k,y

h
i−k
) p∏

l=0
l 6=k

τ − xi−l
xi−k − xi−l


 dτ ; (1.35)

si los nodos son equidistantes, podemos calcular a priori las constantes

βj,p,k :=

∫ xi+1

xi−j

p∏

l=0
l 6=k

τ − xi−l
xi−k − xi−l

dτ. (1.36)

Aśı, el método de paso múltiples es dado por

yhi+1 = yhi−j +

p∑

k=0

βj,p,kf
(
xi−k,y

h
i−k
)
.

Para xi+1− xi = h para todo i y p = j = 0, resulta el método de Euler
expĺıcito; para j = 0, p arbitrario obtenemos los métodos de Adams-
Bashforth. A continuación comunicamos los valores de algunos de los
coeficientes (1.36) para valores moderados de p:

1
h
β0,p,k k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 orden

p = 0 1 1

p = 1 3
2

−1
2

2

p = 2 23
12

−16
12

5
12

3

p = 3 55
24

−59
24

37
24

− 9
24

4

.

En la práctica, no se usan mucho los métodos de Adams-Bashforth
solos, a pesar de simplicidad y del alto orden que se puede lograr (por
ejemplo, para p = 3 podemos alcanzar el orden 4, usando solamente
una evaluación de f por paso). El problems consiste en el pequeño
dominio de estabilidad de estos métodos; este aspecto se discutirá mas
detalladamente más adelante.

Una alternativa (a los métodos expĺıcitos) se puede generar si de-
finimos métodos impĺıcitos incluyendo el punto (xi+1,f(xi+1,yi+1)) en
la interpolación de f(τ,y(τ)). El resultado es un método impĺıcito que
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determina yhi+1 mediante un sistema de ecuaciones habitualmente no
lineal. En este caso, la ecuación que reemplaza (1.35) es

yhi+1 = yhi−j +

∫ xi+1

xi−j




p∑

k=−1

f
(
xi−k,y

h
i−k
) p∏

l=−1
l 6=k

τ − xi−l
xi−k − xi−l


 dτ.

Para xi+1 − xi = h, j = 0 y todo p = −1, 0, 1, . . . , obtenemos los
métodos de Adams-Moulton. Podemos calcular a priori los coeficientes

β̃j,p,k :=

∫ xi+1

xi−j

p∏

l=−1
l 6=k

τ − xi−l
xi−k − xi−l

dτ ;

aśı, el método final es de la forma

yhi+1 = yhi−j +

p∑

k=−1

β̃j,p,kf
(
xi−k,y

h
i−k
)
.

Para j = 0 y valores de p moderados resultan los siguientes valores:

1
h
β̃0,p,k k = −1 k = 0 k = 1 k = 2 orden

p = −1 1 1

p = 0 1
2

1
2

2

p = 1 5
12

8
12

− 1
12

3

p = 2 9
24

19
24

− 5
24

1
24

4

.

Los métodos de Adams-Moulton incluyen para p = −1 el método de
Euler impĺıcito

yhi+1 = yhi + hf
(
xi+1,y

h
i+1

)
(1.37)

y la regla trapezoidal

yhi+1 = yhi +
h

2

(
f
(
xi,y

h
i

)
+ f

(
xi+1,y

h
i+1

))
. (1.38)

Los métodos impĺıcitos se usan poco en la práctica. Pero si usamos
un método de Adams-Moulton y reemplazamos el valor f(xi+1,y

h
i+1)

por una aproximación f(xi+1, ỹ
h
i+1), donde ỹhi+1 es generado por un

método expĺıcito, obtenemos un método del tipo predictor-corrector.
Por ejemplo, combinando el método de Adams-Moulton con 3 pasos y
orden 4 con un método de Adams-Bashforth con 3 pasos y del orden 3
(como predictor), resulta un método expĺıcito de 3 pasos y del orden 4
que requiere sólo dos evaluaciones de f por paso, y que es esencialmente
equivalente en sus caracteŕısticas al método de Runge-Kutta clásico del
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orden 4, y que requiere 4 evaluaciones de f por paso. Expĺıcitamente,
este método predictor-corrector es dado por

ỹhi+1 = yhi +
h

12

(
23f

(
xi,y

h
i

)
− 16f

(
xi−1,y

h
i−1

)

+ 5f
(
xi−2,y

h
i−2

))
, (1.39)

yhi+1 = yhi +
h

24

(
9f
(
xi+1, ỹ

h
i+1

)
+ 19f

(
xi,y

h
i

)

− 5f
(
xi−1,y

h
i−1

)
+ f

(
xi−2,y

h
i−2

))
. (1.40)

1.3.2. Métodos impĺıcitos de pasos múltiples basados en deri-
vación numérica. Usamos la identidad

y′(xi+1) = f
(
xi+1,y(xi+1)

)

y aproximamos y(x) por el polinomio de interpolación P (x; i) del grado
máximo k + 1 para los datos

(
xi+1,y

h
i+1), . . . ,

(
xi−k,y

h
i−k
)
, k > 0, (1.41)

donde el valor yhi+1 aún es una incógnita, y definimos yhi+1 por la ecua-
ción

d

dx
P (x; i)

∣∣∣∣
x=xi+1

= f
(
xi+1,y

h
i+1

)
.

Usando para la representación del polinomio la fórmula de Newton,

P (x; i) =
k+1∑

j=0

yh[xi+1,...,xi+1−j ]

j−1∏

l=0

(x− xi+1−l),

donde yh[xi+1,...,xi+1−j ]
es una j-ésima diferencia dividida con respecto a

los datos (1.41), tenemos

k+1∑

j=1

yh[xi+1,...,xi+1−j ]

j−1∏

l=1

(xi+1 − xi+1−l) = f
(
xi+1,y

h
i+1

)
,

es decir, un sistema de ecuaciones para determinar yhi+1.
Para el caso equidistante podemos calcular expĺıcitamente los co-

eficientes de estas fórmulas. Tal procedimiento entrega las fórmulas

yhi+1 =
k∑

l=0

αkly
h
i−l + hβ0f

(
xi+1,y

h
i+1

)
(1.42)



26 1. PROBLEMAS DE VALORES INICIALES PARA EDOS I

con los coeficientes

k 0 1 2 3 4 5

β0 1 2
3

6
11

12
25

60
137

60
147

αk0 1 4
3

18
11

48
25

300
137

360
147

αk1 −1
3
− 9

11
−36

25
−300

137
−450

147

αk2
2
11

16
25

200
137

400
147

αk3 − 3
25
− 75

137
−225

147

αk4
12
137

72
147

αk5 − 10
147

.

Veremos que estas fórmulas son interesantes solamente para k 6 5.
Para k = 0, obtenemos nuevamente el método de Euler impĺıcito. Las
fórmulas (1.42) son conocidas como fórmulas BDF (backward differen-
tiation formula) o método de Gear.

1.3.3. Breve teoŕıa de métodos de pasos múltiples. En lo si-
guiente, consideraremos sólo métodos lineales de k pasos, que pueden
ser representados como

k∑

i=0

αiy
h
m+i = h

k∑

i=0

βif
(
xm+i,y

h
m+i

)
, m = 0, . . . , Nh − k, (1.43)

donde h = xj+1 − xj para todo j. Eso incluye los métodos de Adams-
Bashforth, Adams-Moulton y BDF, pero no incluye el método predictor-
corrector.

Las propiedades de (1.43) pueden ser caracterizadas por los polino-
mios

%(ξ) :=
k∑

i=0

αiξ
i, σ(ξ) :=

k∑

i=0

βiξ
i.

Los conceptos del error de truncación local y del error de discretización
global son introducidos en forma análoga a los métodos de paso simple,
es decir, definimos

τ
(
x,y(x);h

)
:=

1

h

(
k∑

i=0

αiy(x+ ih)− h
k∑

i=0

βif
(
x+ ih,y(x+ ih)

)
)
,

ε(x;h) := y(x)− yhNh , donde Nhh = x− x0.



1.3. MÉTODOS DE PASOS MÚLTIPLES 27

El método se llama consistente al menos del orden p si

τ
(
x,y(x);h

)
= O(hp) para h→ 0,

y convergente del orden p si

ε(x;h) = O(hp) para h→ 0.

Teorema 1.3. El método de k pasos (1.43) es consistente al menos
del orden p si

%1(1) = 0, %j+1(1) = jσj(1), j = 1, . . . , p,

donde los polinomios %j y σj son definidos por la recursión

%1(ξ) ≡ %(ξ), σ1(ξ) ≡ σ(ξ), %j+1(ξ) ≡ ξ%′j(ξ), σj+1(ξ) ≡ ξσ′j(ξ).

El método es convergente del orden p si además tenemos:

1. Todos los ceros de % están localizados en el interior o en el borde
del ćırculo unitario, y los ceros del borde son simples, es decir,

(
%(ξ) = 0⇒ |ξ| 6 1

)

∧
(
%(ξ) = 0 ∧ |ξ| = 1⇒ %′(ξ) 6= 0

)
.

(1.44)

2. Los errores iniciales son del orden p:

yhi − y(xi) = O(hp), i = 0, . . . , k − 1.

Demostración. Ver, por ejemplo, Deuflhard & Bornemann.

Las raices diferentes de 1 se llaman raices parasitarias. Ellas afec-
tan decisivamente el uso práctico del método. La condición (1.44) es
conocida como condición de ceros o condición de estabilidad asintóti-
ca. Veremos en una tarea que existen métodos muy razonables que
no satisfacen la condición de estabilidad asintótica. Los métodos de
Adams-Moulton y Adams-Bashforth satisfacen la condición (Tarea),
pro las fórmulas (1.42) no satisfacen (1.44) para k > 6.

Uno podŕıa tratar de maximizar el orden de un método eligiendo
los coeficientes αj y βj de forma óptima para un valor dado de k.
Este procedimiento permite alcanzar un orden de consistencia 2k. Sin
embargo, los métodos que resultan son inútiles para las aplicaciones
debido al siguiente teorema.

Teorema 1.4 (Primera cota de orden de Dahlquist). El orden máximo
de un método estable y consistente de k pasos es

p =

{
k + 1 para k impar,

k + 2 para k par.

Demostración. Ver Hairer, Nørsett & Wanner, 1993.
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El orden k + 1 ya se alcanza por las fórmulas de k pasos del tipo
predictor-corrector usando las fórmulas de Adams-Bashforth y Adams-
Moulton. Lo único que aún aparece interesante son las fórmulas del
orden k + 2 para k par. La discusión de un ejemplo, el método de
Milne-Simpson, en el Ejemplo 1.5, require la presentación del siguiente
teorema. (Sin embargo, el ejemplo ilustra el poco interés práctico para
este tipo de métodos.)

Teorema 1.5. Consideremos la siguiente ecuación de diferencias para
una sucesión {ηi}i∈N0:

k∑

i=0

γiηi+m = 0, m ∈ N0, γ0γk 6= 0. (1.45)

Entonces la solución de (1.45) está dada por

ηj =
s∑

l=1

vl∑

i=1

Clij
i−1ξjl , j > 0,

donde ξ1, . . . , ξs, ξi 6= ξj para i 6= j, son los ceros del polinomio

P (ξ) :=
k∑

i=0

γiξ
i

con las multiplicidades v1, . . . , vs, o sea
s∑

l=1

vl = k, vl ∈ N,

y las constantes Cli son determinadas unicamente por los valores ini-
ciales η0, . . . , ηk−1.

Ejemplo 1.5. El método de Milne-Simpson

yhi+1 = yhi−1 +
h

3

(
f
(
xi+1, y

h
i+1

)
+ 4f

(
xi, y

h
i

)
+ f
(
xi−1, y

h
i−1

))

(considerado aqúı para n = 1) es un método de dos pasos del orden 4.
Lo aplicamos al problema y′ = λy, y(0) = 1 con la solución y(x) = eλx.
Resulta la ecuación de diferencias lineal

(1− q)yhi+1 − 4qyhi − (1 + q)yhi−1 = 0, yh0 = 1, q =
hλ

3
. (1.46)

Aplicando el Teorema 1.5 a la ecuación (1.46), llegamos a la represen-
tación

yhj = Cµj1 + (1− C)µj2,
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Figura 1.1. Solución numérica, Ejemplo 1.6.

donde C = C(yh1 ) y

µ1 =
1

1− q
(

2q +
√

1 + 3q2
)
, µ2 =

1

1− q
(

2q −
√

1 + 3q2
)
.

Para λ < 0 tenemos

µ1 =
1

1 + |q|
(√

1 + 3q2 − 2|q|
)

= 1−O(h),

µ2 =
1

1 + |q|
(
−
√

1 + 3q2 − 2|q|
)

= −1−O(h) < −1.

Entonces para C 6= 1 la solución siempre tiene una contribución osci-
latoria µ2 que crece con x = jh. (El efecto de error de redondeo causa
que en la práctica, siempre C 6= 1.)

Para yh1 − eλh = O(h4), j 6 N y Nh = x fijado esta contribución
es sólo del orden O(h4) cuando h→ 0, o sea el método es convergente
del orden 4. Pero para la computación práctica uno no puede elegir h
arbitrariamente pequeño, y la contribución oscilatoria es muy molesto-
sa.

1.4. Ejemplos adicionales

Ejemplo 1.6 (Problema Tarea 1, Curso 2021). Aplicar el método de
Euler expĺıcito, el método de trazado poligonal mejorado y el método de
trazado poligonal modificado al problema

y′ = y + x2 + 2x− 7, y(0) = 3, 0 6 x 6 1, (1.47)

para calcular tres diferentes aproximaciones a y(1) usando (i) h = 0,1,
(ii) h = 0,025. Comparar el resultado con la solución exacta.
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Solución sugerida. Para este problema los métodos indicado entregan
las fórmulas

yhi+1 = yhi + h(yhi + x2
i + 2xi − 7), i = 0, 2, . . . , 1/h− 1; yh0 = 3,

donde xi = ih, para el método de Euler expĺıcito. Para el método de
Euler mejorado se obtiene

yhi+1 = yhi +
h

2

(
yhi + x2

i + 2xi − 7 + yhi + h(yhi + x2
i + 2xi − 7)

+ x2
i+1 + 2xi+1 − 7

)
, i = 1, 2, . . . , 1/h; yh0 = 3,

lo que se puede escribir como

yhi+1 = yhi +
h

2

(
(2 + h)yhi + (1 + h)x2

i + 2(1 + h)xi − 7(2 + h)

+ x2
i+1 + 2xi+1

)
, i = 1, 2, . . . , 1/h; yh0 = 3,

o bien como

yhi+1 = yhi +
h

2

(
(2 + h)yhi + (1 + h)x2

i + 2(2 + h)xi − 7(2 + h)

+ x2
i+1 + 2h

)
, i = 1, 2, . . . , 1/h; yh0 = 3.

A su vez, el método del trazado poligonal modificado puede ser escrito
como método de Runge-Kutta:

k
(i)
1 = yhi + x2

i + 2xi − 7,

k
(i)
2 = yhi +

h

2
k

(i)
1 +

(
xi +

h

2

)2

+ 2

(
xi +

h

2

)
− 7,

yhi+1 = yhi + hk2, i = 0, 1, . . . , 1/h− 1; yh0 = 3.

La solución exacta del problema es

y(x) = −x2 − 4x+ 3

con y(1) = −2. Se obtienen los resultados graficados en la Figura 1.1.
Los valores solicitados son:

Método yh10 ≈ y(1) yh40 ≈ y(1)
(h = 0,1) (h = 0,025)

Euler expĺıcito −1,8496 −1,9578
Trazado poligonal mejorado −1,9918 −1,9995
Trazado poligonal modificado −1,9959 −1,9997
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Figura 1.2. Solución numérica, Ejemplo 1.7.

Ejemplo 1.7 (Problema Tarea 1, Curso 2021). Resolver numérica-
mente el problema

y(x) + y′′(x) =
x2 + 2x+ 3

(x+ 1)3 , x ∈ [1, 5],

y(0) = 2, y′(0) = −1

utilizando el método de Euler impĺıcito con h = 0,5, h = 0,25, h = 0,1 y
h = 0,025. Comparar con la solución exacta. ¿Los resultados numéricos
confirman que el método es de primer orden?

Solución sugerida. Este es un problema de valores iniciales para una
EDO de segundo orden. Lo transformamos en el problema de primer
orden y′(x) = f(x,y), donde y(x) = (y1(x), y2(x))T, identificando
y1(x) = y(x) e y2(x) = y′(x). Aśı, el problema queda

y′(x) = f(x,y)

⇔ d

dx

(
y1(x)
y2(x)

)
=




y2(x)

−y1(x) +
x2 + 2x+ 3

(x+ 1)3


 , x ∈ (0, 5];
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(
y1(0)
y2(0)

)
=

(
2
−1

)
.

Se verifica facilmente que la solución exacta es dada por

y(x) = cos x+
1

x+ 1
.

El método de Euler impĺıcito para este problema es

yh1,i+1 = yh1,i + hyh2,i+1;

yh2,i+1 = yh2,i − hyh1,i+1 +G(xi+1), i = 0, 1, 2, . . . ,
(1.48)

donde definimos

G(x) :=
x2 + 2x+ 3

(x+ 1)3 .

Podemos escribir (1.48) como

A(h)

(
yh1,i+1

yh2,i+1

)
=

(
yh1,i

yh2,i +G(xi+1)

)
, donde A(h) :=

[
1 −h
h 1

]
.

Notar que detA(h) = 1 + h2 > 0, por lo tanto A(h) es invertible para
todo h con la inversa

A(h)−1 =
1

1 + h2

[
1 h
−h 1

]
,

luego podemos escribir el método (1.48) en forma expĺıcita como
(
yh1,i+1

yh2,i+1

)
= A(h)−1

(
yh1,i

yh2,i +G(xi+1)

)

=
1

1 + h2

[
1 h
−h 1

](
yh1,i

yh2,i +G(xi+1)

)
, i = 0, 1, 2, . . . ,

con la condición inicial (
yh1,0
yh2,0

)
=

(
2
−1

)
.

La Figura 1.2 muestra los resultados numéricos para los valores de h
solicitados. Además, utilizando la solución exacta, se plotean en cada
caso los errores

εhi :=
∣∣y(xi)− yh1,i

∣∣, i = 0, . . . , 5/h.

El uso de las diferentes escalas para cada h muestra que efectivamente

‖εh‖∞ := máx
06i65/h

εhi → 0 cuando h→ 0,

es decir observamos convergencia del método, aunque la tasa parece
ser del orden menor que uno.
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Ejemplo 1.8 (Problema Tarea 1, Curso 2021). Se considera el sistema
de EDOs

y′1(t) = Ay1(t)
(
1−By2(t)

)
,

y′2(t) = Cy2(t)
(
Dy1(t)− 1

)
,

y1(0) = y1,0,

y2(0) = y2,0,
(1.49)

con constantes A,B,C,D > 0. Este sistema se llama modelo predador-
presa de Lotka-Volterra. La variable t denota el tiempo, y1(t) es el
número de presas (por ejemplo, conejos) en el instante t, e y2(t) es el
número de predadores (por ejemplo, zorros) en el instante t. En el caso
de que hay sólo un tipo de predador y un tipo de presa este modelo es
una aproximación razonable de la realidad. Resolver el modelo (1.50)
utilizando los parámetros A = 4, B = 1/2, C = 3 y D = 1/3, mediante
el método de Euler expĺıcito, para 0 6 t 6 5, a partir de x(0) := y1(0) =
3 y y(0) := y2(0) = 5, utilizando h = 0,01, h = 0,001 y h = 0,0005.
Graficar los resultados x(t) := y1(t) e y := y2(t) como funciones de t
(para cada valor de h) y como x versus y. Comentar los resultados.

Solución sugerida. Para el problema considerado el método de Euler
expĺıcito puede ser escrito como

y1,i+1 = y1,i + h
(
Ay1,i(1−By2,i)

)
,

y2,i+1 = y2,i + h
(
Cy2,i(Dy1,i − 1)

)
,
i = 0, 1, 2, . . . ;

y1,0 = y1(0),

y2,0 = y2(0).

(1.50)

La Figura 1.3 muestra los resultados numéricos para h = 0,01, h =
0,001 y h = 0,0005. Observamos que en medida que se va achican-
do h, la solución numérica aproxima la verdadera solución periódica
del modelo (ver, por ejemplo, N. Britton, Essential Mathematical Bio-
logy, Springer-Verlag, London, 2003, pp.54ff.).
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Figura 1.3. Solución numérica, Ejemplo 1.8, para los
valores de h indicados.



Caṕıtulo 2

Problemas de valores iniciales para ecuaciones
diferenciales ordinarias (Parte II)

2.1. Ecuaciones ŕıgidas (problemas stiff)

Desde el estudio de problemas de interpolación, aproximación y
cuadratura ya sabemos que el error cometido por esos métodos depen-
de de forma decisiva de una de las derivadas más altas de la función
aproximada o del integrando. Obviamente, se puede suponer que lo
mismo es válido para la solución del problema de valores iniciales de
una ecuación diferencial ordinaria. Pero aqúı, también es importan-
te la regularidad (suavidad) de la entera variedad de soluciones en la
vecindad de la solución exacta del problema. Esta observación tiene
consecuencias importantes para la aplicación de métodos numéricos.
Discutiremos primero un ejemplo.

Ejemplo 2.1. Se considera el problema de valores iniciales

y′ = λ(y − e−x)− e−x, y(0) = 1 + ε, λ ∈ R. (2.1)

La ecuación diferencial ordinaria tiene la solución general

y(x) = αeλx + e−x, α ∈ R.

Usando el valor inicial prescrito, tenemos

1 + ε = α + 1,

es decir, α = ε, y la solución del problema (2.1) es

y(x) = εeλx + e−x.

Para ε = 0 y x > 0, la solución y todas sus derivadas son en valor
absoluto menores que 1, cualquier que sea el valor de λ. En general,
tenemos

y(p)(x) :=
dpy

dxp
= ελpeλx + (−1)pe−x,

es decir,

∣∣y(p)(x)
∣∣ > |λ|p

(
ε

e
− 1

|λ|p
)

para x ∈
[
0,−1

λ

]
, λ < 0.

35
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x h = 0,1 h = 0,01 h = 0,002 h = 0,001 h = 0,0005

0,1 0,9 1,74× 105 0,905 0,904837 0,904837
0,5 −4,6× 106 | · | > 1038 0,607 0,6065304 0,606530
1,0 4,38× 1016 | · | > 1038 0,368 0,367879 0,367879

Cuadro 2.1. Ejemplo 2.1: Valores de la solución apro-
ximada de (2.1) con ε = 0, generados por el método de
Euler expĺıcito (2.2) con diferentes valores de h.

x h = 0,1 h = 0,01 h = 0,001 h = 0,0005

0,1 0,904837 0,904884 0,904838 0,904838
0,5 0,696531 0,606562 0,606531 0,606531
1,0 0,367879 0,367899 0,367880 0,367880

Cuadro 2.2. Ejemplo 2.1: Valores de la solución apro-
ximada de (2.1) con ε = 0, generados por el método de
Euler impĺıcito (2.3) con diferentes valores de h.

Por ejemplo, para ε 6= 0 y λ = −1000 las derivadas asumen ordenes de
tamaño gigantescos en una pequeña vecindad de x = 0. Lo mismo es
válido si para cualquier x0 prescribimos el valor inicial

y(x0) = e−x0 + ε.

En lo siguiente, consideremos λ = −1000 y ε = 0. En este caso, la
solución consiste sólo en la componente suave e−x. Ya para x > 1/10,
cualquier solución es prácticamente idéntica a la componente suave, si ε
es del orden de tamaño 1, dado que exp(−100) ≈ 3,7×10−44. Entonces
la solución exacta y la componente suave disminuyen exponencialmente
con x.

Aplicaremos algunos métodos de discretización a este problema. El
método de Euler expĺıcito entrega la fórmula

yhi+1 = yhi + h
[
−1000

(
yhi − exp(−ih)

)
− exp(−ih)

]

= (1− 1000h)yhi + 999h exp(−ih), i = 0, 1, 2, . . . ,

yh0 = 1.

(2.2)

Este método entrega los valores aproximados del Cuadro 2.1, donde las
6 primeras cifras decimales de la solución exacta coinciden con el re-
sultado numérico para h = 0,0005. Obviamente, sólo para h 6 0,002
obtenemos soluciones aceptables. (Esto proviene del requerimiento de
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estabilidad |1− 1000h| 6 1 para este problema; este criterio se estable-
cerá más adelante.)

Aplicamos ahora el método de Euler impĺıcito. A pesar de ser impĺıci-
to, en el caso de la ecuación (2.1), que es lineal con respecto a y, obte-
nemos una fórmula de iteración expĺıcita. De hecho, para este problema
el método de Euler impĺıcito

yhi+1 = yhi + h
(
−1000yhi+1 + 1000 exp

(
−(i+ 1)h

)
− exp

(
−(i+ 1)h

))

(2.3)

o equivalentemente,

(1 + 1000h)yhi+1 = yhi + 999h exp
(
−(i+ 1)h

)

puede ser escrito como

yhi+1 =
1

1 + 1000h
yhi +

999h

1 + 1000h
exp
(
−(i+ 1)h), i = 0, 1, 2, . . . ,

yh0 = 1.

Este método genera los valores numéricos indicados el Cuadro 2.2. Ob-
viamente, los malos resultados obtenidos por (2.2) no son una conse-
cuencia del bajo orden de consistencia del método, ya que el orden de
(2.3) también es solamente uno. Los mismos efectos pueden ser obser-
vados con cualquier método de Runge-Kutta expĺıcito (Tarea).

Los fenómenos observados en el ejemplo son relacionados con la pre-
sencia de soluciones de la ecuación diferencial ordinaria con derivadas
grandes en la cercańıa de la solución exacta del problema de valores
iniciales dado. La solución exacta también asume valores en este rango
de pendientes fuertes, y los métodos expĺıcitos producen un efecto osci-
latorio (si h no es suficientemente pequeño) que nos aleja rápidamente
de la solución exacta. (Por otro lado, el problema de valores iniciales

y′ = −y, y(0) = 1

con la misma solución exacta se podŕıa aproximar fácilmente por el
método de Euler expĺıcito, usando h = 0,1 y calculando hasta x = 1.)
Las ecuaciones diferenciales ordinarias que presentan este problema se
llaman ŕıgidas (problemas “stiff”).

El prototipo de una ecuación ŕıgida es el siguiente sistema lineal
homogéneo:

y′ = Ay, y(0) = y0, A ∈ Rn×n diagonalizable,

σ(A) = {λ1, . . . , λn},
Reλ1 6 . . . 6 Reλn 6 0, −Reλ1 � 1.

(2.4)



38 2. PROBLEMAS DE VALORES INICIALES PARA EDOS II

Aqúı uno podŕıa elegir S := −Reλ1 como medida de la rigidez. En el
caso de un sistema más general y′ = f(x,y) podŕıamos definir

S := − ı́nf
(x,z),(x,y)∈Df

y 6=z

(f(x,y)− f(x, z))T(y − z)

(y − z)T(y − z)
.

2.2. Estabilidad de métodos de discretización para
problemas de valores iniciales de ecuaciones

diferenciales ordinarias

2.2.1. Estabilidad lineal. Analizaremos ahora el comportamiento
de de métodos de discretización aplicados al problema test

y′ = λy, y(0) = y0; Reλ < 0. (2.5)

Un sistema del tipo (2.4) puede ser transformado a un sistema de n
ecuaciones desacopladas del tipo (2.5), donde λrepresenta uno de los
valores propios de A. Por lo tanto, las siguientes consideraciones serán
relevantes no sólo para ecuaciones escalares, sino que también para
sistemas del tipo (2.4).

Definición 2.1. Se dice que un método de paso simple o de pasos múlti-
ples pertenece a la clase CA (de coeficientes anaĺıticos) si su aplicación
al problema (2.5) lleva a una ecuación de diferencias

k∑

j=0

gj(hλ)yhm+j = 0, m = 0, 1, . . . , N − k, (2.6)

donde las funciones g0, . . . , gk, k > 1, son anaĺıticas (en el sentido de
funciones complejas), gk(0) 6= 0, y el polinomio

z 7→
k∑

j=0

gj(0)zj

satisface la condición de ceros (1.44).

Ejemplo 2.2. El método de Runge-Kutta clásico (Ejemplo 1.2) corres-
ponde a

k = 1, g1(z) ≡ 1, g0(z) = −
(

1 + z +
z2

2
+
z3

6
+
z4

24

)
,

el método de Euler impĺıcito (1.37) a

k = 1, g1(z) = 1− z, g0(z) ≡ −1,

el método trapezoidal (1.38) a

k = 1, g1(z) = 1− z

2
, g0(z) = −

(
1 +

z

2

)
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y el método predictor-corrector (1.39), (1.40) a

k = 3, g3(z) ≡ 1, g2(z) = −1− 28

24
z − 9

24
· 23

12
z2,

g1(z) =
5

24
z +

9

24
· 16

12
z2, g0(z) = − 1

24
z +

9

24
· 5

12
z2.

Usando el Teorema 1.5 podemos determinar la solución de (2.6) (y
entonces el crecimiento de los valores discretizados yhi ) directamente
del polinomio (llamado polinomio de estabilidad)

P (z; q) :=
k∑

j=0

gj(q)z
j, q = hλ. (2.7)

Nuestra discusión aclara que es deseable que el polinomio P satisfaga
la condición de ceros (1.44) para un dominio de valores

{q ∈ C | Re q < 0}
lo más grande posible. El interior del dominio donde se cumple (1.44)
se llama dominio de estabilidad.

Definición 2.2. Un método de paso simple o de pasos múltiples de la
case (CA) se llama absolutamente estable en un dominio G ⊂ C si
sus funciones coeficientes gk son anaĺıticas en G, gk(q) 6= 0 para todo
q ∈ G, y si los zeros de P (z; q) de (2.7) tienen un valor absoluto menor
que uno:

∀q ∈ G : P (z; q) =
k∑

j=0

gj(q)z
j = 0 =⇒ |z| < 1.

El método se llama A-estable si es absolutamente estable en G con
{
z | Re z < 0

}
⊂ G,

A(α)-estable si es absolutamente estable en G con
{
z | arg(−z) ∈ (−α, α)

}
⊂ G (α > 0),

y A0-estable si es absolutamente estable en G con
{
z | Re z < 0, Im z = 0

}
⊂ G.

Si el método es A-estable y adicionalmente

ĺım sup
Re q→−∞

máx
{
|z| | P (z; q) = 0

}
< 1,

el método se llama L-estable.
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Un método A-estable permite la integración estable (no: exacta)
de y′ = λy, y(0) = y0 con un tamaño de paso h arbitrario. Podemos
esperarnos que un tal método también permite la integración estable y
exacta de sistemas ŕıgidos si el tamaño de paso es determinado según los
componentes suaves y lentamente decrecientes, una vez que los compo-
nentes rápidamente decrecientes de la solución ya no son importantes.
Ningún método expĺıcito es A-estable.

Ejemplo 2.3. El método de Euler expĺıcito es absolutamente estable
precisamente en

{
z ∈ C | |z + 1| < 1

}
,

y no puede ser usado, por ejemplo, para ecuaciones diferenciales ordi-
narias de oscilación, dado que este método siempre amplifica las am-
plitudes de la solución por un factor (1 + hC) por paso, donde C es
una constante que no depende de h. El método de Euler impĺıcito es
absolutamente estable precisamente en

{
z ∈ C | |z − 1| > 1

}
,

este método también es A-estable y L-estable, pero no es apto para
ecuaciones de oscilación ya que amortigua la amplitud de la solución
discretizada por un factor 1/(1 + hC) en cada paso.

La regla trapezoidal (1.38) es absolutamente estable estrictamente
para

∣∣∣∣∣∣

1 +
z

2

1− z

2

∣∣∣∣∣∣
< 1,

es decir, es absolutamente estable estrictamente para

z ∈ C− := {z ∈ C | Re z < 0}.

Es apta para ecuaciones de oscilación (por ejemplo, y′ = ωiy, i =
√
−1)

porque

Re z = 0 =⇒

∣∣∣∣∣∣

1 +
z

2

1− z

2

∣∣∣∣∣∣
= 1.

Sin embargo, la regla trapezoidal no es L-estable. Eso se nota de forma
desgradable en el caso de soluciones decrecientes porque a la solución
discretizada se agregan oscilaciones pequeñas (pero acotadas). Para la
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k 1 2 3 4 5 6

α 90◦ 90◦ 88◦02′ 73◦21′ 51◦50′ 17◦50′

Cuadro 2.3. Los ángulos α de A(α)-estabilidad de los
métodos BDF de k pasos.

m = p 1 2 3 4

γ −2 −2 −2,51 −2,78

Cuadro 2.4. Los intervalos reales (γ, 0) de estabilidad
de algunos métodos de Runge-Kutta con m = p pasos.

solución discretizada de (2.5), el método trapezoidal entrega

yhi =




1 +
hλ

2

1− hλ

2




i

y0 = (−1)i
(
hλ+ 2

hλ− 2

)i
y0

= (−1)i
(

1 +
4

hλ− 2

)i
y0,

o sea, para hλ < −2 obtenemos una solución amortiguada, pero osci-
latoria de la solución exacta monótona.

Los métodos BDF de k pasos son A(α)-estables, con los valores
α = α(k) dados en el Cuadro 2.3. En particular, el método con k = 2
es A-estable (e incluso L-estable). Con este método (el método BDF
con k = 2) y la regla trapezoidal ya conocemos dos métodos lineales de
pasos múltiples A-estables.

Lamentablemente, no existen métodos de pasos múltiples lineales y
A-estables del orden mayor que 2.

Teorema 2.1 (Segunda cota de orden de Dahlquist). Cada método
consistente, A-estable, lineal y de pasos múltiples es del orden de con-
sistencia 6 2.

El dominio de estabilidad de los métodos de Adams-Moulton de
k > 2 pasos, de los métodos de Adams-Bashforth de k > 1 pasos, del
método predictor-corrector y de los métodos expĺıcitos de Runge-Kutta
es relativamente pequeño. Para todos estos métodos, la condición de
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k 1 2 3 4 5

γ −∞ −6 −3 −90

49
−45

38

Cuadro 2.5. Los intervalos reales (γ, 0) de estabilidad
de los métodos de Adams-Moulton con k pasos.

k 1 2 3 4 5

γ −2 −1 − 6

11
− 3

10
− 90

551

Cuadro 2.6. Los intervalos reales (γ, 0) de estabilidad
de los métodos de Adams-Bashforth con k pasos.

estabilidad es ∣∣∣∣
h

λ

∣∣∣∣ < C,

donde C es una constante del orden de magnitud 1. Los intervalos
reales (γ, 0) de la estabilidad absoluta son dados por el Cuadro 2.4
para los métodos de Runge-Kutta expĺıcitos de m pasos (lo que incluye
el método clásico con m = 4, por el Cuadro 2.5 para los métodos de
Adams-Moulton de k pasos y por el Cuadro 2.6 para los métodos de
Adams-Bashforth de k pasos.

De los métodos discutidos hasta ahora, sólo el método trapezoi-
dal, el método del punto medio impĺıcito, y los métodos BDF con
k 6 6 pasos son aptos para ecuaciones muy ŕıgidas, estos últimos con
la restricción que no deben aparecer componentes de soluciones con
arg(−λ) > α, con α del Cuadro 2.3.

2.2.2. Estabilidad no lineal. Los resultados de la Sección 2.2.1 son
insatisfactorios por que permiten solamente conclusiones muy tentati-
vas respecto al comportamiento de métodos de disretización aplicados
a problemas no lineales. Veremos que ciertos sistemas lineales con co-
eficientes variables ya presentan problemas particulares.

Ejemplo 2.4. Consideremos el problema de valores iniciales

y′ = λ(x)y, y(0) = y0; λ : R+ → R−, λ ∈ C1(R+).
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Aqúı el método de Euler impĺıcito es estable sin restricción para h > 0.
El método trapezoidal genera la recursión

yhi+1 =
2 + λ(xi)h

2− λ(xi+1)h
yhi ,

y la condición

∀i ∈ N0 :
∣∣yhi+1

∣∣ 6
∣∣yhi
∣∣

nos entrega para

sup
x∈R+

λ′(x) = β > 0

la restricción

h 6
2√
β
.

El método del punto medio impĺıcito,

yhi+1 = yhi + hf

(
xi + xi+1

2
,
yhi + yhi+1

2

)
,

es equivalente al método trapezoidal para una ecuación lineal con co-
eficientes constantes. Pero aqúı el método del punto medio impĺıcito
asume la forma

yhi+1 =

2 + hλ

(
xi + xi+1

2

)

2− hλ
(
xi + xi+1

2

)yhi ,

o sea el método es estable sin restricciones.

Más encima, para sistemas lineales con coeficientes variables ya no
podemos concluir que la solución es estable cuando los valores propios
de

∂2f(x,y)
∣∣
y=y(x)

= A(x)

son suficientemente pequeños, como non muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5. Consideremos el problema de valores iniciales

y′ =
1

ε
UT(x)

[
−1 η
0 −1

]
U(x)y ≡ A(x)y, y(0) = y0,

con un parámetro ε > 0, y la matriz

U (x) =

[
cos(αx) sen(αx)
− sen(αx) cos(αx)

]
.
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Aqúı los valores propios de A son λ1 = λ2 = −1/ε. Usando la trans-
formación

v(x) := U(x)y(x),

tenemos ‖y(x)‖2 = ‖v(x)‖2, y v es solución del problema de valores
inicales

v′ =



−1

ε

η

ε
+ α

−α −1

ε


v, v(0) = y0

es decir,

v(x) = v1 exp(κ1x) + v2 exp(κ2x), κ1,2 = −1

ε
±
√
−α
(η
ε

+ α
)
,

donde los vectores v1 y v2 dependen de y0. Vemos que para 0 < ε < 1,
α = −1 y η > 2 existen soluciones que crecen exponencialmente.

Existen varias extensiones de la teoŕıa lineal de estabilidad para
métodos de discretización a sistemas generales (esto es tema de in-
vestigación corriente). Para el siguiente tipo de ecuaciones ya existen
resultados.

Definición 2.3. Sea f : R+ × Rn → Rn, y para un producto escalar
〈·, ·〉, supongamos que

∀x ∈ R+ : ∀u,v ∈ Rn :
〈
f(x,u)− f(x,v),u− v

〉
6 m〈u− v,u− v〉. (2.8)

Si m 6 0, entonces la ecuación diferencial ordinaria y′ = f(x,y) se
llama disipativa.

Ejemplo 2.6. Consideremos el problema

ẋ(t) = −∇h
(
x(t)

)
, t > 0; x(0) = x0, (2.9)

donde h : Rn → R sea una función dos veces continuamente diferen-
ciable y uniformemente convexa, es decir,

∃γ > 0 : ∀y, z ∈ Rn : γzTz 6 zT∇2h(y)z.

Con la notación de la Definición 2.3, tenemos

f = −∇h
(esta función no depende expĺıcitamente de t), y usando el producto
escalar definido por 〈x,y〉 = xTy, tenemos

(
f(x)− f(y)

)T
(x− y)
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= (y − x)T

(∫ 1

0

∇2h
(
x+ τ(y − x)

)
dτ

)
(x− y)

6 −γ(x− y)T(x− y),

o sea, m = −γ < 0 en (2.8).
La ecuación diferencial ordinaria (2.9) tiene como única solución

estacionaria el único mı́nimo x∗ de h, y para t → ∞ la solución de
cualquier problema de valores iniciales de ẋ = −∇h(x) converge a x∗.
Entonces, se puede aproximar x∗ por la solución numérica de (2.9), y
como uno quiere hacer t→∞, se prefiere usar u tamaño de paso lo más
grande posible, sin destruir la convergencia del método a la solución
estacionaria. La ecuación (2.9) puede ser extraordinariamente ŕıgida,
lo que ocurre cuando ∇2h es una matriz mal acondicionada.

Hay que tomar en cuenta que (2.8) no utiliza ‖∂2f‖, es decir, la
clase de ecuaciones diferenciales disipativas incluye problemas arbitra-
riamente ŕıgidos.

Definición 2.4. Un método de discretización para problemas de valores
iniciales de ecuaciones diferenciales ordinarias se llama optimalmente
B-convergente del orden p sobre la clase de todos los problemas de
valores iniciales disipativos, si

∥∥y(xi)− yhi
∥∥ 6 C(xi)h

p para h < h̄ y i ∈ N0,

donde C(xi) depende solamente de

máx
{∥∥y(j)(x)

∥∥ | x0 6 x 6 xi, 1 6 j 6 p̄
}

para un cierto p̄, suponiendo que la verdadera solución y(x) del proble-
ma es suficientemente diferenciable, para una función f que satisface
(2.8) y m 6 0.

La gran ventaja de los métodos optimalmente B-convergentes con-
siste en que la restricción del tamaño de paso no depende de la rigidez
del sistema, y que el error global de la discretización no depende tampo-
co de la rigidez del sistema. Al contrario de eso, los métodos expĺıcitos
de Runge-Kutta, por ejemplo, poseen un error hpC(xi), donde C(xi)
también depende de ‖∂2f‖. En general, el valor de h̄ en la Definción 2.4
depende de m.

Teorema 2.2. El método de Euler impĺıcito es optimalmente B-con-
vergente del orden 1, y la regla trapezoidal y la regla impĺıcita del punto
medio son optimalmente B-convergentes del orden 2, en cada caso sobre
la clase de los problemas de valores iniciales disipativos.
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2.3. Métodos de Runge-Kutta impĺıcitos y métodos de
Rosenbrock

Los métodos de Runge-Kutta generales son caracterizados por el
diagrama de Butcher (1.20). Recordamos que un esquema de Runge-
Kutta es impĺıcito si existe un coeficiente βij 6= 0 con j > i. Debido al
alto esfuerzo computacional, la aplicación de tales métodos para proble-
mas no ŕıgidos no seŕıa muy económica; sin embargo, para problemas
ŕıgidos estos métodos pueden ser muy ventajosos, dado que incluyen
métodos optimalmente B-convergentes de orden arbitrariamente alto.

Primero demostramos que los métodos de Runge-Kutta impĺıcitos
pertenecen a la clase CA, ver Definición 2.1. Recordamos que

kj = f

(
x+ hαj,y

h
i + h

m∑

l=1

βjlkl

)
, j = 1, . . . ,m,

lo que implica que para f(x,y) = λy, n = 1 y e = (1, . . . , 1)T,

(I − λhB)k = λyhi e, k =



k1...
km


 , B = (βjl)j,l=1,...,m.

Para h suficientemente pequeño, I − λhB siempre es invertible y por
lo tanto, k es bien definido. Según la regla de Cramer tenemos

kj = λyhjRj(λh), j = 1, . . . ,m,

donde Rj es una función racional de λh:

Rj(z) =
Pj,m−1(z)

det(I − zB)
=

Pj,m−1(z)
m∏

i=1

(1− zµi)
, (2.10)

donde µ1, . . . , µm son los valores propios de B y Pj,m−1 es un poli-
nomio del grado máximo m − 1; el grado máximo del polinomio del
denominador de (2.10) es m. Puesto que

yhi+1 = yhi + hλ
m∑

j=1

γjkj,

obtenemos que

yhi+1 = yhi + hλyhi

m∑

j=1

γjRj(λh) = R̃m(λh)yhi ,

donde R̃m es una función racional (cuociente de dos polinomios del
grado máximo m).
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Ejemplo 2.7. Consideremos el método con m = 2 dado por

1/4 1/4 0
3/4 1/4 1/2

1/2 1/2
. (2.11)

Poniendo f(x, y) = λy obtenemos

k1 = λ

(
yhi +

h

4
k1

)
, k2 = λ

(
yhi + h

(
1

4
k1 +

1

2
k2

))
,

es decir,

k1 =
λyhi

1− hλ

4

, k2 =
λyhi

1− hλ

4

+

λh

2
λyhi

(
1− hλ

4

)2 ,

lo que significa que

yhi+1 = yhi

(
1− hλ

4

)2

+ hλ

(
1− hλ

4

)
+

(
hλ

2

)2

(
1− hλ

4

)2

= yhi

(
1 +

hλ

(1− hλ/4)2

)
.

Dado que

∣∣∣∣1 +
hλ

(1− hλ/4)2

∣∣∣∣ =

(
1 +

(Reλ)h

4

)2

+
(Imλ)2h2

16(
1− (Reλ)h

4

)2

+
(Imλ)2h2

16

,

este método es A-estable. Es consistente del orden 2. También es opti-
malmente B-convergente del orden 2.

Según la Definición 2.2, la propiedades de estabilidad lineal de un
método de Runge-Kutta impĺıcito depende de para cuales z ∈ C se
cumple

∣∣R̃m(z)
∣∣ < 1.

En esta clase de métodos existen métodos A-estables de orden arbitra-
riamente alto.

Si elegimos como αi los nodos de Gauss para la función de peso 1
sobre [0, 1], y como γi los pesos de Gauss asociados y como βij (los
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pesos de la cuadratura interior) de tal forma que

m∑

j=1

βijg(αj) =

∫ αi

0

g(x) dx para g ∈ Πm−1, i = 1, . . . ,m,

obtenemos los métodos de Gauss-Runge-Kutta. Por ejemplo, para m =
2 obtenemos el siguiente esquema.

3−
√

3

6

1

4

3− 2
√

3

12

3 +
√

3

6

3 + 2
√

3

12

1

4
1

2

1

2

.

Teorema 2.3.

(a) Los métodos de Gauss-Runge-Kutta de m pasos son consistentes
del orden 2m.

(b) Los métodos de Gauss-Runge-Kutta de m pasos son A-estables y
optimalmente B-convergentes del orden m sobre la clase de los
problemas disipativos.

Demostración. Para las demostraciones de (a) y (b), ver (por ejemplo)
Grigorieff (1972) y Burrage y Hundsdorfer (1987), respectivamente.

En particular, el orden de la B-convergencia puede ser significati-
vamente menor que el orden de consistencia clásico. Esto es debido al
requerimiento de la B-convergencia optimal que el residuo (término de
error) debe ser independiente de la rigidez del sistema.

Se puede demostrar que para una función f disipativa, las pendien-
tes kj de un método de Gauss-Runge-Kutta son determinados única-
mente de la ecuación del método, independientemente de la rigidez del
sistema y para h < h̄, para un h̄ > 0 fijo. Sin embargo, la implemen-
tación de un tal método es bastante dificil, dado que, por ejemplo, en
cada paso de integración para un sistema de ecuaciones diferenciales
del orden n hay que resolver un sistema no lineal del orden nm.

En la práctica se presenta una situación más simple si βij = 0 para
j > i, lo que corresponde a los métodos de Runge-Kutta diagonalmente
impĺıcitos. Un ejemplo es el método (2.11) del Ejempo 2.7. Desafortu-
nadamente, la mayoŕıa de estos métodos son solamente optimalmente
B-convergentes de primer orden.

A veces se presentan problemas donde solamente ‖∂2f‖ es grande,
mientras que el orden de magnitud de todas las demás derivadas de f
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es pequeño comparado con ‖∂2f‖, por ejemplo,

y′ = Az + g(x,y),

con una función g para la cual todas las derivadas parciales tienen una
norma del orden de magnitud O(1), mientras que los valores propios
son dispersos en

{z ∈ C | Im z < 0}.
En estos casos, podemos aplicar exitosamente los métodos de Rosen-
brock y sus modificaciones.

Podemos derivar los métodos de Rosenbrock de la siguiente forma.
Partimos de las ecuaciones de un método de Runge-Kutta diagonal-
mente impĺıcito:

k1 = f
(
x+ α1h,y

h + β11hk1

)
,

k2 = f
(
x+ α2h,y

h + β21hk1 + β22hk2

)
,

...

km = f
(
x+ αmh,y

h + βm1hk1 + . . .+ βmmhkm
)
.

Estas ecuaciones se resuelven sucesivamente de forma iterativa, ejecu-
tando un paso del método de Newton con

k
(0)
i := 0

como dato inicial. Esto entrega las ecuaciones expĺıcitas
[
I − hβii∂2f

(
x+ αih,y

h + h
i−1∑

j=1

βijkj

)]
ki

= f

(
x+ αih,y

h + h
i−1∑

j=1

βijkj

)
, i = 1, . . . ,m.

Aqúı hay que resolver sucesivamente m sistemas lineales. La desventaja
aun consiste en el hecho de que hay que calcular m matrices de Jacobi
∂2f y ejecutar m descomposiciones triangulares. Con una matriz fija

I − hβ∂2f(x,y)

en al lado izquierdo y una corrección correspondiente al lado derecho
obtenemos la fórmula de planteo modificada

(
I − hβ∂2f(x,yh)

)
ki

= f

(
x+ αih,y

h + h

i−1∑

j=1

βijkj

)
+ h∂2f(x,yh)

i−1∑

j=1

σijkj,
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i = 1, . . . ,m.

Estas fórmulas son las fórmulas de Rosenbrock-Wanner. En esta cla-
se de métodos hay muchos ejemplos de métodos A-estables o A(α)-
estables.

Ejemplo 2.8 (Kaps & Rentrop, 1979). Los siguientes coeficientes de-
finen un método Rosenbrock-Wanner A-estable de orden 4:

β = 0,395,

βij j = 1 j = 2 j = 3
i = 2 0,438
i = 3 0,796920457938 0,073079542062
i = 4 0 0 0

,

σij j = 1 j = 2 j = 3
i = 2 −0,767672395484
i = 3 −0,851675323742 0,522967289188
i = 4 0,288463109545 0,08802142734 −0,337389840627

,

i = 1 i = 2 i = 3 i = 4
γi 0,199293275702 0,482645235674 0,0680614886256 0,25

.



Caṕıtulo 3

Problemas de valores de frontera para ecuaciones
diferenciales ordinarias

3.1. Introducción

En el caso escalar, se busca una solución y = y(x) da le ecuación
diferencial ordinaria

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0 (3.1)

sujeta a las condiciones de frontera

Rj(y) = Rj

[
y(a), y′(a), . . . , y(n−1)(a); y(b), y′(b), . . . , y(n−1)(b)

]

= αj, j = 1, . . . , n,
(3.2)

donde x = a y x = b son puntos en R y αj ∈ R. En general, es dif́ıcil
obtener resultados acerca de la existencia y la unicidad de soluciones
de estos problemas de valores de frontera. Esencialmente, existen sólo
resultados para el problema lineal

(Ly)(x) ≡
n∑

i=0

fi(x)y(i) = g(x), x ∈ (a, b), fn 6≡ 0 sobre (a, b),

Rj[y] =
n−1∑

k=0

(
αj,k+1y

(k)(a) + βj,k+1y
(k)(b)

)
= αj, j = 1, . . . , n,

(3.3)

donde αj,k+1 y βj,k+1 son constantes. Para g ≡ 0, la ecuación diferencial
ordinaria se llama homogénea; para αj ≡ 0, las condiciones de frontera
se llaman homogéneas. Si g ≡ 0 y αj ≡ 0, el problema de valores de
frontera se llama homogéneo. En general, se supone que por lo menos
f0, . . . , fn ∈ C0(a, b).

El problema de valores de frontera lineal de segundo orden es

(Ly)(x) ≡ f2(x)y′′(x) + f1(x)y′(x) + f0(x)y(x) = g(x),

R1[y] = α11y(a) + β11y(b) + α12y
′(a) + β12y

′(b) = α1,

R2[y] = α21y(a) + β21y(b) + α22y
′(a) + β22y

′(b) = α2.

51
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En muchos casos,

R1[y] = α11y(a) + α12y
′(a) = α1,

R2[y] = β21y(b) + β22y
′(b) = α2.

Más generalmente, las condiciones de frontera se llaman separadas si

βj,k+1 = 0, j = 1, . . . ,m, k = 0, . . . , n− 1, m < n;

αj,k+1 = 0, j = m+ 1, . . . , n; k = 0, . . . , n− 1.

Las condiciones de frontera se llaman linealmente independientes si el
rango de la siguiente matriz es n:

A =



α11 . . . α1n β11 . . . β1n

...
...

...
...

αn1 . . . αnn βn1 . . . βnn




Frecuentemente, el problema de valores de frontera (3.3) puede ser
reducido fácilmente a un problema con condiciones homogéneas, donde
αj = 0 para j = 1, . . . , n. Esto sucede si existe un polinomio Q ∈ Πn−1

tal que

Rj[Q] = αj, j = 1, . . . , n.

En este caso definimos

z(x) := y(x)−Q(x), f := LQ.

Según (3.3), obtenemos entonces el problema de valores de frontera

(Lz)(x) = (Ly − LQ)(x) = g(x)− f(x) = h(x),

Rj[z] = Rj[y]−Rj[Q] = αj − αj = 0, j = 1, . . . , n.

3.1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias autoadjuntas. Para
un operador diferencial L dado por (3.3) definimos el operador adjunto
L∗ a través de

L∗y ≡
n∑

j=0

(−1)j
dj

dxj
(
fj(x)y

)
.

El operador se llama autoadjunto si

Ly ≡ L∗y, y ∈ Cn(a, b). (3.4)

Obviamente, un operador diferencial autoadjunto es de orden par. Una
ecuación Ly = g(x) con un operador diferencial L autoadjunto se llama
ecuación autoadjunta. Para n = 2, la condición (3.4) exige que

f0y + f1y
′ + f2y

′′ ≡ f0y − (f1y)′ + (f2y)′′

≡ f0y − f ′1y − f1y
′ + f ′′2 y + 2f ′2y

′ + f2y
′′
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donde omitimos el argumento “(x)”. Esto implica que

2(f1 − f ′2)y′ − (f ′′2 − f ′1)y ≡ 0, y ∈ C2(a, b),

lo cual es válido si y sólo si

f1(x) ≡ f ′2(x).

Usando f2(x) = −p(x) y f0(x) = q(x), podemos escribir una ecuación
diferencial ordinaria de segundo orden autoadjunta como

Ly = − d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
+ q(x)y = g. (3.5)

(Un aspecto que se discutirá más adelante es que (3.5) también es la
ecuación de Euler del problema variacional

I[y] :=
1

2

∫ b

a

(
p(x)(y′)2 + q(x)y2 − 2g(x)y

)
dx

!
= mı́n .)

Teorema 3.1. Cada ecuación lineal de segundo orden

f2(x)y′′ + f1(x)y′ + f0(x)y − h(x) = 0,

f2(x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b)
(3.6)

puede ser transformada a una ecuación autoadjunta de segundo orden.

Demostración. Multiplicamos (3.6) por la función

−p(x) = exp

(∫ x

x0

f1(ξ)

f2(ξ)
dξ

)
, x0, x ∈ (a, b),

donde x0 ∈ (a, b) puede ser elegido libremente. El resultado es

−p(x)f2(x)y′′ − p(x)f1(x)y′ − p(x)f0(x)y + p(x)h(x) = 0. (3.7)

La función p(x) satisface

−p(x)f1(x) = −p(x)
f1(x)

f2(x)
f2(x) = −p′(x)f2(x),

es decir, dividiendo (3.7) por f2(x) y definiendo

q(x) := −p(x)
f0(x)

f2(x)
, g(x) := −p(x)

h(x)

f2(x)
,

obtenemos la ecucación autoadjunta

− d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
+ q(x)y − g(x) = 0.
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Para el tratamiento de problemas de valores de frontera de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de segundo orden podŕıamos limitarnos a
ecuaciones autoadjuntas. Pero, si la ecuación del problema dado no es
autoadjunta, la reducción al tipo autoadjunto según la demostración
del Teorema 3.1 frecuentemente entrega una ecuación bastante com-
plicada. Por ello es más adecuado resolver el problema en la forma
originalmente dada, siempre que existe un método adecuado.

3.1.2. Problemas de valores de frontera para sistemas de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primer orden. Similarmente a
lo que hemos visto para problema de valores iniciales, podemos reducir
problemas de valores de frontera de una ecuación diferencial ordina-
ria del orden n a sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.
Para ilustrar eso, supongamos que la ecuación (3.1) viene dada en la
forma expĺıcita

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

y definimos

y(j) =: yj+1, j = 0, . . . , n− 1.

Entonces resulta el sistema de primer orden

y′1 = y2,

...

y′n−1 = yn,

y′n = f(x, y1, . . . , yn)

(3.8)

con las condiciones de frontera

Rj[y1, . . . , yn] = Rj

[
y1(a), . . . , yn(a); y1(b), . . . , yn(b)

]

= αj, j = 1, . . . , n.
(3.9)

En particular, si (3.1), (3.2) es un problema de valores de frontera
lineal, también el problema (3.8), (3.9) es lineal.

En general, el problema de valores de frontera de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden es

y′i = fi(x, y1, . . . , yn), i = 1, . . . , n,

Rj

[
y1(a), . . . , yn(a); y1(b), . . . , yn(b)

]
= αj, j = 1, . . . , n.

(3.10)

Definiendo

y :=



y1
...
yn


 , f(x,y) :=



f1(x,y)

...
fn(x,y)


 , R :=



R1
...
Rn


 , α :=



α1
...
αn


 ,
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podemos escribir (3.10) como

y′ = f(x,y), R
[
y(a);y(b)

]
= α. (3.11)

El problema (3.11) se llama lineal si posee la siguiente forma, donde
A(x), B1 y B2 son matrices:

y′ = A(x)y + g(x), B1y(a) +B2y(b) = α.

3.2. Métodos de diferencias finitas

3.2.1. Método de diferencias finitas para un problema de va-
lores de frontera lineal. En lo siguiente, consideramos el problema
de valores de frontera

−y′′ + p(x)y′ + q(x)y − g(x) = 0, x ∈ (a, b), (3.12)

α11y(a) + α12y
′(a) = α1, (3.13)

β21y(b) + β22y
′(b) = α2. (3.14)

Para discretizarlo, subdividimos el intervalo [a, b] en N subintervalos
del tamaño h poniendo

x0 := a; xi = a+ ih, i = 0, . . . , N ; xN = a+Nh = b.

En el punto xi se aproxima la solución del problema de valores de fronte-
ra (3.12)–(3.14) reemplazando el cuociente diferencial por un cuociente
de diferencias. Un tal método se llama método de diferencias finitas.

Si y ∈ C4 es la solución de (3.12)–(3.14), entonces en el punto x = xi
tenemos que

−y(xi−1)− 2y(xi) + y(xi+1)

h2
+ p(xi)

y(xi+1)− y(xi−1)

2h
+q(xi)y(xi)− g(xi) = O(h2), (3.15)

α11y(a) + α12
y(x1)− y(a)

h
= α1 +O(h),

β21y(b) + β22
y(b)− y(xN−1)

h
= α2 +O(h).
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Despreciando los términos O(h2) y O(h) y reemplazando y(xi) por yhi ,
obtenemos el sistema de ecuaciones lineales

(−α12 + hα11)yh0 + α12y
h
1 = hα1,

−
(

1 +
h

2
p(xi)

)
yhi−1 +

(
2 + h2q(xi)

)
yhi

−
(

1− h

2
p(xi)

)
yhi+1 = h2g(xi), i = 1, . . . , N − 1,

−β22y
h
N−1 + (β22 + hβ21)yhN = hα2.

(3.16)

Para un valor de h fijo y definiendo

ϕi := 1 +
h

2
p(xi), ψi := 2 + h2q(xi), ϕ̄i := 1− h

2
p(xi)

para i = 1, . . . , N − 1, podemos escribir (3.16) como el sistema

A(h)yh = b(h), (3.17)

donde A(h) ∈ R(N+1)×(N+1) es la matriz tridiagonal

A(h) =




−α12 + hα11 α12 0 . . . 0

−ϕ1 ψ1 −ϕ̄1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −ϕN−1 ψN−1 −ϕ̄N−1

0 . . . 0 −β22 β22 + hβ21




y definimos los vectores

yh :=



yh0
...
yhN


 , b(h) :=




hα1

h2g(x1)
...

h2g(xN−1)
hα2



.

Teorema 3.2. Bajo las siguientes condiciones existe una constante
h0 > 0 tal que el sistema (3.17) tiene una solución única yh:

1. α11 > 0, α12 6 0, β21 > 0 y β22 > 0,
2. q(x) > 0 y h0|p(x)| < 2 para x ∈ [a, b].

Para la demostración del Teorema 3.2, usaremos los siguientes con-
ceptos ya introducidos en el Análisis Numérico II.

Definición 3.1. Una matriz A ∈ Rn×n se llama M-matriz si αij 6 0
para i 6= j y A−1 existe y A−1 > 0.



3.2. MÉTODOS DE DIFERENCIAS FINITAS 57

Teorema 3.3. Sea A estrictamente o irreduciblemente diagonaldomi-
nante con αii > 0 para i = 1, . . . , n y αij 6 0 para i 6= j (es decir, A
es una L-matriz). En este caso, A es una M-matriz.

Demostración del Teorema 3.2. Observamos primero que A(h) es una
L-matriz. Si α12 < 0 y β22 > 0, entonces A(h) es irreduciblemente
diagonaldominante, y por lo tanto una M-matriz. Por otro lado, consi-
deremos el caso α12 = 0 o β22 = 0. Si por ejemplo α12 = 0, tenemos

yh0 =
α1

α11

= y(a).

Si β22 > 0 en este caso, después de reemplazar yh0 = y(a), 0 < h 6
h0 el sistema (3.17) se reduce a un sistema de N ecuaciones en las
desconocidas yh = (yh1 , . . . , y

h
N)T, cuya matriz nuevamente es una M-

matriz. Si además β22 = 0, tenemos que

yhN =
α2

β21

= y(b),

y obtenemos un sistema lineal de N − 1 ecuaciones para

yh = (yh1 , . . . , y
h
N−1)T

cuya matriz es una L-matriz irreduciblemente diagonaldominante, es
decir, una M-matriz.

Para la solución del sistema lineal (3.17), podŕıamos utilizar el algo-
ritmo de Gauss (o el algoritmo de Thomas). Sin embargo, para valores
de N muy grandes, es decir, para h muy pequeño, este algoritmo es
poco apropiado puesto que A(h) es casi singular. La mala condición
de A(h) en este caso tendrá como consecuencia que el resultado será
substancialmente falsificado por errores de redondeo.

Los métodos numéricos iterativos para sistemas lineales han sido
desarrollados para el tratamiento de aquellas matrices que provienen
de discretizaciones de problemas de ecuaciones diferenciales. La con-
vergencia del método SOR fue demostrada para sistemas lineales con
una M-matriz y un parámetro de relajación 0 < ω 6 1. La velocidad
de convergencia también depende del número de condición de A(h).
Por otro lado, hay que considerar que es suficiente resolver el sistema
(3.17) solamente aproximadamente, dado que ya se cometió un error al
reemplazar la ecuación diferencial por su discretización, y la solución
exacta de (3.17) es solamente una aproximación a la verdadera solución
de la ecuación diferencial.

Para el caso α12 = β22 = 0, podemos ilustrar que A(h) es casi
singular. Como h = (b− a)/N ≈ 0 si N es muy grande, la matriz A(h)
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aproxima

A =




2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1 2 −1

0 · · · 0 −1 2



.

Esta matriz tiene los valores propios

λj = 2

[
1− cos

(
jπ

N

)]
, j = 1, . . . , N − 1.

Es decir, el valor propio mı́nimo, λ1, satisface λ1 < 10−3 para N = 100
y λ1 < 10−5 para N = 1000, mientras que λN−1 ≈ 4.

Una matriz simétrica resulta para p(x) ≡ 0, α12 = −β22 = −1 o
α12 = β22 = 0. En este caso, el problema de valores de frontera (3.12)–
(3.14) asume la forma

− y′′ + q(x)y − g(x) = 0, x ∈ (a, b),

α11y(a)− y′(a) = α1, β21y(b) + y′(b) = α2

o alternativamente α11y(a) = α1, β21y(b) = α2 (α11, β21 6= 0).

Para una ecuación autoadjunta siempre podemos hallar una aproxima-
ción de diferencias tal que la matriz del sistema lineal que resulta no
sólo es simétrica, sino que tamb́ıen definida positiva.

3.2.2. Método de diferencias finitas para un problema de valo-
res de frontera no lineal. Los métodos de diferencias finitas también
pueden ser usados para la solución numérica de problemas no lineales.
A modo de ejemplo, estudiamos el problema

−y′′ + f(x, y, y′) = 0, a < x < b; y(a) = α, y(b) = β.

Se supone que la ecuación es no lineal, es decir, f es una función no
lineal de y o de y′. Se supone además que f es diferenciable con respecto
a y e y′, y que |fy′| 6 M . La discretización entrega en este caso el
sistema no lineal

− 1

h2

(
yhi−1 − 2yhi + yhi+1

)
+ f

(
xhi , y

h
i ,
yhi+1 − yhi−1

2h

)
= 0,

i = 1, . . . , N − 1.
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Multiplicando por h2 y definiendo yh = (yh1 , . . . , y
h
N−1)T, obtenemos

ti(y
h) := −yhi−1 + 2yhi − yhi+1 + h2f

(
xhi , y

h
i ,
yhi+1 − yhi−1

2h

)
= 0,

i = 1, . . . , N − 1,

(3.18)

es decir

T (yh) = 0, T (yh) :=
(
t1(yh), . . . , tN−1(yh)

)T
.

La matriz funcional

T ′(z) :=

(
∂ti
∂zj

)

i,j=1,...,N−1

(z)

puede ser evaluada facilmente: usando

fy

(
xi, zi,

zi+1 − zi−1

2h

)
=: f (i)

y , fy′

(
xi, zi,

zi+1 − zi−1

2h

)
=: f

(i)
y′ ,

tenemos

∂ti
∂zj

= 0, j 6∈ {i− 1, i, i+ 1},

∂ti
∂zi−1

= −1− h

2
f

(i)
y′ ,

∂ti
∂zi

= 2 + h2f (i)
y ,

∂ti
∂zi+1

= −1 +
h

2
f

(i)
y′ .

Además, tenemos z0 = α y zN = β en (3.18). Definiendo

ci := −1− h

2
f

(i)
y′ , di := 2 + h2f (i)

y , ei := −1 +
h

2
f

(i)
y′

para i = 1, . . . , N − 1, podemos escribir

T ′(z) =




d1 e1 0 . . . 0

c2 d2 e2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . cN−2 dN−2 eN−2

0 . . . 0 cN−1 dN−1



.

El sistema T (yh) = 0 debe ser solucionado iterativamente, por ejemplo
usando el método SOR-Newton.

El método SOR-Newton es apto para resolver numéricamente el
sistema no lineal

F (x) = 0, F (x) =



f1(x)

...
fn(x)


 ,

F : Rn ⊃ B → Rn, F ∈
(
C2(B)

)n
,



60 3. PROBLEMAS DE VALORES DE FRONTERA PARA EDOS

con la solución exacta x∗ ∈ B. El método es definido por la recursión

x
(k+1)
i = x

(k)
i − ω

fi(x
(k),i)

∂ifi(x(k),i)
, i = 1, . . . , n,

donde definimos

x(k),i :=
(
x

(k+1)
1 , . . . , x

(k+1)
i−1 , x

(k)
i , . . . , x(k)

n

)T
, i = 1, . . . , n.

Teorema 3.4. Existe una vecindad B0 de x∗, B0 ⊂ B, tal que para
todo x(0) ∈ B0 el método SOR-Newton converge si

(a) 0 < ω 6 1 y F ′(x∗) es estrictamente o irreduciblemente diagonal
dominante o

(b) 0 < ω 6 2 y F ′(x∗) es simétrica y definida positiva o
(c) 0 < ω 6 1 y F ′(x∗) es una M-matriz.

En nuestro caso, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.5. Sea fy > 0 y h tan pequeño que hM < 2. Entonces
para todo z ∈ RN−1, T ′(z) es una matriz irreduciblemente diagonal
dominante.

Demostración. Dado que |fy′| 6M , tenemos

−1 +
h

2
f

(i)
y′ < 0, −1− h

2
f

(i)
y′ < 0, 2 + h2f (i)

y > 2,

y luego∣∣∣∣1 +
h

2
f

(i)
y′

∣∣∣∣+

∣∣∣∣1−
h

2
f

(i)
y′

∣∣∣∣ = 2 6 2 + h2f (i)
y , i = 2, . . . , N − 2.

Finalmente, tenemos∣∣∣∣1 +
h

2
f

(j)
y′

∣∣∣∣ < 2 6 2 + h2f (j)
y , j ∈ {1, N − 1}.

Concluimos que T ′(z) es diagonal dominante para todo z ∈ RN−1, y la
diagonaldominancia es estricta en la primera y la última fila. Además,
las matriz es irreducible, lo que concluye la demostración del teorema.

3.2.3. Convergencia del método para problemas lineales. Re-
cordamos que un método se llama del orden p, p > 0, si

yhi − y(x) = O(hp), h→ 0, x = a+ ih ∈ [a, b].

Por simplicidad, consideremos ahora el problema de valores de fron-
tera

−y′′ + q(x)y − g(x) = 0, a < x < b; y(a) = α, y(b) = β. (3.19)
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Suponiendo que la solución satisface y ∈ C4[a, b], tenemos (3.15) con
p(x) ≡ 0, y para la computación de los valores aproximados obtenemos
el sistema (3.17), en nuestro caso

A(h)yh = b(h)

con la siguiente matriz (donde qi = q(xi))

A(h) =




2 + h2q1 −1 0 · · · 0

−1 2 + h2q2 −1
. . .

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1 2 + h2qN−2 −1

0 · · · 0 −1 2 + h2qN−1




(3.20)

y el vector

b(h) =




α + h2g(x1)
h2g(x2)

...
h2g(xN−2)

β + h2g(xN−1)



. (3.21)

Sean y(xi) los valores de la solución exacta de (3.19) en xi = a + ih,
i = 0, . . . , N , con

y(x0) = y(a) = α, y(xN) = y(b) = β,

y(h) =
(
y(x1), . . . , y(xN−1)

)T
.

Entonces en virtud de (3.15) sabemos que

A(h)y(h) = b(h) +O(h4),

donde O(h4) denota un vector de RN−1. Entonces, la cantidad

εh := yh − y(h)

satisface

εh = A(h)−1O(h4). (3.22)

Las componentes de O(h4) son la cuarta derivada de la solución exac-
ta y, evaluada en puntos intermedios y multiplicada por h4/12. La
cuarta derivada y(4)(x) está acotada con respecto a ‖ ·‖∞ según hipóte-
sis. Entonces, existe una constante K tal que

‖εh‖∞ 6 K
∥∥A(h)−1

∥∥
∞h

4.
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Obviamente, la dificultad es ¿cómo estimar ‖A(h)−1‖∞? Sean G =
(gij) y H = (hij) dos matrices de Rn×m, con

gij 6 hij para todo 1 6 i 6 n y 1 6 j 6 m.

En este situación escribimos G 6 H . Si una matriz B tiene sólo ele-
mentos no negativos, entonces escribimos B > 0, donde “0” representa
la 0-matriz. Según (3.20),

A(h) = Ã+ hQ, Ã =




2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1 2 −1

0 · · · 0 −1 2



,

Q = diag
(
q(x1), . . . , q(xN−1)

)
.

Teorema 3.6. Sean q(xi) > 0 para i = 1, . . . , N − 1. Entonces

A(h)−1 6 Ã
−1
. (3.23)

Demostración. Dado que q(xi) > 0, las matrices A(h) y Ã son M-
matrices irreduciblemente diagonaldominantes y simétricas. Entonces

A(h)−1 > 0, Ã
−1

> 0. (3.24)

Ahora podemos escribir Ã = D −L−U con

D = diag(2, . . . , 2), L =




0 · · · · · · · · · 0

1
. . .

...

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 1 0



, U = LT.

Entonces

A(h) = D −L−U + h2Q,

y poniendo

D̄(h) := D + h2Q

obtenemos

A(h) = D̄(h)−L−U .
Además,

D−1Ã = I −D−1(L+U),

D̄(h)−1A(h) = I − D̄(h)−1(L+U).
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Obviamente, D 6 D̄(h), D−1 > D̄(h)−1, y entonces

−D−1 6 −D̄(h)−1.

Usando (3.24), obtenemos
(
A(h)−1D(h)

)(
I − D̄(h)−1(L+U)

)

6
(
A(h)−1D̄(h)

)(
I − D̄(h)−1(L+U)

)

=
(
D̄(h)−1A(h)

)−1(
I − D̄(h)−1(L+U)

)

= I

= (D−1Ã)−1
(
I −D−1(L+U)

)

6 (Ã
−1
D
)(
I − D̄(h)−1(L+U)

)
.

Dado que D̄(h) > 0 y D > 0, podemos concluir que como

A(h) = D̄(h)−L−U
es una M-matriz, también

D · D̄(h)−1A(h) = D
(
I − D̄(h)−1(L+U)

)

es una M-matriz, y por lo tanto
(
D
(
I − D̄(h)−1(L+U)

))−1

> 0.

Dado que Ã es una M-matriz, concluimos que (3.23) es válido.

Teorema 3.7. Sea y(4) ∈ C[a, b] y |y(4)(x)| 6 M para x ∈ [a, b].
Entonces existe una constante L > 0 tal que

∣∣yhi − y(xi)
∣∣ 6 Li(N − i)h4 = L(xi − a)(b− xi)h2.

Demostración. Sea e = (1, . . . , 1)T ∈ RN−1 y para u ∈ RN−1 escribi-
mos

|u| := (|u1|, . . . , |uN−1|)T.

Entonces, debido a A−1(h) > 0, (3.22) y (3.23) implican que

|εh| =
h4

12
MA(h)−1e 6

h4

12
MÃ

−1
e. (3.25)

Hay que calcular Ã
−1
e.

Ahora, los valores de la solución aproximada coinciden con la so-
lución exacta si la solución es un polinomio del grado 2. La solución
única de

−y′′ = 1, y(a) = y(b) = 0
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es

y = −1

2
(x− a)(x− b). (3.26)

Dado que q(x) ≡ 0, g(x) ≡ 1, α = β = 0, según (3.20) y (3.21)

obtenemos en este caso A(h) = Ã y b(h) = h2e. Entonces, con

ỹ(h) =

(
−1

2
(x1 − a)(x1 − b), . . . ,−

1

2
(xN−1 − a)(xN−1 − b)

)T

tenemos

Ãyh = h2e, yh = h2Ã
−1
e = ỹ(h). (3.27)

Usando (3.26), tenemos

yhi = y(xi) = −1

2
(xi − x0)(xi − xN) =

1

2
hi(N − i).

Con L = M/24 obtenemos de (3.25) y (3.27)

|εh| 6
1

12
h4M

1

h2
ỹ(h) = 2Lh2ỹ(h),

es decir ∣∣yhi − y(xi)
∣∣ 6 Li(N − i)h4 = L(xi − a)(b− xi)h2.

3.3. Métodos de disparo

La solución de un problema de valores de frontera puede ser redu-
cida a la solución de un número de problemas de valores iniciales. Esto
es la idea básica de los métodos de disparo simple y múltiple. Vamos a
estudiar primero la situación en el caso lineal.

3.3.1. Métodos de disparo para problemas lineales. Comenzan-
do con métodos de disparo simple, estudiamos primero el problema

Ly ≡ y′ −A(x)y = g(x), a < x < b,

Ry ≡ B1y(a) +B2y(b) = r.
(3.28)

AqúıA(x) es una matriz n×n cuyos elementos son funciones continuas
de x en [a, b], y las matrices B1 y B2 son constantes. Cualquier pro-
blema de valores de frontera de mayor orden lineal puede ser reducido
a este tipo.

El concepto del método de disparo es el siguiente. Para un vector
de parámetros s = (s1, . . . , sn)T, calculamos la solución z = z(x; s) del
problema

Lz = g, z(a) = s; (3.29)
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luego tratamos de determinar las componentes de s de tal forma que z
también satisface las condiciones de frontera, es decir

Rz = B1z(a; s) +B2z(b; s) = r.

Eligiendo s de forma correcta, “disparamos” a las condiciones de fron-
tera.

Para el problema (3.28), el método de disparo consiste en los si-
guientes pasos.

1. Calcular z0(x) de tal forma que

Lz0 = g, z0(a) = 0. (3.30)

2. Calcular un sistema fundamental zi(x), i = 1, . . . , n, de solucio-
nes del problema homogéneo Lz = 0, con la condición inicial
zi(a) = ei, donde ei es el i-ésimo vector unitario. Definiendo la
matriz

Z(x) :=
[
z1(x) · · · zn(x)

]
,

determinamos

z(x; s) = z0(x) +Z(x)s = z0(x) +
n∑

i=1

siz
i(x). (3.31)

3. Suponiendo que B1 +B2Z(b) es no singular, calculamos s como
solución del sistema lineal

(
B1 +B2Z(b)

)
s =

(
r −B2z

0(b)
)
. (3.32)

Para el vector s que resulta de (3.32), la solución z(x; s) de (3.31)
es la solución z∗(x) del problema de valores de frontera (3.28). Para
verificar eso, notamos primero que (3.31) es la solución del problema
de valores iniciales (3.29), ya que

Lz = Lz0 +
n∑

i=1

siLz
i = g + 0 = g,

z(a; s) = z0(a) +
n∑

i=1

siz
i(a) = 0 +

n∑

i=1

siei = s.

Luego, del requerimiento Rz = r obtenemos

r = R(z0 +Zs)

= B1

(
z0(a) +Z(a)s

)
+B2

(
z0(b) +Z(b)s

)

=
(
B1 +B2Z(b)

)
s+B2z

0(b),

lo que es precisamente (3.32).
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Efectivamente, hemos reducido la solución del problema de valores
de frontera (3.28) a la solución de n+ 1 problemas de valores iniciales:
un problema de valores iniciales es (3.30); los n demás problemas son

Lzi = 0, zi(a) = ei, i = 1, . . . , n, (3.33)

cuyas soluciones forman el sistema fundamental Z(x).

Ejemplo 3.1. Consideremos el problema de valores de frontera

y′′ − y = x2 − 2, 0 < x < 1,

y(0)− y(1) = 0,

y′(0)− y′(1) = 1.

Este problema de valores de frontera es equivalente al problema para
un sistema de primer orden

y′ −
[
0 1
1 0

]
y =

(
0

x2 − 2

)
, 0 < x < 1,

y(0)− y(1) =

(
0
1

)
,

es decir, en este caso tenemos

A =

[
0 1
1 0

]
, B1 = −B2 = I.

Un planteo polinomial entrega

z0(x) =

(
−x2

−2x

)
, donde z(0) =

(
0
0

)
.

Los valores propios de A son λ1 = 1 y λ2 = −1, con los vectores propios
correspondientes (1, 1)T y (1,−1)T. Entonces, la solución general del
sistema y′ −Ay = 0 es

y =

(
C1ex + C2e−x

C1ex − C2e−x

)
.

Para obtener el sistema fundamental, es decir los vectores z1 y z2,
exigimos que

z1(0) =

(
C11 + C12

C11 − C12

)
= e1 =

(
1
0

)
,

z2(0) =

(
C21 + C22

C21 − C22

)
= e2 =

(
0
1

)
;

lo que entrega C11 = C12 = 1
2

y C21 = −C22 = 1
2
, entonces

z1(x) =
1

2

(
ex + e−x

ex − e−x

)
=

(
coshx
senhx

)
,
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z2(x) =
1

2

(
ex − e−x

ex + e−x

)
=

(
senhx
coshx

)
.

Luego calculamos

Z(x) =

[
coshx senhx
senhx coshx

]
, detZ(x) = 1,

B1 +B2Z(1) =

[
1− cosh 1 − senh 1
− senh 1 1− cosh 1

]
.

Entonces, para α := cosh 1 y β := senh 1 tenemos que resolver el siste-
ma (3.32), es decir

(1− α)s1 − βs2 = −1,

−βs1 + (1− α)s2 = −1,

con la solución

s∗1 = s∗2 =
α− β + 1

2β
=: γ = 0,58198.

Entonces, la solución deseada del problema de valores de frontera es

z(x; s∗) = z∗(x) =

(
−x2 + γ(coshx+ senhx)
−2x+ γ(senhx+ coshx)

)
.

Esta solución también satisface las condiciones de frontera

z∗(0)− z∗(1) = (0, 1)T.

3.3.2. Método de disparo numérico para problemas lineales.
En general, los n + 1 problemas de valores iniciales no pueden ser re-
sueltos exactamente; hay que utilizar métodos numéricos. Se sugiere el
siguiente procedimiento. Usando un método de paso simple (o de paso
múltiple), se determinan soluciones aproximadas, es decir, vectores

zh,ij =
(
zh,i1,j , . . . , z

h,i
n,j

)T
, j = 0, . . . , N, i = 0, . . . , n

con los valores iniciales

zh,00 = 0; zh,i0 = ei, i = 1, . . . , n.

Aqúı los vectores zh,0j son los valores aproximados de la solución de
(3.30), evaluada en los puntos de malla xj, j = 0, . . . , N , y los vectores
zh,ij , i = 1, . . . , n, corresponden a los problemas de valores iniciales
homogéneos (3.33). Como en el paso 2 mencionado arriba, formamos
en cada punto de malla xj las matrices

Zh
j =

[
zh,1j · · · zh,nj

]
, j = 0, . . . , N,

es decir, las matrices cuyas columnas son los vectores zh,ij . El algoritmo
que resulta de estas consideraciones es el siguiente.
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1. Usando el método de paso simple o de pasos múltiples, determi-
namos los vectores zh,0j , donce zh,00 = 0 para j = 0, . . . , N .

2. Para zh,i0 = ei se calculan (mediante el método de paso simple o
de pasos múltiples) los vectores zh,ij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N .
Ponemos

zhj = zh,0j +Zh
j s

h = zh,0j +
n∑

i=1

shi z
h,i
j . (3.34)

3. Si B1 +B2Z
h
N es regular, resolvemos el sistema

(B1 +B2Z
h
N)sh,∗ = r −B2z

h,0
N . (3.35)

Para el vector sh,∗ que resulta de (3.35), (3.34) es, en los puntos
de malla x0, . . . , xN , una solución aproximada zh,∗j de la solución
exacta z∗(xj) del problema de valores de frontera (3.28).

Efectivamente, la función de malla determinada aśı satisface las
condiciones de frontera

B1z
h,∗
0 +B2z

h,∗
N = r;

en virtud de

r = B1

(
zh,00 +Zh

0s
h
)

+B2

(
zh,0N +Zh

Ns
h
)
,

y dado que zh,00 = 0 y Zh
0 = I, tambien tenemos (3.35). Si el método

de paso simple o de pasos múltiples es del orden p, tenemos que

z∗(xj)− zh,∗k = O(hp), j = 0, . . . , N ;

entonces el esquema es del mismo orden.
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j
1

2
3

4
5

6
7

8

zh
,0

1
,j

0
−

0,
03

12
5
−

0,
06

22
6
−

0,
15

52
8
−

0,
27

83
2
−

0,
43

11
3
−

0,
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34
4
−

0,
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49
4
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,0

2
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0,
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−
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49
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−
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0
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−
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.
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Ejemplo 3.2. Seguimos considerando el problema introducido en el
Ejemplo 3.1. Usando el método de Euler expĺıcito (p = 1), obtenemos
los siguientes valores numéricos para h = 0,125 (N = 8).

1. Usando

zh,0j+1 = zh,0j + 0,125

[
0 1
1 0

]
zh,0j

+ 0,125

(
0

(0,125j)2 − 2

)
, j = 0, . . . , 7,

zh,00 = 0

obtenemos los valores de las primeras dos filas del Cuadro 3.1.
2. Luego calculamos

zh,ij+1 = zh,ij + 0,125

[
0 1
1 0

]
zh,ij , i = 1, 2;

zh,10 =

(
1
0

)
, zh,20 =

(
0
1

)
.

Si zh,1k = (zh,11,k , z
h,1
2,k )T, esto implica que zh,2k = (zh,12,k , z

h,1
1,k )T. La ter-

cera y la cuarta fila del Cuadro 3.1 muestran los valores numéri-
cos.

3. Hay que resolver el sistema de ecuaciones lineales

(
B1 +B2Z

h
8

)
sh,∗ = r −B2z

h,0
8 ,

es decir
(
I −

[
1,45471 1,11110
1,11110 1,45471

])(
sh,∗1

sh,∗2

)
=

(
0
1

)
+

(
−0,82494
−1,92302

)
.

El resultado es sh,∗1 = 0,63288, sh,∗2 = 0,48345. Las soluciones
(3.31) son

zh,∗j = zh,0j + sh,∗1 zh,1j + sh,∗2 zh,2j , zh,10 = sh,∗ =

(
0,63288
0,48345

)
.

Las dos últimas filas del Cuadro 3.1 muestran los valores numéri-
cos. Vemos que la condición de borde en x = 1 es satisfecha
aproximadamente ya que

zh,∗0 − zh,∗8 =

(
0

1,00018

)
.
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3.3.3. Métodos de disparo para problemas de valores de fron-
tera no lineales. El método de disparo ya discutido de la reducción
de un problema de valores de frontera a la solución de n + 1 proble-
mas de valores iniciales es simple por dos motivos. Por un lado, para
un problema lineal la existencia de la solución del problema de valores
iniciales

y′ −A(x)y = g(x), y(a) = s

para todo s ∈ Rn y x ∈ [a, b] está asegurada siempre que A ∈ C[a, b].
Por otro lado, existe un sistema fundamental Z(x) que describe la
solución general del problema de valores iniciales homogéneo. Ambas
propiedades no son válidas para un problema de valores de frontera no
lineal. Vamos a describir simplemente el método de disparo que puede
ser aplicado en el caso no lineal. El problema está dado por

y′ = F (x,y), R
(
y(a),y(b)

)
= 0,

F : [a, b]× Rn → Rn, R : Rn × Rn → Rn.

El problema de valores iniciales asociado es

y′ = F (x,y), y(a) = s. (3.36)

Se supone que la solución de (3.36) existe en el intervalo [a, b] comple-
to; si F depende de forma diferenciable de y, esa solución existe en un
intervalo suficientemente pequeño [a, a + δ]. En lo siguiente, se supo-
ne que la función F es diferenciable. Entonces, la solución de (3.36)
también es una función de s, y depende de forma diferenciable de s:

y = y(x; s).

La ecuación se escribe entonces como

y′(x; s) = F
(
x,y(x; s)

)
; y(a; s) = s.

Ahora tenemos que resolver el sistema no lineal

R
(
y(a; s),y(b; s)

)
= R(s,y(b; s)

)
= 0

con respecto a s, donde y(b; s) es la solución de (3.36) evaluada en
x = b. En general, este sistema no lineal puede ser resuelto solamente
por el método de Newton-Raphson o alguna de sus variantes. Para
discutir eso, definimos

G(s) := R(s;y(b; s)
)
.

Ahora tenemos que determinar la matriz ∇sG(s) para poder ejecutar
el método de Newton-Raphson. Teóricamente podemos calcular esa
matriz a través de un problema de valores iniciales. Sin embargo, es
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más simple (y el método preferido en las aplicaciones) aproximar la
matriz por diferencias finitas, por ejemplo

∇sG(s) ≈ 1

τ

[
G(s+ τe1)−G(s) · · · G(s+ τen)−G(s)

]
.

Para calcular G(s) y la aproximación para ∇sG(s) se deben resolver
n+1 problemas de valores iniciales (3.36) con los valores iniciales s, s+
τe1, . . . , s+ τen.

Un paso con el método de Newton-Raphson (amortiguado) entrega
un valor mejorado de s con el cual se repite el procedimiento, etc. En
la mayoŕıa de las aplicaciones, no se conoce un valor inicial s(0) muy
bueno para buscar s∗ con G(s∗) = 0. Además, aparece el problema de
que para algún valor de k, y(x; s(k)) puede no existir en el intervalo
completo [a, b], pero sólo en un sub-intervalo.

Ejemplo 3.3. Consideremos el problema

y′′ + (y′)2 = 0, y(0) = 1, y(1) = −4

con la solución exacta y(x) = ln(s∗x+ 1) + 1, s∗ = e−5 − 1, y

y′(x) =
s∗

s∗x+ 1
,

entonces, y′(0) = s∗. El problema de valores iniciales

y′′ + (y′)2 = 0, y(0) = 1, y′(0) = s

tiene la solución

y(x; s) = 1 + ln(sx+ 1),

entonces

y(1;−0,99) = −3,6052,

y(1; s∗ = −0,993262053 . . . ) = −4,

y(1;−0,999) = −5,9078,

mientras que para s 6 −1, la solución del problema de valores iniciales
existe solamente en en intervalo [0,−1/s].

3.3.4. Métodos de disparos múltiples. Como para cada xi ∈ [a, b],
la solución del problema de valores iniciales

y′ = F (x,y), y(xi) = si

existe en un intervalo xi − δi < x < xi + δi, podemos tratar de evi-
tar el problema de no existencia de una solución global mediante la
subdivisión en problemas parciales. Para una partición

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xm = b
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y valores iniciales apropiados si ∈ Rn en las posiciones xi se definen
soluciones parciales y[i](x; si) a través de

y′[i](x; si) = F
(
x,y[i](x; si)

)
, xi 6 x 6 xi+1,

y[i](xi, s
i) = si, i = 0, . . . ,m− 1,

(3.37)

donde

y[0](a; s0) = y(a).

Las soluciones parciales de (3.37) forman una función continua si

y[i](xi+1; si) = si+1, i = 0, . . . ,m− 1, (3.38)

donde

sm = y(b),

y la solución aśı compuesta es una solución del problema de valores de
frontera si

R(s0, sm) = 0. (3.39)

En total, tenemos m+ 1 ecuaciones de n componentes para las m+ 1
desconocidas de n componentes s0, . . . , sm, cuya solución simultánea
entrega la solución del problema de valores de frontera. El sistema no
lineal definido por (3.38) y (3.39) se resuelve por el método de Newton-
Raphson amortiguado. Este procedimiento se llama método de disparos
múltiples.
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Caṕıtulo 4

Problemas de valores de frontera para ecuaciones
diferenciales parciales eĺıpticas

4.1. Clasificación

Una ecuación diferencial parcial de segundo orden en n variables
independientes x1, . . . , xn para una función buscada u = u(x1, . . . , xn)
es la ecuación

F
(
x1, . . . , xn, u, ux1 , . . . , uxn , ux1x1 , ux1x2 , . . . , uxnxn

)
= 0, n > 2.

Las ecuaciones de segundo orden que aparecen en las aplicaciones casi
siempre son cuasi-lineales, semi-lineales o lineales y pueden ser repre-
sentadas en la forma

Lu ≡
n∑

i,k=1

Aikuxixk = f. (4.1)

Definición 4.1. Una ecuación diferencial parcial de la forma (4.1) se
llama

cuasi-lineal, si por lo menos uno de los coeficientes Aik es una
función de por lo menos una de las variables u, ux1 , . . . , uxn,
semi-lineal, si las funciones coeficientes Aik son a lo más funcio-
nes de x1, . . . , xn, pero f depende de forma no lineal de por lo
menos una de las variables u, ux1 , . . . , uxn,
lineal, si las funciones coeficientes Aik son a lo más funciones de
x1, . . . , xn, y

f =
n∑

i=1

Aiuxi + Au+B,

donde A1, . . . , An, A y B pueden ser funciones de las variables
independientes x1, . . . , xn.

Para la clasificación según tipo, definimos la forma cuadrática

Q =
n∑

i,k=1

Aikpipk (4.2)

75
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con las variables p1, . . . , pn. Definiendo la matriz A := (Aik) y el vector
p := (p1, . . . , pn)T, podemos escribir (4.2) como

Q = pTAp.

Se supone que A es simétrica; si no lo es, reemplazamos A por

Ā =
1

2
(A+AT).

Supongamos que en un dominio B ⊂ Rn existe una solución u(x) =
u(x1, . . . , xn). En el caso cuasi-lineal, se supone que la solución está
insertada en los Aik, entonces en cada caso A depende sólo de x =
(x1, . . . , xn)T. Debido a la simetŕıa de A, existe una matriz ortonormal
T tal que

T TAT = B,

dondeB = diag(B1, . . . , Bn), y B1, . . . , Bn son los valores propios deA.
Definiendo q = T Tp, tenemos

Q = pTAp = qTBq =
n∑

i=1

Biq
2
i .

Se llama ı́ndice inercial τ al número de los Bi negativos y defecto δ al
número de los Bi = 0 de la forma cuadrática Q.

Definición 4.2. En x ∈ B ⊂ Rn, la ecuación diferencial parcial (4.1)
se llama

hiperbólica, si alĺı δ = 0 y τ = 1 o τ = n− 1,
parabólica, si alĺı δ > 0,
eĺıptica, si alĺı δ = 0 y τ = 0 o τ = n, y
ultrahiperbólica, si alĺı δ = 0 y 1 < τ < n− 1 (obviamente, esto
puede ocurrir sólo si n > 4).

La clasificación es del tipo geométrico para ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden, dado que

n∑

i=1

Bix
2
i = c, c > 0

es un hiperboloide, un paraboloide o un elipsoide en los respectivos
casos (a), (b) y (c) de la Definición 4.2. Por otro lado, la clasificación
puede ser realizada sólo en un punto x, y entonces es de naturaleza
local. Si todos los coeficientes Aik son constantes, la clasificación es
global. De hecho, el tipo de una ecuación cuasi-lineal no sólo depende
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de x ∈ B ⊂ Rn, sino que también del valor de la solución. Por ejemplo,
la ecuación

ux1x1 + uux2x2 = 0

es hiperbólica, parabólica o eĺıptica en un punto x = (x1, x2) depen-
diendo de si u(x) < 0, u(x) = 0 o u(x) > 0 en este punto.

En lo siguiente, nos restringimos al caso n = 2, y ponemos x = x1

e y = x2. Consideramos la ecuación

Lu ≡ auxx + 2buxy + cuyy = f, (4.3)

es decir, consideramos la matriz

A =

[
a b
b c

]
,

cuyos valores propios son

λ1,2 =
a+ c

2
± 1

2

√
(a+ c)2 − 4(ac− b2).

Obviamente,

sgnλ1 = − sgnλ2 si ac− b2 < 0,

λ1 = a+ c, λ2 = 0 si ac− b2 = 0,

sgnλ1 = sgnλ2 si ac− b2 > 0.

Lema 4.1. En un punto (x, y) ∈ R2 fijo, la ecuación diferencial parcial

(4.3) es del tipo





hiperbólico
parabólico

eĺıptico



 si en este punto,





ac− b2 < 0
ac− b2 = 0
ac− b2 > 0



.

El tipo de las condiciones de borde adecuadas para (4.3) depende
intrinsicamente del tipo de la ecuación.

4.2. Problemas de valores de frontera para ecuaciones
eĺıpticas

Para ecuaciones hiperbólicas, los problemas de valores iniciales, y
para ecuaciones parabólicas, los problemas de valores iniciales y de fron-
tera son bien puestos en general. (También hay situaciones donde los
problemas “vice versa” son bien puestos.) Para las ecuaciones eĺıpticas,
los problemas de valores de frontera en general son bien puestos.

Se considera un dominio G ⊂ R2 abierto y acotado, cuya frontera
∂G es una curva diferenciable, es decir, existe el vector normal ν. Si α,
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β y γ son funciones continuas dadas sobre Ḡ, podemos identificar los si-
guientes problemas de valores de frontera, que son los más importantes:
el primer problema de valores de frontera

Lu ≡ f para (x, y) ∈ G,

u(x, y) = γ(x, y) para (x, y) ∈ ∂G,

el segundo problema de valores de frontera

Lu ≡ f para (x, y) ∈ G,

∂u

∂ν
(x, y) = γ(x, y) para (x, y) ∈ ∂G,

y el tercer problema de valores de frontera

Lu ≡ f para (x, y) ∈ G,

α(x, y)u(x, y)− β(x, y)
∂u

∂ν
(x, y) = γ(x, y) para (x, y) ∈ ∂G,

donde definimos

∂u

∂ν
= ν1

∂u

∂x
+ ν2

∂u

∂y
si ν =

(
ν1

ν2

)
.

En lo siguiente, siempre se supone que existe una solución del problema
de valores de frontera considerado.

4.3. Problemas de valores de frontera y problemas
variacionales

Consideremos la ecuación

Lu ≡ −a11uxx − 2a12uxy − a22uyy − a1ux − a2uy + au = f,

donde aik, ai, a y f (i, k = 1, 2) son funciones de (x, y). Si aik ∈ C2(G)
y ai ∈ C1(G), i, k = 1, 2, el operador

L∗u ≡ −(a11u)xx − 2(a12u)xy − (a22u)yy + (a1u)x + (a2u)y + au

se llama operador adjunto de L. Si L∗u = Lu para toda función u ∈
C2(G), el operador L s llama autoadjunto sobre G; en este caso, la
ecuación diferencial Lu = f se llama ecuación diferencial autoadjunta.
Facilmente podemos concluir que un operador autoadjunto siempre es
de la forma

Lu = −(a11ux)x − (a12ux)y − (a12uy)x − (a22uy)y + au. (4.4)

En particular, para a11 ≡ a22 ≡ 1 y a12 ≡ a ≡ 0 obtenemos el operador
de Laplace

Lu = −∆2u ≡ −uxx − uyy.
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Como para las ecuaciones diferenciales ordinarias, existe una conexión
entre los problemas de valores de frontera para ecuaciones autoadjuntas
y problemas variacionales. Para explicar eso, consideremos el problema

Lu = f en G, u = 0 en ∂G, (4.5)

donde L es el operador autoadjunto (4.4). El dominio de L es el con-
junto de todas las funciones definidas sobre Ḡ = G ∪ ∂G y dos veces
continuamente diferenciables sobre G que desaparecen sobre ∂G, es
decir, este dominio es

D :=
{
v ∈ C0(Ḡ) ∩ C2(G) | v = 0 en ∂G

}
.

Aśı, el problema (4.5) puede ser escrito de la siguiente forma: se busca
una solución de

Lv = f, v ∈ D. (4.6)

Luego, sea L2(G) el espacio de las funciones cuadraticamente integra-
bles sobre G, para el cual definimos el producto escalar

(v, w) :=

∫

G

v(x, y)w(x, y) dx dy, v, w ∈ L2(G),

y la norma asociada

‖v‖2 := (v, v)1/2.

Respecto a la ecuación Lu = f , se supone que

aik ∈ C2(Ḡ), i, k = 1, 2, a, f ∈ C0(Ḡ), a(x, y) > 0, (x, y) ∈ Ḡ,
2∑

i,k=1

aik(x, y)ξiξk > α
2∑

i=1

ξ2
i , (x, y) ∈ Ḡ, ξ1, ξ2 ∈ R,

(4.7)

donde α > 0 es independiente de ξ1 y ξ2. Se sabe que bajo las hipótesis
(4.7),

∀v, w ∈ D : (v, Lw) = (Lv,w), (Lv, v) > 0 (v 6= 0).

Teorema 4.1. La función u ∈ D es una solución del problema de
valores de frontera (4.6) con el operador eĺıptico autoadjunto L si y
sólo si bajo las hipótesis (4.7) y definiendo

I[v| := (v, Lv)− 2(v, f),

tenemos

I[u] = mı́n
v∈D

I[v].
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Según este teorema, podemos resolver el problema (4.5), (4.6) re-
solviendo el problema variacional

(v, Lv)− 2(v, f)

=

∫

G

(
a11v

2
x + 2a12vxvy + a22v

2
y + av2 − 2vf

)
dx dy

!−→ mı́n, v ∈ D.

(4.8)

Obviamente, no podemos resolver el problema variacional en forma
exacta, sino que solamente en forma aproximada. Observamos que la
integral en (4.8) no es definida solamente para funciones v, w ∈ D, sino
que para una clase de funciones mayor.

Definición 4.3. Una función v pertenece al espacio V (G) si v ∈
C0(Ḡ), v es diferenciable por trozos con respecto a x e y sobre Ḡ, y
vx, vy ∈ L2(G), es decir,

‖v‖V (G) :=

(∫

G

((
v(x, y)

)2
+
(
vx(x, y)

)2
+
(
vy(x, y)

)2
)

dx dy

)1/2

<∞.
Se confirma fácilmente que ‖ · ‖V (G) efectivamente es una norma.

Ahora definimos

D :=
{
v ∈ V (G) | v = 0 sobre ∂G

}
,

y para v, w ∈ D la forma bilineal simétrica

[v, w] :=

∫

G

(
a11vxwx + a12(vxwy + vywx) + a22vywy + avw

)
dx dy.

Obviamente, D ⊂ D y [v, w] = (Lv,w) para v, w ∈ D.

Teorema 4.2. Sea u ∈ D la solución del problema de valores de fron-
tera (4.6). Entonces

∀v ∈ D : I[u] 6 I[v],

donde

I[v] := [v, v]− 2(v, f) para v ∈ D.

4.4. Métodos de diferencias

Consideremos ahora el problema modelo

−∆u = −uxx − uyy = f(x, y), (x, y) ∈ G := (0, 1)2,

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂G, (4.9)

donde se supone que f ∈ C0(Ḡ). Sobre el cuadrado Ḡ = G ∪ ∂G se
define una malla con ∆x = ∆y = h, donde Gh denota la totalidad de
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los puntos interiores y ∂Gh la de los puntos de frontera. Se supone que
u = u(x, y) es una solución de la ecuación diferencial en (4.9), la cual
no necesariamente debe desaparecer en ∂G, y sea u ∈ C4(Ḡ). En este
caso,

uxx(xi, yk) =
u(xi+1, yk)− 2u(xi, yk) + u(xi−1, yk)

h2 + εik(h),

uyy(xi, yk) =
u(xi, yk+1)− 2u(xi, yk) + u(xi, yk−1)

h2 + ηik(h),

(4.10)

donde

εik(h) =
h2

12

∂4u

∂x4 (xi + ϑ1h, yk), −1 6 ϑ1 6 1;

ηik(h) =
h2

12

∂4u

∂y4 (xi, yk + ϑ2h), −1 6 ϑ2 6 1.

(4.11)

Insertando (4.10) y (4.11) en (4.9), obtenemos

(−∆2u)(xi, yk)− f(xi, yk)

=
1

h2

(
4u(xi, yk)− u(xi−1, yk)− u(xi+1, yk)− u(xi, yk−1)− u(xi, yk+1)

)

− f(xi, yk)− εik(h)− ηik(h)

= 0.
(4.12)

Despreciando el término εik(h) + ηik(h) = O(h2), obtenemos el sistema
lineal

− (Lhu
h)ik =

1

h2

(
4uhik − uhi−1,k − uhi+1,k − uhi,k−1 − uhi,k+1

)
= f(xi, yk),

i, k = 1, . . . , Nh − 1.
(4.13)

Aqúı uhik son valores de la función de malla uh, la cual podemos repre-
sentar como un vector con las componentes uhik, i, k = 1, . . . , Nh − 1.
Se presenta el problema de la enumeración apropiada de los uhik. Por
motivos que se excplicarán más abajo, definimos

uh :=
(
uh11, u

h
21, . . . , u

h
l−1,1, u

h
l−2,2, . . . , u

h
1,l−1, . . . , u

h
Nh−1,Nh−1

)T
,

es decir, después de uh11 siguen sucesivamente los uhik con i + k =
3, 4, . . . , 2Nh − 2, donde dentro del bloque con i + k = l el ordena-
miento es

uhl−1,1, u
h
l−2,2, . . . , u

h
1,l−1, l = 3, 4, . . . , 2Nh − 2.
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Después de multiplicar con h2, el sistema (4.13) asume la forma

A(h)uh = b(h). (4.14)

Teorema 4.3. La matriz A(h) es una M-matriz irreduciblemente dia-
gonaldominante y simétrica, y A(h) es una matriz tridiagonal por blo-
ques de la forma

A(h) =




D1 H1

H1 D2 H2

. . . . . . . . .
Hs−2 Ds−1 Hs−1

Hs−1 Ds



,

donde los Di son matrices diagonales (de diferentes tamaños) de la
forma

Di = diag(4, . . . , 4), i = 1, . . . , s;

además,

b(h) = h2




f(h, h)
f(2h, h)

...
f((Nh − 1)h, (Nh − 1)h)


 .

Como A(h) es definida positiva, el sistema (4.14) puede ser resuel-
to usando el método SOR con 0 < ω 6 2. Dado que además A(h)
es ordenada consistentemente, existe un parámetro óptimo de relaja-
ción ωopt que asegura la velocidad de convergencia óptima del método
SOR. Con nuestra enumeración de las componentes de uh hemos en-
tonces asegurado que la matriz es ordenada consistentemente y admite
la existencia de ωopt. En la mayoŕıa de casos, el sistema (4.14) es es-
parso, pero de gran tamaño. Por otro lado, se puede demostrar que el
número de condición es

cond‖·‖2(A(h)) = ‖A(h)‖2‖A(h)−1‖2 = O(h−2) = O(N2
h),

es decir, el sistema es mal acondicionado para h→ 0.

4.5. Convergencia del método de diferencias

Sea u = u(x, y) la solución del problema (4.9), y

u(h) =
(
u(h, h), u(2h, h), u(h, 2h), . . . , u((Nh − 1)h, (Nh − 1)h)

)T
,

donde respetamos la enumeración ya establecida, y el vector de errores

εh := uh − u(h).
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Usando (4.12) y

εik(h) + ηik(h) = O(h2), i, k = 1, . . . , Nh − 1,

tenemos (análogamente a (4.14))

A(h)u(h) = b(h) + h2O(h2), (4.15)

lo que representa el sistema (4.12) multiplicado por h2. Restando (4.15)
de (4.14) obtenemos

A(h)εh = h2O(h2),

o sea

εh = h2A(h)−1O(h2). (4.16)

Aqúı, O(h2) es un vector de (Nh− 1)2 componentes, cada una acotada
por Ch2. Supongamos que

∥∥A(h)−1
∥∥
∞ 6 Kh−2 (4.17)

con una constante K independiente de h. En este caso, (4.16) implicaŕıa

‖εh‖∞ 6 Ch2K = Mh2

con una constante M independiente de h. Para h→ 0, tendŕıamos
∣∣uhik − u(xi, yk)

∣∣ =
∣∣uhik − u(ih, kh)

∣∣ 6Mh2, i, k = 1, . . . , Nh − 1,

donde la constante M es independiente de h, y el método seŕıa de
segundo orden. La propiedad (4.17) efectivamente se cumple (literatura
especializada).

Teorema 4.4. Supongamos que el problema de valores de frontera (4.9)
posee una solución u ∈ C4(Ḡ). Entonces el método de diferencias finitas
dado por (4.13) es convergente del orden 2, es decir para h→ 0 tenemos

uhik − u(xi, yk) = O(h2), i, k = 1, . . . , Nh − 1.

4.6. Dominios con frontera curvada

Ahora consideramos el caso donde G es un dominio abierto, acota-
do y convexo, con una frontera continua ∂G. Sobre G podemos definir
una malla rectangular con ∆x y ∆y como largo de los lados de cada
rectángulo. Por simplicidad, usaremos una malla cuadrática Gh con
∆x = ∆y = h. Ahora los puntos del borde de la malla, ∂Gh, no van
en general pertenecer a ∂G. Entonces tenemos que construir el conjun-
to de los puntos ∂Gh, que forman el borde numérico. Para tal efecto,
denominamos como estrella o molécula el siguiente arreglo de puntos:
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t t

t

t

t
(xi−1, yk) (xi+1, yk)

(xi, yk−1)

(xi, yk+1)

(xi, yk)

El conjunto de todos los puntos de la malla que son puntos centrales de
estrellas que enteramente pertenecen a Ḡ son la malla Gh. El conjunto
∂Gh de los puntos de borde está formado por todos los puntos de la
malla que pertenecen a estrellas completamente contenidas en Ḡ, pero
que no son puntos centrales de tales estrellas.

Ahora podemos resolver numéricamente el problema (4.9) con el
mismo método numérico usado anteriormente, donde exigimos que

uhrs = 0 para (xr, ys) ∈ ∂Gh.

Obviamente, estos valores de frontera causan un error si (xr, ys) 6∈ ∂G.
Podemos ver fácilmente que estos errores son proporcionales a h, es
decir, los valores exactos de borde en los puntos de ∂Gh son del orden
de magnitud O(h).

Podemos construir valores de frontera más exactos por interpolación
lineal, ver Figura 4.1. Consideremos los puntos co-lineales (xi−1, yk) ∈
Gh, (xi, yk) ∈ ∂Gh y (x, yk) ∈ ∂G para x > xi. Con x − xi =: δ < h y
usando u(x, yk) = 0 obtenemos, usando interpolación lineal,

u(xi, yk)−
δ

h+ δ
u(xi−1, yk) =

h

h+ δ
u(x, yk) +O(h2) = O(h2). (4.18)

Despreciando el término O(h2), obtenemos la ecuación aproximada

uhik −
δ

h+ δ
uhi−1,k = 0, (xi, yk) ∈ ∂Gh.

Ahora, el borde ∂G no necesariamente debe ser localizado como en la
Figura 4.1. Pero vemos facilmente que la interpolación siempre entrega
una de las ecuaciones aproximadas

uhik −
δik

h+ δik
uhi±1,k = 0, uhik −

δik
h+ δik

uhi,k±1 = 0,

(xi, yk), (xi±1, yk), (xi, yk±1) ∈ Gh,
(4.19)
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∂G

(x, yk)

(xi, yk)(xi−1, yk)

h δ

Figura 4.1. Derivación de valores de borde por interpolación.

donde δik ∈ (0, h) es la distancia del punto (xi, yk) ∈ ∂Gh de aquel
punto de ∂G que está situado sobre la recta que pasa por (xi, yk) y
(xi±1, yk) o (xi, yk) y (xi, yk±1), respectivamente.

En (4.19), ambas cantidades uhik y uhi±1,k, u
h
i,k±1 son desconocidas,

es decir, para cada punto de ∂Gh obtenemos una ecuación adicional.
Si Gh y ∂Gh contienen exactamente Mh y M̃h puntos respectivamen-
te, tenemos que resolver ahora un sistema de Mh + M̃h ecuaciones. El
esfuerzo adicional nos asegura valores numéricos de frontera de mayor
precisión; debido a (4.18) su error es proporcional a h2. Si agregamos
(4.19), la matriz del sistema de ecuaciones lineales que resulta en ge-
neral ya no es simétrica, pero se puede demostrar que todav́ıa es una
M-matriz.

Ejemplo 4.1. Consideremos el dominio G dibujado en la Figura 4.2.
Para cada punto (xi, yk) ∈ Gh (puntos marcados por •) usamos la ecua-
ción (4.13) (después de la multiplicación con h2), y para cada punto
(xi, yk) ∈ ∂Gh (puntos marcados por ◦), usamos una versión de (4.19).
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Figura 4.2. Ejemplo 4.1: Dominio G y puntos de malla
en Gh (•) y en ∂Gh (◦).

Entonces, la discretización entrega aqúı la matriz A(h) y el vector co-
rrespondiente uh dados por

A(h) =




1 0 0 −δ21
h+δ21

0 0 0 0 0 0

0 1 0 −δ12
h+δ12

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −δ31
h+δ31

0 0 0 0 0

−1 −1 0 4 −1 −1 0 0 0 0

0 0 −1 −1 4 0 −1 −1 0 0

0 0 0 −δ23
h+δ23

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 −δ42
h+δ42

0 1 0 0 0

0 0 0 0 −1 −1 0 4 −1 −1

0 0 0 0 0 0 0 −δ43
h+δ43

1 0

0 0 0 0 0 0 0 −δ34
h+δ34

0 1




,
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uh =




uh21

uh12

uh31

uh22

uh32

uh23

uh42

uh33

uh43

uh34




.

Como 0 6 δik < h, la matriz A(h) es una L-matriz debilmente diago-
naldominante con dominancia diagonal fuerte, por ejemplo, en la fila 1.
La matriz es irreducible y por lo tanto, una M-matriz.
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Caṕıtulo 5

Problemas de valores iniciales y de frontera para
EDPs hiperbólicas y parabólicas

Este caṕıtulo trata de la solución numérica de aquellos tipos de
ecuaciones de derivadas parciales de segundo orden que normalmente
describen procesos que dependen del tiempo: las ecuaciones hiperbóli-
cas describen procesos de radiación (por ejemplo, la propagación de
ondas), mientras que las ecuaciones parabólicas describen procesos de
difusión (por ejemplo, la conducción del calor). Antes de discutir méto-
dos numéricos para estos tipos de ecuaciones vamos a introducir el con-
cepto importante de las caracteŕısticas. Sin embargo, en lo siguiente nos
limitaremos a sistemas de dos ecuaciones escalares de primer orden y
a ecuaciones escalares de segundo orden, y a ecuaciones con solamente
dos variables independientes.

5.1. Teoŕıa de las caracteŕısticas

5.1.1. Ecuaciones cuasi-lineales escalares de segundo orden.
Sea G ⊂ R2 un dominio y u(x, y) : R2 ⊃ G → R una solución de la
siguiente ecuación cuasi-lineal definida en G:

auxx + buxy + cuyy = f, (5.1)

donde a, b, c, f : G× R3 → R son funciones suficientemente suaves de
x, y, u y ∇u. Además, se supone que a 6= 0 en G×R3. Sea Γ ⊂ G una
curva suave, por ejemplo representada por una parametrización

(
x(σ), y(σ)

)
: R ⊃ [0, 1]→ Γ ⊂ G ⊂ R2.

Sin restricción esencial supondremos que siempre dx(σ)/dσ 6= 0, es
decir, en ningún punto Γ posee una tangente vertical, asi que están
bien definidos los conceptos de los puntos “arriba” y “debajo” de Γ.

Para un punto arbitrario P ∈ Γ nos preguntamos si el comporta-
mento de la solución de (5.1) en una vecindad de P arriba de Γ (o
tamb́ıen debajo de Γ) está unicamente definido por el conocimiento de
la solución y de sus primeras derivadas en una vecindad de P a lo largo
de Γ. En otras palabras, ¿se pueden determinar las segundas derivadas
uxx, uxy y uyy en P ∈ Γ en forma única si conocemos u, ux y uy en
P ∈ Γ?

89
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Formando para las funciones ux y uy las derivadas tangenciales
d(ux) y d(uy) en P ∈ Γ, es decir, las derivadas en la dirección de la
curva Γ, obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales:

d(ux) = uxx dx+ uxy dy,

d(uy) = uxy dx+ uyy dy.
(5.2)

Combinando (5.1) y (5.2) obtenemos el sistema de ecuaciones


a b c

dx dy 0
0 dx dy





uxx
uxy
uyy


 =




f
d(ux)
d(uy)


 . (5.3)

Claramente, la pregunta formulada aqúı debe ser contestada por “no”
si y sólo si el sistema (5.3) no posee una solución única. Esto sucede si
y sólo si el determinante de la matriz en (5.3) desaparece, es decir, si

a

(
dy

dx

)2

− bdy

dx
+ c = 0, con a 6= 0 en P , dx 6= 0. (5.4)

La ecuación (5.4) se llama ecuación caracteŕıstica de (5.1) y es una
ecuación cuadrática en dy/dx(P ). Las soluciones de (5.4) se llaman di-
recciones caracteŕısticas de (5.1) en el punto P . Podemos definir ahora:

Definición 5.1. En el punto P ∈ G, la ecuación diferencial (5.1) se
llama

a) eĺıptica, si (5.4) no posee soluciones reales, es decir, si b2−4ac <
0,

b) hiperbólica, si (5.4) posee dos soluciones reales, es decir, si b2−
4ac > 0,

b) parabólica, si (5.4) posee exactamente una solución real, es decir,
si b2 − 4ac = 0.

5.1.2. Sistemas cuasi-lineales de primer orden. En lo siguiente,
consideraremos en G ⊂ R2 un sistema cuasi-lineal de primer orden
(a1c2 − a2c1 6= 0):

a1ux + b1uy + c1vx + d1vy = f1,

a2ux + b2uy + c2vx + d2vy = f2,
(5.5)

donde los coeficientes ai, bi, ci y di (i = 1, 2) son funciones de x, y,
u y v. Se supone que los valores u, v de la solución están dados sobre
Γ ⊂ G. Fijamos un punto P ∈ Γ y preguntamos si las primeras de-
rivadas ux, uy, vx y vy pueden ser determinadas en forma única en el
punto P . Formando las derivadas de u y v en P ∈ Γ en la dirección
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de Γ obtenemos

du = ux dx+ uy dy,

dv = vx dx+ vy dy.
(5.6)

Combinando (5.5) y (5.6) obtenemos el sistema lineal



a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

dx dy 0 0
0 0 dx dy







ux
uy
vx
vy


 =




f1

f2

du
dv


 ,

cuyo determinante desaparece si y sólo si las primeras derivadas de la
solución no son unicamente determinadas en P . Esto entrega la ecua-
ción

(a1c2 − a2c1)

(
dy

dx

)2

− (a1d2 − a2d1 + b1c2 − b2c1)
dy

dx

+ b1d2 − b2d1 = 0 con a1c2 − a2c1 6= 0.

(5.7)

La ecuación (5.7) es la ecuación caracteŕıstica asociada al sistema (5.6),
y sus soluciones son las direcciones caracteŕısticas en el punto P . El
discriminante de (5.7) es

D(P ) = (a1d2 − a2d1 + b1c2 − b2c1)2 − 4(a1c2 − a2c1)(b1d2 − b2d1).
(5.8)

Definición 5.2. En el punto P ∈ G el sistema (5.5) se llama

a) eĺıptico si D(P ) < 0, es decir, en P no existe ninguna dirección
caracteŕıstica (real),

b) hiperbólico si D(P ) > 0, es decir, en P existen dos direcciones
caracteŕısticas diferentes,

b) parabólico si D(P ) = 0, es decir, en P existe exactamente una
dirección caracteŕıstica.

Si transformamos una ecuación

azxx + bzxy + czyy = f

a un sistema de primer orden del tipo (5.5) mediante la transformación

u := zx, v := zy,

por supuesto las Definiciones 5.1 y 5.2 deben ser equivalentes. Pero es
fácil verificar que efectivamente son equivalentes: las ecuaciones carac-
teŕısticas (5.4) y (5.7) son idénticas, y por lo tanto el sistema posee las
mismas direcciones caracteŕısticas que la ecuación diferencial escalar
de segundo orden.
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Mencionamos que las mismas consideraciones pueden ser aplicadas
a ecuaciones escalares de primer orden del tipo

aux + buy = f, a 6= 0. (5.9)

Derivando en P ∈ Γ a lo largo de Γ obtenemos

du = ux dx+ uy dy, (5.10)

y combinando (5.9) y (5.10) llegamos a la ecuación caracteŕıstica

dy

dx
=
b

a
,

es decir, la ecuación diferencial posee en cada punto sólo una dirección
caracteŕıstica, lo es el resultado esperado ya que las ecuaciones del tipo
(5.9) describen fenómenos de convección.

5.1.3. Caracteŕısticas de ecuaciones hiperbólicas. Queremos de-
dicarnos ahora al caso hiperbólico, es decir al caso en el cual en cada
punto del dominio de definición existen dos direcciones caracteŕısticas
diferentes. Si los coeficientes en (5.1) y (5.5) son continuos, entonces la
solución de las ecuaciones caracteŕısticas (5.4) y (5.7), respectivamen-
te, entrega dos campos de direcciones continuos sobre el dominio con-
siderado. Estos campos de direcciones definen dos familias de curvas,
las llamadas caracteŕısticas de las ecuaciones diferenciales respectivas
(5.1) y (5.5). La suavidad de los coeficientes en (5.1) y (5.5) se refleja
en la suavidad de las caracteŕısticas. Las caracteŕısticas son portado-
res de información de la solución; en otras palabras, a lo largo de las
caracteŕısticas se realizan fenómenos f́ısicos de propagación. Volviendo
al origen de nuestras consideraciones, podemos formular el siguiente
teorema.

Teorema 5.1. Una solución de la ecuación diferencial hiperbólica (5.1)
(respectivamente, del sistema hiperbólico (5.5)) dada sobre Γ ⊂ G (en
el caso de (5.1), se supone que también las primeras derivadas están
dadas sobre Γ) está determinada localmente y unicamente mas allá
de Γ si y sólo si en ningún punto de Γ, la curva Γ coincide con una
de las direcciones caracteŕısticas de (5.1) (respectivamente, (5.5)); en
otra palabras, si y sólo si intersecta las caracteŕısticas bajo un ángulo
positivo.

En particular, este teorema implica que si los coeficientes de la
ecuación diferencial son suficientemente suaves, un problema de valores
iniciales hiperbólico posee una solución unicamente determinada si los
valores iniciales están dados sobre una curva no caracteŕıstica.

Consideremos ahora problemas de valores iniciales de ecuaciones
diferenciales hiperbólicas de segundo orden y de sistemas hiperbólicos
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de primer orden. Sea Γ una curva suave en el plano (x, y), y suponga-
mos que en cada punto Γ posee una pendiente finita, o sea, existe una
parametrización (x(σ), y(σ)) de Γ con dx 6= 0 sobre la totalidad de Γ.
Además, sea Γ una curva no caracteŕıstica de las ecuaciones diferencia-
les correspondientes.

Ahora estamos buscando soluciones de los problemas

a1ux + b1uy + c1vx + d1vy = f1 para (x, y) ∈ G arriba de Γ,

a2ux + b2uy + c2vx + d2vy = f2 para (x, y) ∈ G arriba de Γ,

u(x, y) = u0(x, y) para (x, y) ∈ Γ,

uy(x, y) = u1(x, y) para (x, y) ∈ Γ,

(5.11)

o alternativamente,

auxx + buxy + cuyy = f para (x, y) ∈ G arriba de Γ,

u(x, y) = u0(x, y) para (x, y) ∈ Γ,

uy(x, y) = u1(x, y) para (x, y) ∈ Γ.

(5.12)

Comentamos que en (5.12) en lugar del dato uy se puede especificar
alguna otra derivada direccional de u sobre Γ, siempre que esta derivada
direccional no coincida con la derivada en la dirección de Γ, dado que
esta derivada ya es automaticamente dada a través del dato u sobre Γ.

Los problemas de valores iniciales del tipo (5.11) y (5.12) conducen
a soluciones determinadas en forma única. Aplicando la teoŕıa de las
caracteŕısticas, analizaremos solamente el problema (5.12); las conside-
raciones para (5.11) son análogas.

Las soluciones de la ecuación cuadrática entregan las direcciones
caracteŕısticas de (5.12); aqúı obtenemos

(
dy

dx

)

1

= α =
1

2a

(
b+
√
b2 − 4ac

)
,

(
dy

dx

)

2

= β =
1

2a

(
b−
√
b2 − 4ac

)
, a 6= 0.

(5.13)

A lo largo de las curvas caracteŕısticas el determinante del sistema
de ecuaciones (5.3) desaparece, por lo tanto en este caso (5.3) posee
soluciones en este caso solamente si no crece el rango se la matriz
extendida en (5.3), es decir, por ejemplo se debe satisfacer∣∣∣∣∣∣

a f c
dx d(ux) 0
0 d(uy) dy

∣∣∣∣∣∣
= 0,

o sea,

a d(ux) dy − f dx dy + c d(uy) dx = 0;
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P
Q

Γ

R

β α β α

P

B̄

Γ

α β

Figura 5.1. El intervalo de dependencia [P,Q] del pun-
to R (izquierda) y el dominio B̄ de influencia del punto
P ∈ Γ (derecha).

por lo tanto, utilizando (5.13) obtenemos las siguientes ecuaciones (a 6=
0:)

aα d(ux) + c d(uy)− f dy = 0,

aβ d(ux) + c d(uy)− f dy = 0.
(5.14)

Estas ecuaciones describen condiciones que la solución de (5.12) de-
be satisfacer a lo largo de las caracteŕısticas α, β. Hay que tomar en
cuenta que las derivadas d(ux), d(uy) y dy se refieren a las direccio-
nes caracteŕısticas α y β, respectivamente. Las ecuaciones (5.14) dan
origen a un método de construcción de soluciones, ver Sección 5.2.

El comportamiento de la solución u(x, y) de (5.12) depende sola-
mente de los datos iniciales especificados en el segmento [P,Q] ⊂ Γ,
es decir una modificación de los datos iniciales en Γ\[P,Q] (fuera de
[P,Q]) no afecta el valor de la solución u(R). El segmento [P,Q] se lla-
ma intervalo de dependencia del punto R (ver Figura 5.1 (izquierda)).

Por otro lado, sea P ∈ Γ un punto arbitrario B ⊂ G el domino
arriba de Γ localizado entre las dos caracteŕısticas que pasan por P . Su
clausura B̄ es el conjunto de aquellos puntos en los cuales el valor de la
solución u(x, y) de (5.12) depende de los valores iniciales puestos en P ;
en otras palabras, el valor de la solución en algún punto fuera de B̄ no
es afecto por una modificación de las condiciones iniciales en P ∈ Γ
(y en una vecindad U(P ) ⊂ Γ suficientemente pequeña). El dominio
B se llama dominio de influencia del punto P ∈ Γ (ver Figura 5.1
(derecha)).

Finalmente, comentamos que si a las ecuaciones (5.13) y (5.14) se
agrega la ecuación diferencial

du = ux dx+ uy dy,

donde hay que tomar las derivadas en una de las dos direcciones ca-
racteŕısticas, entonces la solución de (5.12) junto con los datos iniciales
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está determinada únicamente si suponemos que a 6= 0 y c 6= 0 en
G× R3.

5.2. Métodos de caracteŕısticas numéricos

Utilizando el concepto de caracteŕısticas podemos calcular solucio-
nes de problemas de valores iniciales de ecuaciones hiperbólicas por un
método que usa una malla caracteŕıstica compuesta por los puntos de
intersección de ĺıneas caracteŕısticas. Este método origina en un trabajo
de Massau (1899).

5.2.1. Método de caracteŕısticas aproximado. Queremos estu-
diar este método para eole ejemplo de un problema de valores iniciales
del tipo (5.12). Supongamos que la curva inicial Γ que aparece en (5.12)
sea no caracteŕıstica. Entonces, según la teoŕıa desarrollada en la Sec-
ción 5.1, el sistema que debe ser aproximado numéricamente es

(
dy

dx

)

1

= α =
1

2a

(
b+
√
b2 − 4ac

)
, (5.15)

(
dy

dx

)

2

= β =
1

2a

(
b−
√
b2 − 4ac

)
, (5.16)

aα d(ux) + c d(uy)− f dy = 0, (5.17)

aβ d(ux) + c d(uy)− f dy = 0, (5.18)

du− ux dx− uy dy = 0, (5.19)

donde los coeficientes

a, b, c, f : G× R3 → R

son funciones dadas de x, y, u y ∇u. Las derivadas que aparecen en
(5.17) y (5.18) se toman en las direcciones caracteŕısticas α y β, res-
pectivamente, mientras que las derivadas en (5.19) se toman en una de
esas direcciones (α o β). Además, se supone que

b2 − 4ac > 0 (hiperbolicidad), ac 6= 0 en G× R3. (5.20)

El caso c = 0 requiere un análisis separado.
Las ecuaciones (5.15)–(5.19) junto con los valores iniciales en Γ

determinan la solución de (5.12) de manera única y por lo tanto son
equivalentes a (5.12).

Ahora la curva Γ se particiona por un número de puntos, y sean
P y Q puntos de partición vecinos, ver Figura 5.2. Sea R el punto de
intersección de la α-caracteŕıstica por P con la β-caracteŕıstica por Q.
Aproximando las derivadas en (5.15)–(5.19) por cuocientes de diferen-
cias y formando promedios para obtener los valores de promedio de los
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P
Q

Γ

R

β α β α

Figura 5.2. La curva inicial Γ 3 P,Q y la interesección
de las caracteŕısticas.

valores de las funciones restantes, obtenemos

y(R)− y(P )− 1

2

(
α(R) + α(P )

)(
x(R)− x(P )

)
= 0, (5.21)

y(R)− y(Q)− 1

2

(
β(R) + β(Q)

)(
x(R)− x(Q)

)
= 0, (5.22)

1

2

(
a(R)α(R) + a(P )α(P )

)(
ux(R)− ux(P )

)

+
1

2

(
c(R) + c(P )

)(
uy(R)− uy(P )

)

−1

2

(
f(R) + f(P )

)(
y(R)− y(P )

)
= 0, (5.23)

1

2

(
a(R)β(R) + a(Q)β(Q)

)(
ux(R)− ux(Q)

)

+
1

2

(
c(R) + c(Q)

)(
uy(R)− uy(Q)

)

−1

2

(
f(R) + f(Q)

)(
y(R)− y(Q)

)
= 0, (5.24)

u(R)− u(P )− 1

2

(
ux(R) + ux(P )

)(
x(R)− x(P )

)

−1

2

(
uy(R) + uy(P )

)(
y(R)− y(P )

)
= 0. (5.25)

En lugar de (5.25) podŕıamos también considerar una aproximación en
la dirección β:

u(R)− u(Q)− 1

2

(
ux(R) + ux(Q)

)(
x(R)− x(Q)

)

−1

2

(
uy(R) + uy(Q)

)(
y(R)− y(Q)

)
= 0.

Las ecuaciones de diferencias (5.21)–(5.25) entregan un método que es
consistente de segundo orden con (5.15)–(5.19) si todos los tamaños de
paso se eligen del mismo orden de magnitud. En virtud de los datos
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Γ

Figura 5.3. Método de caracteŕısticas.

iniciales puestos sobre Γ, todos los valores de funciones en los puntos P
y Q son conocidos (Tarea). Las cantidades que hay que determinar son
las cinco desconocidas

x(R), y(R), u(R), ux(R), uy(R). (5.26)

Entonces, tenemos que resolver un sistema de cinco ecuaciones no li-
neales en cinco desconocidas.

Aplicando el método (5.21)–(5.25) a puntos P1, . . . , PN ∈ Γ obte-
nemos los datos (5.26) en una sucesión de puntos arriba de Γ, y desde
alĺı se puede seguir con el método (ver Figura 5.3). Aśı, el dominio de
computación queda acotado por las dos caracteŕısticas ĺımites por P1

y PN . El dominio incluido por estas dos caracteŕısticas se llama domi-
nio de determinación de la solución de (5.12) asociado con el segmento
[P1, PN ] ⊂ Γ.

Se puede demostrar que el método de caracteŕısticas es convergente
de segundo orden.

5.2.2. Método predictor-corrector. Discutiremos ahora la solu-
ción del sistema de ecuaciones no lineales, proponiendo el método pre-
dictor-corrector. Para la computación de la primera solución aproxima-
da (del predictor) utilizamos fórmulas expĺıcitas al lugar de las cuatro
ecuaciones impĺıcitas (5.21)–(5.24). Luego, después de la solución de
estas ecuaciones, se calcula la primera aproximación de u(R) desde la
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quinta ecuación (5.25). Con la ayuda de estas primeras soluciones apro-
ximadas y de las ecuaciones (5.21)–(5.25) podemos calcular segundas
soluciones aproximadas (el corrector). Las fórmulas son las siguientes.

1. Definimos las abreviaturas

α(0) := α(P ),

β(0) := β(Q),

f (0)
p := f(P ),

f (0)
q := f(Q),

c(0)
p := c(P ),

c(0)
q := c(Q),

φ(0)
p := a(P )α(P ),

φ(0)
q := a(Q)β(Q),

y para ν = 1, . . . , K − 1:

α(ν) :=
1

2

(
α(ν)(R) + α(P )

)
,

β(ν) :=
1

2

(
β(ν)(R) + β(Q)

)
,

f (ν)
p :=

1

2

(
f (ν)(R) + f(P )

)
,

f (ν)
q :=

1

2

(
f (ν)(R) + f(Q)

)
,

c(ν)
p :=

1

2

(
c(ν)(R) + c(P )

)
,

c(ν)
q :=

1

2

(
c(ν)(R) + c(Q)

)
,

φ(ν)
p :=

1

2

(
a(ν)(R)α(ν)(R) + a(P )α(P )

)
,

φ(ν)
q :=

1

2

(
a(ν)(R)β(ν)(R) + a(Q)β(Q)

)
,

y para ν = 0, . . . , K − 1:

ψ
(ν)
1 := α(ν)x(P )− y(P ),

ψ
(ν)
2 := β(ν)x(Q)− y(Q),

ψ
(ν)
3 := φ(ν)

p ux(P ) + c(ν)
p uy(P )− f (ν)

p y(P ),

ψ
(ν)
4 := φ(ν)

q ux(Q) + c(ν)
q uy(Q)− f (ν)

q y(Q),

y para ν = 1, . . . , K − 1:

u(ν)
x :=

1

2

(
u(ν)
x (R) + ux(P )

)
,

u(ν)
y :=

1

2

(
u(ν)
y (R) + uy(P )

)
,

δx(ν) := x(ν)(R)− x(P ),

δy(ν) := y(ν)(R)− y(P ).
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2. Luego, para ν = 0, 1, . . . , K − 1 se resuelven las ecuaciones



α(ν) −1 0 0

β(ν) −1 0 0

0 −f (ν)
p φ

(ν)
p c

(ν)
p

0 −f (ν)
q φ

(ν)
q c

(ν)
q







x(ν+1)(R)

y(ν+1)(R)

u
(ν+1)
x (R)

u
(ν+1)
y (R)




=




ψ
(ν)
1

ψ
(ν)
2

ψ
(ν)
3

ψ
(ν)
4



, (5.27)

u(ν+1)(R) = u(P ) + u(ν+1)
x δx(ν+1) + u(ν+1)

y δy(ν+1).

Los coeficientes que aparecen en la matriz y en el vector del lado
derecho de (5.27) son funciones de a, b, c y f y por lo tanto
funciones de x, y, u y ∇u en los puntos P , Q y R(ν). Se calculan
utilizando la solución determinada en el paso anterior (con el
ı́ndice ν).

3. Ponemos

x(R) := x(K)(R), y(R) := y(K)(R),

ux(R) := u(K)
x (R), uy(R) := u(K)

y (R), u(R) = u(K)(R).

La selección de K ∈ Z depende de la precisión con la cual queremos
resolver el sistema no linear. Para K = 2 se calcula solamente una
solución corrector.

La ecuación (5.27) implica que las primeras dos ecuaciones pue-
den ser resueltas independientemente de las demás ecuaciones. Estas
ecuaciones sirven para la computación de las caracteŕısticas. Geome-
tricamente, (5.21) y (5.22) significan que las curvas caracteŕısticas son
reemplazadas por segmentos de parábolas. Si la ecuación (5.12) es li-
neal o semilineal, se puede anticipar la computación completa de las
caracteŕısticas, dado que en este caso la solución de las primeras dos
ecuaciones no es necesaria la computación de los valores u(R), ux(R) y
uy(R). Frecuentemente, en este caso también es posible integrar directa-
mente, por métodos elementales, las ecuaciones diferenciales ordinarias
(5.15) y (5.16), de manera que no es necesario utilizar las aproxima-
ciones por diferencias (5.21) y (5.22). En el caso lineal, además, no se
requiere aplicar el método predictor-corrector, dado que solamente hay
resolver un sistema de ecuaciones lineales para cada punto de la malla.

Es fácil ver que las condiciones (5.20) implican que las matrices que
aparecen en (5.27) son no singulares, es decir, existe una solución única.
El método no funciona bien para valores pequeños de b2−4ac, es decir,
si las dos familias caracteŕısticas caśı coinciden, en otras palabras, si la
malla caracterist́ıca es muy degenerada. En el caso ĺımite (b2−4a = 0),
es decir, en el caso parabólico, ya no se puede ejecutar el método de
caracteŕısticas.
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Figura 5.4. Ejemplo 5.2: puntos P y Q dados e in-
tersección R de la α-caracteŕıstica por P con la β-
caracteŕıstica por Q.

En aquellos puntos en los cuales c desaparece (siempre suponiendo
que a 6= 0) la ecuación (5.18) ya no aparece (puesto que β = 0 y dy =
0). Para la discretización esto implica que (5.27) se pone singular, y ya
no podemos determinar uy. Sin embargo podemos utilizar el método
en el caso lineal (Tarea).

Ejemplo 5.1. Consideremos dos ejemplos elementales de ecuaciones
diferenciales lineales que permiten la computación de la malla carac-
teŕıstica “a priori”.

1. Sean a, b, c ∈ R constantes. Las ecuaciones (5.15) y (5.16) inme-
diatamente implican que α, β ∈ R son constantes, es decir, las
caracteŕısticas son dos familias paralelas de rectas.

2. Sean a ≡ x2, b ≡ 0, c ≡ −1, G := {(x, y) : x > 0} ⊂ R2, y
Γ := {(x, y) : x > 0, y = 0} ⊂ G. Las ecuaciones (5.15) y
(5.16) implican

(
dy

dx

)

1,2

= ±1

x
, x > 0.

Integrando obtenemos para (x, y) ∈ G las siguientes ecuaciones
de las caracteŕısticas:

y1(x) = log x+ d, y2(x) = − log x+ d, d ∈ R.

Ejemplo 5.2. Se considera el problema de valores iniciales (PVI)

uxx + uxy = 1, (5.28)
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u(x, y) = −x2, ux(x, y) = y sobre Γ := {(x, y) : x+ y = 0}.
(5.29)

Se desea determinar la solución u = u(x, y) en B := {(x, y) : x+ y >
0} ⊂ R2.

a) Aplicar el método numérico de caracteŕısticas con K = 2, par-
tiendo desde P := (1,−1) ∈ Γ y Q := (−1, 1) ∈ Γ. Determinar
para R := (x̃(R), ỹ(R)) ∈ B los valores x̃(R), ỹ(R), ũx(R), ũy(R)
y ũ(R).

b) Comparar con el valor de la solución exacta en este punto e in-
terpretar el resultado.

Solución sugerida.

a) De acuerdo a lo anterior tenemos

a = 1, b = 1, c = 0, f = 1.

Podemos calcular la caracteŕısticas de la EDP en forma expĺıcita.
De acuerdo a (5.15) y (5.16),

α =
b+
√
b2 − 4ac

2a
= 1, β =

b−
√
b2 − 4ac

2a
= 0.

Por lo tanto, las caracteŕısticas son dos familias de rectas para-
lelas:

α-caracteŕısticas: y = x+ d, d ∈ R,
β-caracteŕısticas: y = d, d ∈ R.

Se consideran los puntos dados P = (1,−1) ∈ Γ y Q = (−1, 1) ∈
Γ. Sea R = (x(R), y(R)) el punto de intersección de la α-caracter-
ı́stica por P con la β-caracteŕıstica por Q. Se buscan valores apro-
ximados de x(R), y(R), ux(R), yy(R), y u(R). Para poder armar
el sistema lineal (5.27) obtenemos las siguientes aproximaciones,
donde omitimos el ı́ndice ν:

α = 1, β = 0, −fp = −fq = −1, φp = 1, φq = 0,

cp = cq = 0, ψ1 = 1 · 1− (−1) = 2,

ψ2 = 0 · (−1)− 1 = −1,

ψ3 = 1 · (−1) + 0 · uy(P )− 1 · (−1) = 0,

ψ4 = 0 · 1 + 0 · uy(Q)− 1 · 1 = −1.
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Con esto el sistema (5.27) asume la forma



1 −1 0 0
0 −1 0 0
0 −1 1 0
0 −1 0 0







x(R)
y(R)
ux(R)
uy(R)


 =




2
−1
0
−1


 ,

con la solución

x(R) = 3, y(R) = 1, ux(R) = 1,

mientras que el valor de uy(R) no puede ser determinado. Para
la aproximación de u(R) hay que aproximar en la dirección β,
ya que el valor de uy(R) no está disponible. Entonces, en lugar
de la última ecuación de (5.27) tenemos

u(R) = u(Q) +
1

2

(
ux(R) + ux(Q)

)(
x(R)− x(Q)

)

+
1

2

(
uy(R) + uy(Q)

)(
y(R)− y(Q)

)

= −(−1)2 +
1

2
(1 + 1) · (3− (−1)) + 0 = −1 + 4 = 3,

luego u(R) = 3.
b) Comparemos esto con la solución exacta: la geometŕıa elemen-

tal muestra que efectivamente R = (3, 1), es decir x(R) = 3 e
y(R) = 1. La solución exacta de la ecuación es u(x, y) = xy, por
lo tanto los valores u(R) = 3, ux(R) = 1 (y ur(R) = 3) coin-
ciden con la solución exacta. Efectivamente, ciertas soluciones
son reproducidas en forma exacta.

La solución exacta puede ser obtenida mediante el siguiente
razonamiento, el cual representa una aplicación alternativa del
método de caracteŕısticas. Partimos de la EDP dada, uxx+uxy =
1. Integrándola con respecto a x obtenemos

ux + uy = x+ f(y), (5.30)

con una función f por determinar. Para tal efecto utilizamos las
condiciones dadas sobre Γ. Si

Γ =
{

(x(s), y(s)) ∈ R2 | x(s) = s, y(s) = −s, s ∈ R
}
,

entonces a lo largo de Γ,

du

ds
= uxẋ(s) + uyẏ(s)

!
=

d

ds

(
−x(s)2

)
.

luego a lo largo de Γ, ux − uy = −2x. La otra condición de
frontera se traduce en ux = y a lo largo de Γ. Concluimos que

ux + uy = −(ux − uy) + 2ux = 2x+ 2y = 0
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lo que es compatible con (5.30) sólo si f(y) = y, ya que sólo en
este caso f(y)|Γ = −x y por lo tanto ux+uy = 0. Queda entonces
por resolver

ux + uy = x+ y. (5.31)

Interpretando el lado izquierdo de esta EDP como derivada direc-
cional (en la dirección (1, 1) (normalizada)), la cual es precisa-
mente la dirección de las β-caracteŕısticas y tomando en cuenta
que la β-caracteŕıstica que pasa por el punto (x, y) con x+ y > 0
posee las coordenadas (x0 = (x − y)/2, y0 = (y − x)/2) y consi-
derando la parametrización x(s) = y(s) = s, podemos calcular

u(x, y) = u(x0, y0) +

∫ x+y
2

0

d

ds
u
(
x(s), y(s)

)
ds

= u(x0, y0) +

∫ x+y
2

0

(uy + uy)
(
x(s), y(s)

)
ds.

Utilizando (5.31) obtenemos

u(x, y) = u(x0, y0) +

∫ x+y
2

0

(
x(s) + y(s)

)
ds

= u(x0, y0) +

∫ x+y
2

0

2s ds

= −
(
x− y

2

)2

+

(
x+ y

2

)2

= xy.

Ejemplo 5.3. Se considera el PVI

x2uxx − uyy = −2x, x > 0, y > 0, (5.32)

u(x, y) = 0, uy(x, y) = 0 en Γ := {(x, y) : x > 0, y = 0}. (5.33)

a) Aplicar el método numérico de caracteŕısticas con K = 2, par-
tiendo desde P := (1, 0) ∈ Γ y Q := (2, 0) ∈ Γ. Determinar
valores aproximados de las coordenadas x(R) e y(R) de la in-
tersección de la α-caracteŕıstica por P con la β-caracteŕıstica
por Q.

b) Determinar valores aproximados para ux(R), uy(R) y u(R).
c) Comparar con el valor de la solución exacta en este punto e in-

terpretar el resultado.

Solución sugerida.
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Figura 5.5. Ejemplo 5.3: puntos P y Q dados e in-
tersección R de la α-caracteŕıstica por P con la β-
caracteŕıstica por Q. Los puntos R(1) y R(2) corresponden
a la aproximación numérica.

a) Como el problema es lineal adelantaremos la computación de las
caracteŕısticas y de R. A partir de los datos

a = x2, b = 0, c = −1, f = −2x,

x(P ) = 1, y(P ) = 0, x(Q) = 2, y(Q) = 0

podemos calcular

α(0) = α(P ) =
1

2

(
0 +
√

0 + 4
)

= 1,

β(0) = β(Q) =
1

8

(
0−
√

0 + 16
)

= −1

2
,

ψ
(0)
1 = 1 · 1− 0 = 1, ψ

(0)
2 = −1

2
· 2− 0 = −1.

Entonces obtenemos como primera parte del sistema (5.27):
[

1 −1
−1/2 −1

](
x(1)(R)
y(1)(R)

)
=

(
1
−1

)

con la solución

x(1)(R) =
4

3
, y(1)(R) =

1

3
.

A partir de esto obtenemos

α(1)(R) =
1

2 · 16
9

(
0 +

√
0 + 4 · 16

9

)
=

3

4
,
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β(1)(R) =
1

2 · 16
9

(
0−

√
0 + 4 · 16

9

)
= −3

4
,

por lo tanto

α(1) =
1

2

(
1 +

3

4

)
=

7

8
, β(1) =

1

2

(
−1

2
− 3

4

)
= −5

8
,

ψ
(1)
1 =

7

8
, ψ

(1)
2 = −5

4
.

Obtenemos ahora como primera parte del sistema (5.27):
[

7/8 −1
−5/8 −1

](
x(2)(R)
y(2)(R)

)
=

(
7/8
−5/4

)

con la solución

x(2)(R) =
17

12
= 1,416̄, y(2)(R) =

35

96
= 0,364583̄.

Terminaremos aqúı la computación aproximada de R.
b) Con la información obtenida hasta ahora calculamos

α(2)(R) =
1

2 · 172

122

(
0 +

√
0 + 4 · 172

122

)
=

12

17
≈ 0,7058,

β(2)(R) = −12

17
≈ −0,7058,

luego

α(2) =
1

2

(
1 +

12

17

)
=

29

34
≈ 0,8529,

β(2) =
1

2

(
−1

2
− 12

17

)
= −41

68
≈ −0,6029.

A partir de este resultado obtenemos los siguientes valores:

fp =
1

2

(
−17

6
− 2

)
= −29

12
= −2,416̄,

fq =
1

2

(
−17

6
− 4

)
= −41

12
= −3,146̄,

cp = −1, cq = −1,

φp =
1

2

(
172

122
· 29

34
+ 1

)
= 1,3559027̄,

φq =
1

2

(
−172

122
· 41

68
− 2

)
= −1,60503472̄,

ψ3 = 0, ψ4 = 0.
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Ahora, a partir de la segunda parte del sistema (5.27),
[

1,3559027̄ −1
−1,60503472̄ −1

](
ux(R)
uy(R)

)

=

(
fp · y(2)(R)
fq · y(2)(R)

)
≈
(
−0,8811
−1,2457

)

con la solución

ux(R) ≈ 0,1231, uy(R) ≈ 1,0481.

De acuerdo a la última ecuación de (5.27),

u(R) = u(P ) +
ux(R) + ux(P )

2

(
x(2)(R)− x(P )

)

+
uy(R) + uy(P )

2

(
y(2)(R)− y(P )

)
.

Debido al planteamiento del problema, ux(P ) = 0 y uy(P ) = 0.
Concluimos que

u(R) = 0 +
1

2
· 0,1231 · (1,416̄− 1)

+
1

2
· 1,0481 · (0,364583̄− 0) ≈ 0,2167.

c) Los valores calculados en (a) y (b) son aproximados. Los va-
lores exactos son los siguientes. Utilizando que las direcciones
caracteŕısticas son dy/dx = ±1/x para x > 0, obtenemos las α-
caracteŕısticas y = lnx + d (para d ∈ R) y las β-caracteŕısticas
y = − lnx + d (d ∈ R). Intersectando la α-caracteŕıstica por P
con la β-caracteŕıstica por Q obtenemos las coordenadas

R =

(√
2,

1

2
ln 2

)
≈ (1,4142, 0,3466).

A partir de la solución exacta del problema u(x, y) = xy2 se tiene
ux = y2, uy = 2xy, y

u(R) =

√
2

4
(ln 2)2 ≈ 0,171, ux(R) =

(ln 2)2

4
≈ 0,120,

uy(R) =
√

2 ln 2 ≈ 0,981, α(R) =

√
2

2
≈ 0,707,

β(R) = −
√

2

2
≈ −0,707.
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5.3. Métodos de diferencias finitas para problemas
hiperbólicos

A parte de los métodos de caracteŕısticas existen los métodos de
diferencias finitas. Estos métodos usan una malla rectangular, paralela
a los ejes, y en los puntos de la malla de aproximan las derivadas por
cuocientes de diferencias. Obviamente, debido a la regularidad de la
malla este método posee grandes ventajas comparado con los métodos
de caracteŕısticas, pero hay que tomar en cuenta que posiblemente la
malla rectangular no refleja adecuadamente la naturaleza del problema
matemático, dado que esta malla se impone artificialmente, y siempre
hay que considerar las caracteŕısticas. Queremos estudiar este problema
para el siguiente problema de valores iniciales de la ecuación de la onda:

utt(x, t) =c2uxx(x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) =f(x), x ∈ R,
ut(x, 0) =g(x), x ∈ R.

(5.34)

5.3.1. La fórmula de d’Alembert. Antes de discutir métodos de
diferencias finitas para (5.34) demostraremos que (5.34) puede ser re-
suelto expĺıcitamente. De hecho, usando la transformación de variables

ξ = x+ ct, η = x− ct, Φ(ξ, η) = u(x, t) (5.35)

y observando que

∂

∂x
=

∂

∂ξ
+

∂

∂η
,

∂

∂t
= c

(
∂

∂ξ
− ∂

∂η

)
, c > 0,

obtenemos de (5.34) la ecucación diferencial transformada

4c2 ∂
2Φ

∂ξ∂η
= 0,

cuyas soluciones son faciles de determinar:

Φ(ξ, η) = P (ξ) +Q(η),

con lo cual obtenemos en virtud de (5.35)

u(x, t) = P (x+ ct) +Q(x− ct).
Aqúı, P y Q son funciones arbitrarias y dos veces continuamente dife-
renciables. Utilizando esta solución general, obtenemos de las condicio-
nes iniciales de (5.34) la siguiente expresión, conocida como la fórmula
de d’Alembert:

u(x, t) =
1

2

(
f(x+ ct) + f(x− ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(ξ) dξ. (5.36)
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Figura 5.6. Caracteŕısticas (5.37) y el intervalo de de-
pendencia [x∗ − ct∗, x∗ + ct∗] de la ecuación de la onda
(5.34).
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tn−1
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Figura 5.7. Esquema de 5 puntos del método (5.38).

Calculando las caracteŕısticas de la ecuación de la onda (5.34), obtene-
mos

dt

dx
= ±1

c
,

es decir,

t1 =
1

c
x+ const., t2 = −1

c
x+ const. (5.37)

La fórmula (5.36) implica directamente que el valor de la solución en
el punto (x∗, t∗) depende precisamente de los valores iniciales en el
intervalo [x∗ − ct∗, x∗ + ct∗] del eje x. Esto es precisamente el intervalo
de dependencia del punto (x∗, t∗), ver Figura 5.6.

5.3.2. Métodos expĺıcitos para la ecuación de la onda. Conside-
raremos ahora aproximaciones de la ecuación de la onda por diferencias
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finitas. Para tal efecto utilizamos la malla

(xj, tn) = (j∆x, n∆t), j ∈ Z, n ∈ N0,

y los siguientes cuocientes de diferencias de segundo orden para apro-
ximar las derivadas en (5.34):

uj,n+1 = 2(1− c2λ2)ujn + c2λ2(uj+1,n + uj−1,n)− uj,n−1,

j ∈ Z, n ∈ N, λ :=
∆t

∆x
,

(5.38)

donde ujn ≈ u(∆x, tn). Este método conecta 5 puntos de la malla
según el esquema de la Figura 5.7. Para la computación de la capa
de t número n + 1 necesitamos los valores de las funciones de las dos
capas que están debajo, por lo tanto tenemos que resolver el problema
de calcular los valores numéricos en la primera capa t1, es decir, en los
puntos de malla (xj,∆t).

Como el método (5.38) es de segundo orden de consistencia en ∆t
y ∆x, queremos mantener el segundo orden de consistencia también
al calcular la primera capa de tiempo. En virtud de (5.34) obtenemos
mediante un desarrollo en serie de Taylor:

u(x,∆t) = f(x) + ∆tg(x) +
∆t2

2
c2f ′′(x) +O(∆t3), (5.39)

lo que corresponde a la aproximación

uj1 = fj + ∆tgj +
c2λ2

2
(fj−1 − 2fj + fj+1), j ∈ Z. (5.40)

Por otro lado, extendiendo el desarrollo en serie de Taylor en (5.39) po-
demos lograr aproximaciones mas exactas; por ejemplo, (5.34) implica
que

u(x,∆t) = f(x) + ∆tg(x) +
∆t2

2
c2f ′′(x) +

∆t3

6
c2g′′(x) +O(∆t4),

lo que motiva la aproximación de tercer orden

uj1 = fj + ∆tgj +
c2λ2

2
(fj−1 − 2fj + fj+1)

+ ∆t
c2λ2

6
(gj−1 − 2gj + gj+1), j ∈ Z.

(5.41)

Por supuesto, si podemos calcular las derivadas de f y g en forma
expĺıcita, no es necesario utilizar las aproximaciones por diferencias en
(5.40) y (5.41).
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Figura 5.9. Satisfacción de la condición CFL para
∆t/∆x 6 1/c. Los sub-intervalos del eje x limitados por
ćırculos grandes abiertos (◦) y cerrados (•) son los in-
tervalos de dependencia anaĺıtica y numérica del punto
(x∗, t∗), respectivamente.

5.3.3. La condición de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). La con-
vergencia del método (5.38) o de un método equivalente a (5.38) se estu-
diará en la Sección 5.5 en el marco de una teoŕıa general de convergencia
para problemas de valores iniciales lineales. Aqúı queremos estudiar
desde un punto de vista puramente geométrico bajo qué condiciones
(5.38) no puede converger a la solución de (5.34) para ∆x,∆t→ 0.



5.3. DIFERENCIAS FINITAS PARA PROBLEMAS HIPERBÓLICOS 111
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ćırculos grandes abiertos (◦) y cerrados (•) son los in-
tervalos de dependencia anaĺıtica y numérica del punto
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La ecuación (5.38) implica que el valor de la solución aproximada
en el punto (x∗, t∗) depende precisamente de los datos iniciales en los
puntos de malla en el intervalo

I :=

[
x∗ − ∆x

∆t
t∗, x∗ +

∆x

∆t
t∗
]

del eje x. El intervalo I se llama intervalo de dependencia numérica del
punto de malla (x∗, t∗), ver Figura 5.8.

Ahora, si

cλ =
c∆t

∆x
6 1,

entonces
∆t

∆x
6

1

c

y el intervalo de dependencia numérica de (x∗, t∗) incluye el intervalo de
dependencia anaĺıtica [x∗ − ct∗, x∗ + ct∗] de este punto, ver Figura 5.9.
Por otro lado, si λ > 1/c y dejamos ∆x y ∆t tender a cero, entonces
llegamos a un intervalo de dependencia de (x∗, t∗) que intŕınsecamente
está contenido en el intervalo de dependencia anaĺıtica, ver Figura 5.10.
Por lo tanto, en este caso el método (5.38) no puede converger. Tenemos
el siguiente teorema.

Teorema 5.2 (Condición de Courant, Friedrichs y Lewy (CFL)). Una
condición necesaria para que la solución de (5.38) converge en (x∗, t∗)
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hacia la solución de (5.34) para ∆x,∆t → 0 y datos iniciales f(x) y
g(x) arbitrariamente suaves es la condición que el intervalo de depen-
dencia numérica de (x∗, t∗) incluya el intervalo de dependencia anaĺıti-
ca de este punto.

Este teorema es válido para problemas de valores iniciales de ecua-
ciones hiperbólicas en general, y para todos métodos de diferencias
finitas.

El método (5.38) es un método de dos pasos expĺıcito. Queremos
indicar dos métodos impĺıcitos para la ecuación de la onda. La compu-
tación de la primera capa de tiempo se realiza como en (5.38) o (5.40).

Utilizando la notación

δ2φj := φj−1 − 2φj + φj+1

podemos aproximar (5.34) por

uj,n+1 − 2ujn + uj,n−1 =
c2λ2

2
(δ2uj,n+1 + δ2uj,n−1),

o equivalentemente,

− c2λ2

2
uj−1,n+1 + (1 + c2λ2)uj,n+1 −

c2λ2

2
uj+1,n+1

= 2ujn +
c2λ2

2
uj−1,n−1 − (1 + c2λ2)uj,n−1 +

c2λ2

2
uj+1,n−1.

(5.42)

Una sóla aplicación del esquema (5.42) conecta 7 puntos de la malla. La
evaluación numérica de (5.42) se realiza para cada capa de t mediante
la solución de un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz es una M-
matriz simétrica, por lo tanto la solución de (5.42) es única y no pone
problemas.

Otra posibilidad de aproximación es la fórmula

uj,n+1 − 2ujn + uj,n−1 =
c2λ2

4
(δ2uj,n+1 + 2δ2ujn + δ2uj,n−1),

o equivalentemente,

− c2λ2

4
uj−1,n+1 +

(
1 +

c2λ2

2

)
uj,n+1 −

c2λ2

4
uj+1,n+1

=
c2λ2

2
uj−1,n + (2− c2λ2)ujn +

c2λ2

4
uj+1,n

+
c2λ2

4
uj−1,n−1 −

(
1 +

c2λ2

2

)
uj,n−1 +

c2λ2

4
uj+1,n−1.

(5.43)
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El esquema (5.43) conecta 9 puntos. Igualmente, tal como para el méto-
do (5.42), la solución de (5.43) requiere la solución de un sistema de
ecuaciones lineales.

Los métodos (5.42) y (5.43) son consistentes de segundo orden en
∆t y ∆x, lo que se puede demostrar fácilmente calculando el error de
truncación local (Tarea). También se puede demostrar la convergencia
de estos métodos para ∆x,∆t → 0 y λ > 0 arbitrario (ver Richtmyer
& Morton 1967).

5.3.4. Ecuación de la onda con datos iniciales y de frontera.
Hasta ahora solamente hemos considerado el problema de valores ini-
ciales para la ecuación de la onda. Sin embargo, frecuentemente esta
ecuación aparece con datos iniciales y de frontera, por ejemplo en el
siguiente problema de valores iniciales y de frontera:

utt(x, t) = c2uxx(x, t), t > 0, 0 6 x 6 L,

u(x, 0) = f(x), 0 6 x 6 L,

ut(x, 0) = g(x), 0 6 x 6 L,

u(0, t) = 0, t > 0,

u(L, t) = 0, t > 0.

(5.44)

Por supuesto, los datos iniciales y de frontera deben satisfacer cier-
tas condiciones de compatibilidad. Utilizando un planteo de separación
también podemos resolver exactamente el problema (5.44). Por otro la-
do, en otras situaciones se presentan condiciones de periodicidad, por
ejemplo como

utt(x, t) = c2uxx(x, t), t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = f(x), x ∈ R,
ut(x, 0) = g(x), x ∈ R,
u(x, t) = u(x+ L, t), t > 0, x ∈ R.

(5.45)

El tratamiento numérico de (5.44) y (5.45) puede ser realizado mediante
el método (5.38), (5.42) o (5.43). Debido a la periodicidad, el problema
(5.45) debe ser resuelto sólo en el intervalo 0 6 x 6 L, y para la
computación de cada capa de t se pueden utilizar los puntos de malla
en [0, L] a la izquierda y a la derecha.

5.3.5. Métodos de diferencias finitas para sistemas hiperbóli-
cos de primer orden. Ya mencionamos que las ecuaciones diferencia-
les de segundo orden pueden ser transformadas en sistemas equivalentes
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de primer orden. Por ejemplo, definamos

v(x, t) := u(x, t), w(x, t) :=
1

c

∫ x

0

g(ξ) dξ + c

∫ t

0

ux(x, τ) dτ, c > 0.

Ahora un cálculo directo, con la ayuda de (5.34), entrega las siguientes
identidades:

vt = ut =

∫ t

0

uττ dτ + g(x) = c2

∫ t

0

uxx dτ + g(x)

= c

(
c

∫ t

0

uxx(x, τ) dτ +
g(x)

c

)
= cwx,

wt = cux = cvx,

v(x, 0) = u(x, 0) = f(x),

w(x, 0) =
1

c

∫ x

0

g(ξ) dξ =: G(x).

Entonces, podemos escribir el problema de valores iniciales como(
vt(x, t)
wt(x, t)

)
= c

[
0 1
1 0

](
vx(x, t)
wx(x, t)

)
,

(
v(x, 0)
w(x, 0)

)
=

(
f(x)
G(x)

)
. (5.46)

Sustituyendo

v := ut, w := cux

obtenemos el mismo sistema de ecuaciones, pero con la condición inicial(
v(x, 0)
w(x, 0)

)
=

(
g(x)
cf ′(x)

)
.

Para el tratamiento numérico por métodos de diferencias finitas la ven-
taja de sistemas de primer orden (comparado con ecuaciones escalares
de segundo orden) es la posibilidad de poder aplicar métodos de pa-
so simple, es decir podemos considerar métodos de diferencias finitas
que conectan solamente dos capas de t. Por supuesto, también aqúı
hay que considerar el comportamiento de las caracteŕısticas. Se puede
verificar que las caracteŕısticas del sistema (5.46) son idénticas a las
caracteŕısticas de la ecuación de la onda (5.34).

Consideraremos ahora problemas de valores iniciales hiperbólicos
que poseen la forma un poco más general

ut = Aux, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R, (5.47)

donde

u(x, t) =

(
v(x, t)
w(x, t)

)
, φ(x) =

(
f(x)
g(x)

)
, A =

[
a b
b c

]
, a, b, c ∈ R,
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y donde se supone que A es regular y

(a+ c)2 − 4(ac− b2) > 0. (5.48)

En virtud de la Definición 5.2 y (5.8), (5.48) implica la hiperbolicidad
del sistema (5.47). Utilizando (5.7) se puede demostrar fácilmente que
los valores propios de−A−1 son las direcciones caracteŕısticas de (5.47).
La hipótesis de simetŕıa de A no es una restricción esencial, dado que
en muchas aplicaciones prácticas A es efectivamente simétrica.

Sea λ := ∆t/∆x. Se puede definir el método de diferencias
(
vj,n+1

wj,n+1

)
=

(
vjn
wjn

)
+
λ

2
A

(
vj+1,n − vj−1,n

wj+1,n − wj−1,n

)
, j ∈ Z, n ∈ N0;

(
vj,0
wj,0

)
=

(
fj
gj

)
, j ∈ Z.

(5.49)

Sin embargo, en el Ejemplo 5.4 en la Sección 5.5 veremos que este
método posee propiedades de convergencia muy desventajosas y por lo
tanto es inútil para la práctica.

Otro método (mucho mejor, como veremos en el Ejemplo 5.5 en la
Sección 5.5) es
(
vj,n+1

wj,n+1

)
=

1

2

(
vj+1,n + vj−1,n

wj+1,n + wj−1,n

)
+
λ

2
A

(
vj+1,n − vj−1,n

wj+1,n − wj−1,n

)
,

j ∈ Z, n ∈ N0.

(5.50)

Los métodos (5.49) y (5.50) son métodos de paso simple que son con-
sistentes de segundo orden en ∆x y de primer orden en ∆t.

Otro método consiste en calcular los valores de v en (j∆x, n∆t) y
los valores de w en los puntos intermedios ((j + 1/2)∆x, n∆t). Esto
entrega, por ejemplo,(

vj,n+1

wj−1/2,n+1

)
=

(
vjn

wj−1/2,n

)
+ λA

(
vj,n+1 − vj−1,n+1

wj+1/2,n − wj−1/2,n

)
,

j ∈ Z, n ∈ N0.

Este es un método impĺıcito. En el caso de queA posee la forma especial
dada por (5.46), obtenemos el método

vj,n+1 = vjn + cλ
(
wj+1/2,n − wj−1/2,n

)
,

wj−1/2,n+1 = wj−1/2,n + cλ (vj,n+1 − vj−1,n+1) .
(5.51)

Este método es facil de resolver, dado que podemos primero calcular
los valores vj,n+1 desde la primera ecuación (expĺıcita), luego utilizando
los valores vj,n+1 podemos calcular todos los valores wj−1/2,n+1 usando
la segunda ecuación.
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Otro método para el sistema (5.46) es

vj,n+1 = vjn +
cλ

2

(
wj+1/2,n − wj−1/2,n + wj+1/2,n+1 − wj−1/2,n+1

)
,

wj−1/2,n+1 = wj−1/2,n +
cλ

2
(vj,n+1 − vj−1,n+1 + vjn − vj−1,n) .

(5.52)

Los sistemas de ecuaciones de diferencias (5.51) y (5.52) son equivalen-
tes a las ecuaciones (5.38) y (5.43), respectivamente, si identificamos
vjn con (1/∆t)(ujn − uj,n−1) y wj−1/2,n con (c/∆x)(ujn − uj−1,n). Es-
ta identificación es razonable en virtud de la substitución v = ut y
w = cux.

5.4. Métodos de diferencias finitas para problemas
parabólicos

5.4.1. Solución exacta y caracteŕısticas de la ecuación del ca-
lor. Para las ecuaciones diferenciales parabólicas tenemos una sola di-
rección caracteŕıstica en cada punto, y por lo tanto no podemos aplicar
los métodos caracteŕısticos descritos en Sección 5.2.

Aqúı consideraremos métodos de diferencias finitas para el siguiente
problema de valores iniciales para la ecuación del calor:

ut = uxx, t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = f(x), x ∈ R. (5.53)

Aqúı se supone que f ∈ C(R) es una función acotada. La solución
expĺıcita de (5.53) es dada por

u(x, t) =
1√
4πt

∫

R
exp

(
−(ξ − x)2

4t

)
f(ξ) dξ, (5.54)

lo que es fácil de verificar tomando las derivadas bajo la integral. Por
otro lado, en virtud de ∫

R
exp(−y2) dy =

√
π

podemos escribir la solución (5.54) en la forma

u(x, t) = f(x) +
1√
4πt

∫

R
exp

(
−(ξ − x)2

4t

)(
f(ξ)− f(x)

)
dξ, t > 0.

(5.55)

Esto implica que

ĺım
t→0

1√
4πt

exp

(
−(ξ − x)2

4t

)
= 0 para ξ 6= x,
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además el integrando en (5.55) desaparece para ξ = x. Por lo tanto,
las funciones (5.55) y (5.54) satisfacen la condición inicial en (5.53).

A través de la sustitución

v := u, w := ux

podemos transformar (5.53) al siguiente problema de valores iniciales:

vx = w,

vt − wx = 0, t > 0, x ∈ R;

v(x, 0) = f(x),

w(x, 0) = f ′(x), x ∈ R.

(5.56)

La ecuación caracteŕıstica (5.7) para el sistema (5.56) entrega la ecua-
ción (dt/dx)2 = 0, es decir

t = const.

Entonces, las caracteŕısticas de (5.53) es la familia de rectas paralelas
al eje x. Además, (5.54) implica que el comportamiento de la solución
u(x, t) en un punto (x∗, t∗) depende de la función inicial f(x) en la
totalidad de la recta t = 0, es decir, el intervalo de dependencia de
cada punto (x∗, t∗), t∗ > 0, es el eje x entero. Además, la condición
inicial in (5.53) es dada a lo largo de una caracteŕıstica, al contrario de
los problemas de valores iniciales hiperbólicos.

Normalmente, la ecuación del calor aparece en la combinación con
datos iniciales y de la frontera, por ejemplo como

ut = uxx, 0 6 x 6 1, t > 0,

u(x, 0) = f(x), 0 6 x 6 1,

u(0, t) = g(t), t > 0,

u(1, t) = g̃(t), t > 0.

(5.57)

5.4.2. Métodos de paso simple para la ecuación del calor. Para
el tratamiento numérico de (5.57) utilizamos la malla de puntos

(xj, tn) = (j∆x, n∆t), j = 0, . . . , N + 1, n ∈ N0, (N + 1)∆x = 1,

sobre la cual definimos la aproximación por diferencias

1

∆t
(uj,n+1 − ujn) =

1

∆x2

(
(1− α)(uj−1,n − 2ujn + uj+1,n)

+ α(uj−1,n+1 − 2uj,n+1 + uj+1,n+1)
)
.

Definiendo

λ :=
∆t

∆x2 , δ2φj := φj−1 − 2φj + φj+1
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y utilizando las condiciones iniciales y de frontera adicionales de (5.57),
obtenemos los siguientes sistemas de ecuaciones:

uj,n+1 − αλδ2uj,n+1 = ujn + (1− α)λδ2ujn, j = 1, . . . , N, n > 0,

uj0 = fj, j = 0, . . . , N + 1,

u0n = gn, uN+1,n = g̃n, n > 0.
(5.58)

El método es expĺıcito para α = 0 e impĺıcito para α > 0. Se trata
de un método de paso simple que conecta la nueva “capa” de tiempo
(n+ 1)∆t con el peso α y la capa antigua con el peso 1− α. Podemos
reescribir (5.58) en la forma

(I + αλB)un+1 =
(
I − (1− α)λB

)
un + λgn, n ∈ N0, (5.59)

con u0 := (f1, . . . , fN)T ∈ RN , un := (u1n, . . . , uNn)T ∈ RN , y

B =




2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1 2 −1

0 · · · 0 −1 2



, gn =




gn + α(gn+1 − gn)
0
...
0

g̃n + α(g̃n+1 − g̃n)



.

Como I + αλB es una M-matriz tridiagonal, la solución de (5.59) no
presenta problemas.

Para verificar la consistencia del método queremos calcular el error
de truncación de (5.58). Supongamos que la solución de (5.57) es sufi-
cientemente suave. Como

utt = uxxxx,

un desarrollo en serie de Taylor entrega

u(xj, tn+1)− u(xj, tn) = ∆t
∂2u

∂x2
(xj, tn) +

∆t2

2

∂4u

∂x4
(xj, tn) +O(∆t3),

(5.60)

∂2u

∂x2
u(xj, tn) =

1

∆x2
δ2u(xj, tn)− ∆x2

12

∂4u

∂x4
(xj, tn) +O(∆x4).

(5.61)

Insertando (5.61) en (5.60) obtenemos

u(xj, tn+1)− u(xj, tn) = λδ2u(xj, tn) + ∆t

(
∆t

2
− ∆x2

12

)
∂4u

∂x4 (xj, tn)

+ ∆t
(
O(∆x4) +O(∆t2)

)
.
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Análogamante, desarrollando por (xj, tn+1) obtenemos

u(xj, tn+1)− u(xj, tn) = λδ2u(xj, tn+1)

+ ∆t

(
−∆t

2
− ∆x2

12

)
∂4u

∂x4 (xj, tn+1)

+ ∆t
(
O(∆x4) +O(∆t2)

)
.

Multiplicando la primera ecuación por (1 − α), la segunda por α, y
sumando los resultados obtenemos

u(xj, tn+1)− u(xj, tn)

= λ
(
(1− α)δ2u(xj, tn) + αδ2u(xj, tn+1)

)
+ ∆tτjn,

donde

τjn =





O(∆t) +O(∆x2) para 0 6 α 6 1, α 6= 1/2,

O(∆t2) +O(∆x4) para α = 0 y λ = 1/6,

O(∆t2) +O(∆x2) para α = 1/2.

(5.62)

El resultado (5.62) implica que (5.58) es consistente a (5.57); en par-
ticuar, para el caso expĺıcito (α = 0) la selección λ = 1/6 entrega un
orden de consistencia mayor que para λ 6= 1/6. Este resultado intere-
sante fur observado por Milne en 1953. El método para α = 1/2 se
llama método de Crank-Nicolson (1947) y se usa frecuentemente debi-
do a su alto orden de consistencia. Obviamente, un método expĺıcito
posee la ventaja de que no es necesario resolver sistemas de ecuacio-
nes diferenciales. Conoceremos sus desventajas ahora al investigar las
propiedades de convergencia.

En lo siguiente, no consideraremos errores de redondeo o de ingreso
de datos. Sea

zjn := ujn − u(xj, tn), j = 0, . . . , N + 1, n = 0, . . . ,M

el error entre la solución exacta y la solución aproximada. Supongamos
que las computaciones se realizan hasta un tiempo finito y fijo T =
M∆t. Definamos

zn := (z1n, . . . , zNn)T ∈ RN , n = 0, . . . ,M

y consideremos que

ujn = u(xj, tn) para n = 0, j = 0 y j = N + 1

y por lo tanto

z0n = zN+1,n = zj0 = 0, j = 0, . . . , N + 1, n = 0, . . . ,M. (5.63)
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Entonces, restando (5.58) de (5.62), obtenemos en virtud de (5.63)

zn+1 = Czn + ∆tσn, n = 0, . . . ,M − 1,

z0 = 0,
(5.64)

donde definimos

C := (I + αλB)−1
(
I − (1− α)λB

)
∈ RN×N ,

σn := (I + αλB)−1τ n ∈ RN ,

τ n := (τ1n, . . . , τNn)T ∈ RN .

Para vectores y = (y1, . . . , yN)T ∈ RN definimos la norma Euclidiana

‖y‖2 :=

(
1

N

N∑

i=1

y2
i

)1/2

;

entonces la norma matricial inducida es la norma espectral. Suponga-
mos ahora que λ := ∆t/∆x2 satisface la condición

λ





6
1

2(1− 2α)
si 0 6 α <

1

2
,

arbitrario si
1

2
6 α 6 1.

(5.65)

Entonces la simetŕıa de C entrega después de un pequeño cálculo

‖C‖2 = rσ(C) < 1,

ya que los valores propios γ1, . . . , γN de B satisfacen

γj = 4
2

sen

(
jπ

2(N + 1)

)
, j = 1, . . . , N.

Además, sabemos que
∥∥(I + αλB)−1

∥∥
2
< 1,

y por lo tanto

‖σn‖2 6 ‖τ n‖2.

Entonces, tomando la norma en (5.64) obtenemos

‖zn+1‖2 6 ‖zn‖2 + ∆t‖τ n‖2, n = 0, . . . ,M − 1 =
T −∆t

∆t
,

‖z0‖2 = 0.
(5.66)

Como

‖τ n‖2 6 máx
16j6N

|τjn|,
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se tiene que (5.62) también es válido para ‖τ n‖2, n = 0, . . . ,M . Defi-
niendo

τ := máx
06n6M

‖τ n‖2,

obtenemos de (5.62) y (5.66)

‖zn‖2 6 Tτ =





O(∆t) +O(∆x2) para 0 6 α 6 1

O(∆t2) +O(∆x4) para α = 0 y λ = 1/6,

O(∆t2) +O(∆x2) para α = 1/2,

n = 0, . . . ,M.

(5.67)

Resumimos los resultados de nuestro análisis en el siguiente teore-
ma.

Teorema 5.3. Bajo la condición (5.65) la solución del método de di-
ferencias (5.58) converge para ∆x,∆t → 0 a la solución de (5.57) en
la norma Euclidiana, y del orden indicado por (5.67). Aqui se supone
que la solución de (5.57) es suficientemente suave.

Comentamos que (5.65) implica que para α > 1/2 no es necesario
imponer restricciones a ∆t/∆x2.

En la Sección 5.5 veremos que (5.65) esencialmente también es ne-
cesario para la convergencia.

5.4.3. Métodos de dos pasos para la ecuación del calor. En-
seguida discutiremos dos métodos de dos pasos para el tratamiento
numérico de (5.53) y (5.57), respectivamente. Desde un punto de vista
ingenuo, se podŕıa considerar el siguiente método

uj,n+1 = uj,n−1 + 2λδ2ujn, j = 1, . . . , N, n > 1. (5.68)

En la Sección 5.5 veremos que este método es enteramente inútil, puesto
que no converge para ningún valor de λ, tan pequeño que sea.

Por otro lado, śı se recomienda el uso del método de Du Fort y
Frankel (1953):

uj,n+1 = uj,n−1 + 2λ(uj+1,n − uj,n+1 − uj,n−1 + uj−1,n),

j = 1, . . . , N, n > 1.
(5.69)

Veremos en la Sección 5.5 que el método (5.69) tiene muy buenas pro-
piedades de convergencia. Puesto que, además, el método es expĺıci-
to, requiere sólo poco esfuerzo computacional. Sin embargo, queremos
destacar una particularidad de la consistencia de (5.69). Algunos desa-
rrollos en serie de Taylor de la solución exacta entregan las siguientes
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identidades:

1

2∆t

(
u(xj, tn+1)− u(xj, tn−1)

)

=
∂u

∂t
(xj, tn) +

∆t2

6

∂3u

∂t3
(xj, tn) +O(∆t4),

1

∆x2 δ
2u(xj, tn) =

∂2u

∂x2 (xj, tn) +
∆x2

12

∂4u

∂x4 (xj, tn) +O(∆x4),

1

∆x2

(
u(xj+1, tn)− u(xj, tn+1)− u(xj, tn−1) + u(xj−1, tn)

)

=
1

∆x2 δ
2u(xj, tn)− ∆t2

∆x2

∂2u

∂t2
(xj, tn) +O

(
∆t4

∆x2

)
.

Debido a ut = uxx la combinación de esas tres ecuaciones lleva a

u(xj, tn+1)− u(xj, tn−1)

2∆t

− u(xj+1, tn)− u(xj, tn+1)− u(xj, tn−1) + u(xj−1, tn)

∆x2

=
∆t2

∆x2

∂2u

∂t2
(xj, tn) +

∆t2

6

∂3u

∂t3
(xj, tn)− ∆x2

12

∂4u

∂x4 (xj, tn)

+O
(

∆t4

∆x2

)
+O(∆x4) +O(∆t4).

Aqúı vemos que una condición necesaria para la consistencia de (5.69)
con la ecuación del calor ut = uxx es

ĺım
∆x,∆t→0

∆t

∆x
= 0,

ya que si existiera un número β > 0 tal que

ĺım
∆x,∆t→0

∆t

∆x
= β,

entonces (5.69) seria una aproximación consistente con la ecuación hi-
perbólica

ut − uxx + β2utt = 0.

5.5. La teoŕıa de Lax y Richtmyer

5.5.1. El teorema de equivalencia de Lax. Esta sección resume la
teoŕıa de estabilidad para métodos de diferencias finitas de problemas
de valores iniciales publicada en 1956 por P.D. Lax y R.D. Richtmyer.
La teoŕıa es similar a la teoŕıa de Dahlquist para problemas de valores
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iniciales de ecuaciones diferenciales ordinarias. Aqúı también obtene-
mos un teorema de equivalencia que nos permite estudiar el compor-
tamiento de métodos de diferencias para una gran clase de problemas
de valores iniciales, y queremos aplicar esta teoŕıa a los métodos estu-
diados en las últimas dos secciones. La transformación de Fourier sera
una herramienta útil para lograr esto.

Sea I ⊂ R un intervalo y X un espacio de Banach de funciones
vectoriales definidas sobre I:

X =
{
u =

(
u(1), . . . , u(p)

)T | R ⊃ I → Cp
}
.

Sea ‖ · ‖ la norma de X. Sea 0 6 t 6 T el intervalo de un parámetro, y
sea A : X ⊃ D(A) → X un operador lineal diferencial con el dominio
D(A) ⊂ X. Podemos escribir A en forma matricial de la siguiente
manera:

A = (aik), i, k = 1, . . . , p,

donde

aik =
s∑

ν=0

a
(ν)
ik (x)

∂ν

∂xν
, a

(ν)
ik : R ⊃ I → C,

es decir, A no debe depender del parámetro t.
Se considera ahora el problema de valores iniciales

d

dt
u(t) = Au(t), 0 < t 6 T ; u(0) = u0 ∈ X. (5.70)

Una solución de (5.70) es una familia de elementos de X, u(t) : R ⊃
[0, T ] → X, que depende de t de forma diferenciable, y que satisfa-
ce (5.70). Ahora, sea D ⊂ D(A) ⊂ X el conjunto de aquellas funciones
u0 ∈ X a las cuales pertenece una solución clásica (o intŕınseca) de
(5.70). A través de (5.70), se define para cada t ∈ [0, T ] un operador
lineal

E0(t) : X ⊃ D → X, E0(t)u0 = u(t), u0 ∈ D.
El operador E0(t) se llama operador de solución asociado al problema
(5.70). Se define lo siguiente.

Definición 5.3. El problema de valores iniciales (5.70) se llama co-
rrectamente puesto si

a) El dominio D ⊂ X de E0(t) es denso en X.
b) La familia de operadores E0(t), t ∈ [0, T ], es uniformemente aco-

tada, es decir,

∃KE > 0 : ∀t ∈ [0, T ] : ‖E0(t)‖ 6 KE .
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La segunda condición (b) dice que cada solución clásica u(t) de
(5.70) depende continuamente de la función inicial u0 ∈ D ⊂ X. La
primera condición (a) dice que cualquier función inicial u0 ∈ X puede
ser aproximada a precisión arbitraria por una función inicial que per-
tenece a D. Además, E0(t) posee una extensión lineal y continua bien
definida E(t) : X → X definida sobre todo el espacio X con

‖E(t)‖ = ‖E0(t)‖ para t ∈ [0, T ].

Nos referimos a E(t) como operador de solución generalizado y a las
funciones

u(t) = E(t)u0, u0 ∈ X,
como soluciones generalizadas de (5.70). Se puede verificar facilmente
que

E(s+ t) = E(s)E(t) para s, t > 0. (5.71)

Comentamos que los problemas de valores iniciales estudiados en
las dos secciones anteriores son correctamente puestos.

Ahora consideremos aproximaciones por diferencias finitas al pro-
blema (5.70). Sean ∆x y ∆t tamaños de pasos escogidos de tal manera
que ∆x depende de alguna manera de ∆t:

∆x = ψ(∆t), donde ĺım
∆t→0

ψ(∆t) = 0.

Además, sea T : X → X ′ el siguiente operador de translación:

Tu(x) = u(x+ ∆x) ∀u ∈ X. (5.72)

En los ejemplos que se considerarán más adelante, el espacio de Banach
X ′ siempre es idéntico a X. En virtud de (5.72) es obvio como hay que
definir las potencias T ν , ν ∈ N.

Una aproximación por diferencias finitas que conecta dos capas de t
(es decir, un método de paso simple) puede ser escrita en la forma

B1(∆t)un+1 = −B0(∆t)un, n = 0, . . . , N − 1 =
T −∆t

∆t
,

donde

B%(∆t) =
∑

|ν|<∞
B(%)
ν T ν , B(%)

ν ∈ Cp×p, % = 0, 1. (5.73)

Suponiendo que el operador B1(∆t) es invertible, podemos definir

C(∆t) := −B−1
1 (∆t)B0(∆t)

y escribir la aproximación por diferencias finitas en la forma

un+1 = C(∆t)un, n = 0, . . . , N − 1. (5.74)
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Definición 5.4. La aproximación por diferencias finitas (5.74) se lla-
ma consistente a (5.70) si para cada solución intŕınsica u(t), t ∈ [0, T ],
de una clase U ⊂ X de funciones cuyas funciones iniciales u(0) = u0

forman un conjunto denso en X, se satisface la relación

ĺım
∆t→0

1

∆t

∥∥u(t+ ∆t)−C(∆t)u(t)
∥∥ = 0

uniformemente para t ∈ [0, T ].
(5.75)

La expresión

1

∆t

∥∥u(t+ ∆t)−C(∆t)u(t)
∥∥

se llama error de truncación de la aproximación (5.74).

Definición 5.5. La aproximación por diferencias finitas (5.74) se lla-
ma convergente si para cada sucesión {∆jt}j∈N tal que ∆jt→ 0 para
j →∞ y cada sucesión {nj}j∈N, nj ∈ N tal que nj∆jt→ t para j →∞
con t ∈ [0, T ] arbitrario, y cualquier función inicial u0 ∈ X, tenemos
para la solución u(t) ∈ X (posiblemente se trata de una solución ge-
neralizada) de (5.70) correspondiente:

ĺım
j→∞

∥∥C(∆jt)
nju0 − u(t)

∥∥ = 0. (5.76)

Definición 5.6. La familia de operadores de diferencias

C(∆t) : X → X, ∆t > 0

se llama estable si existen constantes τ > 0 y K > 0 tales que
∥∥C(∆t)n

∥∥ 6 K para ∆t ∈ (0, τ ], n∆t ∈ [0, T ]. (5.77)

Lema 5.1. Si para cada u ∈ X existe una constante K(u) > 0 tal que
∥∥Cn(∆t)u

∥∥ 6 K(u) para ∆t ∈ (0, τ ], n∆t ∈ [0, T ],

entonces existe una constante K tal que se satisface la condición de
estabilidad (5.77).

Demostración. Ver Richtmyer & Morton (1967), §2.5.

Teorema 5.4 (Teorema de equivalencia de Lax). Sea el problema de
valores iniciales (5.70) correctamente puesto, y sea (5.74) consistente a
(5.70). Entonces la estabilidad de los operadores de diferencias C(∆t)
en (5.74) es equivalente con la convergencia de (5.74).

Demostración.
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1. Primero demostramos que la convergencia implica la estabilidad.
Para tal efecto, notamos primero que para ∆t > 0, los operadores
C(∆t) : X → X son lineales y continuos. Supongamos ahora
que (5.77) no es válido. Entonces, existen una función u0 ∈ X y
sucesiones {∆jt}j∈N y {nj}j∈N, nj ∈ N, j ∈ N y nj∆jt ∈ [0, T ]
tales que

∥∥C(∆jt)
nju0

∥∥→∞ para j →∞. (5.78)

Como consecuencia, se debe satisfacer

∆jt
j→∞−→ 0,

puesto que sino la sucesión {nj}j∈N seŕıa acotada y en virtud
de la dependencia continua de C(∆t) de ∆t > 0, (5.78) no
podŕıa ser válido. Entonces existe una subsucesión {jν}ν∈N tal
que njν∆jν t→ t0 para ν → ∞ y algún t0 ∈ [0, T ]. En virtud de
(5.78) tenemos que la condición de convergencia (5.76) no puede
estar satisfecha, puesto que debido a la hipótesis de la correctitud
del problema (5.70), el valor

∥∥E(t0)u0

∥∥ =
∥∥u(t0)

∥∥

es finito. Esto concluye la demostración de esta dirección.
Se nota que hasta ahora no hemos utilizado la condición de

consistencia (5.75). Efectivamente existen métodos de diferencias
inconsistentes que convergen.

2. Ahora demostramos que la estabilidad implica la convergencia.
Sea D ⊂ X un subconjunto denso en X, tal que para cada
u0 ∈ D la familia de funciones u(t) = E(t)u0 entrega una solu-
ción intŕınsica de (5.70), y la condición de consistencia (5.75) se
satisface. Sean {nj}j∈N y {∆jt}j∈N sucesiones tales que nj∆jt→
t ∈ [0, T ] para j →∞. Además, sea ψj la diferencia entre la so-
lución numérica y la solución exacta en el punto nj∆jt, es decir,

ψj =
(
C(∆jt)

nj − E(nj∆jt)
)
u0

=

nj−1∑

k=0

C(∆jt)
k
(
C(∆jt)− E(∆jt)

)

· E
(
(nj − 1− k)∆jt

)
u0;

(5.79)

fácilmente podemos confirmar que la segunda ecuación es correc-
ta. Debido a la condición de estabilidad (5.77) sabemos que

∥∥C(∆jt)
k
∥∥ 6 K para k = 0, . . . , nj − 1.
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Además, la condición de consistencia (5.75) implica que para
cada ε > 0 existe un número δ > 0 tal que para ∆jt < δ y
k = 0, . . . , nj − 1 se tiene que

∥∥(C(∆jt)− E(∆jt)
)
u
(
(nj − 1− k)∆jt

)∥∥ 6 ε∆jt.

Utilizando la desigualdad triangular, obtenemos ahora de (5.79):

‖ψj‖ 6 Kεnj∆jt 6 KTε para ∆jt < δ. (5.80)

Dado que ε fue elegido arbitrariamente pequeño, (5.80) implica
que

ĺım
j→∞
‖ψj‖ = 0, (5.81)

es decir, la condición de convergencia (5.76) está demostrada
para cada u0 ∈ D si el operador E(nj∆jt) puede ser reemplazado
por el operador E(t). Definiendo

t′ := mı́n{t, nj∆jt}, s := |t− nj∆jt|,
obtenemos de (5.71)

E(nj∆jt)− E(t) = ±
(
E(s)− I

)
E(t′),

donde “+” y “−” son válidos para t < nj∆jt y t > nj∆jt,
respectivamente. Ahora concluimos que∥∥(E(nj∆jt)− E(t)

)
u0

∥∥ 6 KE
∥∥(E(s)− I

)
u0

∥∥,
donde KE es la constante de la Definición 5.3. Puesto que s→ 0
cuando nj∆jt → t y E(0) = I, esta última desigualdad nos
permite concluir que∥∥(E(nj∆jt)− E(t)

)
u0

∥∥→ 0

para nj∆jt→ t y u0 ∈ D.
(5.82)

Ahora, tomando en cuenta que∥∥(C(∆jt)
nj − E(t)

)
u0

∥∥ 6 ‖ψj‖+
∥∥(E(nj∆jt)− E(t)

)
u0

∥∥,
podemos deducir de (5.81) y (5.82) la condición de convergen-
cia (5.76) para todo u0 ∈ D. Ahora sea u ∈ X arbitrario y
{uν}ν∈N ⊂ D una sucesión que converge a u. En este caso,
(
C(∆jt)

nj − E(t)
)
u =

(
C(∆jt)

nj − E(t)
)
uν

+C(∆jt)
nj(u− uν)− E(t)(u− uν).

Obviamente, para j y ν suficientemente grande podemos achicar
arbitrariamente los tres términos del lado derecho. Entonces, he-
mos establecido (5.76) para funciones u ∈ X arbitrarias, lo que
concluye la demostración del teorema.
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Según el Teorema 5.4, para la investigación de la convergencia de
métodos de diferencias consistentes para problemas de valores iniciales
correctamente puestos es suficiente verificar la estabilidad (o la ines-
tabilidad) de la familia de operadores C(∆t) para ∆t > 0. Antes de
examinar algunos métodos espećıficos, demostraremos como podemos
convertir un método de pasos múltiples en un método de paso simple.

5.5.2. Conversión de un método de pasos múltiples en un
método de paso simple. En general, un método de diferencias fi-
nitas es de la forma

Bq(∆t)un+q + . . .+B1(∆t)un+1 +B0(∆t)un = 0. (5.83)

Aqúı se supone que un, . . . ,un+q−1 son conocidas, y que hay que calcu-
lar un+q desde (5.83). Para q = 1, nos encontramos en el caso especial
(5.70). Para admitir una solución única, la inversa (Bq(∆t))

−1 debe
existir; ahora definimos

C%(∆t) := −
(
Bq(∆t)

)−1
B%(∆t), % = 0, . . . , q − 1,

es decir podemos escribir (5.83) como

un+q = Cq−1(∆t)un+q−1 + . . .+C0(∆t)un. (5.84)

Ahora consideramos

ũn := (un+q−1, . . . ,un)T, n ∈ N0, u% ∈ X
para % = n, . . . , n+ q − 1

como elementos del espacio de Banach

X̃ := Xq = X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
q

.

Aqui definimos la norma de X̃ de la siguiente manera: si ‖u%‖, % =

n, . . . , n+ q− 1 es la norma de X, entonces el espacio X̃ está equipado
con la norma

‖ũn‖ :=

(
n+q−1∑

%=n

‖u%‖2

)1/2

.
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Ahora definimos los siguientes operadores de diferencias sobre X̃:

C̃(∆t) :=




Cq−1(∆t) · · · · · · · · · C0(∆t)
I 0 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 I 0



, ∆t > 0.

El sistema de ecuaciones de diferencias (5.84) es equivalente a

ũn+1 = C̃(∆t)ũn.

Una pequeña modificación (ver §7.3 en Richtmyer y Morton, 1967)
de la demostración del Teorema 5.4 demuestra que la estabilidad de la
familia de operadores C̃(∆t) : X̃ → X̃ es equivalente con la conver-
gencia del método de q pasos (5.83) o (5.84).

5.5.3. Transformación de Fourier de métodos de diferencias.
Consideremos ahora la aplicaciones del Teorema de Equivalencia de
Lax. El análisis se realizará en la norma L2, ya que en este caso los
espacios de Banach X son espacios de Hilbert, y podemos utilizar la
herramienta del análisis de Fourier.

Sea I = [0, L] ⊂ R un intervalo fijo, y consideremos funciones
cuadraticamente integrables del peŕıodo L:

u(x) :=
(
u(1)(x), . . . , u(p)(x)

)T
: R→ Cp,

donde u(x) = u(x+ L) para x ∈ R.

Además, definimos la forma bilineal

(u,v) :=

∫ L

0

p∑

ν=1

u(ν)(x)v̄(ν)(x) dx

y la norma

‖u‖ := (u,u)1/2.

Ahora, el espacio de Hilbert es

X :=
{
u : R→ Cp | u(x) = u(x+ L) para x ∈ R; (u,u) <∞

}
.

(5.85)

Cada función u ∈ X puede ser representada como serie de Fourier en
exactamente una manera. Por ejemplo, si definimos

L := {k = 2πm/L : m ∈ Z},
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podemos escribir

u(x) =
1√
L

∑

k∈L
cke

ikx, x ∈ R;

ck =
1√
L

∫ L

0

e−ikxu(x) dx ∈ Cp, k ∈ L.
(5.86)

Definimos

ck :=
(
c

(1)
k , . . . , c

(p)
k

)T ∈ Cp

y la sucesión c = {ck}k∈L. Entre dos sucesiones c y d de este tipo
definimos la forma bilineal

(c,d) :=

p∑

ν=1

∑

k∈L
c

(ν)
k d̄

(ν)
k

y la norma

‖c‖ := (c, c)1/2.

Ahora sea V el espacio de Hilbert

V :=
{
c = {ck}k∈L | ck ∈ Cp, (c, c) <∞

}
. (5.87)

Con cada u ∈ X asociamos de manera única el sistema c ∈ V de sus
coeficientes de Fourier:

φ : X 3 u 7→ c ∈ V.
Es fácil ver que la aplicación φ es biyectiva y lineal. Además, en virtud
de (5.86), sabemos que

‖u‖2 =

∫ L

0

p∑

ν=1

u(ν)(x)ū(ν)(x) dx

=
1

L

p∑

ν=1

∑

k,l∈L
c

(ν)
k c̄

(ν)
l

∫ L

0

exp
(
i(k − l)x

)
dx

=

p∑

ν=1

∑

k∈L

∣∣c(ν)
k

∣∣2 = (c, c) = ‖c‖2.

Acabamos de demostrar el siguiente resultado.

Lema 5.2. Sean X y V los espacios de Hilbert definidos por (5.85) y
(5.87), respectivamente. Entonces la aplicación φ : X → V mapea X a
V de manera isomorfa e isométrica (es decir, se conserva la norma).
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Sea ∆x > 0 un tamaño de paso y T : X → X el operador de
translación definido en (5.72). Ahora queremos ver de cuál forma es el
análogo isométrico de T , es decir, el operador

φTφ−1 : V → V.

Para u ∈ X y utilizando (5.72) y (5.86), obtenemos

v(x) = (Tu)(x) = T

(
1√
L

∑

k∈L
cke

ikx

)

=
1√
L

∑

k∈L
ckTe

ikx

=
1√
L

∑

k∈L

(
cke

ik∆x
)
eikx

=
1√
L

∑

k∈L
dke

ikx,

es decir, los coeficientes de Fourier de v(x) son

dk = cke
ik∆x para k ∈ L,

o sea, a la translación T : X → X por ∆x (ver (5.72)) corresponde,
en el espacio V de los coeficientes de Fourier, la multiplicación del
coeficiente número k (k ∈ L) por eik∆x.

5.5.4. Matrices de amplificación. Ahora supongamos que el opera-
dor A de (5.70) posee coeficientes constantes. En este caso, la aplicación
φ mapea los operadores de diferencias

B%(∆t) =
∑

|ν|<∞
B(%)
ν T ν : X → X, % = 0, 1

ya definido en (5.73) a la siguiente familia de matrices en el espacio V :

H%(∆t, k) :=
∑

|ν|<∞
eiνk∆xB(%)

ν ∈ Cp×p, % = 0, 1, k ∈ L.

Definiendo

G(∆t, k) := H−1
1 (∆t, k)H0(∆t, k), k ∈ L,

obtenemos como análogo isométrico de (5.74) la familia de sistemas
lineales

ck,n+1 = G(∆t, k)ck,n, k ∈ L, n = 0, . . . , N − 1,
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donde ck,n, ck,n+1 ∈ Cp y G(∆t, k) ∈ Cp×p. Formalmente, podemos
escribir {

G(∆t, k)
}
k∈L = φC(∆t)φ−1.

Definición 5.7. Las matrices G(∆t, k) ∈ Cp×p, k ∈ L, se llaman
matrices de amplificación asociadas al operador de diferencias C(∆t).

5.5.5. Teorema de Lax y Richtmyer y condición de estabili-
dad de von Neumann. Debido a la isometŕıa de los espacios X y V
podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.5 (Lax y Richtmyer, 1956). Los operadores de diferencias
C(∆t) que aparecen en (5.74) son estables (ver Definición 5.6) si y
sólo si existen constantes τ > 0 y K > 0 tales que∥∥Gn(∆t, k)

∥∥
2
6 K para ∆t ∈ (0, τ ], n∆t ∈ [0, T ], k ∈ L. (5.88)

Aqúı las matrices G(∆t, k) ∈ Cp×p son las matrices de amplificación
asociadas a C(∆t), y ‖ · ‖2 es la norma espectral.

Demostración.

a) Escogemos un elemento arbitrario k ∈ L y ck ∈ Cp tal que

‖ck‖2 = 1,
∥∥Gn(∆t, k)ck

∥∥
2

=
∥∥Gn(∆t, k)

∥∥
2

para algún n ∈ N. Luego definimos

u(x) :=
1√
L
cke

ikx ∈ X.

Sabemos que ‖u‖ = 1, y en virtud del análisis anterior,∥∥Gn(∆t, k)
∥∥

2
=
∥∥Gn(∆t, k)ck

∥∥
2

=
∥∥Cn(∆t)u

∥∥
6
∥∥Cn(∆t)

∥∥,
por lo tanto obtenemos

sup
k∈L

∥∥Gn(∆t, k)
∥∥

2
6
∥∥Cn(∆t)

∥∥.

b) Sea u ∈ X tal que ‖u‖ = 1. Si {ck}k∈L son los coeficientes de
Fourier de u, entonces sabemos que

∑

k∈L
‖ck‖2

2 = ‖u‖2 = 1,

y luego
∥∥Cn(∆t)u

∥∥2
=
∑

k∈L

∥∥Gn(∆t, k)ck
∥∥2

2

6 sup
k∈L

∥∥Gn(∆t, k)
∥∥2

2

∑

k∈L
‖ck‖2

2
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= sup
k∈L

∥∥Gn(∆t, k)
∥∥2

2
.

Dado que u ∈ X con ‖u‖ = 1 fue arbitrario, podemos concluir
que

∥∥Cn(∆t)
∥∥ 6 sup

k∈L

∥∥Gn(∆t, k)
∥∥

2
.

Esto concluye la demostración del Teorema 5.5.

En virtud de los Teoremas 5.4 y 5.5, la convergencia del método de
diferencias (5.74) es equivalente con la validez de (5.88). Veremos que
esta condición resulta muy útil.

El siguiente teorema entrega un criterio de estabilidad necesario
muy importante.

Teorema 5.6 (Condición de estabilidad de von Neumann). Una con-
dición necesaria para la convergencia del método de diferencias (5.74)
es la condición

rσ
(
G(∆t, k)

)
6 1 +O(∆t) para ∆t ∈ (0, τ ], k ∈ L. (5.89)

Demostración. Sea (5.74) convergente. En virtud de los Teoremas 5.4
y 5.5 obtenemos la validez de (5.88). Sin pérdida de generalidad sea
K > 1, donde K es la constante que aparece en (5.88). Como

rnσ(G) = rσ(Gn) 6 ‖Gn‖2,

tenemos que

rσ(G) 6 K1/n,

y en particular

rσ(G) 6 K∆t/T = (K1/T )∆t =: f(∆t).

La función f : [0, τ ] → R es estrictamente isotónica y convexa con
f(0) = 1. Entonces existe una constante c > 0 tal que f(∆t) 6 1 + c∆t
para ∆t ∈ [0, τ ].

Comentamos que en muchos casos la condición (5.89) también es
suficiente para la convergencia, por ejemplo si las matrices de ampli-
ficación G(∆t, k) son normales. En este caso se tiene rσ(G) = ‖G‖2.
Trivialmente, esto se cumple para p = 1.
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5.5.6. Análisis de estabilidad de algunos métodos de diferen-
cias. En lo siguiente, analizaremos las propiedades de estabilidad y
convergencia de los métodos de diferencias presentados en las Seccio-
nes 5.3 y 5.4. Aqui vamos a verificar la validez de (5.88) para cada
uno de los métodos. Todos los métodos de diferencias examinados son
consistentes con los problemas de valores iniciales correspondientes.

Ejemplo 5.4. Se examina el método (5.49) de la Sección 5.3, el cual
puede ser escrito en la forma

(
vj,n+1

wj,n+1

)
=

{
IT 0 +

λ

2
A(T 1 − T−1)

}(
vj,n
wj,n

)
, λ =

∆t

∆x
.

El operador {. . . } corresponde a C(∆t) en (5.74). Definiendo φ :=
k∆x y aplicando la substitución T ν 7→ eiνφ obtenemos las matrices de
amplificación

G(∆t, k) = I + iλ senφA ∈ C2×2, k ∈ L, ∆t > 0. (5.90)

Dado que según hipótesis, la matriz A ∈ R2×2 es simétrica, podemos
chequear facilmente que GG∗ = G∗G, lo que es equivalente con que la
matriz G en (5.90) es normal, y la condición de von Neumann (5.89)
es equivalente con la estabilidad (5.88). Obtenemos el radio espectral

rσ(G) =
(
1 + λ2 2

senφr2
σ(A)

)1/2
.

En virtud de rσ(A) > 0, esto implica que la condición de von Neumann
(5.89) está satisfecha para todo φ ∈ [0, 2π] si y sólo si

∃β > 0 :
∆t

∆x2 6 β. (5.91)

Por lo tanto, (5.91) es equivalente con la convergencia del método. Dado
que la relación (5.91) es muy deventajosa, no se puede recomendar este
método.

Ejemplo 5.5. Se examina el método (5.50) de la Sección 5.3, el cual
puede ser escrito en la forma
(
vj,n+1

wj,n+1

)
=

{
1

2
I(T + T−1) +

λ

2
A(T 1 − T−1)

}(
vj,n
wj,n

)
, λ =

∆t

∆x
.

Definiendo φ := k∆x obtenemos las matrices de amplificación corre-
pondientes

G(∆t, k) = cosφI + iλ senφA ∈ C2×2, k ∈ L, ∆t > 0.

Tal como en el Ejemplo 5.4 vemos que G es normal. Si µ1, µ2 ∈ R son
los valores propios de A, entonces los valores propios σ1, σ2 ∈ C de G
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satisfacen

|σj|2 = cos2 φ+ λ2µ2
j

2
senφ, j = 1, 2,

lo que implica que la condición

λ 6
1

rσ(A)
(5.92)

es equivalente con (5.89) y por lo tanto con la convergencia del método,
puesto λ > 0 se considera fijo. Para cualquier constante λ que no
satisface (5.92) el método ya no converge.

Ejemplo 5.6. Se examina el método (5.51) de la Sección 5.3, el cual
entrega la matrices de amplificación

G(∆t, k) =

[
1 ia
ia 1− a2

]
, a := 2cλ sen

φ

2
, φ := k∆x. (5.93)

Aqúı G no es normal. La matriz G posee los valores propios

σ1,2 = 1− 1

2
a2 ± i

a

2

√
4− a2. (5.94)

Según el Teorema de Schur existe una matrix unitaria U tal que

G = UΛU ∗, con U ∗ = U−1 ∈ C2×2,

donde Λ es una matriz triangular superior. Aqúı obtenemos

Λ =

[
σ1 b
0 σ2

]
, U =

1

2

√
2




1 i
1− σ̄1

a

i
1− σ1

a
1


 ,

donde

b := a

(
−a
√

4− a2 + i

(
a2 − 1

2

))
.

En virtud de ‖U‖2 = ‖U ∗‖2 = 1 sabemos que ‖Gn‖2 = ‖Λn‖2 para n ∈
N, es decir podemos utilizar las matrices Λ = Λ(∆t, k) para verificar
(5.88). Dado que para cada par de normas matriciales ‖·‖ y ‖·‖′ existen
constantes m > 0 y M > 0 tales que

∀n ∈ N : ∀A ∈ Cn×n : m‖A‖′ 6 ‖A‖ 6M‖A‖′,
sabemos que (5.88) se satisface si y sólo si todos los elementos de Λn,
n ∈ N0 son uniformemente acotados. En nuestro caso,

Λn =

[
σn1 bpn
0 σn2

]
, pn =

n−1∑

ν=0

σν1σ
n−ν−1
2 , n ∈ N. (5.95)
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Supongamos ahora que

λ <
1

c
.

En este caso, en virtud de (5.93),

a2 < 4, |σ1| = |σ2| = 1.

Además, sabemos que

|σ1 − σ2| > δ|a|, δ := 2
√

1− c2λ2 > 0.

Utilizando (5.95) sabemos que

pn =
σn1 − σn2
σ1 − σ2

si a 6= 0.

Ademas chequeamos que |b| 6 4|a|, por lo tanto

|bpn| 6
8

δ
, n ∈ N,

lo que significa que (5.88) se satisface para Λ(∆t, k), y el método con-
verge.

Supongamos ahora que

λ >
1

c
.

En el caso λ > 1/c, para algunos φ = k∆x la condición de von Neu-
mann (5.89) ya no se cumple, y el método ya no converge. Para λ = 1/c
tenemos que a2 = 4 para ciertos φ y debido a (5.94) σ1 = σ2 = −1.
Utilizando (5.95) se tiene en este caso

Λn = (−1)n
[
1 −nb
0 1

]
, n ∈ N.

Puesto que b 6= 0 (acordándonos que G no es normal) vemos que (5.88)
no está satisfecha y por lo tanto el método no converge.

Ejemplo 5.7. Consideremos el método (5.52) de la Sección 5.3. Las
matrices de amplificación para este método son

G(∆t, k) =
1

1 +
a2

4




1− a2

4
ia

ia 1− a2

4


 , a := 2cλ sen

φ

2
.

Aqúı se verifica de inmediato que GG∗ = G∗G = I, lo que significa
rσ(G) = ‖G‖2 = 1 para todo a ∈ R. Entonces, la condición (5.88) está
satisfecha para todo λ > 0, lo que implica la convergencia del método
para todo valor de λ = ∆t/∆x > 0. Tales métodos de diferencias se
llaman incondicionalmente estables.
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Ejemplo 5.8. Consideremos el método (5.58) de la Sección 5.4. Este
método puede ser escrito como
{
I − αλ(T−1 − 2I + T )

}
uj,n+1

=
{
I + (1− α)λ(T−1 − 2I + T )

}
uj,n, α ∈ [0, 1], λ =

∆t

∆x2 .

Para las matrices de amplificación (p = 1) obtenemos

G(∆t, k) =
1− 2(1− α)λ(1− cosφ)

1 + 2αλ(1− cosφ)
∈ R, φ = k∆x.

Ahora se verifica facilmente que la condición (5.65) es equivalente con
∣∣G(∆t, k)

∣∣ 6 1 para ∆t > 0, k ∈ L.

Pero esto significa la satisfacción de (5.88), y el método converge. El
método aún converge si la cota para λ en (5.65) se excede en una canti-
dad O(∆t), ya que la condición (5.89) aún está satisfecha en este caso-
Sin embargo, para cualquier λ fijo tal que

λ >
1

2(1− 2α)
, α <

1

2
,

el método diverge.

Ejemplo 5.9. Consideremos el método (5.68) de la Sección 5.4. Pri-
mero transformamos este método de dos pasos en un método de paso
simple. La substitución vjn := uj,n−1 entrega

(
uj,n+1

vj,n+1

)
=

[
2λ(T−1 − 2I + T ) I

I 0

](
ujn
vjn

)
, λ =

∆t

∆x2 .

Las matrices de amplificación son

G(∆t, k) =

[
−4λ(1− cosφ) 1

1 0

]
, φ = k∆x. (5.96)

Para cosφ 6= 1, los valores propios σ1 y σ2 de (5.96) satisfacen

σ1σ2 = −1, σ1 + σ2 < 0,

por lo tanto rσ(G) > 1 para cosφ 6= 1 y cada valor fijo λ > 0. Entonces,
no está satisfecha la condición de Neumann (5.89), y vemos que el
método es inutil.

Ejemplo 5.10. Consideremos el método (5.69) de la Sección 5.4. Tal
como en el ejemplo anterior, transformamos el método a un método de
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paso simple. Aqúı obtenemos las matrices de amplificación

G(∆t, k) =




4λ cosφ

1 + 2λ

1− 2λ

1 + 2λ

1 0


 , λ =

∆t

∆x2 , φ = k∆x.

Los valores propios de (5.72) son

σ1,2 =
2λ cosφ±

√
1− 4λ2

2
senφ

1 + 2λ
, (5.97)

lo que implica que |σ1| 6 1, |σ2| 6 1 para todo λ > 0 y φ ∈ R.
Podemos proceder como en el Ejemplo 5.6 analizando las potencias

de la matriz triangular Λ(∆, k) (ver (5.95)). Para λ 6 1/2 podemos
concluir (como en el Ejemplo 5.6) que (5.88) es válido. Nos queda para
analizar el caso λ > 1/2. Aqui distinguimos dos casos de los valores
propios.

a) Si σ1, σ2 ∈ R, un pequeño cálculo (utilizando (5.97)) verifica que

mı́n
{
|σ1|, |σ2|

}
6

2λ

1 + 2λ
< 1,

lo que implica

|pn| 6 1 + 2λ, n ∈ N.
Esto nos permite concluir que (5.88) queda válido para Λ(∆t, k).

b) Si σ1, σ2 6∈ R, podemos calcular (utilizando (5.97)) que

|σ2
1| = |σ2

2| =
4λ2 − 1

4λ2 + 4λ+ 1
=: γ2 < 1.

Esto inmediatamente entrega que

|pn| 6 nγn−1, n ∈ N,
lo que significa que también en este caso las potencias en (5.95)
estan uniformemente acotadas.

Cocluimos que el método converge para todo λ > 0, es decir, el método
es incondicionalmente estable.

Los resultados de convergencia son válidos en la norma L2, dado que
esta norma aparece en la transformación de Fourier. También existen
análises de convergencia en otras normas. Por supuesto, toda la teoŕıa
puede ser extendida al caso de varias variables espaciales.



Caṕıtulo 6

Introducción al Método de Elementos Finitos

6.1. Problemas de valores de frontera de ecuaciones
diferenciales ordinarias

Ya comentamos anteriormente que la ecuación diferencial ordinaria
de segundo orden autoadjunta

Ly ≡ − d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
+ q(x)y = g(x) (6.1)

es la ecuación diferencial de Euler del problema variacional

I[u] =
1

2

∫ b

a

(
p(x)(u′)2 + q(x)u2 − 2g(x)u

)
dx

!
= mı́n . (6.2)

Cada función y = y(x), y ∈ C2[a, b], que minimiza I[u], es decir, que
satisface

∀u ∈ C2[a, b] : I[y] 6 I[u],

necesariamente es una solución de la ecuación diferencial ordinaria
(6.1). Por otro lado, bajo ciertas hipótesis una solución y = y(x),
y ∈ C2[a, b], de (6.1) también es una solución del problema variacio-
nal I[u]

!
= mı́n. Es la equivalencia entre ambos problemas que forma

el fundamento de los métodos que vamos a discutir ahora, y que se
llaman métodos variacionales. Basicamente la idea de estos métodos
es la solución aproximada del problema variacional, pero donde uno
no se limita a funciones en C2[a, b]. La solución aproximada del pro-
blema variacional también es considerada una solución de la ecuación
diferencial.

Consideremos la ecuación (6.1) junto con las condiciones de borde

y(a) = α, y(b) = β. (6.3)

Las condiciones se convierten en condiciones homogéneas si definimos

z(x) := y(x)−Q(x), Q(x) := α
b− x
b− a − β

a− x
b− a ,

de manera que

Q(a) = α, Q(b) = β,
dQ

dx
= −α− β

b− a ,
139
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LQ =
α− β
b− a p

′(x) + q(x)Q(x) =: f(x),

y definiendo h(x) := g(x) − f(x), podemos escribir el problema de
valores de frontera como

(Lz)(x) = h(x), z(a) = z(b) = 0.

Entonces, en general podemos limitarnos a estudiar el problema de
valores de frontera semi-homogéneo

Ly ≡ − d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
+ q(x)y = g(x), y(a) = y(b) = 0. (6.4)

Aqúı se supone que

p ∈ C1[a, b], q, g ∈ C1[a, b],

p(x) > p0 > 0, q(x) > 0, x ∈ [a, b].
(6.5)

Se puede demostrar que en este caso, el problema (6.4) posee una única
solución y ∈ C2[a, b].

El dominio D del operador diferencial L es el conjunto de todas las
funciones en C2[a.b] que desaparecen en a y b:

D :=
{
u ∈ C2[a, b] | u(a) = u(b) = 0

}
.

El problema de valores de frontera es equivalente al problema de en-
contrar una solución de

Lu = g, u ∈ D. (6.6)

Bajo las hipótesis (6.5) existe una única solución de este problema.
Ahora definimos el producto escalar

(u, v) :=

∫ b

a

u(x)v(x) dx, u, v ∈ L2[a, b]

y la norma

‖u‖2 := (u, u)1/2.

Un operador T con el dominio (de definición) DT y la propiedad

∀u, v ∈ DT : (u, Tv) = (Tu, v)

se llama simétrico o autoadjunto sobre DT . Además, este operador se
llama definido positivo si

∀u ∈ DT : u 6≡ 0 =⇒ (Tu, u) > 0.

Teorema 6.1. El operador L es simétrico y definido positivo sobre D.
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Demostración. Comoo Lv = −(pv′)′ + qv, obtenemos

(u, Lv) =

∫ b

a

u(x)
(
−
(
p(x)v′(x)

)′
+ q(x)v(x)

)
dx

= −u(x)p(x)v′(x)
∣∣b
a

+

∫ b

a

(
p(x)u′(x)v′(x) + q(x)u(x)v(x)

)
dx.

(6.7)

El primer término en el lado derecho de (6.7) desaparece ya que u ∈ D,
y el segundo es simétrico con respecto a u y v, es decir,

(u, Lv) = (v, Lu) = (Lu, v).

Entonces, L es simétrico. Ahora, en virtud de (6.2) resulta para u|[a,b] 6≡
0

(Lu, u) =

∫ b

a

(
p(x)

(
u′(x)

)2
+ q(x)

(
u(x)

)2
)

dx

> p0

∫ b

a

(
u′(x)

)2
dx+

∫ b

a

q(x)
(
u(x)

)2
dx

>
p0

(b− a)2

∫ b

a

(
u(x)

)2
dx > 0.

Aqúı usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales

(
u(x)

)2
=

(∫ x

a

1 · u′(ξ) dξ

)2

6
∫ x

a

12 dξ

∫ x

a

(
u′(ξ)

)2
dξ 6 (b− a)

∫ b

a

(
u′(ξ)

)2
dξ,

la cual a su vez implica
∫ b

a

(
u(x)

)2
dx 6

∫ b

a

(
(b− a)

∫ b

a

(
u′(ξ)

)2
dξ

)
dx

= (b− a)2

∫ b

a

(
u′(ξ)

)2
dξ.

Ahora, (6.7) implica

∀u, v ∈ D : (u, Lv) = (Lu, v)

=

∫ b

a

(
p(x)u′(x)v′(x) + q(x)u(x)v(x)

)
dx.
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Pero la integral no existe sólo para u, v ∈ D, sino que también (por
ejemplo) para funciones diferenciables por trozos cuyas primeras deri-
vadas son cuadraticamente integrables. En general, consideraremos el
espacio de funciones V r[a, b), donde w ∈ V r(a, b) si y sólo si se cumplen
las siguientes condiciones:

a) w ∈ Cr−1[a, b].
b) Con la excepción de un número finito o a lo más contable de

puntos, w(r−1) es diferenciable en [a, b].
c) La función w(r)(x) es cuadraticamente integrable sobre [a, b],

donde r ∈ N ∪ {0}.
d) Además, se requiere que

‖w‖V r(a,b) :=

(∫ b

a

r∑

%=0

∣∣w(%)(x)
∣∣2 dx

)1/2

<∞. (6.8)

Obviamente, para r = 0, (a) y (b) no hacen sentido, y (c) exige que

‖w‖V 0(a,b) =

(∫ b

a

|w(x)|2 dx

)1/2

= ‖w‖2 <∞,

es decir, V 0(a, b) = L2(a, b).

Ejemplo 6.1. Subdividimos el intervalo [a, b] en n sub-intervalos del
tamaño h y definimos los nodos xi = a+ih para i = 0, . . . , n, a+nh = b.
En este caso, los trazados poligonales

s∆(x) :=
fi+1 − fi
xi+1 − xi

(x− xi) + fi

=
fi+1 − fi

h
(x− xi) + fi, x ∈ [xi, xi+1]

son elementos de V 1(a, b) porque s∆ ∈ C0[a, b] y s∆(x) es diferenciable
en todas partes con la excepción de los nodos x1, . . . , xn−1. Finalmente,
para f ∈ C1[a, b] resulta

s′∆(x) =
fi+1 − fi

h
= f ′(ξi), ξi ∈ [xi, xi+1],

lo que nos permite concluir que
∫ b

a

((
s∆(x)

)2
+
(
s′∆(x)

)2
)

dx =
n−1∑

i=0

∫ xi+1

xi

((
s∆(x)

)2
+
(
s′∆(x)

)2
)

dx

<∞.
Ahora sea

D :=
{
w ∈ V 1(a, b) | w(a) = w(b) = 0

}
,
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y definimos la forma bilineal simétrica

[u, v] :=

∫ b

a

(
p(x)u′(x)v′(x) + q(x)u(x)v(x)

)
dx, u, v ∈ D. (6.9)

Obviamente, D ⊂ D. Para u, v ∈ D ⊂ D tenemos [u, v] = (Lu, v). Si
g(x) denota la parte derecha de la ecuación diferencial (6.1), la siguiente
expresión es bien definida para cada u ∈ D:

I[u] = [u, u]− 2(u, g)

=

∫ b

a

(
p(x)

(
u′(x)

)2
+ q(x)

(
u(x)

)2 − 2u(x)g(x)
)

dx.
(6.10)

Ahora demostramos que I[u] asume su mı́nimo para la solución del
problema de valores de frontera.

Teorema 6.2. Sea y la solución de (6.1) o (6.3), respectivamente.
Entonces

∀u ∈ D, u 6= y : I[y] < I[u].

Demostración. Dado que Ly = g e y ∈ D, sabemos que

(u, g) = (u, Ly) = [u, y],

y según (6.10),

I[y] = [y, y]− 2(y, g) = (y, Ly)− 2(y, Ly) = −(y, Ly) = −[y, y].

La simetŕıa de [·, ·] implica que

[u− y, u− y] = [u, u]− 2[u, y] + [y, y].

Entonces podemos expresar I[u] como

I[u] = [u, u]− 2(u, g)

= [u, u]− 2(u, Ly)

= [u, u]− 2[u, y] + [y, y]− [y, y]

= [u− y, u− y]− [y, y].

Pero en virtud de (6.9),

∀u ∈ D, u 6= y : [u− y, u− y] > 0,

tal que

I[u] = [u− y, u− y]− [y, y] > −[y, y] = I[y].
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Si tenemos solamente p(x), q(x) > 0, entonces (Lu, u) > 0 para
u ∈ D y [u, u] > 0 para u ∈ D. Si (6.1) o (6.3) tiene la solución y,

∀u ∈ D : I[y] 6 I[u],

pero la función y posiblemente no es única.
Según el Teorema 6.2, el problema de valores de frontera (6.6) es

resuelto si se ha encontrado la función y para la cual I[u] asume su
mı́nimo. En el método de Ritz (1908), se minimiza I[u] de forma apro-
ximada. Se considera un sub-espacio M -dimesnsional DM ⊂ D, por
ejemplo generado por las funciones ϕ1, . . . , ϕM . Como DM ⊂ D, estas
funciones deben satisfacer ϕj(a) = ϕj(b) = 0, y toda función v ∈ DM

puede ser representada como combinación lineal

v =
M∑

µ=1

αµϕµ, α1, . . . , αM ∈ R.

Esta función v satisface

I[v] = [v, v]− 2(v, g)

=

[
M∑

µ=1

αµϕµ,
M∑

ν=1

ανϕν

]
− 2

(
M∑

µ=1

αµϕµ, g

)

=
M∑

µ,ν=1

αµαν [ϕµ, ϕν ]− 2
M∑

µ=1

αµ(ϕµ, g)

=: Φ(α1, . . . , αM).

(6.11)

Los números α1, . . . , αM se determinan de tal forma que Φ(α1, . . . , αM)
asume su mı́nimo. Una condición necesario para que eso ocurra es la
condición

1

2

∂Φ(α1, . . . , αM)

∂αi
=

1

2

M∑

µ,ν=1

[ϕµ, ϕν ]

(
∂αµ
∂αi

αν + αµ
∂αν
∂αi

)
− (ϕi, g) = 0.

Dado que

∂αk
∂αi

= δik =

{
1 si i = k,

0 sino,

podemos escribir

1

2

M∑

ν=1

[ϕi, ϕν ]αν +
1

2

M∑

µ=1

[ϕµ, ϕi]αµ =
M∑

j=1

[ϕi, ϕj]αj,
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por lo tanto los coeficientes α1, . . . , αM buscados deben satisfacer el
sistema lineal

1

2

∂Φ(α1, . . . , αM)

∂αi
=

M∑

j=1

[ϕi, ϕj]αj − (ϕi, g) = 0, i = 1, . . . ,M.

Definiendo

aij := [ϕi, ϕj], bi := (ϕi, g), (6.12)

A :=



a11 · · · a1M
...

...
aM1 · · · aMM


 , b :=



b1
...
bM


 , α :=



α1
...
αM


 ,

obtenemos el sistema

Aα = b. (6.13)

La matriz A es simétrica. Para ver que también es definida positiva,
supongamos que k = (k1, . . . , kM)T 6= 0. Entonces

M∑

i=1

kiϕi =: w ∈ DM , w 6≡ 0,

y calculamos que

0 < [w,w] =
M∑

i,j=1

[ϕi, ϕj]kikj =
M∑

i,j=1

aijkikj = kTAk,

es decir,A es definida positiva; por ello concluimos que el sistema lineal
posee una solución única α∗ = (α∗1, . . . , α

∗
M)T. Ahora, según (6.11) y

(6.12),

Φ(α) = αTAα− 2αTb, (6.14)

y por lo tanto

(α−α∗)TA(α−α∗) = αTAα− 2αTAα∗ + (α∗)TAα∗

= αTAα− 2αTb+ (α∗)TAα∗

= Φ(α) + (α∗)TAα∗.

(6.15)

De (6.14) obtenemos con α = α∗ y Aα∗ = b:

Φ(α∗) = (α∗)TAα∗ − 2(α∗)TAα∗ = −(α∗)TAα∗.

Por otro lado, como A es definida positiva, para α 6= α∗ sabemos que

(α−α∗)TA(α−α∗) > 0.

Finalmente, en virtud de lo anterior, (6.15) implica que

0 < Φ(α)− Φ(α∗), α 6= α∗.
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Eso significa que la función buscada de DM , para la cual I[v] asume su
mı́nimo sobre DM , es

v∗(x) =
M∑

µ=1

α∗µϕµ(x),

donde

mı́n
v∈DM

I[v] = I[v∗].

Si por casualidad entre las funciones ϕ1, . . . , ϕM se encuentra la solución
del problema de valores de frontera, o sea si y ≡ ϕk para algún ı́ndice k,
la solución del sistema lineal (6.13) es

αi =

{
0 para i = 1, . . . ,M , i 6= k,

1 para i = k,

es decir, v∗(x) = ϕk(x) = y(x). Esto es una consecuencia directa del
Teorema 6.2 si tomamos en cuenta que

I[v] = Φ(α) > Φ(α∗) = I[v∗] > I[y].

Podemos resumir que el método de Ritz consiste en la computación
del vector α∗ del sistema Aα = b, donde

A = ([ϕi, ϕj])i,j=1,...,M , bi = (ϕi, g).

La combinación

v∗ =
M∑

µ=1

α∗µϕµ

es la función deseada, la cual minimiza el funcional I[u] sobre D.
Para discutir algunos aspectos prácticos, recordamos que las com-

ponentes de A y b son dadas por

aij = [ϕi, ϕj] =

∫ b

a

(
p(x)ϕ′i(x)ϕ′j(x) + q(x)ϕi(x)ϕj(x)

)
dx,

bi = (ϕi, g) =

∫ b

a

ϕi(x)g(x) dx.

El problema de si estas integrales pueden ser calculadas exactamente
depende de las funciones de base ϕ1, . . . , ϕM . En general, tendremos
que utilizar un método de cuadratura (integración numérica), lo cual
causa un error adicional. La selección de las funciones ϕ1, . . . , ϕM fre-
cuentemente es una tarea bastante dif́ıcil, la cual requiere de cierta
experiencia. Depende del problema puesto y de la precisión deseada.
Por ejemplo, se usarán funciones de base periódicas si se sabe que la
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solución del problema de valores de frontera es periódica. Por otro lado,
cuando no hay ninguna información acerca de la solución, frecuente-
mente se usan polinomios, por ejemplo polinomios ortogonales. Las
dificultades mencionadas aqúı se pueden evitar parcialmente si usamos
polinomios definidos por trozos, por ejemplo funciones spline. Estas
consideraciones nos llevan al método de elementos finitos.

Ejemplo 6.2. Consideremos el problema de valores de frontera

−y′′ = senx, y(0) = y(π) = 0,

el cual puede ser resuelto exactamente. Aqúı p ≡ 1, q ≡ 0, y g(x) =
senx.

a) Sea M = 1 y ϕ1(x) = x(π − x), ϕ′1(x) = π − 2x. En este caso,

a11 =

∫ π

0

(
ϕ′1(x)

)2
dx =

∫ π

0

(π2 − 4πx+ 4x2) dx =
π3

3
,

b1 =

∫ π

0

ϕ1(x)g(x) dx =

∫ π

0

x(π − x) senx dx

= π

∫ π

0

x senx dx−
∫ π

0

x2 senx dx

= π
[
senx− x cosx

]π
0
−
[
2x senx+ (2− x2) cosx

]π
0

= π2 + (2− π2) + 2 = 4.

Entonces, α1 = 12/π3 y

v∗(x) = α1ϕ1(x) =
12

π3x(π − x) ≈ 0,387x(π − x).

La función v∗(x) asume su máximo en x = π/2 con

v ∗
(π

2

)
=

3

π
≈ 0,955.

b) Sea M = 2, ϕ1(x) = senx, ϕ′1(x) = cosx, ϕ2(x) = sen(2x),
ϕ′2(x) = 2 cos(2x). Tenemos

a11 =

∫ π

0

(
ϕ′1(x)

)2
dx =

∫ π

0

cos2 x dx =
π

2
,

a12 =

∫ π

0

ϕ′1(x)ϕ′2(x) dx = 2

∫ π

0

cosx cos(2x) dx = 0,

a22 =

∫ π

0

(
ϕ′2(x)

)2
dx = 4

∫ π

0

cos2(2x) dx = 2π,

b1 =

∫ π

0

ϕ1(x)g(x) dx =

∫ π

0

2
senx dx =

π

2
,
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ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
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ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
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ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

x0 = a x1 x2 x3 x4 x5 = bx

0

0,25

0,5

0,75

1

ϕi

ϕ0

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

ϕ5

Figura 6.1. Las funciones ϕi, i = 0, . . . , n, dadas por
(6.17) para n = 5.

b2 =

∫ π

0

ϕ2(x)g(x) dx =

∫ π

0

sen(2x) senx dx = 0.

Entonces

A =

[
π/2 0
0 2π

]
; α1 = 1, α2 = 0; v∗(x) = sen x,

lo que es la solución exacta del problema.

6.2. Elementos finitos para problemas de valores de frontera
de ecuaciones diferenciales ordinarias

6.2.1. Funciones de planteo lineales por trozos. Ahora seguimos
desarrollando el método de Ritz en una versión donde cada función ϕi
es diferente de cero sólo en un (pequeño) subintervalo de [a, b]. Como
para la interpolación por splines, subdividimos el intervalo en n partes
de igual tamaño h introduciendo los nodos

xi = a+ ih, i = 0, . . . , n; a+ nh = b. (6.16)

Consideremos primero funciones de planteo lineales por trozos y conti-
nuas sh. El espacio Sh de estas funciones tiene como base las funciones
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ϕ0, . . . , ϕn definidas por

ϕi(x) =





x− a
h
− i+ 1 si xi−1 6 x 6 xi,

−x− a
h

+ i+ 1 si xi 6 x 6 xi+1,

0 sino,

i = 1, . . . , n− 1,

ϕ0(x) =




−x− a

h
+ 1 si x0 6 x 6 x1,

0 sino,

ϕn(x) =





x− a
h
− n+ 1 si xn−1 6 x 6 xn,

0 sino.

(6.17)

Cada función de Sh tiene la representación

sh(x) =
n∑

i=0

αiϕi(x).

Para la aproximación de la solución de (6.4), usaremos solamente aque-
llas funciones en Sh que satisfacen las condiciones de borde sh(a) =
sh(b) = 0, es decir, para las cuales

sh(a) =
n∑

i=0

αiϕi(a) = α0ϕ0(a) = 0,

sh(b) =
n∑

i=0

αiϕi(b) = αnϕn(b) = 0.

Como ϕ0(a) = ϕn(b) = 1, este requerimiento implica que α0 = αn = 0,
o sea podemos considerar el espacio de las funciones s0

h(x) que pueden
ser representadas como

s0
h(x) =

n−1∑

i=1

αiϕi(x). (6.18)

Cada función s0
h es diferenciable en [a, b] en todas partes, con la ex-

cepción de los nodos x1, . . . .xn−1, e integrable cuadraticamente junto
con su derivada. Si llamamos P 1

h (a, b) al espacio de todas las funciones
(6.18), observamos que P 1

h (a, b) ⊂ D, o sea las funciones (6.18) sirven
de planteo para el método de Ritz.
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Ya sabemos que los elementos de la matriz A se calculan de la
siguiente forma:

aij = [ϕi, ϕj] =

∫ b

a

(
p(x)ϕ′i(x)ϕ′j(x) + q(x)ϕi(x)ϕj(x)

)
dx

=
n∑

k=1

∫ xk

xk−1

(
p(x)ϕ′i(x)ϕ′j(x) + q(x)ϕi(x)ϕj(x)

)
dx.

Dado que

ϕj(x) = 0 para j 6∈ {i− 1, i, i+ 1} y x ∈ [xi−1, xi+1],

sabemos que [ϕi, ϕj] = 0 para |i− j| > 2, es decir,

A =




a11 a21 0 · · · 0

a21 a22 a23
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . an−1,n−2 an−1,n−1 an,n−1

0 · · · 0 an,n−1 ann



,

bi = (ϕi, g) =

∫ xi+1

xi−1

ϕi(x)g(x) dx.

Ahora, para α = (α1, . . . , αn−1)T y b = (b1, . . . , bn−1)T determinamos
α∗ = (α∗1, . . . , α

∗
n−1)T como solución del sistema lineal

Aα = b. (6.19)

La solución del sistema (6.19) entrega la solución aproximada del pro-
blema de valores de frontera (6.4):

s∗h(x) =
n−1∑

i=1

α∗iϕi(x).

Ya demostramos que la matriz A siempre es simétrica y definida
positiva. Para que una función s∗h sea una aproximación suficientemen-
te exacta de la verdadera solución y, el tamaño de paso h debe ser
muy pequeño. Normalmente, (6.19) es un sistema de gran tamaño, con
una matriz que siempre es simétrica, definida positiva y tridiagonal,
por lo tanto, el sistema (6.19) puede ser resuelto por muchos métodos
iterativos.

Ejemplo 6.3. Consideremos nuevamente el ejemplo de la ecuación
diferencial ordinaria −y′′ = senx con las condiciones de borde y(0) =
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y(π) = 0. Para i = 1, . . . , n, obtenemos

ai,i−1 =

∫ π

0

ϕ′i(x)ϕ′i−1(x) dx =

∫ xi

xi−1

ϕ′i(x)ϕ′i−1(x) dx,

dado que fuera de [xi−1, xi], por lo menos una de las funciones o ϕi−1

o ϕi desaparece. Entonces

ai,i−1 =

∫ xi

xi−1

1

h

(
−1

h

)
dx = −1

h
,

aii =

∫ π

0

(
ϕ′i(x)

)2
dx =

∫ xi+1

xi−1

(
ϕ′i(x)

)2
dx =

2

h
,

ai,i+1 = ai+1,i = −1

h
para i = 1, . . . , n− 1, es decir, obtenemos la matriz definida positiva

A =
1

h




2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1 2 −1

0 · · · 0 −1 2




6.2.2. Funciones de planteo cúbicas por trozos. Para poder apli-
car el método de Ritz con funciones de planteo cúbicas, definimos la
siguiente base de funciones sobre [a, b], donde a los nodos ya definidos
(6.16) agregamos x−k = a− kh y xn+k = b+ kh para k = 1, 2, 3:
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Figura 6.2. Las funciones ϕi, i = −1, . . . , n+ 1, dadas
por (6.20) para n = 5.
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A modo de ejemplo, la Figura 6.2 muestra las funciones ϕi, i =
−1, . . . , n+ 1, dadas por (6.20) para n = 5.

Cada función spline es de la forma

sh(x) =
n+1∑

i=−1

αiϕi(x). (6.21)

Sin embargo, para la aproximación usaremos sólo aquellas funciones
spline que satisfacen las condiciones de borde sh(a) = sh(b) = 0. Sea
P 3
h (a, b) el espacio de estas funciones. Pero ϕ−1(a) = ϕ1(a) = ϕn−1(b) =
ϕn+1(b) = 1 y ϕ0(a) = ϕn(b) = 4, es decir, las funciones (6.21) no van
a satisfacer en general las condiciones de borde, por lo tanto definimos
las nuevas funciones de base

ψi(x) :=





ϕi(x) para i = 2, . . . , n− 2,

ϕ0(x)− 4ϕ−1(x) para i = 0,

ϕ0(x)− 4ϕ1(x) para i = 1,

ϕn(x)− 4ϕn−1(x) para i = n− 1,

ϕn(x)− 4ϕn+1(x) para i = n.

Obviamente, estas funciones satisfacen ψ0(a) = ψ1(a) = ψn−1(b) =
ψn(b) = 0; entonces, ψi(a) = ψi(b) = 0 para i = 0, . . . , n. Se puede
demostrar que estas funciones son linealmente independientes. Con-
cluimos que cada función s0

h ∈ P 3
h (a, b) posee una representación

s0
h(x) =

n∑

i=0

αiψi(x), s0
h(a) = s0

h(b) = 0.

Las funciones ψi forman una base del espacio P 3
h (a, b), el cual a su vez

es un subespacio de D. Por lo tanto, podemos usar las funciones ψi
como funciones de planteo para el método de Ritz. Los elementos de la
matriz A ahora son

aij = [ψi, ψj] =

∫ b

a

(
p(x)ψ′i(x)ψ′j(x) + q(x)ψi(x)ψj(x)

)
dx

=
n∑

k=1

∫ xk

xk−1

(
p(x)ψ′i(x)ψ′j(x) + q(x)ψi(x)ψj(x)

)
dx.

Obviamente, [ψi, ψj] = 0 para |i − j| > 4. Ahora la matrix A es
una matriz de banda, que en su i-ésima fila tiene sólo los elementos
ai,i−3, ai,i−2, . . . , ai,i+3 diferentes de cero. La matriz es simétrica y defi-
nida positiva.
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6.2.3. Estudio del error y extensiones. Brevemente vamos a dis-
cutir el error cometido por el método de Ritz. Para el espacio D ya
definimos la norma ‖ · ‖V 1(a,b) en (6.8). Si y es la solución exacta del
problema de valores de frontera (6.4) y u∗ ∈ D es una solución apro-
ximada, nso interesa una cota del error ‖u∗ − y‖V 1(a,b). Para el planteo
con funciones cúbicas por trozos, también es posible estimar

‖u∗ − y‖∞ := máx
x∈[a,b]

∣∣u∗(x)− y(x)
∣∣.

Nos vamos a referir al siguiente lema sin desmostración.

Lema 6.1. Bajo las hipótesis de regularidad (6.5), existen constantes
0 < γ2,1 < Γ2,1 y 0 < γ∞ < Γ∞ tales que

∀u ∈ V 2(a, b) : γ∞‖u‖2
∞ 6 [u, u] 6 Γ∞‖u‖2

∞,

∀u ∈ V 1(a, b) : γ2,1‖u‖2
V 1(a,b) 6 [u, u] 6 Γ2,1‖u‖2

V 1(a,b).

Teorema 6.3. Sea y la solución exacta del problema de valores de
frontera (6.4) y v∗ ∈ DM la aproximación obtenida por el método de
Ritz. Entronces, para cada v ∈ DM tenemos las desigualdades

‖v∗ − y‖V 1(a,b) 6

(
Γ2,1

γ2,1

)1/2

‖v − y‖V 1(a,b) si DM ⊂ V 1(a, b),

‖v∗ − y‖∞ 6

(
Γ∞
γ∞

)1/2

‖v′ − y′‖∞ si DM ⊂ V 2(a, b).

(6.22)

Demostración. Ya establecimos [v − y, v − y] = I[v] + [y, y] para toda
función v ∈ V 1(a, b), es decir, tambien para todo v ∈ DM ⊂ D =
V 1(a, b). Por otro lado, de acuerdo con mı́nv∈DM I[v] = I[v∗],

mı́n
v∈DM

[v − y, v − y] = mı́n
v∈DM

I[v] + [y, y]

= I[v∗] + [y, y] = [v∗ − y, v∗ − y].

Entonces,

∀v ∈ DM : [v − y, v − y] > [v∗ − y, v∗ − y].

Dado que v − y ∈ V 1(a, b) para DM ⊂ V 1(a, b) y (v − y) ∈ V 2(a, b) si
DM ⊂ V 2(a, b), Teorema 6.3 sigue en virtud del Lemma 6.1.

Usaremos el teorema para estimar el error cometido por el método
de elementos finitos. Para ello aprovechamos que (6.22) es válido para
cada función v ∈ DM . Primero, sea DM = P 1

h (a, b), es decir, el espacio
de las funciones continuas y lineales por trozos con sh(a) = sh(b) = 0.
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Además, sea vh la única función de P 1
h (a, b) que satisface vh(xi) = y(xi)

para i = 0, . . . , n:

vh(x) =
y(xi+1)− y(xi)

h
(x− xi) + y(xi),

x ∈ [xi, xi+1], i = 0, . . . , n− 1.

Entonces, para cada y ∈ C2[a, b] tenemos las cotas

‖v′h − y′‖∞ 6 2Lh, ‖vh − y‖∞ 6 Lh2

con una constante L. Insertando esta expresión en (6.22), obtenemos

‖v∗ − y‖V 1(a,b) 6 (Γ2,1/γ2,1)1/2‖vh − y‖V 1(a,b)

6 (Γ2,1/γ2,1)1/2L(b− a)h(4 + h2)1/2.

Esto demuestra que el error medido en la norma ‖ · ‖V 1(a,b) es por lo
menos proporcional a h, o sea el método converge para h→ 0, n→∞,
y nh = b − a del primer orden. El método parece menos exacto que
el método de diferencias finitas. Pero hay que tomar en cuenta que en
‖ · ‖V 1(a,b) también se mide el error de la aproximación de la derivada.
Por ejemplo, se puede demostrar que

‖v∗ − y‖V 0(a,b) = O(h2).

Ahora elegimos el espacio P 3
h (a, b) ⊂ V 2(a, b) de las funciones spline

cúblicas, y sea vh(x) el spline que satisface las condiciones

vh(xi) = y(xi), i = 0, . . . , n; (6.23)

v′h(a) = y′(a), v′h(b) = y′(b). (6.24)

A través de las condiciones (6.23) y (6.24), la función vh está determi-
nada unicamente. Según resultados de la aproximación de una función
por una función spline,

‖v′h − y′‖∞ 6M1NLh
3.

Usando (6.22), obtenemos

máx
x∈[a,b]

∣∣v∗(x)− y(x)
∣∣ = ‖v∗ − y‖∞ 6M1NL

√
Γ∞
γ∞

h3 = O(h3). (6.25)

Eso significa que el error es del orden a lo menos O(h3), y el método
es más exacto que él de diferencias finitas; sin embargo, aqúı la cota
(6.25) aún puede ser mejorada. Por otro lado, un método de diferencias
finitas es mucho más facil de implementar.

En general, para el método de Ritz podŕıamos usar funciones de
planteo ϕi polinomiales por trozos de alto orden para incrementar el
orden de convergencia. Sin embargo, tal medida no vale el esfuerzo
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computacional adicional. El método de elementos finitos puede ser apli-
cado a la solución numérica de cualquier problema lineal de valores de
frontera de una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden.

6.3. El método de Ritz y elementos finitos para problemas
de valores de frontera de ecuaciones diferenciales

parciales eĺıpticas

Según el Teorema 4.1, ya sabemos que el problema

Lv = f, v ∈ D, (6.26)

L∗u ≡ −(a11u)xx − 2(a12u)xy − (a22u)yy + (a1u)x + (a2u)y + au,
(6.27)

D :=
{
v ∈ C0(Ḡ) ∩ C2(G) | v = 0 en ∂G

}
(6.28)

es solucionado si encontramos una función u = u(x, y) tal que

I[u] = mı́n
v∈D

= mı́n
v∈D

{
(v, Lv)− 2(v, f)

}
, (6.29)

donde

(v, Lv)− 2(v, f) =

∫

G

(
a11v

2
x + 2a12vxvy + a22v

2
y + av2 − 2vf

)
dx dy.

En el método de Ritz, I[v] se minimiza aproximadamente. Este método
es muy similar al método ya discutido para la solución de problemas
de valores de frontera para ecuaciones diferenciales ordinarias. Se elige
un sub-espacio DM ⊂ D M -dimensional, donde

D =
{
v ∈ V (G) | v = 0 en ∂G

}
,

y se considera como base un sistema de funciones ϕ1, . . . , ϕM lineal-
mente independientes. Cada función v ∈ DM es de la forma

v =
M∑

µ=1

αµϕµ, α1, . . . , αM ∈ R. (6.30)

Esta función v satisface

I[v] = [v, v]− 2(v, f)

=

[
M∑

µ=1

αµϕµ,

M∑

ν=1

ανϕν

]
− 2

(
M∑

µ=1

αµϕµ, f

)

=
M∑

µ,ν=1

αµαν [ϕµ, ϕν ]− 2
M∑

µ=1

αµ(ϕµ, f)

=: Φ(α1, . . . , αM).
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Como en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, el requerimiento
I[v]→ mı́n lleva al sistema de ecuaciones lineales

1

2

∂Φ(α1, . . . , αM)

∂αi
=

M∑

j=1

[ϕi, ϕj]αj − (ϕi, f) = 0, i = 1, . . . ,M.

(6.31)

Definiendo

S = ([ϕi, ϕj]), (ϕi, f) = bi, b = (b1, . . . , bM)T, α = (α1, . . . , αM)T,

podemos escribir el sistema (6.31) en la forma

Sα = b. (6.32)

La matriz S es simétrica y definida positiva, es decir (6.32) tiene una
solución única α∗ = (α∗1, . . . , α

∗
M)T. Tal como en el caso de ecuaciones

diferenciales ordinarias, se demuestra que Φ(α∗) 6 Φ(α) y entonces

I[v∗] = mı́n
v∈DM

I[v], v∗(x, y) =
M∑

µ=1

α∗µϕµ(x, y).

La selección de las funciones ϕµ, es decir, del sub-espacio DM , es dificil;
además, hay que determinar los valores de las integrales numericamen-
te. Una parte de las dificultades puede ser evitada si subdividimos Ḡ
an áreas pequeños y usamos sólo funciones de base ϕµ donde cada una
es diferente de cero sólo sobre pocos subdominios.

Consideremos una subdivisión de Ḡ en pequeños triángulos, es de-
cir, una triangulación. Supongamos que G es un dominio acotado,
abierto y convexo con una frontera ∂G continua, la cual puede ser
aproximada por un trazado poligonal ∂Gh, el cual enteramente perte-
nece a G y cuyos vértices pertenecen a ∂G. Este trazado poligonal es
el borde de un dominio poligonal Gh.

Ahora triangulamos el dominio Ḡ en la siguiente forma, que permite
representar Ḡh como

Ḡh =
N⋃

i=1

Di,

con triángulos D1, . . . , DN , donde dos triángulos o no tienen ningún
punto en común, o coinciden en exactamente un lado que pertenece
a ambos triángulos, o coinciden en exactamente un vértice. De este
modo, se evitan los llamados “nodos colgantes”.

Sea hi la distancia máxima de dos vértices de Di y

h := máx
16j6N

hj.
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En este caso, ∂Gh y Ḡh dependerán de h, y obviamente, ∂G es mejor
aproximado por ∂Gh cuando h es pequeño.

Los vértices de los triángulos Di se llaman nodos, el conjunto de los
nodos de llama R, el conjunto de los nodos en ∂Gh se llama ∂R. Bajo
nustras hipótesis, ∂Gh puede ser contruido de tal forma que los nodos
en ∂Gh también pertenece a ∂G, es decir, exigimos que ∂R ⊂ ∂G. En
general, una modificación del parámetro h implicará un nuevo borde
∂Gh. Supongamos que R y ∂R contienen M y M̃ nodos, respectivamen-
te, los que enumeramos en un cierto orden; sean (xj, yj), j = 1, . . . ,M

y (x̃k, ỹk), k = 1, . . . , M̃ estos puntos. Definimos las funciones base ϕi,
i = 1, . . . ,M , de la siguiente forma:

1. Para i = 1, . . . ,M , ϕi ∈ C0(Ḡh).
2. Sobre cada triángulo Dl, l = 1, . . . , N , cada función ϕi es un

polinomio de grado 1 en x e y.
3. Para i, j = 1, . . . ,M , ϕi(xj, yj) = δij.

4. Para i = 1, . . . ,M y k = 1, . . . , M̃ , ϕi(x̃k, ỹk) = 0.

Estos requerimientos determinan las funciones ϕ1, . . . , ϕM en forma
única. En (xi, yi), la función ϕi tiene el valore 1, y en todos los demás
nodos el valor cero.

Las funciones ϕi son elementos del espacio V (Gh), o sea podemos
formar las formas bilineales [ϕi, ϕj] reemplazando G por Gh, dado que
las funciones ϕi son diferenciables con respecto a x e y sobre cada
triángulo Dl, l = 1, . . . , N . La integral puede ser representada como

∫

Gh

=
N∑

i=1

∫

Di

.

Las funciones ϕ1, . . . , ϕM son linealmente independientes sobre Ḡh. (Si
no fuera aśı, debeŕıa existir una ecuación

M∑

i=1

αiϕi(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ḡh,

donde no todos los coeficientes αi desaparecen. Pero

M∑

i=1

αiϕi(xj, yj) =
M∑

i=1

αiδij = αj = 0, j = 1, . . . ,M,

aśı que todos los coeficientes deben desaparecer.) Entonces, las funcio-
nes ϕi generan como funciones base un espacio DM ; especificamente,
DM es el espacio de aquellas funciones continuas definidas sobre Gh

que son afinamente lineales sobre cada triángulo Dl, y que desaparecen
sobre ∂Gh.
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Ahora queremos aproximar la solución del problema variacional
(6.29) por una función de DM ; esta función será también una apro-
ximación del problema de valores de frontera (6.26). El planteo (6.30)
nos lleva a la solución aproximada

v∗(x, y) =
M∑

i=1

α∗iϕi(x, y),

donde

v∗(xj, yj) =
M∑

i=1

α∗iϕi(xj, yj) =
M∑

i=1

α∗i δij = α∗j ,

es decir

v∗(x, y) =
M∑

i=1

v∗(xi, yi)ϕi(x, y).

La matriz S del sistema lineal (6.32) tiene muy pocos elementos dife-
rentos de cero, dado que

[ϕi, ϕj] =

∫

Gh

{
a11(ϕi)x(ϕj)y + a12

(
(ϕi)x(ϕj)y + (ϕi)y(ϕj)x

)

+ a22(ϕi)y(ϕj)y + aϕiϕj

}
dx dy

y ϕiϕj = 0 si (xi, yi) y (xj, yj) no son puntos vecinos. Si existen exac-
tamente ki triángulos con el vértice (xi, yi, la matriz S tendrá en su
i-ésima fila exactamente ki + 1 elementos diferentes de cero. En el caso
discutido, la matriz S es simétrica y definida positiva, y por lo tanto
apta para la solución numérica del sistema (6.32) por el método SOR,
de gradientes conjugados, o un método multi-mallas.

Si la triangulación no es uniforme, la computación de los coeficientes
del sistema lineal (6.32) puede ser bastante costosa; pero normalmen-
te existe software que se encarga automaticamente de esta tarea. En
general, se trata de triangular un dominio de tal forma que los triángu-
los Di no difieren demasiado en forma y área. Pero para un dominio G
con una frontera curvada habrá que elegir triángulos diferentes cerca de
la frontera. La gran libertad que existe en la selección de los triángu-
los constituye una gran ventaja de los métodos de elementos finitos
comparado con el método de diferencias finitas.

En el interior de G, en muchos casos fácilmente de puede generar
una triangulación donde xi e yi son múltiples enteros de h, por ejemplo
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Figura 6.3. La definción de la función base ϕi según (6.33).

xi = mih, y = nih. En este caso (ver Figura 6.3),

ϕi(x, y) =





1− ni +
y

h
en Di1 ,

1 +mi − ni −
x− y
h

en Di2 ,

1 +mi −
x

h
en Di3 ,

1 + ni −
y

h
en Di4 ,

1−mi + ni +
x− y
h

en Di5 ,

1−mi +
x

h
en Di6 ,

0 en todas otras partes.

(6.33)

Para la computación de [ϕi, ϕj] y (ϕi, f) habrá que usar una fórmula
de cubatura si aik, a y f son funciones complicadas.

Para la discusión de algunos aspectos prácticos, consideremos el
problema de valores de frontera

Lu ≡ −uxx − uyy = f en G,

u = 0 en ∂G
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con el problema variacional asociado

I[v] =

∫

G

(v2
x + v2

y − 2vf) dx dy
!

= mı́n, v = 0 en ∂G. (6.34)

Supongamos que

Ḡ =
N⋃

i=1

Di,

es decir, G es la unión de un número finito N de triángulos, entonces
(6.34) implica que

I[v] =
N∑

i=1

∫

Di

(v2
x + v2

y − 2vf) dx dy
!

= mı́n . (6.35)

Sobre cada triángulo Di, v es una función afina, es decir, existen cons-
tantes ai, bi y ci tales que

v(x, y) = ai + bix+ ciy, vx = bi, vy = ci, (x, y) ∈ Di.

Los vértices de Di sean (xik, yik) para k = 1, . . . , 3. Si vik es el valor de
la aproximación v = v(x, y) en (xik, yik), podemos escribir

v(xik, yik) = vik = ai + bixik + ciyik, k = 1, . . . , 3,

y de este sistema de ecuaciones podemos determinar de forma única ai,
bi y ci como funciones de xik, yik y vik. Por lo tanto, en nuestro caso
podemos escribir (6.35) como

I[v] =
N∑

i=1

∫

Di

(
b2
i + c2

i − 2f(x, y)(ai + bix+ ciy)
)

dx dy
!

= mı́n .

(6.36)

Si denominamos por vj el valor de v(x, y) en el nodo (xj, yj), j =
1, . . . ,M , podemos escribir obviamente

I[v] = Φ(v1, . . . , vM).

El valor vj, 1 6 j 6 M , aparece entre los valores vik, i = 1, . . . , N ,
k = 1, . . . , 3, Lj veces si (xj, vj) es vértice de Lj triángulos. Si definimos
vh := (v1, . . . , vM)T, obtenemos con la matriz S ∈ RM×M y el vector
b ∈ RM la identidad

Φ(v1, . . . , vM) = (vh)TSvh − 2(vh)Tb.

El requerimiento Φ(v1, . . . , vm)
!

= mı́n lleva al sistema de ecuaciones

Svh = b.

La computación de S y b es (por lo menos) un poco complicada, con-
siderando que hay que integrar sobre cada triángulo separadamente.
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Esta complicación puede ser evitada mediante la interoducción de un
triángulo de referencia. A través de una transformación de coordena-
das biyectiva, cada triángulo Di puede ser transformado al triángulo
de referencia con los vértices (0, 0), (1, 0) y (0, 1). La transformación es

x = αi(ξ, η) = xi1 + (xi2 − xi1)ξ + (xi3 − xi1)η,

y = βi(ξ, η) = yi1 + (yi2 − yi1)ξ + (yi3 − yi1)η.
(6.37)

Denominamos el triángulo de referencia por D0, definiendo

v(x, y) = v
(
αi(ξ, η), βi(ξ, η)

)
= wi(ξ, η), (ξ, η) ∈ D0.

En este caso, wi(ξ, η) está definido sobre D0 y

wi(ξ, η) = ci0 + ci1ξ + ci2η.

Los coeficientes cij pueden ser calculados facilmente; de

wi(0, 0) = ci0,

wi(1, 0) = ci0 + ci1,

wi(0, 1) = ci0 + ci2

obtenemos

ci0 = wi(0, 0),

ci1 = wi(1, 0)− wi(0, 0),

ci2 = wi(0, 1)− wi(0, 0)

y por lo tanto

wi(ξ, η) = (1− ξ − η)wi(0, 0) + ξwi(1, 0) + ηwi(0, 1).

Para la formulación de las ecuaciones de los elementos finitos, podŕıamos
partir de (6.36), pero consideramos otro planteo. Escribimos (6.35) co-
mo

N∑

i=1

∫

Di

F (x, y) dx dy
!

= mı́n,

donde definimos

F (x, y) := v2
x(x, y) + v2

y(x, y)− 2v(x, y)f(x, y),

y tomamos en cuenta que∫

Di

F (x, y) dx dy =

∫

D0

F
(
αi(ξ, η), βi(ξ, η)

)
∆i(ξ, η) dξ dη

con el determinante funcional

∆i(ξ, η) =

∣∣∣∣
(αi)ξ(ξ, η) (βi)ξ(ξ, η)
(αi)η(ξ, η) (βi)η(ξ, η)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
xξ yξ
xη yη

∣∣∣∣ .
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Las derivadas de αi y βi pueden ser calculadas inmediatamente; obte-
nemos

∆i(ξ, η) = (xi2 − xi1)(yi3 − yi1)− (xi3 − xi1)(yi2 − yi1),

es decir, para cada i, ∆i es constante: ∆i(ξ, η) = ∆i. La transformación
(6.37) puede ser invertida fácilmente, y nos entrega

ξ = γi(x, y) =
1

∆i

(
(x− xi1)(yi3 − yi1)− (y − yi1)(xi3 − xi1)

)
,

η = δi(x, y) =
1

∆i

(
−(x− xi1)(yi2 − yi1) + (y − yi1)(xi2 − xi1)

)
.

(6.38)

Dado que v(x, y) = wi(ξ, η) para (x, y) ∈ Di, tenemos

vx = (wi)ξξx + (wi)ηηx, vy = (wi)ξξy + (wi)ηηy en Di.

Usando (6.38), podemos escribir

ξx =
yi3 − yi1

∆i

, ηx = −yi2 − yi1
∆i

, ξy = −xi3 − xi1
∆i

, ηy =
xi2 − xi1

∆i

,

y finalmente

Ii[v] :=

∫

Di

(
v2
x(x, y) + v2

y(x, y)− 2v(x, y)f(x, y)
)

dx dy

= ∆i

∫

D0

{[
(wi)ξ

yi3 − yi1
∆i

− (wi)η
yi2 − yi1

∆i

]2

+

[
−(wi)ξ

xi3 − xi1
∆i

+ (wi)η
xi2 − xi1

∆i

]2

− 2wihi(ξ, η)

}
dξ dη,

(6.39)

donde definimos hi(ξ, η) := f(αi(ξ, η), βi(ξ, η)). En virtud de

(wi)ξ = ci1 = wi(1, 0)− wi(0, 0) = v(xi2, yi2)− v(xi1, yi1) = vi2 − vi1,
(wi)η = ci2 = wi(0, 1)− wi(0, 0) = v(xi3, yi3)− v(xi1, yi1) = vi3 − vi1,
wi = ci0 + ci1ξ + ci2η = vi1 + (vi2 − vi1)ξ + (vi3 − vi1)η

obtenemos de (6.39)

Ii[v] =
1

∆i

∫

D0

{[
(vi2 − vi1)(yi3 − yi1)− (vi3 − vi1)(yi2 − yi1)

]2

+
[
(vi3 − vi1)(xi2 − xi1)− (vi2 − vi1)(xi3 − xi1)

]2

− 2∆2
i

[
vi1 + (vi2 − vi1)ξ + (vi3 − vi1)η

]
hi(ξ, η)

}
dξ dη.

(6.40)
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Del requerimiento

N∑

i=1

Ii[v]
!

= mı́n

obtenemos finalmente los valores deseados de v en los nodos. Formula-
mos el sistema de ecuaciones correspondiente. Primero calcuamos Ii[v],
en general por integración numérica. Las primeras dos ĺıneas de (6.40)
llevan a la expresión

(vi)T
(
S̄

(i)
1 + S̄

(i)
2

)
vi = (vi)TS̄

(i)
vi =

3∑

l,m=1

s̄
(i)
lmvilvim, vi =



vi1
vi2
vi3


 .

A modo de ejemplo, calculamos (vi)TS̄
(i)
1 v

i expĺıcitamente. Obtenemos

(vi)TS̄
(i)
1 v

i = (yi2 − yi3)2v2
i1 + (yi3 − yi1)2v2

i2 + (yi2 − yi1)2v2
i3

− 2(yi3 − yi1)(yi3 − yi2)vi1vi2

− 2(yi2 − yi1)(yi2 − yi3)vi1vi3

− 2(yi3 − yi1)(yi2 − yi1)vi2vi3.

Entonces, la matriz simétrica S̄
(i)
1 es

S̄
(i)
1 =

[
(yi2 − yi3)2 −(yi3 − yi1)(yi3 − yi2) −(yi2 − yi1)(yi2 − yi3)

−(yi3 − yi1)(yi3 − yi2) (yi3 − yi1)2 −(yi3 − yi1)(yi2 − yi1)
−(yi2 − yi1)(yi2 − yi3) −(yi3 − yi1)(yi2 − yi1) (yi2 − yi1)2

]
.

La matriz S̄
(i)
2 puede ser calculada analogamente. Definiendo S(i) :=

∆−1
i S̄

(i)
y tomando en cuenta que

∫

D0

dξ dη =
1

2
,

obtenemos

Ii[v] =
1

2
(vi)

TS(i)vi

− 2∆i

∫

D0

(
vi1 + (vi2 − vi1)ξ + (vi3 − vi1η

)
hi(ξ, η) dξ dη.

La integral puede ser aproximada por la fórmula de cuadratura de
Gauss más simple,

∫

D0

F (ξ, η) dξ dη ≈ 1

2
F

(
1

3
,
1

3

)
.

Después de un pequeño cálculo o llegamos a

Ii[v] ≈ Ĩi[v] :=
1

2
(vi)

TS(i)vi − ∆i

3
hi

(
1

3
,
1

3

)
(vi1 + vi2 + vi3).
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Con S(i) = (s
(i)
lm), l,m = 1, . . . , 3 tenemos

I[v] ≈ Ĩ[v] =
N∑

i=1

Ĩi[v]

=
1

2

N∑

i=1

(
(vi)TS(i)vi − 2(bi)Tvi

)

=
1

2

N∑

i=1

(
3∑

l,m=1

s
(i)
lmvilvim −

2∆i

3
hi

(
1

3
,
1

3

)
(vi1 + vi2 + vi3)

)
.

(6.41)

Ahoram, la tarea de minimizar Ĩ[v] entrega el sistema de ecuaciones

∂Ĩ[v]

∂vk
= 0, k = 1, . . . ,M, (6.42)

donde vk = v(xk, yk). Estas variables también se llaman variables de
nodos. Definiendo

∂vij
∂vk

= δ
(ij)
k =

{
0 si vij 6= vk,

1 si vij = vk,

podemos escribir (6.42) como

∂Ĩ[v]

∂vk
=

1

2

N∑

i=1

(
3∑

l,m=1

s
(i)
lm

(
δ

(li)
k vim + δ

(mi)
k vil

)

− 2∆i

3
hi

(
1

3
,
1

3

)(
δ

(1i)
k + δ

(2i)
k + δ

(3i)
k

)
)

= 0.

Entonces, el sistema de ecuacions de los elementos finitos es

1

2

N∑

i=1

3∑

l,m=1

s
(i)
lm

(
δ

(li)
k vim + δ

(mi)
k vil

)
=

N∑

i=1

b
(i)
k , k = 1, . . . ,M, (6.43)

donde

b
(i)
k =

2∆i

3
hi

(
1

3
,
1

3

)(
δ

(1i)
k + δ

(2i)
k + δ

(3i)
k

)
. (6.44)

Este sistema tiene la forma Svh = b, vh = (v1, . . . , vM)T. La par-
te derecha (6.44) puede ser calculada facilmente, pero es costoso de-
terminar los elementos de S desde (6.43). Para eso, volvemos nue-
vamente a (6.41) y fijamos la numeración de las variables de nodo
vk, k = 1, . . . ,M . Las identificamos con aquellos vij, i = 1, . . . , N ,
j = 1, . . . , 3, que no corresponden a valores de frontera. Cada vij es
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igual a una variable de nodos vk. (Por supuesto, una variable vk pue-
de corresponder a varios vij.) Como vij = 0 en los punto de frontera,
podemos escribir (6.41) como

Ĩ[v] =
1

2

M∑

k,l=1

sklvkvl −
M∑

k=1

bkvk, bk =
N∑

i=1

b
(i)
k .

Obviamente, podemos facilmente determinar la matriz S = (skl). Sus

elementos son sumas de elementos de las matrices S(i).


