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Capitulo 1

El espacio R", espacios métricos vy espacios vectoriales
9

En este capitulo consideramos el espacio
R" = {:c|x: (T1, ..y Tp), T1,..., Ty GR}, n €N,

cuyos elementos son puntos x que pueden ser descritos mediante un sistema de coordenadas.

1.1. R” como espacio métrico

Primero definimos el concepto de la distancia, precisamente, la distancia euclidiana entre
dos puntos de R", para convertir R” en un espacio métrico, donde recordamos la siguiente
definicion.

Definicién 1.1. Un conjunto M # @& se llama espacio métrico si para cada par de elementos
x,y € M existe un nimero d(z,y) € R tal que:
i) Para todo x,y € M, d(x,y) >0, y d(z,y) =0 si y sdlo si x =y (no-negatividad).
ii) Para todo x,y € M, d(z,y) = d(y,x) (simetria).
iii) Para todo x,y,z € M, d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) (desigualdad triangular).

Consideremos primero el caso n = 2 del plano con el sistema de coordenadas cartesiano
y dos puntos x = (z1,22) e y = (y1,¥2). Segin el Teorema de Pitagoras de la geometria
euclidiana, la distancia entre z e y es dada por

d(z,y) = v/ (y1 — 1)% + (y2 — 2)2.

Andlogamente, para dos puntos * = (z1,...,2,),y = (y1,...,Yn) € R"™ proponemos la
siguiente funcién de distancia:

(1.1)

Teorema 1.1. El espacio R", equipado por la funcion d : R™ x R" — R definida por (1.1),
es un espacio metrico.

Demostracion. Basta verificar que la funcién d satisface los axiomas (i)—(iii) de la Defini-
cién 1.1. Es trivial verificar (i) y (ii); para verificar (iii), recordamos que

Z(yz —x;)? < Z(yz —z)? + Z(zz — x;)?
i=1 i=1 i=1
es el enunciado de la desigualdad de Minkowski. [ |

7



8 1. EL ESPACIO R", ESPACIOS METRICOS Y ESPACIOS VECTORIALES

Definicién 1.2. La métrica d definida por (1.1) sobre R™ se llama métrica euclidiana sobre
R™. En espacio R™ = (R",d) se llama espacio euclidiano n-dimensional.

Queremos considerar las e-vecindades
U.(2) == {z|z € R", d(z,2°) < &}.
de un punto z° = (29,...,2%) paran = 1,2,3. En el caso n = 1, U.(2°) es el intervalo

abierto (20 — &, 2% 4 ¢). Para n = 2, U.(2°) es el interior del disco con centro 2° y radio e.
Para n = 3, U.(2°) es el interior de la bola con centro z° y radio e.

Definicién 1.3.
1. Sea —oc0 < a; < b; < oo parat=1,...,n. El conjunto
la,b] := {x|x:(m1,...,xn), aigxigbi,izl,...,n}

se llama un intervalo cerrado de R™.
2. Sea —oco < a; <b; <ooparat=1,...,n. El conjunto

(a,b) :={a |z = (z1,...,20), @; <3 <b;, i=1,...,n}
se llama un intervalo abierto de R™.

Teorema 1.2. Con respecto a la métrica euclidiana, cada intervalo (a,b) es abierto y cada
intervalo [a,b] es cerrado.

Demostracion. Tarea. [ ]

Definicién 1.4. Sean —o0 < a; < b; < 00 parai = 1,...,n el = [a,b] o I = (a,b) el
intervalo correspondiente cerrado o abierto. En este caso

se llama el didmetro de I.

Definicién 1.5. Un subconjunto X C R™ se llama acotado si existen un nimero R > 0 y
un punto z° € R™ tales que X C Ug(?).

Teorema 1.3. Sea X C R"™. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1. El conjunto X es acotado.
2. FExiste un intervalo cerrado I tal que X C I.
3. Eziste un k € N tal que X C Ug((0,...,0)).

Demostracion. Tarea. [ ]

1.2. La convergencia en el espacio euclidiano R"
Recordemos primero el concepto de convergencia en un espacio métrico.

Definicién 1.6. Sea (M, d) un espacio métrico. Entonces se dice que una sucesion {T, }nen
de elementos de M converge al limite x € M si para cada € > 0 existe un numero N tal que
d(x,,x) < € para todo n > N..
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Mediante el siguiente teorema podemos reducir la convergencia de sucesiones en R" a la
convergencia de las n sucesiones dadas por cada una de sus coordenadas.

Teorema 1.4. Sea una sucesion en R" dada por

xk:(:t’f,...,xk), ke N;

n

ademds sea x = (x1,...,x,). Entonces los dos siguientes enunciados son equivalentes:
1. lim 2* =z,
k—o00
2. lim xf =x; para cada 1 =1,...,n.
k—o00
Demostracion.

1. Supongamos primero que z* — x. es decir
) )

d(zF 2) = Z (ak — xj)2 — 0

J=1

para k — oo. Entonces, para cada € > 0 existe un K. tal que

Vk > K. : Z(m?—xj)z < &2

j=1

Esto significa que para cadai=1,... n,

n

vk > K. : !xf—xl‘ < Z(m’?—xj)2<€.

J
j=1

Luego para cada i = 1,...n tenemos que ¥ — z; para k — oo.
2. Ahora supongamos que z¥ — z; para k — oo y cada i = 1,...n. Entonces para & > 0
dado, existe un nimero K. (i) para cada ¢ = 1,...,n tal que

Vi > K (i) |af — a2 < <

N

de donde concluimos que

Vk > max{K.(1),...,K.(n)}: d(z",z) = Z (ah — xj)2 < Z (%)

lo que significa que z*¥ — z cuando k — oco.



10 1. EL ESPACIO R"™, ESPACIOS METRICOS Y ESPACIOS VECTORIALES
1.3. Los Teoremas de Bolzano-Weierstrass y de Heine-Borel para el espacio R”

Definicién 1.7. Sea (M,d) un espacio métrico y X C M.

1. Un punto h € M se llama punto de acumulaciéon de X si en cada vecindad de h existe
un numero infinito de elementos de X.
2. Definimos

H(X) :={h|h es punto de acumulacién de X}.

Comentamos que un punto de acumulacién de un conjunto no necesariamente debe ser
elemento del conjunto.

Ejemplo 1.1.
1. Consideremos para M = R el subconjunto X C M dado por
X={z|lz€Q, 0<z<1}U{2}.
Entonces H(X) = [0,1]. El conjunto de los puntos de acumulacidn no es contable.
2. Para M =R, sea X ={1,3,%,...}. Aqui H(X) = {0}.
Teorema 1.5. Sea X C M. Entonces un punto h € M es un punto de acumulacion de X
si en cada vecindad de h existe un elemento v € X tal que x # h.

Demostracion. Tarea. [ |

Frecuentamente se utiliza el enunciado del siguiente teorema como definiciéon de un punto
de acumulacién.

Teorema 1.6. Sea X C M. Un punto h € M es un punto de acumulacion de X si y solo si
existe una sucesion {x, tnen tal que x, € X y x, # h paran € N, y x, — h.

Demostracion. Tarea. [ |
Teorema 1.7. Un conjunto X C M es cerrado si y sélo si H(X) C X.
Demostracion. Tarea. [ ]

Teorema 1.8. Sea X C M y X compacto. Entonces cada conjunto infinito Xqg C X posee
por lo menos un punto de acumulacion en X.

Demostracion. Tarea. [ ]

Para la demostraciéon del Teorema de Bolzano-Weierstrass en R”, tenemos que definir el
punto de acumulacién de una sucesion.

Definicién 1.8. Sea (M, d) un espacio métrico y {x,} = {n }nen una sucesion con x,, € M
para n € N.

1. Un punto v € M se llama punto de acumulacién de la sucesion {z,} si en cada
vecindad de v se encuentra un numero infinito de elementos de la sucesion.
2. Definimos

V({z,}) == {v|v es punto de acumulacién de {z,} }.
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Hay que enfatizar que el punto de acumulacién de una sucesién {z,}, segin la Defini-
cién 1.8, es diferente del punto de acumulacién del conjunto

X({z,}) :={z |z = z, para algin n € N}.

La razén es que un punto de acumulacién de una sucesion puede ser generado por la repeticién
infinita de un numero, mientras que esto esta excluido para el punto de acumulacién de un
conjunto.

Ejemplo 1.2. Sea M =R, y consideremos la sucesion {x,} definida por
zr, = (=1)" paran € N.

Aqui X ({z,}) = {-1,1} y V({z,}) = {—1,1}, pero ningin de los puntos de acumulacion de
la sucesion {x,} es un punto de acumulacion del conjunto X ({x,}), dado que este conjunto
consiste en solamente dos elementos.

Teorema 1.9. Una sucesion acotada {x,}, x, € R para todo n € N posee por lo menos un
punto de acumulacion.

Demostracion. Tarea. [ ]

Teorema 1.10 (Teorema de Bolzano-Weierstrass para R"). Cada conjunto infinito y acotado
X C R" posee por lo menos un punto de acumulacion.

Demostracion. Segin el Teorema 1.6, h € R™ es un punto de acumulacién de X si y sélo
si existe una sucesion {€¥} = {¥}ren tal que €8 € X y €F # h para todo k € Ny &8 — h
cuando k£ — co. Construiremos ahora una tal sucesiéon y un tal elemento h.

Dado que X tiene un ntimero infinito de elementos, existe una sucesién {xk}ren tal que
b = (2%, ... 2F) € X, donde 2* # 27 si k # j. Aqui para cada i = 1,...,n la sucesién
{x¥}1en es acotada. Concluimos que en virtud del Teorema 1.9, existen una subsucesién

kl(1> k
{21 }leN C {21} ren

y un numero h; € R tal que

W
lim z;' = hy.
a l—o0

)
Dado que la sucesién {xgl hen es acotada, existen una subsucesién {kl(Q)}leN de {kl(l)}leN y

un numero hy € R tales que
(2)

, ok
lim z,! = hs.
2
l—o0

Continuando asi, obtenemos en el n-ésimo paso que existen una subsucesion {k;l(")}leN de
{kl(n_l)}leN y un nimero h,, € R tales que

, k(”)
lim ! = h,.
=00
Ahora elegimos h = (hy, ..., h,). Consideremos la sucesiéon {¢'},cy definida por

&=z Jxy) ..,z ).
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Note que los elementos &' € X satisfacen £ # €2 si [} # l,. Segtin el Teorema 1.4,
& 2% (hy, g, ..., hy) = h.

Puesto que £ = h puede ser vélido para a lo més un Iy, sabemos que h es un punto de
acumulacion de X. Esto concluye la demostracion del Teorema de Bolzano-Weierstrafl para

R™. [ ]
A continuacién trataremos la caracterizacion de los subconjuntos compactos de R demos-

trando la version multi-dimensional del Teorema de Heine-Borel. Primeramente necesitamos
el siguiente teorema.

Teorema 1.11. Una sucesion {Iy}ren de sub-intervalos de R" tales que Iy C 1) para
k € N tiene una interseccion no vacia, es decir existe un z° tal que 2° € I, para todo k € N.

Demostracion. Definimos

Iyi=[a" 0] = {z |2 = (21, ,20), o}

k .
<z <bf, i=1,...,n}
1. Primero fijamos i. Puesto que I D I, sabemos que
a¥ <aftt < <) ke N,

)

Entonces la sucesién {af}ren es mondtona, creciente y acotada. Si definimos
k

7

z) = lim a

k—o0
se tiene que af < 29 < b¥ paracadai=1,...,ny k € N,
2. Determinamos de esta manera ¥ para cada i = 1,...,n. Entonces el punto 2° =
(29,...,29) estd contenido en cada uno de los intervalos [}, para k € N, luego
o
¥ e ﬂ 1.
k=1

Con la ayuda de este teorema podemos demostrar ahora el Teorema de Heine-Borel.

Teorema 1.12 (Teorema de Heine-Borel). Un subconjunto X C R™ es compacto si y solo
st es acotado y cerrado.

Demostracion.

1. Sea X compacto. Entonces X es cerrado y acotado (resultado del Célculo I).
2. Sea X acotado y cerrado. Supongamos que X no fuera compacto. Entonces existe un
cubrimiento abierto F de X que no contiene un sub-cubrimiento finito de X.

a) Dado que X es acotado, existe un intervalo cerrado I; tal que X C I;. Subdividi-
mos I; en 2" sub-intervalos cerrados dividiendo los n intervalos de coordenadas en
dos mitades. Para por lo menos uno de estos sub-intervalos, el cual llamaremos
I5, el conjunto X N Iy no puede ser cubierto por un sub-cubrimiento finito de
F. Evidentemente, 0(I3) = 6(I;)/2. Continuando la subdivisién obtenemos una
sucesion de intervalos cerrados [y tal que I D I 1; ademds, I tiene la propie-
dad de que X N I no puede ser cubierto por un sub-cubrimiento finito de F, y
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finalmente §(I;) = §(1;)/2%1. Segtin el Teorema 1.10 existe un punto x° tal que
2% € I, para k € N. Dado que cada Ij, contiene un nimero infinito de elementos
de X, 2° tambien es un punto de acumulacién de X, y dado que X es cerrado,
2% e X.

b) El cubrimiento F contiene por lo menos un conjunto abierto S tal que z° € S.
Puesto que S es abierto, existe un € > 0 con U.(z°) C S. Sea k tan grande que
§(Ix) = 6(I1,) /2%t < €; en este caso se tiene que [}, C U.(2°) C S, dado que para
todo z € I, d(x,2°) < §(I) < €. Entonces I y por lo tanto X N I, puede ser
cubierto por un conjunto abierto de F', en contradicciéon con la construccion.

Los subconjuntos compactos de R™ también pueden ser caracterizados de la siguiente
manera.

Teorema 1.13. Sea X C R™ un conjunto no vacio. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. X es compacto.

2. Cada sucesion {x*}ren con x), € X posee un punto de acumulacion en X .

3. Cada subconjunto infinito de X posee un punto de acumulacion en X.

Demostracion. Tarea. [ ]

1.4. Sucesiones de Cauchy, limites, y aplicaciones continuas en espacios
métricos

Definicién 1.9. Una sucesion {x,} en un espacio métrico (M,d) se llama sucesion de
Cauchy si para cada € > 0 existe un N, tal que para todo m,n > N, d(Ty,x,) < €.

Definicién 1.10. Un espacio métrico M se llama completo si cada sucesion de Cauchy
converge en M, es decir, posee un limite en M.

Teorema 1.14. FEl espacio euclidiano R™ es completo.

Demostracion.

1. Sea {z*}ren con zF = (2, ... 2k

e > 0 existe un N. tal que

) una sucesién de Cauchy en R™. Entonces para cada

Vk,I> N.: d(z" 2") = \ Z(mé‘: - xé)Q <e.
j=1

2. Sea i fijo (1 =1,...,n). Entonces

Wk D> Nooo b — 2l <)) (ah )<,

es decir {z¥}ren es una sucesién de Cauchy en R. Puesto que R es completo, {z¥}en
converge a un limite z; € R.
3. Para x = (x1,...,1,) obtenemos z* — x, segiin el Teorema 1.4.
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Definicién 1.11. Sean My y M, espacios métricos, f : My — M,y. Sea xg un punto de
acumulacion del dominio D(f) de f, y supongamos que existe un g € My tal que para cada
sucesion {x,tnen C D(f) con x, # xo y T, — xo Se tiene que lim, o f(x,) = g. En este
caso, g se llama el limite de f en xy. Escribimos

g = lim f(z).

T—T0

Notamos que la aplicacion f no necesariamente debe ser definida en zy.

Teorema 1.15. Sean M, y M, espacios métricos y f : My — Ms. Entonces f es continua
en un punto de acumulacion xo de D(f) siy solo si

lim f(x) = f(2o).

Tr—rxTQ

Demostracion. Tarea. [ |

En particular, este teorema es valido para cada punto interior xy de D(f).

Si (M, d) es un espacio métrico y My # &, My C M, entonces (Mp,d) también es un
espacio métrico. De vez en cuando es tutil interpretar un subconjunto My C M como un
propio espacio métrico.

Ahora sean (M, dy) y (Ms,ds) espacios métricos y f : My — Ms. Si Xy C Mo, la imagen
reciproca por f de X5 es el conjunto

f_l(XQ) = {1’1 € M, | f(J,’l) c Xg}

Tenemos la siguiente caracterizacién de la continuidad de f sobre M.
Teorema 1.16. Sean (My,dy) y (Ms,dy) espacios métricos y [ una aplicacion de My en
M,. Entonces los tres siguientes enunciados son equivalentes.

1. La aplicacion f es continua sobre M.

2. Para cada conjunto abierto Xo C My, el conjunto f~1(Xs) es abierto en M;.

3. Para cada conjunto cerrado Yo C Mo, el conjunto f~1(Ys) es cerrado en M;.
Demostracion.

1. Demostramos primero la implicacién (1) = (2). Sea X5 un conjunto abierto en M,.
Consideremos su imagen reciproca f~!(X,) =: X; C M;. Sea zy un punto arbitrario
en X1; entonces f(zo) € Xy, y dado que X5 es abierto, existe un € > 0 tal que

Us(f(x(])) = {$2 c M2 ’ dg(f(fo),xg) < 8} C X2.

Dado que f es continua en xy, existe un d. > 0 tal que para todo z € M; con
dy(xo, ) < d. se tiene que da(f (o), f(x)) < €. Entonces se tiene que

Vo € U(;E(.To) = {l’l € M1 ’ dl(x0,$1> < 55} : f(.T) € Us(f(xo)) C XQ.
Pero esto significa que
Us. (o) C f71(Xa),

entonces f~1(X3) es abierto.
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X
FicgurA 1.1. Un conjunto X disconexo

2. Demostramos ahora la implicacién (2) = (3). Sea Y5 un conjunto cerrado en M.
Entonces su complemento 0Y; = M;\Y; es abierto en M,. Segin (2), f~1(CY3) es
abierto en M;. Pero

F7H(CY2) = My\f(Y2) = C(f 7' (V).

Esto implica que f~!(Y3) es cerrado en M.
3. Demostramos finalmente la implicacién (3) = (1). Supongamos que existe un z € M;
donde f no es continua. Entonces existen un & > 0 y una sucesién {z,} € M; y

lim z, =7 (1.2)
n—oo

tal que dy(f(Z), f(z,)) = € para todo n € N. Entonces se debe tener que
f(wn) € M\Uz(f(7)) = C[U=(f(2))].

Dado que U-(f(Z)) es abierto en Ms, C[U-(f(%))] es cerrado en M,. Para todo n € N
ahora se tiene que

v € [T CU:(f(2))]),

y este conjunto es cerrado en M;. Pero en virtud de (1.2), también se debe tener que
z € [ (C[U:(f(2))]).

lo que contradice d(f(z), f(z)) > & > 0.

1.5. Conjuntos conexos

Definicién 1.12. Sea (M, d) un espacio métrico y X # & un subconjunto de M.

1. El conjunto X se llama disconexo si existen conjuntos abiertos Oy y O en M tales
que

XCOUOy; ONX#£G;, O:NX#A9D, XNONOy,=a. (1.3)

2. El conjunto X se llama conexo si no es disconexo.
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Evidentemente, un conjunto X es disconexo si puede ser descompuesto en dos compo-
nentes disjuntos a través de los conjuntos O; y Os.

Ejemplo 1.3. El conjunto X = [0,1)U(1,2] es disconexo en R. Consideremos los conjuntos
abiertos Oy = (—1,1) y Oy = (1,3), entonces X C O UO2; O1NX =[0,1) # T, O,NX =
(1,2] # @, pero Oy N Oy = & y por lo tanto, también X N Oy N Oy = .

Ejemplo 1.4. Sea X un subconjunto de un espacio métrico (M, d) que consiste en solamente
un punto, por ejemplo X = {£}. En este caso, X es conexo. Para ver esto, supongamos que X
fuera disconexo. En este caso, existen conjuntos abiertos Oy y Oy en M tales que X C O1UQO,
yO1NX # &, entonces £ € O, N X, y O, N X # &, entonces £ € O, N X. Por lo tanto,
€ XNOLNOy, es decir, X NO1 N Oy # &, una contradiccion.

Es facil caracterizar los subconjuntos conexos de R.

Teorema 1.17. Un conjunto X C R es conezo si y sélo si X contiene solo un elemento o
X es un intervalo.

Demostracion. Si X contiene s6lo un elemento, entonces X es trivialmente conexo segin
Ejemplo 1.4. Podemos suponer entonces que X contiene por lo menos dos puntos diferentes.

1. Sea X conexo. Supongamos que X no fuera un intervalo. Entonces existen puntos a,
byctalesquea<b<cya€ X,ce X, perob¢ X. Los conjuntos Oy = (—00,b) y
Oy = (b, 00) son conjuntos abiertos que satisfacen

XC01UOQ; OlﬂX#Q, OQﬂX}éQ, XﬂOlﬂOQIQ,

lo que implica que X es disconexo. jContradiccion!
2. Sea X un intervalo. Supongamos que X fuera disconexo. Entonces existen conjuntos
abiertos O; y O tales que

Seaa € O1NX,be O;NX ysin restriccién de generalidad a < b. Demostraremos que
(a,b) ¢ X y por lo tanto X no puede ser un intervalo. Si tuvieramos que (a,b) C X,
también [a,b] C X. Para los conjuntos O; N [a,b] y O2 N [a, b] sabemos que

O, NJa,b] = (COz) N a,b], OsNla,b] = (COy) NJa,b],
asi que ambos conjuntos son cerrados. Podemos entonces concluir que
¢ =sup(O1 N [a,b]) € O1 N [a,b).

Aqui se debe cumplir £ # b (sino tendriamos que b € X NO1 N O3). Segin la definicién
de &, ninguna vecindad de £ puede enteramente pertenecer a O; N [a,b], asi que
debe ser un punto de acumulacién de Oz N [a,b]. Puesto que Oz N [a,b] es cerrado,
& € OyN|a,b], y por lo tanto

¢ € OlﬂOgﬁ[a,b] CcCONOyNX,
que contradice a O1 N O N X = J.
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Teorema 1.18. Sean (M, dy) y (Ms,ds) espacios métricos. Consideremos una aplicacion
f: My — My continua sobre el conjunto conexo X C D(f) C M. Entonces la imagen de X

por f,
FX) ={yly = f(z), v € X}

es un conjunto conexo en M.

Demostracion. Supongamos que f(X) fuera disconexo. Entonces existen conjuntos abiertos
01,05 C M tales que

f(X)CO1U0y; f(X)NO1# 27 [(X)NO2#@; f(X)NO1NO2 = 2.
1. Consideremos los siguientes conjuntos:
O~z:{$€X|f(l’)€Ol}CM1, 7,:1,2

Ambos conjuntos son no vacios. Si € O; N X, entonces y = f(z) € O;Nf(X), y dado
que O; es abierto, existe un e(x) > 0 tal que

Uez)(f(z)) C Os.
Como f es continua en z, existe un d(x) > 0 tal que
do(f(z), f(§)) <e(z) paratodo & € X con di(z,&) < d(z),
lo que significa que
f(Us@y N X) C Uy (f(2)) N F(X).

Ahora definimos
O;k = U Ug(m)(l‘).
:I?Eéi
Ambos conjuntos son abiertos, y
fOINX)CO; N f(X).

2. Analizaremos ahora las propiedades de los conjuntos abiertos O y 0.
a) Para ver que

X Cc O] UO0;3,

consideremos X € X; evidentemente, o f(z) € Oy o f(z) € Oy y por lo tanto o

x € O; o z € O,. El enunciado sigue de O; C O}.
b) Para ver que

XNO;#@ parai=1,2,

nos acordamos de que debido a f(X) N O; # @ existe un g; € f(X) N O;. Por lo

tanto, existe un z; € O; con f(Z;) = ;. Para este Z; se tiene que &; € X N O;.
c) Se tiene que

XNOorno; =g,

porque si existiera z € X tal que € Of y « € Oj, tendriamos f(z) € O; y
f(z) € O, en contradiccién con f(X)NO; NOy = .
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De (a)—(c) se tiene que el conjunto X es disconexo, una contradiccién.
|

Teorema 1.19 (Teorema del valor intermedio). Sea (M,d) un espacio métrico y sea la
funcion f: M — R continua sobre el conjunto conexo X C D(f) C M. Sean a,b € X tales
que f(a) < f(b); ademds, sea n € R tal que

fla) <n < f(b).
Entonces eziste al menos un & € X con f(§) =n.

Demostracion.

1. Si f(a) = f(b), basta tomar & = a.

2. Sea f(a) < f(b). Segun el Teorema 1.18, f(X) es conexo y debido a f(X) C R, en
virtud del Teorema 1.17, f(X) es un intervalo tal que [f(a), f(b)] C f(X). Entonces
para cada n € [f(a), f(b)] existe a lo menos un £ € X con f(§) =n.

1.6. Espacios vectoriales

Definicién 1.13. Sea K un cuerpo arbitrario. Entonces un conjunto V # & se llama espacio
vectorial sobre K si para cada v,w € V', la suma v+ w y para cada v € V y A € K, el
maultiple \v son definidos y nuevamente son elementos de V', tal que para vectores u,v,w € V
arbitrarios y A\, u € K se cumplen las siguientes reglas:

v+ w=w+w, (V1)

u+ (v+w)=(ut+v)+w, (V2)

HVeV:VweV:v+0=uo, (V3)

VoeV:3d—-veV:v+(—v) =0, (V4)

A(pv) = (A, (V5)

dee K: ev=u, (V6)

Av+w) = v+ \w, (V7)

A+ p)v = Av + pw. (V8)

Definicién 1.14. Sea V' un espacio vectorial arbitrario sobre un cuerpo K, y sean vy, ..., v, €
Vyd,...,\, € K.

1. El vector

n
v = E )‘ivi
=1

se llama combinacién lineal de los vectores vy, ..., v,. Esta combinacion se llama tri-
vial st Ay = --- =\, =0, sino se llama no trivial.
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2. Los vectores vy, ...,v, se llaman linealmente dependientes si existe una combinacion
lineal no trivial tal que

=1

En todos los demas casos se llaman linealmente independientes.
3. El sub-espacio lineal

Llvi, ... v) = {v

U:Z/\ﬂ)i, )\1,...,/\n€K}
i=1

es la envoltura lineal de los vectores vy, ..., v,.
4. Silos vectores vy, ..., v, son linealmente independientes y L(vy,...,v,) =V, entonces
v1,...,U, €S una base de V yn es la dimension de V.

Para nuestro andlisis el espacio vectorial mas importante es el siguiente.
Definicién 1.15. El conjunto
V" = {17: {v1, .. on} o1, 0 0, ER}
con las operaciones
U4+ ={v +wy, ..., +w,}; M ={ ,....; v} (AER)
se llama espacio vectorial n-dimensional sobre R.

Se verifica facilmente que efectivamente V" es un espacio vectorial si definimos 0 =

{0,...,0}.

Considerando los vectores linealmente independientes
e1=41,0,0,...,0}, & =140,1,0,...,0}, ¢€,={0,0...,0,1},

podemos representar cada vector ¥ = {vy,...,v,} € V" en la forma
n
i=1
Definicién 1.16. Los vectores €1, ..., €, se llaman base natural de V",

El calculo hace frecuentamente uso de espacios vectoriales de funciones.
Definicién 1.17. Sea X un conjunto arbitrario no vacio. El conjunto de todas las funciones
F(X) = {f1f:X >R D(f) = X}
con las operaciones
f+g: (f+9)(x)=f(z) +g(z), z€X,
A (Af)(x)=Af(x), AeR zeX
se llama espacio vectorial de las aplicaciones de X en R.

Se verifican facilmente los axiomas del espacio vectorial, considerando como elemento
nulo la funcién que desaparece idénticamente.
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Definicién 1.18. Sea X un espacio métrico. El subconjunto de F(X) de las funciones
continuas,

C(X):={f|f:X =R, [ es continua sobre D(f) = X}
se llama espacio vectorial de las funciones continuas de X en R.
Aqui igualmente se verifica facilmente la satisfaccion de los axiomas de un espacio vec-

toral.

1.7. Espacios vectoriales normados

Entre los espacios vectoriales son importantes aquellos espacios que permiten la definicién
de la longitud de un vector.

Definicién 1.19. Un espacio vectorial V' sobre R se llama espacio vectorial normado si
para cada v € V' podemos definir un nimero ||v|| = 0 tal que para todo v,w € V y X € R se
satisfacen los siquientes axiomas:

|lv|l = 0siy sélosiv=0, (N1)
[Av]l = [Al[[]l, (N2)
v+ wl| < flvf] + [[w]. (N3)
La cantidad ||v|| se llama norma o longitud de v.
Ejemplo 1.5. Consideremos el espacio V" y definamos para un vector v = {vy,...,v,}
arbitrario

Evidentemente, ||| = 0; también es facil verificar (N1) y (N2). El axzioma (N3) asume aqui
la forma

n

Z(vi+wi)2 < Zn:UZQ—F Zn:’wf,
=1 i=1

i=1
pero esto es justamente la desigualdad de Minkowsk:.

Definicién 1.20. La norma definida sobre el espacio vectorial n-dimensional V™ por

se llama norma euclidiana, y el espacio V* = (V™ || - ||) espacio vectorial euclidiano n-
dimensional.

Ejemplo 1.6. Sea [a,b] un intervalo cerrado y Cla,b] el espacio de las funciones continuas
sobre [a,b]. En este caso, podemos definir la norma del maximo

IfI = rﬁ%f\f(xﬂ- (1.4)
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Teorema 1.20. Sea V' un espacio vectorial normado. Entonces
d(v,w) = [lv —wl|
define una métrica sobre V.
Demostracion. Tarea. [ |

Esta definicion de una métrica nos permite aplicar en un espacio vectorial todos los
conceptos de un espacio métrico, es decir, la convergencia, vecindades, conjuntos abiertos,
cerrados y compactos, puntos de acumulacion, etc. Demostraremos esto con dos ejemplos.

Teorema 1.21. Sea una sucesion en V" dada por
K k k
o =A{u],...,0n ), kEN;

ademds, sea V= {vy,...,v,}. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
L. lim & = 7.
k—o00
2. lim Uf =w; para cada 1 =1,...,n.
k—00

Demostracion. La demostracion es completamente analoga a la demostracion del Teore-
ma 1.4. [ |

Teorema 1.22. Sea {f,}nen una sucesion en Cla,b], y sea f € Cla,b]. Entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes.

1. fn— f en Cla,b].

2. fulx) = f(x) para cada x € [a,b].

Demostracion. La equivalencia de los enunciados es evidente si tomamos en cuenta que el
primer enunciado significa que
d(fn, [) = max | f,(x) — f(z)| = 0.
z€la,b]
|

Interpretando una funciéon como un “punto” en un espacio métrico podemos reducir el
concepto complicado de la convergencia uniforme al concepto mas simple de la convergencia
de una sucesion de puntos en un espacio métrico.

1.8. La conexion entre el espacio R" y el espacio vectorial V"

Los elementos de ambos espacios son definidos por n componentes reales, y las férmulas
de la distancia entre dos puntos de R"™ y entre dos vectores de V" son idénticas. En la
literatura es muy comun identificar ambos espacios. Pero es importante distinguir entre R™
como un espacio de puntos y V"* como un espacio de vectores.

Sin embargo, los vectores de V" pueden ser utilizados para la descripcién del espacio R™.

Definicién 1.21. Un vector ¢ = {vy,...,v,} € V" define una aplicacion
7:R* > R", D7) =R"
= U(x) =0((x, ..., 20)) = (11 + 01, .., Ty + V).

Esta aplicacion se llama traslacién.
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Ya observamos que existe una analogia fuerte entre las definiciones de los espacios R" y
V.

1.9. La equivalencia de normas en V"

Definimos en la norma euclidiana para v = {vy,...,v,} € V" por

191 = |92 =

Se verifica facilmente que las expresiones

131l == Juil (1.5)

=1
1oc := mx Ju (1.6)

igualmente definen normas en V". Demostraremos aqui que es suficiente considerar la norma
euclidiana en V", puesto que todas las normas sobre V" son equivalentes (en un sentido a
precisar).

Teorema 1.23. Consideramos el espacio métrico V" con la norma euclidiana. Sea vy € V"
fijo. Entonces para cada R > 0, el conjunto

Sr() = {7 € V" | |7 — | = R}
es compacto.

Demostracion. Tarea. [ |

Teorema 1.24. Todas las normas en V" son equivalentes en el siguiente sentido. Si || - ||* v
| - [|** son normas en V", entonces existen constantes positivas k y K tales que

Vo e Vgl < fJof] < K"

Demostracion. Sea || - || una norma sobre V" y || - ||2 la norma euclidiana. Para demostrar el
teorema es suficiente demostrar que existen constantes £ > 0y K > 0 tales que
Vi e V' Rl|ds < 18] < K4l (1.7)
1. Sean €1, ..., €, los vectores de la base natural de V". Entonces

n n n n 5
19l =D wid|| < Y llwidill =Y lwilllél < olls Y 1] = Kll#]lz,
i=1 i=1 i=1 i=1

donde definimos
K=> &
i=1

Esto concluye la demostracién de la parte derecha de la desigualdad (1.7).
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2. Consideremos ahora en el espacio métrico V" con la norma euclidiana la aplicacion
V*=D(f) >0~ f(0) =||v]| € R.

Utilizando la desigualdad triangular y la primera parte de esta demostracion, obtene-
mos para todo v, w € V"

(@) = f(@)] =17 — @] < |7~ @] < K[|7 — @], = Kd(3, @),

lo que implica que f es continua sobre V". Por otro lado, segtin el Teorema 1.23, el
conjunto

S={veVv||v].=1}

es compacto. Dado que f es continua, f posee un minimo absoluto sobre S, es decir,
existe un vy € S tal que

VoeS: k= f(Ty) < f(D),
es decir,
voeS: k=l < |

Dado que % € S, o sea, ||Ty]l2 = 1, T # 0 y por lo tanto & > 0.
Sea ahora ¥ € V" dado. Si @ = 0, trivialmente &||7]|, < ||7]|. Si @ # 0,

1
——vES
112
y por lo tanto
O
K X — - — 9
17]]2 112

es decir &[|7]|2 < ||7]|, lo que demuestra la parte izquierda de la desigualdad (1.7).

Esto concluye la demostracién del teorema. [ |

Comentamos que un resultado analogo al Teorema 1.24 no es valido en espacio normados
generales. Por ejemplo el espacio C|a, b admite normas que poseen estructuras tan diferentes
que no existe una equivalencia tal como en el Teorema 1.24.

1.10. Espacios de Hilbert

Definicién 1.22. Un espacio vectorial V sobre R se llama espacio de Hilbert o espacio
unitario si para cada v,w € V estd definido un numero (v,w) € R (el producto escalar o
producto interior de los vectores v y w) tal que para todo uw,v,w € V y A € R se cumplen
los siguientes axiomas:

(v +w,u) = (v, u) + (w, u), (H1)
(Av,w) = A(v,w), (H2)

(v, w) = (w,v), (H3)

(v,v) 2 0; (v,v) =0siysdlosiv=0. (H4)
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Comentamos que en la literatura normalmente se dice “espacio de Hilbert” para un
espacio vectorial completo con un producto escalar que satisface (H1)—(H4). Los espacios
considerados aqui se llaman entonces “espacios pre-Hilbert”.

Ejemplo 1.7.
1. Para el espacio V", T = (v1,...,0,) y W = (wy,...,w,) definimos
(U, U_j) = Z V; W;.
i=1
Es fdcil verificar que (-,-) satisface (H1)—-(H4) y entonces es un producto escalar.
También escribimos para este producto escalar (U, W) = v - 0.

2. Para un intervalo cerrado |a,b] consideramos el espacio Cla,b] y definimos para f, g €
Cla, 0]

(f.g) = / F()g() da.

Los aziomas (H1)—(H4) pueden ser verificados facilmente.
3. Definimos el espacio de sucesiones

? = {U = {Uz’}ieN

oo
> 0 <oo}.
=1

Para elementos arbitrarios v = {v;}ien € 12, w = {w;}ien € 1* definimos v + w =
{vit+w;tien y Av = {\; }ien. En este caso, v+w, \v € [?; ademds se verifica facilmente
que para v,w € [ la series

g V;W;

i=1
convergen absolutamente, y que

[e.e]
(v,w) = Z vw;
i=1

define un producto escalar que convierte 1> en un espacio de Hilbert.

Teorema 1.25 (Desigualdad de Schwarz). Si V' es un espacio de Hilbert, entonces

Yo,w eV |(v,w)] < V(v,v) -/ (w,w).

Demostracion.
1. Siv =00 w=0, la desigualdad es trivialmente + correcta.
2. Sea entonces v # 0 y w # 0. Para A € R consideremos la desigualdad
0 < (W +w, o+ w) = A(v,v) + 2\ (v, w) + (w,w).
Para
(v, w)

)\:_(v,v)
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obtenemos

o equivalentemente,
(v, w)?* < (v,v)(w,w),

lo que concluye la demostracion.

Teorema 1.26. Cada espacio de Hilbert es un espacio normado si definimos

[o]] = v/ (v, v),

Demostracion. Tarea.

25
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Capitulo 2

Funciones de R" en R I: limites y continuidad, la diferencial,
derivadas parciales y derivadas direccionales

2.1. Funciones reales de n variables

Empezaremos ahora el anélisis de funciones f : R — R. Dado que ambos R™ y R son
espacios métricos, todas las definciones y todos los teoremas del capitulo anterior que se
refieren a espacios métricos quedan validos.

Para el caso particular de una funcién

f:R*> (z,y) = f(z,y) €R
todavia podemos visualizar la funciéon considerando el conjunto de puntos
St = {(z,y,2)|(z,y) € D(f), z = f(z,y)}.
Bajo hipotesis apropiadas, Sy es una superficie en R3.

Ejemplo 2.1.
1. Consideremos la funcion f : R*> — R con

D) = {@n)|a* +12 <1}, flag) = VI= P =
Evidentemente, Sy es el hemisfério superior del radio 1.
2. Para f : R? = R con

D(f)=R* f(z,y) =y
(ver Figura 2.1), Sy es un paraboloide hiperbdlico.

2.2. Limites direccionales y la continuidad direccional

Para el estudio de las funciones f : R®™ — R necesitamos refinar los conceptos de la
convergencia y de la continuidad.

Definicién 2.1. Una direccién en R" es dada por un vector @ € V" con ||@|| = 1.

Queremos estudiar funciones en una direccién @ dada. Entonces consideramos f en una
vecindad de un punto interior 2° de D(f) solamente sobre la recta

Gs(2%) :={x|x = 2" + hd, h € R},
es decir estudiamos la funcién
o(h) = f(2° + ha) (2°+ ha € D(f))
del parametro real de la recta h.

27



28 2. FUNCIONES DE R™ EN R™ I

77

777
7777
T

f(x.y)

F1Gura 2.1. La funcién f(z,y) = xy definida en el Ejemplo 2.1.

Definicién 2.2. Sea f : R® — R. Se dice que en un punto interior x° € D(f), la funcién f
posee el limite g en la direccién a si

/ 0 =\
}llli)r(l)f(w + had) = g.

Escribimos
a-lim f(z) = g.

z—x0

Evidentemente, si una funcién posee el limite g, entonces todos sus limites direccionales
existen e igualan g. Se podria pensar que por otro lado, si todos estos limites direccionales
existen e igualan g, entonces f posee el limite g en 2°. Esto no es asi, tal como demuestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea la funcion f : R? — R dada por

0 si(z,y)=(0,0) 0y #a?

Jw.y) = 1 siy=a2 x#0.

Evidentemente, f(0,0) =0 y para cada direccion d,

a-lim x,y) =0.
(zvy)—>(0,0)f( 2

Pero

) 1
Mo s

por lo tanto f no posee un limite en (0,0), y en particular es discontinua en (0,0).

=1,



29

2.3. DERIVADAS DIRECCIONALES
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F1GURrRA 2.2. La funcién f(z,y) definida en el Ejemplo 2.3.

2.3. Una funcion f : R® — R se llama continua en un punto interior z° de

D(f) en la direcci

icion

Defin

’

én a si

fla) = f(°).

El Ejemplo 2.2 presenta una funcién que es discontinua en (0,0), pero que es continua
en (0,0) en cada direccién, por lo tanto una funcién que es continua en un punto en cada

direccion no necesariamente es continua en este punto.

a-lim
z—20

Ejemplo 2.3. Se considera la funcion

=)
S O
S~— S~—
N I
s >
B &
- -
[a\]

=y
2|+
[a\]

8 o
——
Il
B
2
o
2
(V]
[a
S

0,0) dado que

(

tinua en el punto

Esta funcion no es con

lim

k—o0

€1 Y €3, dado que

)

—

Pero f es continua en las direcciones

0+h) =0.

Y

0

(

f

=0; lim
h—0

0

0+ h,

(

2.3. Deriva

f

lim
h—0

ireccionales

das d

Sea f : R® — R. Analizaremos primero el comportamiento de f en la vecindad de un

punto interior z° de D(f) en una direccién. Dado asi f es una funcién de una variable,
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FicuraA 2.3. Ilustracion de la derivada direccional.

podemos describir el crecimiento o el decrecimiento de f en esta direccion en términos del
calculo diferencial de una variable.

Definicién 2.4. Sea f: R"™ — R. La funcion f se llama diferenciable en un punto interior
2% € D(f) en la direccién @ si el limite

[ f@ - hd) - ()
hlg(l) h

existe; si existe, el limite se llama derivada direccional de f en la direccién @, y lo denotamos
por

19)
O (a0),

Queremos ilustrar el concepto de la derivada direccional para el caso n = 2 (ver Figu-
ra 2.3). Sea 2° = (xg,40) y @ = {a1, as}, entonces
2 + hd = (zo + hay, yo + hay).

En general, el grafo de f es una “superficie” en R?; pero si consideramos f solamente sobre
Ga(2°) N D(f), el grafo es una “curva” Kj en esta superficie. Ahora trataremos de encontrar
la tangente T" a la curva Kz en el punto Py = (xo, %o, f(x0, yo)). Para tal efecto consideramos
la secante S;, por los puntos Py y

Py = (960 + hai, yo + has, f(zo + ha1,yo + ha2))-
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7
il

FIGURA 2.4. La funcién f(z,y) = 2? + x cosy.

Esta secante estd tinicamente determinada por su pendiente

f(@® + ha) — f(2?)
- .

Ahora, si existe

. f(a® +ha) — f(z°)  Of
hm h =22

entonces la recta por Py con la pendiente df/9d(z) —como recta limite de las secantes—es
la tangente T" a la curva Kz deseada.

Ejemplo 2.4. Sea la funcién f : R* = R definida por f(x,y) = 2> +x cosy (ver Figura 2.4).
Queremos calcular la derivada direccional de f en el punto (zo,y0) en la direccion @ =
(1/+v/2){1,1}. Aqui obtenemos

af( ) =1 ! + hy’ + + cos + : cos
—(z =lim—|(z0+ — o+ — — |-z —=x
da Lo Yo a7, 0 2 0 V2 Yo /2 0 0 Yo
V2h 1 h? cos | yo + i — COS Yo
:11m$0—+_+h'mﬁ V2 T —= cos (g0 + —&
h—0 h h=0 \/2 h h=0 /2 V2
2

To Sin CoS
= 2z — 20 Yo 4 Yo

V2 V2
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Si cambiamos la orientacién de la recta, es decir, si consideramos la direccion —da, se
obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Sea f : R" — R. Si f es diferenciable en 2° en la direccion @, entonces f
también es diferenciable en 2° en la direccion —a, y

of _of
8(_&») (xO) - _%('TO)‘
Demostracion. Se tiene que
of o @ R(=D) = f(@°) O f@®+ (=h)a) - f(2°)  Of
o(—a) (%) = Jim, h =i —h =~z

Teorema 2.2. Sea f : R — R. Si f es diferenciable en la direccion d, entonces f es
continua en z° en la direccion a.

Demostracion. Se tiene que

lim (f(2° + hd) — f(2°)) = lim (ﬂx +ha) — (@) .h) _ 9y 0=0,

h—0 h—0 h

lo que implica la afirmacion. [ |

2.4. Derivadas parciales

Las derivadas direccionales con respecto a los vectores e, ...,¢€, de la base natural de
V", las deriwadas parciales, son muy importantes.

Definicién 2.5. Sea f : R — R. La funcion f se llama parcialmente diferenciable con
respecto a z en un punto interior x° de D(f) si existe la derwada direccional (f /ey )(z).
Tambien escribimos

0 0
o209 = 216 = fu e,

FEsta expresion se llama derivada parcial (de primer orden) de f con respecto a la variable xy,
en el punto 2°.

Comentamos que segtn la Definicion 2.5,

f(@® + héy) — f(2%)

fo (2°) = lim

h—0 h
0 o .0 0 0 0 0 0
_ lim flay, .. ooy +hag .., x,) — fla],.. . 2, ..., 2p)
h—0 h ’
es decir, podemos obtener esta derivada parcial fijando «9, ..., 2)_;, 20, ,, ...,z y formando

la derivada ordinaria con respecto a z en ).

Ejemplo 2.5.
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1. Consideremos sobre R? la funcion f(x,y) = 2% + xcosy (ver Figura 2.4). Para
(x0,%0) € R? se tiene aqui
o ( ) =2 EM ( ) = —xgsi
x Zo -+ cos Yo, Zo, T sin Yo.
- 0, Yo 0 Yo Y 0, Yo 0 S11 Yo

2. Consideremos nuevamente la funcion

R e T @ £ 00),
: y r,Y) =

0 si (z,y) = (0,0).

Aqui obtenemos para (£,m) # (0,0):

A — % A (em) = = <yl

0r > &4t () oy 4t (€)Y
y para (§,1) = (0,0):

h-0 0-h
of _ e B2 40P af 0% + h?
00 = Jim T =0, 5,00 =]im———=0,

es decir, las deriwadas parciales existen en cada punto. Por otro lado, ya vimos en el
Ejemplo 2.3 que la funcion no es continua en el punto (0,0). Sin embargo, note que las
derivadas parciales no son acotadas en una vecindad de (0,0), puesto que para & # 0,
n # 0 se tiene que

fom=L 91

Entonces, la existencia de las derivadas parciales aun no tmplica la continuidad de la
funcion. En el siguiente teorema demostraremos que si todas las derivadas parciales
son acotadas, si podemos concluir que f es continua.

Teorema 2.3. Sea f : R™ — R y 2° € D(f). Si las derivadas parciales f,, ..., f., existen

en una vecindad U, (x°) de 2° con U, (2°) C D(f) y son acotadas en esta vecindad, entonces f

es continua en x°.

Demostracion. Sea v = {vy,...,v,} = 0161 + -+ - + v,E, un vector con ||7]| < r. Si definimos
#* = 0; U”:Zviéi, v=1,...,n,
i=1
entonces siempre se tiene que
[l < o)l < r,

y sabemos que

Ahora consideramos que
f@® +0) = f(a%) = (f(a® + ") = fa® + ") + (f2* + ") = f(a° +7"72))
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o (f@+ ) = fa®+ 7))

n

= (f@®+ ) = f@+ 7).

v=1

Segtin el Teorema del Valor Intermedio del cdlculo diferencial existen puntos £ € U, (x°)
localizados en el segmento lineal que une z° 4+ #*~* con 2% 4 ¥ tales que

F@ + ) = f@ + 57 = - fa, (),
luego
P +0) = f@®) =Y v fa (€):
v=1
Dado que todas las derivadas parciales son acotadas, existen constantes M,, > 0 con | f,, (z)| < M,
para todo x € U,(z°) y v = 1,...,n. Ahora, si ¢ > 0 elegimos un J. tal que 0 < J. <7y
€
M, +---+ M,

Asi, todos los vectores ¥ con ||U]| < d. satisfacen lo siguiente:

0. <

f(2®+0) = f@)] < oM, < 6. M, <e.
v=1 v=1

Esto implica que f es continua en z°. [ |
Para cada punto z° € D(f) donde existen las derivadas parciales f,,,..., f., existe
entonces el vector {f, (z%),..., fz, (2°)}.

Definicién 2.6. Sea la funcion f : R™ — R parcialmente diferenciable con respecto a cada
una de las variables xy, k= 1,...,n. Entonces el vector

gradf(:l?o) = {fm(xo)?fxz(x())v o 7fxn($0)}

se llama gradiente de f en 2°. Otra notacién es

Vf(z?) = grad f(2°).

2.5. La diferenciabilidad en R"

Los conceptos de la derivada direccional y en particular de la derivada parcial atin no
corresponden al concepto de la diferenciabilidad de funciones de una variable dado que
la derivada direccional no considera enteramente el comportamiento de la funcién en una
vecindad n-dimensional. Ya sabemos que la existencia de todas las derivadas direccionales en
un punto 2% asegura la continuidad de f en todas las direcciones, pero tal como vimos en el
Ejemplo 2.5, esto todavia no nos permite deducir la continuidad de f en el punto x° (mientras
que para las funciones de una variable, la diferenciabilidad si implica la continuidad). Ahora
introduciremos un concepto de diferenciabilidad que considera enteramente la vecindad n-
dimensional.



2.5. LA DIFERENCIABILIDAD EN R" 35

FIGURA 2.5. La diferenciabilidad de una funcién f : R? — R.

Definicién 2.7. Sea f : R" — R y sea 2° un punto interior de D(f). La funcién se llama
diferenciable en el punto x° si existen un vector ¢ = {cy,...,c,} y una funcion f° definida
en una vecindad U(x®) de x° con las siquientes propiedades:

L o2 = lim fO(z) = 0.
2. f(z) = f(2) +¢&- (& —2°) +d(z,2°) f°(x) para todo x € U(2°).

El vector € se llama derivada (o derivada total) de f en x°.

Para n = 1 este resultado implica que si f es una funcién diferenciable en 2, entonces
en una vecindad de 2% la funcién f puede ser aproximada por una recta g con g(z) =
f(2°) + c(z — 2°) de tal manera que la diferencia f(x) — g(z) desaparece de por lo menos
primer orden cuando z — 20, es decir,

x) —g(x
Lg()() — 0 cuando z — 2°.
|z — 2
Podemos ofrecer una interpretacién andloga para funciones f : R? — R (ver Figura 2.5).

Aqui
g(z) = f(2°) +¢- (2 - 2)
= f(2f,29) + cr(21 — 2) + co(2 — 2)

representa un plano en R? por (29,29, f(29,29)). Ahora, la diferenciabilidad en x° significa

que en una vecindad de z° podemos aproximar f por un plano, el plano tangencial, de
tal manera que la diferencia f(z) — g(x) desaparece de por lo menos primer orden cuando
x — 2, es decir,

f(l’h 5152) - 9($1, 1’2)

A((an, ), (a0, 23) )

— 0 cuando (z1,73) =z — 2° = (29, 2}
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Ahora demostraremos que la diferenciabilidad en x° implica la existencia de la derivadas
parciales f,, (z%),..., fz, (2°).

Teorema 2.4. Sea f : R® = R, y sea f diferenciable en 2°. Entonces todas las derivadas

parciales de primer orden existen en 2, y

fo@) =c, k=1,....n,
es decir,
= Vf(a").
Demostracion. Dado que la funcién f es diferenciable, se tiene en una vecindad de z° que
flax) = f(a") + & (Z = 2°) + d(z,2°) f().

Para un indice k, 1 < k < n, sea x = 2°+ hé}, con algtin h # 0. Obtenemos ¢ (¥ — 7°) = hey
y d(x,x°) = |h|, por lo tanto

f@® + hey) — f(2°) _ Ll |

!

(2% + hey).

Concluimos que

—(:L‘):hm( LA |f0(x +hek)) = ¢
|

Mas generalmente, la diferenciabilidad implica la existencia de las derivadas direccionales
en todas las direcciones. En el teorema siguiente demostraremos, ademas, como podemos
calcular las derivadas direccionales de las derivadas parciales.

Teorema 2.5. Sea f : R — R diferenciable en 2°. Entonces f es diferenciable en 2° en

cada direccion @, y se tiene que

L (00) = (V56) @ (2.1)
of
| <l 22)

Demostracion.
1. Segun el Teorema 2.4,

fla) = f(a®) + & (7 - 1°) + d(z,2°) f*(2)
en una vecindad de z°, donde ¢ = Vf(2°). Si definimos # = 2° + had y elegimos
|h] = d(x,x°) # 0 suficientemente pequetio, se tiene que
f(2® 4 ha) — f(2°) = he- @+ |h|fO(2° + ha),
por lo tanto

8a = s h
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h—0

h
= lim (5-6—1— %fﬂ(xojth&)) =c-a= (Vf(:vo)) - a
2. Utilizando la desigualdad de Schwarz obtenemos

(V@) -al < [|VF )] - llall = [V £ ).

Comentamos que si Vf(z°) = 0, entonces la férmula (2.1) implica que

gﬁ( % =0 para toda direccién @.
Por otro lado, si V f(2°) # 0, entonces
o = V(")
IV )]

define una direccién en R™. Para la derivada direccional de f en 2° en la direccién @, obte-
nemos
of L V(") -V’
o (2%) = (Vf(a") -d =
ddy ( ) IV £

Esto significa que dy es una direccion extremal, dado que segtn la férmula (2.2),

af

9 )| < V9] -

para cualquier direccién a. En otras palabras, dy es la dlrecmon del mayor crecimiento de f
en el punto z°.

Si f es diferenciable en un punto x°, entonces la existencia de las derivadas direccionales
(garantizada por el Teorema 2.5) en 2° asegura que f es continua en x° en todas las direccio-
nes. Sin embargo, esto no nos permite concluir que f es continua en 2°. Pero en el siguiente
teorema demostraremos que si f es diferenciable en 2° (en el sentido de la Definicién 2.7),
f es continua en 2°. Para tal efecto demostraremos primero el siguiente teorema.

el

Teorema 2.6. Sea f : R™ — R, y sea f diferenciable en 2°. Entonces para cada € > 0 existe
un & > 0 tal que para todo x € D(f) con d(x,2°) < § se tiene que

’f(x) — f(xo)‘ < Md(z, 2°)
con la constante
M = ||Vf(")] +e.
Demostracién. Dado que la funcién f es diferenciable, existe una vecindad U(2°) de z° donde
f@)=f(a") + ¢ (¥ —2°) +d(x,2") f(z), ¢=Vf@")

Ahora, para € > 0 elegimos un ¢ > 0 tal que x € Us(2°) y | f°(z)| < & para todo z tal que
d(z,z°) < 4. Utilizando la desigualdad de Schwarz, obtenemos para d(z, z°) < 4 lo siguiente:

‘f(x)— ‘\‘c 7— i ‘—l—d:ca: !fo ‘
< |1z — 20 + d(z, 2°) | £ ()|
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HVf H+€ (z,2°).

Con la ayuda del Teorema 2.6 podemos demostrar ahora la continuidad de f.

Teorema 2.7. Sea f:R" — R diferenciable en 2°. Entonces f es continua en x°.

Demostracion. Sea {x¥}ren una sucesién en D(f) con 2% — 2° cuando k — oo. Segiin el
Teorema 2.6 existe una constante M tal que para cada k suficientemente grande

|f(z") = f(2°)] < Md(a", 2°).
Esto implica que f(z*) — f(2°). ]

Si todas las derivadas parciales de una funcién f existen en un punto z°, no necesaria-
mente f debe ser diferenciable en 2°, dado que en este caso ni siquiera podemos concluir que
f es continua en z°. Pero demostraremos bajo una hipétesis adicional la siguiente inversién
del Teorema 2.4.

Teorema 2.8. Sea f : R® — R. Si en una vecindad U(z°) de z° las derivadas parciales
fors- -y fu, existen y son continuas en x°, entonces f es diferenciable en x°.

Demostracion. Existe un g9 > 0 tal que U.,(2°) C U(2") C D(f). Elegimos z = 2" + ¥ con
0 < ||7]| < €0, donde

ademas definimos

entonces siempre se tiene que

"Il <

[7°]] < [17]] < eo,
y sabemos que
P+ el (z°), v=01,....n

Tal como en la demostracién del Teorema 2.3, existen ciertos puntos £ en el segmento lineal
que une z° + 7! con 2° + ¥ tales que

fla®+ 7 )+ Z (2% + ) — f(a° + )

m°>+;vyawy<x0>+i (Lier- 2L

v=1

o, o
)+ Yongl e 41 i (e - 3h6).
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Para demostrar el teorema solamente hay que demostrar que la siguiente funcién es continua

en z%:

"\ v, [Of of L, =
. = &) — x si v # 0,
f0<.1'> _ fO(IL’O +U) — ; HUH (axy( ) 8[)31,( )
0 si v =0.
Dado que las derivadas parciales df/dz, son continuas en x°, para cada ¢ > 0 existe un
d:(v) con 0 < 0.(v) < gy tal que

0 0
aﬂ;’i (@) - g2 (a)

< para todo  con d(z,2°) < §.(v).
n

Ahora elegimos
0. = min{d.(1),...,0:(n)}.
Asi, para todo z con d(z,2°) < . también se tiene
d(g”,a”) < |7 < 4,

y finalmente llegamos a

n n

of of of of

o]

0 < LR vy _ ~J 0 < vy 0
@< 25 |2, €0~ 70, | < 2o )~ 3, 0] <2
es decir, f° es continua en 2°. [ |

Ejemplo 2.6. Consideremos nuevamente la funcién f : R?* — R dada por f(z,y) = 2* +
xcosy. Las derivadas parciales
0 0 :
a—i(m,y) = 2z + cos y, a—ch(x,y) = —xsiny
son continuas en cada punto (xo,1y0) € R?, por lo tanto f es diferenciable en todo R?. Ahora,
si nuevamente nos ponemos la tarea de calcular la derivada direccional de f en (xg,y0) €en
la direccion @ = (1/v/2){1,1}, obtenemos aplicando el resultado del Teorema 2.5
0 1
8—2(%, o) = (Vf(zo,10)) - @ = {2z + cosyo, —zosinyo} - (%{1, 1})

CcOS sl
:\/55604- Yo  ToSYo

V2 V2

lo que reconfirma el resultado del Ejemplo 2.4 por una computacion mucho mas compacta.

Ejemplo 2.7 (Problema 1, Certamen 1, Curso 2009/1). Se considera la funcién f : R* — R
dada por

foyg) = Vg @D #00)
0 si (x,y) = (0,0).

a) Determinar las derivadas parciales de f.



40 2. FUNCIONES DE R™ EN R™ I

FIGURA 2.6. Funcién f(z,y) del Ejemplo 2.7.

b) sLa funcion f es diferenciable en (0,0)?
c) Sea (xo,%0) = (1,1). Determinar la derivada direccional de f en (xg,yo) en la direccion

a=(0,6,0,8).
d) Determinar en (xg, o) la direccion de mayor crecimiento de f.
Solucién sugerida. Se incluye un plot de la funcion f, ver Figura 2.6.
a) Sea (z,y) # 0, entonces podemos calcular las derivadas parciales directamente:

of _ 2xyt(22t +yt) —2?y? 820 5 xy? 815y
g(:v,y) = (227 + 1) BN - 221+ g’
%(x y) = 2%y (22 + yt) — 2%y® - 4y? _ By Aty
ay ’ (2:134 + y4>2 21,4 + y4 (21,4 + y4)2'

En virtud de

lim = lim ——— =0,
h—0 h h—0 2h* + 0
h—0 h h—0 0+ h

podemos concluir que

of B of _
5-(0.0) =0, a—y(0,0) = 0.
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b) La funcion f no es diferenciable en (0,0). Para demostrar esto basta probar que f no
es continua en (0,0), puesto que segun el Teorema 2.7, si f no es continua en un punto
(2°,9°), no es diferenciable en este punto. Los siquientes cdlculos son suficientes para
demostrar que f no es continua en (0,0):

4

lim f(h,0) =0, lim f(h,h) = lim
h—0

1
_  _Ym-=
h—0 h—0 2h* + B4 a0 3

1
3
¢) La derivada direccional solicitada es

of _0gof of
%(l’o,yo) = 07681’(17 1) + 0’86’(1/(1’ 1)

2 8 2 4\ 2 _
_0,6~(§—§)+0,8-(§—§>_4—5_0,04.

d) La direccion de mayor crecimiento es

2.6. Derivadas parciales de orden mayor

Sea f : R"™ — R. Supongamos que para un indice & (1 < k& < n) la derivada parcial
fa, existe sobre un dominio D(f,,) C D(f). En este caso, podemos tratar de formar en un
punto interior 2° € D(f,,) para un indice [ (1 <1 < n) la derivada parcial

(ka)xz = fu’vkl‘l'

Ahora, si a su vez f,,, existe sobre D(f;,2,) C D(fs,), podemos tratar de formar la derivada
parcial

(kaxl)xm = kaxlxm (1 Sm < TL),
etc. Esta consideracion nos lleva a la siguiente definicion.
Definicién 2.8. Sea f : R™ — R. Si en un punto interior

0
xr 6 D(fzklka'“xkl—l)

existe para un k; con | > 1 la deriwada parcial
(fzk1$k2"‘xklf1):ckl (xo) (1 < kl < n para L= 17 v 7l)7

entonces esta derivada parcial se llama derivada parcial del orden [ de f en el punto z°.
También usamos la notacion

al
)
6mk1 ce 81'19;

Las derivadas parciales de la Definicién 2.5 son derivadas parciales de primer orden; a
veces la misma funciéon f se llama derivada parcial del orden cero.

fIkIIkQ...ZL‘kl (xo) o

Definicién 2.9. Sea f : R" - R y X C R™ un conjunto abierto. Sea k > 0 un niumero
entero. Escribimos f € C*(X) si sobre X todas las derivadas de f del orden k existen y son
continuas.
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FIGURA 2.7. La funcién f(z,y) del Ejemplo 2.9.

Ejemplo 2.8. Consideremos sobre R?® la funcion

f(x,y,2) = dayz — 2 + y°.

Aqui obtenemos las derivadas parciales
Je=4yz =2z, for =2, foy= [y =4z,
fy=4xz+2y, [y =2, fo=[0=4,
[z =4zy, fro =0, fyo = foy = 4.

En este ejemplo obtenemos f,, = fye, f2: = f2z ¥ fyz = [2y. La pregunta es si siempre
podemos intercambiar el orden de las derivaciones parciales. Pero esto no es valido en general,
como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Consideremos sobre R? la funcion
22—y

f(x,y) _ xym st (x,y) 7é (070)7

0 si (2, y) = (0,0),

ver Figura 2.7. Aqui obtenemos las derivadas parciales en (0,0)

e J(h0) =0 . foR) -0

y para (z,y) # (0,0)
$4 + 4x2y2 o y4 x4 o 43;,23/2 o y4
f$(x7y):y ) fy(xay):x P

(2% + ) (2% + )
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r.v

J"'n"'k'

_}rﬂ+|H'.'
Yo

Ficura 2.8. Ilustracion de la demostraciéon del Teorema 2.9.

luego
1 —nt 1 ht
f14(0,0) = }1113(1)% {h . W} =-1, [f,(0,0)= }}L%E {h ‘ W} =L
Observamos que las sequndas derivadas parciales f,,(0,0) y f,.(0,0) existen, pero sus valores
son diferentes. En este caso, ambas funciones fu, y fyz son discontinuas en (0,0). Para ver
eso, calculamos primero para (z,y) # (0,0)

fzy(x,y) = fym(x,y) — (x® —y*)(2* + 102"y + y°)

(z* + y°)°

{(zr, yi) brew = { (%’ %) }keN

Jey(@r, k) = fye(Tr, yr) =0,

Para la sucesion

obtenemos

es decir
kh;rgo f:):y(xkayk) =0 7£ fxy(070) = -1, kh;rgo fym(xkayk) =0 7é fyw(oa O) =1

En lo siguiente queremos analizar bajo qué condiciones podemos intercambiar el orden de
las derivaciones parciales. Para tal efecto demostraremos primeramente el siguiente teorema.

Teorema 2.9 (Schwarz). Sea f : R* — R y sea U(xo, yo) una vecindad abierta. Supongamos
que la derivada parcial fy, existe en U(xo, yo) y es continua en (2o, Yyo); ademds supongamos
que fy(x,yo) existe para todo (x,yo) € Ul(xo,yo). Entonces también existe f,.(zo,yo), y se
tiene que

f:cy(xo,yo) = fyw(xoa?/o)-
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Demostracion. Tenemos que demostrar que la funcion

1
F(h) = E(fy(xo +h,y0) — fy(@o, yo))
satisface
}1111%) F(h) = fuy(20, v0)-
Si elegimos h # 0 tal que (zo + h, yo) € U(xo,yo) (ver Figura 2.8), entonces se tiene que
J(@o+ h,yo + k) — f(xo + h,y0)
k Y

Fo(o,10) = %Ef(l) f(xo, yo + k}i — f(=o, yo).

fy(xo+h,yo) = }CE%

Utilizando la abreviatura

f(zo+h,yo + k) — flxo + h,yo) — [f (0, Yo + k) — f(20,90)]
hk

G(h, k) ==
notamos que

F(h) = lim G(h, k).

k—0
Ahora sea k # 0 fijo y (zo,yo + k) € U(zo,v0), y sea
o(r) = f(x,y0 + k) — f(2,90).
De la existencia de f,, sigue la existencia de f,, por lo tanto segin el Teorema del Valor
Intermedio del célculo diferencial existe un niumero ¥ € (0, 1) tal que
p(z+h) = p(x) = he'(z0 + Ih),
es decir,

fe(xo +Vh,yo + k) — fa(zo + 9D, yo)

G(h, k) = ;

Ademas sea

Y(y) = faolzo + 00, y).

La existencia de f,, en U(xg,yo) implica la existencia de ¢/, y existe un ntimero § = 0(k) €
(0,1) (ver Figura 2.8) tal que

Oyo + k) — ¥(yo) = k' (yo + Ok) = kfay (0 + Oh, yo + Ok),

es decir
G(h, k) = foy(xo + Oh,yo + Ok).

Puesto que f,, es continua en (zg, o), existe para € > 0 un J. > 0 tal que

’fmy(x;y> - fxy(ﬁo,yo)} < g
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para todo (z,y) con d((xg,yo), (z,y)) < d. Esto implica que para todo h y k con |h| y |k|
suficientemente pequeno

‘G(h> k) - fxy(anyO)} <

Y

DN ™

y obtenemos
|F(h) - fxy(-fovyo)‘ = ,lﬂf_%}G(h» k’) - f:(;y(x07y0)| <

Pero esto significa que

N ™

lim F'(h) = fuy (0, %0)-

h—0
|

En particular, las hipétesis del Teorema 2.9 estdn satisfechas si f € C*(U(xg,y0)) para
una vecindad abierta U(zo, yo) de (2o, yo).

Si ambas derivadas parciales fu, (2o, %0) v fya(Z0, Yo) existen, estos dos valores pueden ser
diferentes, segin el Teorema 2.9, solamente si ambas funciones f;, y f,. son discontinuas en
(20, Yo). Esto sucede en el Ejemplo 2.9.

Teorema 2.10. Sea f : R* — R y sea X C R™ un conjunto abierto. Para un k > 1 sea
f € CHX); admds sea v; € {1,...,k} para 1 < i < k- Entonces para cada permutacion
i, .., i de los nimeros vy, ..., v, y todo 2° € X se tiene que

fxlq Lvg--Tyy <x0) - fxmmw---wuk (CL’O)

Demostracion. Dado que cada permutacion de vy, ..., v, puede ser generada por un nimero
finito de permutaciones de solamente dos elementos consecutivos, el enunciado del teorema
es una consecuencia del Teorema 2.9. [ |

Ejemplo 2.10 (Problema 2, Certamen 1, Curso 2009/1). Sea f : R? — R dada por

%2 — 2°
fay) = P2 si (z,y) # (0,0),
0 81 (l',y) = (0,0)

a) sSe puede aplicar el Teorema de Schwarz para f en el punto (xg = 0,yo = 0)?
b) Sea el conjunto & dado por
2 QY<1
x° 4+ (2 < .

gz{@weR

¢ Cuales son los extremos absolutos de f sobre &7

Solucién sugerida. Se incluye un plot de la funcion f, ver Figura 2.9.
a) Para resolver ambas partes del problema se requiere calcular las derivadas parciales.
Sea (z,y) # (0,0). Aqui obtenemos
8f< ) z? — 2° 22 (4% +y*) — (2 — 2¢%) - 8z
—(z,y) =y——5 +x
or Y TV gy y? Y (42? + 52)?
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FIGURA 2.9. Funcién f(z,y) del Ejemplo 2.10.

? =2y, 817 +2y° —8x7 +16y7 2 — 2y 18z%°

PR R LR PP R PP B
(At + %) (2 — 2¢7) + 18277 Ao’ + 1127y — 2y
) (47 + ) Ul

8—f(m y) = xx2 — 2y? B 1823y2 _ (42® + z9?) (2 — 2y%) — 182%y°

8y ’ 41_2 +y2 (4$2 +y2)2 (41,2 +y2)2

4ot — 2t — 2527y
(42® + y*)?
Por otro lado, para (z,y) = 0 obtenemos

Him f(h,O)—f(0,0) :O, lim f(ovh)_f(070) —0.
h—0 h h—0 h

Entonces, concluimos que

of of
—(0,0) =0, —==(0,0)=0
ax( ) ) ) 8y( ) ) )
es decir las primeras derivadas existen en (0,0). Luego calculamos para (z,y) # (0,0)
O f (2,9) 4t + 112%y* — 2yt
— (x —
0xdy Y (42% + 5*)?
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y(—8y3 + 222%) (42 + 9°) — dy(4a* + 112%y* — 2y*)

(4332 _|_y2)3 ’
lo que significa que
. O0*f o 4zt 1
olclgtl) Oxdy (2,0) = }:1—% 162 4

por otro lado

0 f 1 [0f of 1 —2ht 1

=lim - [ =(0,h) — = =lim—(h- =—2+#-.
aroy 00 = g (ax<o’ )= 5,00 ) =limg & 71
Concluimos que f,, no es continua en (0,0), por lo tanto el Teorema de Schwarz no
puede ser aplicado.
Tratemos primeramente identificar los extremos de f en el interior de &, utilizando
la relacion

Vf(zo,90) =0 (2.3)

para identificar los puntos criticos (candidatos a extremos). Para tal efecto, notamos
que la ecuacion

of
il -0
ax (./I/‘, y) Y
donde la derivada parcial fue calculada arriba, entrega las soluciones
Yo =10 (2.4)
0 para x = Xy
4ot + 112%y* — 24" =0 (2.5)
11 121 1 121 153
o e T e S L
ATV Ty T Tt T
11 ,\> 153
2 2 4
& — = —
(‘T Ty ) 64/
11 V153 11 V153
& 2P+ §y2 = —TyQ Vooa?+ gyz = Ty2. (2.6)

La primera de las dos posibilidades no puede ser satisfecha por ningin (xq,,) € R
Supongamos que (xg,yo) satisface la sequnda ecuacion, entonces

V153 —11

3 Yo- (2.7)

2 _
xo e
Repitiendo estos mismos cdlculos para

B,
a—i(%y) =0,

obtenemos
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V93 + 25 —V993 +25 ,
_— — Y-
8 8
Asi hemos demostrado que cualquier solucion de (2.3) debe satisfacer una de las rela-
ciones (2.4) y (2.7) y una de las relaciones (2.8) y (2.9). El dnico punto critico que
obtenemos asi es (xg = 0,y = 0), pero este punto no es un mdzximo ni un minimo,
puesto que en cada vecindad de (0,0) existen valores de f positivos tanto que negativos.
Para ver eso, sea € > 0, entonces

o = v x5 = (2.9)

2

€ 4
flee)=—2 <0, f(2e6)= =" >0

Analicemos ahora el comportamento de f sobre la frontera 0&. Para tal efecto, nota-
mos que (z,y) € 0& corresponde a la satisfaccion de la restriccion

g(z,y) =42 +y* —4 =0. (2.10)
Tomando en cuenta que sobre & tenemos que

of B 22— 2y%  9x%y?
%(x,y)—y( Tt )

0 r?—2y%  9x%y?
a—g(:ﬂ,y):x( 1 4 8y> para (z,y) € 08.

Las ecuaciones V f(x,y) — AVg(z,y) = 0, donde X es el multiplicador de Lagrange,
son

2_ 9,2 2.2
y(m vy ) — 8\ =0, (2.11)
1 8
2 o2 2.2
x(x 42y —9x8y>—2Ay:o. (2.12)

Multiplicando (2.11) por 16y, (2.12) por (—64x), sumando las dos ecuaciones y to-
mando en cuenta que y* + 4x? = 4 obtenemos

(y* — 42?) (2 — 2y%) + 1827y = 0.
Substituyendo y*> = 4 — 42* y luego poniendo z := x* obtenemos
(1—-22)(92—8)+182(1 —2) =0,
es decir
—362° + 43z = 8.

Las soluciones de esta ecuacion cuadrdtica son

43 +V697 43 —/697
N 72 ’ N 72 ’

21 Z9
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las que dan origen a los siguientes ocho puntos criticos localizados en O&:
Py = (Vz, Vi—4z), Py = (=21, Vi—4a),
(VavI—1m),  R=(—VavI-im),
(V. —VI=Tm),  Pr=(—ya,—i=Tm),
(Vo —VITm).  PR=(-ya Vi),
Dado que nuestra funcion f satisface
[l y) = ==z, y) = —flz, —y) = f(—=z,—y),
basta evaluar f solamente en Py y P,. Tomando en cuenta que
f1:=f (/71 = 0,98178379, /4 — 4z; = 0,3800831) = 0,062756644,
fo = f (/22 = 0,48015105, v/4 — 425 = 1,7543716) = —1,247706,
concluimos que

min f(z,y) = ml'nagf(a;,y) =f (\/2_2, Vi — 422) = —1,247706,

P
Ps
Py

(z.y)es (zy)€
méx f(z,y) = méx f(z,y) = f(—v/22, V4 — 425) = 1,247706.
(z,y)e& (z,y)€08

2.7. Aplicaciones de R"” en R™

Ahora consideraremos aplicaciones f : R” — R™. Tales aplicaciones mapean un punto
x = (r1,...,2,) € D(f) aun punto y = (y1,...,ym) € B(f) C R™. Cada coordenada y;,
i=1,...,m, depende de (z1,...,2,), es decir f es definida por m funciones:

fi:R"= R, D(fi)=D(f); wn=flz,...,2),

fm:Rn_)Ra D(fm):D(f>a ym:fm(xla"'axn)-
Escribimos f = (f1,..., fm), donde f; es la i-ésima funcién de coordenadas.

Teorema 2.11. Sea f: R" — R™. La funcion f es continua en z2° € D(f) si y sélo si cada

funcion f;, i =1,...,m, es continua en x°.

Demostracién. La aplicacién f es continua en z° si y sélo si para cada sucesion {z¥} ey tal
que z* € D(f) y 2% — 2° cuando k — oo se tiene que f(z*) — f(29), es decir,

(f1(@®), ..o, fm(2®) = (f1(2°), ..., fm(2®)) cuando k — cc.

Pero segtin el Teorema 1.4, esto sucede si y sélo si f;(z*) — f;(2°) cuando k — oo para cada

i € {1,...,m} fijo. Esto a su vez es valido si y sélo si todas las funciones f; son continuas
0

en r-. H

Ejemplo 2.11. Un ejemplo importante son las aplicaciones lineales, donde D(f) = R" y
existen constantes a,, € R tales que

Y1 = a11T1 + -+ + Q1ply,
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Ym = @11+ + Qpp Ty
Teorema 2.12. Cada aplicacion lineal es continua.
Demostracion. Tarea. [ |

También para funciones f : R" — R™ definiremos ahora el concepto de la diferenciabili-
dad. En analogia al caso de una funcién f : R” — R aqui la diferenciabilidad en un punto
20 significa que en una vecindad de 2° podemos aproximar f(z) — f(2°) hasta un error de
primer orden por una aplicacién lineal.

Definicién 2.10. Sea f : R® — R™ y z2° un punto interior de D(f). La funcidon f =
(fis-- -, fm) se llama diferenciable en x° si existen una matriz

C — (CMV);Il;Z_ll ,,,,, 777:, E Rmxn

y una aplicacion f : R® — R™ definida en una vecindad U(z") de z° tales que para p =
1,...,m se tiene que
L fi(a?) = g}irgo fu(@) =0,

2. fu(z) +ch z, — ) +d(z,2°) f ().

Segtn esta definicion, una funcién f : R™ — R™ es diferenciable en un punto si cada
funcién coordenada f; es diferenciable. Observamos que

Cup = gi’:( O, p=1,....m, v=1,...,n. (2.13)
Definicién 2.11. Sea f : R" — R™. Si existen las derivadas parciales Of,/0x,(x°) para
pu=1,....myv=1...,n en un punto interior 2° € D(f), entonces la matriz
df (f17"'afm) 0\ afu 0
dx( ) =) = E)(ml,...,xn)(x)_ 8x,,(x)

se llama matriz funcional de Jacobi o matriz Jacobiana de f en z°.

Teorema 2.13. Sea f : R" — R™. Si en un punto interior 2° de D(f) existe la matriz
funcional de Jacobi J;(2°), entonces existen un 6 > 0 y una constante M tal que para todo h
con |h| <d yv=1,...,n se tiene que

A(F° + he), (%)) < MIA]
Demostracion. Tarea. [ |
Ejemplo 2.12. Sea la funcién f: R?> — R? definida por f = (f1, f2, f3) con
filry) =204y, faloy) =32" +y°,  fi(z,y) = ay.

Aqui obtenemos las derivadas parciales

oh_, Oh_, O
Ox Oy " Oz

e Moy O O
T Oy " Oz " Oy
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Ficura 2.10. Hustracién del Teorema 2.14.

Para el punto (1,—2) obtenemos

9 1
%(L—?):#((L_m: _62 _14

Ejemplo 2.13. Sea la aplicacién f : R* — R? definida por

filx,y) =xcosy, fo(z,y) = wsiny.
Entonces

A(f1, f2) _ _
W(l’ay) = Ji(z,y) = {

cosy —xsiny
siny xcosy |-

2.8. La regla de la cadena
Teorema 2.14 (Regla de la cadena). Se consideran las dos funciones
[ RS D(f) 3z f(z) € B(f) CR™,
g: R" > D(g) >y g(y) € B(g) C R,

donde sea B(f) C D(g) y h = go f. Ademds, sean x° un punto interior de D(f) e y° = f(a°)
un punto interior de D(g). Sea la funcion g diferenciable en y°. En este caso se tiene lo
siguiente.

1. Sidf/dx(a®) existe, también existe dh/dz(z°), y
dh o _dg o df o

2. Si f es diferenciable en 2°, también h es diferenciable en a°.
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Demostracion. Sean f = (f1,...,fm), 9 = (g1,---,9) y h = (h1,..., ;). Puesto que g es

diferenciable en y°, se tiene lo siguiente en una vecindad U(y°) de 3° para A =1,...,I:
ny) = any’) = V") - (7 - 7°) +dy, 4" )R ()
0 2.14
=3 TR0 — 40 + dly, )R ). (2.14)
p=1 O

donde ¢ (y) es continua en 3° y satisface ¢ (y") = 0.

1. Supongamos que df/dz(z°) existe. Para v = 1,...,n definimos z = z° + te, para un
t € R. Entonces existe un ¢y > 0 tal que f(z° + té,) € U(y°) para todo t con |t]| < t,
y todo v = 1,...,n. Ahora si insertamos lo siguiente en (2.14):

y=fa"+te,), y.=rfua®+te); 0= f"), = fu(z?),
y tomamos en cuenta que hy(x) = gA(f(z)) para todo ¢ con 0 < [t| < ty, obtenemos
Iale® + 1) — () gaf(@ + 48) — g2 (F")
t t

ag)\ fu Zz +t61/> fu<5’70)
N Z (’3yu t

LA (z° +1t&,), f(2°) N (f(2° + té)))
t .

Para t — 0 tenemos las convergencias
fu(xo +te,) — fu(xo) . Ofu (xo)’
t ox,
AR(f@’+te)) = gr(f(2") = g}(y°) =0,
por lo tanto en virtud del Teorema 2.13,

8h,\ RY: h)\(ZL’O —f-té;,) — h)\([L'O) . i ag,\ 0 @f“
5z, = m t =25, 50,

Tomando en cuenta la definicion del producto entre dos matrices, obtenemos el primer
enunciado del teorema.
2. 51 fes dlferen01able en 2°, entonces se tiene lo siguiente en una vecindad de 2° para

uw=1,.
fu(x) — fula®) = Vfu( ") (@ = 2°) + d(z,2°) £, (x)

Z o (19)(a, — o) + d(a) o),

donde las funciones f](x) son continuas en 2° y satisfacen f7(z°) = 0. Insertando esto
en (2.14) entrega que

o (f(@) —an(f Z 6% y°) (Z gi’: —20) + d(z, xo)fg(x))

8yu
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+d(f(x), f(@")gx (f(2)).

En virtud de lo anterior,

ha(z) ) + Z (Z agA gif’: )) (z, — 3°) 4 d(z, 2°)h)(z),

Oyu

donde definimos

0 0 d(f(x), 2" 0 . 0
Zaz: f %gx(ﬂ@) six #a”,

0 six = 20,

Segun el Teorema 2.6 existen una constante M > 0 y un ¢ > 0 tales que para todo x
con 0 < d(x,2%) < 4 se tiene que

M B in: {fu(if) — ful2?) }2 < M.

d(x, z%) = d(x,x0)
Puesto que
lim fo(z) =0, lim g3(f(x)) = g}(y°) =0
T—T CL'*)LE

se tiene que
lim B3 (z) = 0 = hS(z°).

.',E—>£L’

Entonces cada una de las funciones hy es diferenciable en 2%, lo que concluye la de-
mostracion del teorema.

|
Comentamos que la ecuacion que aparece en el Teorema 2.14,
dh, o dg df
£<x)_d_y(y) dx( %)

es una ecuacion matricial de la forma

[Ohy  Ohy Ohy T r0gr Ogp 0917 [90fi Ofy df17
or, Oz, = Oz, oy Oy Oym| |0z Oz T Bz,
Ohy  Ohs Oho dgs  0go g dfs  0fs dfs
Erolll ml N wel W 1l R wad I I e LT |
ohy Ol Ohy dg; Oy g1 Ofm  Ofm O fm

|0z, Oy T Oz, 1 dy; Oys T Oymd Loz, Oxe T Oz

donde la primera y la tercera matriz deben ser evaluadas en z° y la segunda en y° = f(z°).
Por otro lado, en las aplicaciones frecuentamente se presenta la situacion f: R — R™ y
g : R™ — R. En este caso, la aplicacién h = go f : R — R esta definida por

h(x) = gy, - Ym);
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donde
hn = fl(x)v ey Ym = fm(x>

Aqui la regla de la cadena asume la forma

dfl 0
dh 0 0 E@) =0 df,
_ |99 99 . : _ N~ Y99 0y, Yn
w@) = 5,00 - 50 " —; 5y, ) G @)
d—;n@o)

Ejemplo 2.14. Sea

h(z) = g(yr, y2) = e, y1 = fi(z) =xcosz, y2 = fo(z) =zsinz.

0

Queremos calcular ' (z°) para 2° = 7. Poniendo

v = () = (H1(2%), f2(2") = (=7,0)

obtenemos
Jg 99 . o o dg g0 .0
oY ey1y27 Y ) =Y, oY ey1y27 ) = -7
8y1 2 ayl ( 1 2) ayQ 1 a N ( 1 2)
ademads se tiene que
d—flzcosx—xsinx %(xo):— ; d—fQ:sinx—i-xcosx' dfz __
dx T da " dx "o da

Estos valores nos permiten calcular

99 0 o0l

0 d
B = o R ) + 5 ) 2 ) = 7

6y1 4 dx

Ejemplo 2.15. La regla de la cadena se usa mucho para derivar funciones que provienen de
otras funciones a través de una sustitucion de variables. Por ejemplo, sea dada la funcion
f(z,y). Introduciendo las llamadas coordenadas polares planas

T =7rcosp, Yy=rsineg
podemos convertir f(x,y) en una funcion F(r,¢):

F(r,p) = f(rcosp,rsingp).
La regla de la cadena nos entrega la siguiente relacion entre OF /Or, OF /0@, Of /0x y Of/0y:
oF _ of 0 ofo . . . of of
9 = Ir ar(rcosgo) + 9 ar(rsmgo) = 5 o8P+ oy S
oF of 0

af 0, . _of of
9o~ Oz &p(TCOS@ + 3y ag0(7“sm<p) = rsin p + =—7 cos .

ox Jy
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2.9. El Teorema del Valor Intermedio

Definicién 2.12. Sean z', 2% € R", 2! # 2. Entonces al siguiente conjunto se dice segmento
lineal que une los puntos ' y 2%

Lol ={z eR" |z =z + \N2*—2"), A€ [0,1]}.

Teorema 2.15 (Teorema del Valor Intermedio). Sea f : R" — R. Sea X C D(f) un
conjunto abierto, y sea f diferenciable sobre X. Sean x',2* € X, a' # 22 y sea el segmento
lineal x1, 22 contenido en X. Entonces existe por lo menos un & € x', 22 tal que & # ',

§# 2%y
f@®) = f(=h) = Vf(©) - (@ —a").
Demostracion. Consideremos para t € [0,1] la funcién F': R — R definida por
Ft) = (o' + 1 — 7).

Esta funcién es continua sobre [0, 1] y diferenciable sobre (0, 1), asi que segin el Teorema
del Valor Intermedio de funciones de una variable existe un 9 € (0, 1) tal que

F(1) - F(0) = F'(¥).
Segun el Teorema 2.14,
Fi(t) = (Vf (" + 1@ = 7)) - (3 - ),
por lo tanto
F(1) - F(0) = (Vf(xl (T — fl))> (- 7).
Para £ = a! + 9(2% — ') se tiene que
f@®) = f(a') = F(1) = F(0) = Vf(§) - (7% — &)
|

Un caso particular de los conjuntos X que satisfacen las hipotesis del Teorema 2.15 son
los conjuntos convexos.

Definicién 2.13. Un conjunto X C R"™ se llama convexo si con cada par de puntos x' y x?
también el segmento lineal x', 22 estd contenido en X.

Comentamos que para n = 1, el enunciado del Teorema 2.15 es
fa*) = f(z') = f(§)a® — ),

lo que es el Teorema del Valor Intermedio para funciones de una variable. Para funciones
f(x,y) de dos variables, el Teorema 2.15 entrega la siguiente férmula, donde definimos z! =

(x1,91) ¥y z? = (22,y2):
f(za,y2) — f(w1, 1) = (w2 — 21) fu(§m) + (y2 — y1) £y (§,m),

donde £ esta localizado entre x; y x5 v 1 entre y; e ys.
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Finalmente, comentamos que no existe una version del Teorema 2.15 valida para funciones
f:R™ — R™. Para ver eso, basta discutir el ejemplo f : R — R? con f(z) = (22, 23) sobre
[0, 1].

Para funciones de una variable ya sabemos que del Teorema del Valor Intermedio sigue
que una funcién f continua sobre [a,b] y diferenciable sobre (a,b) es constante si y sélo si
f'(x) = 0 sobre (a,b). Podemos definir un teorema andlogo para funciones de n variables
basandonos en el concepto de una region en R™.

Definicién 2.14. Un conjunto G C R" se llama

1. poligonalmente conexo si para cada par v, € G existe un numero finito de puntos
r=al,2%, ... ,2™ =7 € G tales que el trazado poligonal

m—1
_ i il
P = U rt, xtt
i=1
pertenece enteramente a G;

2. una regién si G es abierto y poligonalmente conexo.

Teorema 2.16. Sea f : R" — R; ademds, sea G C R"™ una region y sea f diferenciable sobre
G. Entonces f es constante sobre G si y solo si

Vf(x)=0 paratodo z € G.

Demostracion.

1. Si f es constante sobre G, entonces V f(z) = 0 para todo z € G.
2. Sea Vf(z) = 0 para todo z € G. Si 7,7 € G, entonces existen puntos z! =

x,2%, ..., 2™ = 7 tales que los segmentos lineales x%, xi*+! parai =1,...,m — 1 estan
completamente contenidos en GG. Segun el Teorema 2.15 existe un &' € %, x*t! para el
cual

fl@™) = fla') = Vf(E) - @ - 7") =0,
por lo tanto
f(z) = f(2™) parai=1,...,m—1

y luego f(x) = f(z). Dado z fue elegido arbitrario, concluimos que f(z) = f(Z) para
todo x € G, es decir f es constante sobre G.

|
Ejemplo 2.16. Consideremos la funcion f : R? — R definida por

x
f(z,y) = arctan — + arctan J
Yy T

sobre las regiones
Gy = {(z,y)]|z >0,y >0},
Gy = {(z,y) |z <0,y >0},
Gs = {(z,y) ]z <0,y <0},
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Gy = {(z,y)|2 >0,y <0}
La funcion [ es diferenciable sobre G = G1 U Gy U G3 U Gy, y se tiene que

of 1 1 1
%H—(%)Q.<%>+T§)2.§O7
of 1 1 1 B

ayl+(%)2;+1+<g)2‘(;)oj

por lo tanto V f(x,y) = 0 sobre Gy U Gy U G5 U Gy. Puesto que cada uno de los conjuntos
G1, Gy, G35 y Gy es una region, el Teorema 2.16 implica que f(x,y) debe ser constante sobre
cada una de estas regiones. Efectivamente,

flz,y) = f(1,1) = 2arctan 1 = g para todo (z,y) € Gy,
f(z,y) = f(—1,1) = 2arctan(—1) = —g para todo (x,y) € Ga,
flx,y) = f(=1,—1) = 2arctan 1 = g para todo (z,y) € Gs,
f(x,y) = f(1,—1) = 2arctan(—1) = —g para todo (z,y) € Gy.

Note que no podemos aplicar el Teorema 2.16 para el conjunto G, puesto que G es un con-
Junto abierto, pero no es poligonalmente conexo y por lo tanto no es una region. Tenemos
Vf(z,y) = 0 para todo (x,y) € G, pero f(z,y) no es constante sobre G. Solamente sobre
cada una de las cuatro sub-regiones f(x,y) es constante.

Finalmente comunicamos los siguientes teoremas (sin demostraciones) que establecen
las relaciones entre un conjunto conexo en el sentido de la Definicién 1.12 y un conjunto
poligonalmente conexo.

Teorema 2.17. Sea G C R™ un conjunto poligonalmente conexo. Entonces G es conexo.

Teorema 2.18. Un conjunto G C R™ es una region si y solo si es abierto y conezxo.
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Capitulo 3

Funciones de R" en R II: aplicaciones

3.1. El Teorema de Taylor

Recordemos primeramente el Teorema de Taylor para funciones de una variable (Célculo
). Sea f : R — R. Sea I un intervalo arbitrario, sean g € I y m € Ny, y sea la funcién f
por lo menos m + 1 veces continuamente diferenciable sobre I. Entonces para todo z € I es
valida la formula de Taylor

f(x) =Tn(z) + Rn(x, x0)

con el polinomio de Taylor

*) (2,

k=0

m

y el término residual en su forma de Lagrange:

SO (o 4+ 02 — x0))
(m+1)!

Ro(x,xz0) =

( T — x0>m+1
para un ¥ € (0, 1).

Trataremos ahora una generalizacion del Teorema de Taylor para funciones f : R" — R.
Para tal efecto definimos ahora el concepto de un polinomio de n variables.

Definicién 3.1. Un polinomio de n variables es una funcion p : R" — R con D(p) =R" y

N

_ V1 ,.V2 12
p(T1, ..., x,) = E (R et -

V1,V2;5..+, vp=0

donde vyi,...,uy, N € Ny Y ay,p,...,, € R. El mayor de los nimeros vy + vy + -+ 4+ v, con
Ay, 7 0 se llama el grado de p.

Definicién 3.2. Sea h = {hi,. .. hn} un vector de V* y k € N. Sea f : R" — R y sea
f € C*(X) para un conjunto X C D(f). Entonces definimos el operador diferencial (h - V)*
mediante
o f
GGy Oy )
le xug P xuk

(l_in)k(x) = i hl/1hl/2"'h

V1,02, V=1

para k > 0 y formalmente
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Ejemplo 3.1. Consideremos el caso n = 2, k = 2. En este caso el operador diferencial
(h - V)? para una funcién f : R* — R sobre un conjunto X C D(f) con f € C*(X) estd
(segin la Definicion 3.2) dado por

= of /
. 2 —
(h Vf) ( ) (hl 8[)31 + h2 ax2) (Jil,l’g)
32f 32f
hlhlaxla o (21, 22) + h1h28x18 o

2 2

hah
81'281'1 (x17$2)+ 2 281’281’2

82 82 2
= h f(:cl,xg)—i-thhQa 1af 2(3317 2)+h§8x€

(x17$2)

+ hghl ($1,$2)

(-1717-772)7

a 2
donde utilizamos la siguiente relacion (la cual es vdlida segin el Teorema 2.9, puesto que
felHX)):

0 f B 0 f
8x18x2 n 81’28]}1.
Teorema 3.1 (Teorema de Taylor). Sea f: R* — R y X C D(f), y para un m € Ny sea
feC™(X). Ademds sean 2° € X yx € X, y sea_el segmento lineal x°,x contenido en X.

Entonces los siguientes enunciados se tienen para h = T — 7°:

1. La funcion f puede ser representada por la formula de Taylor

o) =S VD) g a0,

pr k!
2. El término residual R,,(x,2°) es de la siguiente forma, donde ¥ € (0,1):
(h- V)™ (20 + 9h)
(m+1)!

Demostracion. Note que el conjunto X es abierto en virtud de la Definicién 2.9. Parat € [0, 1]
consideramos la funciéon ¢ : R — R con

plt) = f(2° + th).
Esta funcién es m + 1 veces continuamente diferenciable sobre [0, 1], y segin el Teorema de
Taylor para funciones de una variable existe un ¢ € (0, 1) tal que

R, (z, xo) =

=3 0 g, 20 (31)

k! (m+ 1)
Ahora la regla de la cadena entrega las siguientes derivadas de la funcién ¢:

pO(t) = f(2° + th) = (h- V) (2° + th),

"(t) = ihlw — (h-Vf)(z° +th),

X
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o' (t) = zn: h; (zn: hj%a‘;m)) = (h- V)2 +th), et
En general obtenemos
e®B () = (h- V)" +th), k=0,1,... . m+1,

y por lo tanto

p®(0) = (h-V)Fa°), k=0,1,...,m,

P = (b V)™ (20 + Oh).
Insertando esto en (3.1) obtenemos el enunciado del teorema. ]

En el caso m = 0, es decir, para f € C'(X), obtenemos para un 9 € (0,1) apropiado
fx) = f(@°) + - Vf(a® + 9h).

Esto es el enunciado del Teorema del Valor Intermedio. Entonces, también aqui el Teorema
de Taylor es una generalizacion del Teorema del Valor Intermedio.

Para una funcién f(z,y) definida en R? y m = 1, la férmula de Taylor escrita detallada-
mente es la siguiente:

flxo+h,yo+ k)

1
=0 (z0,%0) + (hgi k&%;) (90073/0)‘17_(]18?: ka—;C) (w0 + VD, yo + Vk)

= f(zo,v0) + hfa:(xo,yo) + k fy(z0, v0)

1
+ 3 (hZfM(xo + Oh, yo + 9k) + 2Rk fo, (20 + Oh, yo + k) + K £, (20 + VR, yo + 19k))

Ejemplo 3.2 (Problema 5, Certamen 1, Curso 2009/1). Sea la funcién f : R* — R dada
por

f(z,y,2) = e"sinycos z.

a) Determinar el polinomio de Taylor Ty(x,y, z) de f correspondiente al punto de desa-
rrollo (xo, Yo, 20) = (0,0,0).

b) Determinar el termino residual Ry(x,y, z, g, Yo, 20) correspondiente.

c) Sea

B:={(z,y,2) eR}| 1< o<1, —n/4 <y < /4, —m/4 <z < w/4}.
Determinar una constante C' > 0 tal que

méx | Ra(z,y, 2, %o, Yo, 20)| < C.
(z,y,2)€B

Solucién sugerida.
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a) Aqui calculamos las derivadas en (0,0,0)

f=0, foy =€ cosycosz‘oo0 1,
fx:ezSinyCOSZ’000)207 foe = —€" s1nysmz‘000) 0,
fy=c¢€" cosycosz}ooO 1, fyzz—e‘”cosysinz|000) 0,
f. = —¢€" smysmz‘ooo):(), fyy = —€" smycosz|000 0,
fow =€ smycosz’ 000) = 0> for = —e smycosz| 000) = 0

por lo tanto

B of of
TQ(xvyaz) - f(oaov()) +I8$(Oa070) +yay

5 2 2
Orf rf Of
8 —5(0,0,0) + 2z TY 5o o (0,0,0)—i—Q:z:zava
5 pe pe
of OFf f
T ay 52(0,0.0) + 2275

of
(0,0,0) + 25>(0,0,0)

_|_

(0,0,0)

+ 2yz——-(0,0,0) + y ~=(0,0,0)

1
=y+§-2xy:y—|—xy.

b) En una notacion simplificada obtenemos aqui las terceras derivadas

Jeze = € sinycos z, fuze = —€"sinycos z,
Juewy = €” cOsycos z, fyyy = —€* cosycos 2,
Jrzz = —e"sinysin z, fyy. = €*sinysin z,
Jayy = —€*sinycos z, fyzz = —€" cosycos z,
fayz = —€" cosysin z, fszr = € sinysin 2.

El término residual es, en este caso,

RQ(SE7 Y, 2, %o, Yo, ZO)

1
- 6 (xsfxw:v + ygfyyy + Z3fzzz + 35172yf:m:y + Bxy2fl“yy
+ 3ZEQmemz + 31’Z2fa¢zz + 3y22fyyz + 3y32fyzz + nyzfxyz)a

donde las terceras derivadas son evaluadas en algin punto (£,m,¢) con 0
0<n<yy0< <z, es decir,

R2<x7 Y, z,%0, Yo, ZO)

= %(:c3 sinn cos ¢ — y* cosncos ¢ + z° sinnsin ¢
+ 32y cosn cos ¢ — 3xy*sinn cos ¢ — 3x?zsinnsin ¢
— 3xz%sinn cos ¢ 4 3y*z sinnsin ¢ — 3yz? cosncos ¢

— 6zyz cosnsin C) .

< ¢ <o,
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¢) Tomando en cuenta que |sina| < 1/v2 para —7/4 < o < 7/4, podemos acotar Ry
sobre B de la siguente forma:

|R2(x7y727x07y07’20)|

( 1 +7r3+ s +37T+ 32 +37T+ 32 +37T3+37r3+ 67> )
V2 64 128 0 4 16v2 8 16v2 128 64 16v2
( 1 97 (9V2+6)r* 3x°

— 4+ < 5,855.
VAR 32)

e
S6

3.2. Funciones implicitas

Queremos ahora estudiar la solucién de sistemas de ecuaciones, empezando por elementos
de la teoria de sistemas lineales. Sea n > m y un sistema lineal dado por

a1y + -+ ATy —bl = 0,

Am1Z1 + -+ ATy _bm = 0.

Suponemos que el rango de la matriz (a,,) es m, es decir, depués de un posible cambio de
numeracién de las variables,

(055 A1m
det(a/u/),u,yzl,..‘,m = 7& 0. (32)
Am1 -+ Amm
En este caso podemos despejar x1,. .., z,, del sistema lineal, es decir, existen coeficientes c,

y ¢ tales que

n
T =0+ § ClyTyy -y Ty = Cpy + E Cmp Ty .

v=m+1 v=m-+1

Queremos generalizar ahora este problema y consideremos en R™ un sistema de ecuaciones

fl(l‘) = fl(l‘l, Ce ,$n) = 0,

fm(@) = fnl(21, ... 2,) =0,
donde suponemos que las funciones f, estan todas definidas en una vecindad n-dimensional
U(2°) de un punto 2V, es decir,

m

U(") € () D(f)-

p=1

Ahora buscamos todos los puntos z € U(z") que son soluciones del sistema de ecuaciones.
El siguiente ejemplo demuestra que un tal punto no necesariamente debe existir.
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Ejemplo 3.3. Consideremos el sistema
fi(zy, o9, 3) = 22 + 222 — 1 =10,
fg(l'l,l’g,.ﬁlfg) = I’% + 33'% + 1=0.
Aquin = 3, m = 2. El sistema de ecuaciones no estd satisfecho para ningun punto.

Para avanzar tenemos que exigir que por lo menos para un punto x € U(z) el sistema
no lineal esté satisfecho. Ademas necesitaremos alguna otra condicién que se convierte en la
condicién (3.2) para el caso especial de un sistema lineal.

Teorema 3.2 (Teorema Principal de Funciones Implicitas). Sean dadas las funciones f, :

R*” — R para p = 1,...,m con m < n. Sean X C R™ un conjunto abierto; 2° =
(29,...,20) e X; f, e CHX) parap=1,...,m, y
fi(2?,...,2%) =0,
fn(2y, ... 2%) =0.
Ademds, sea la matriz
0
F(z%) = ( Ju (xo)) (3.3)
ax’/ w,v=1,...m
no singular. En este caso, el sistema de ecuaciones
f1<$) = f1<CC1, e 7(['”) == 07
f(x) = fru(z1,. .., 2,) =0
es localmente resoluble para x1,...,x,,. Esto significa lo siguiente: existen una vecindad
abierta Y del punto & = (29,,,...,2%) € R*™™™ y m funciones unicamente definidas ¢, :
R*™ - R (u=1,...,m) de las variables Ty, 11, ..., Tn,
1= O1(Tmt1s -5 Tn),
L = me(‘rm—&—la o 7xn)7

todas de ellas definidas sobre Y. Estas funciones satisfacen lo siguiente:
L@, € CHY) para p=1,...,m.

2. Para todo (Tpy1,...,x,) €Y se tiene que
fl(@l(mm+17---a$n)a---a‘Pm(fEm—&—l»---axn)al’m—i—h---awn) - 07
fm(ap1($m+1,...,xn),...,cpm(xm+1,...,xn),xm+1,...,xn) =0.

3. Las matrices

¢<§°>=(§—?j<§°>) o F<x°>:(§—ﬁ<x°>) .
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N g+ 59 5D

FicurAa 3.1. Ilustracién de la demostracion del Teorema 3.2.

satisfacen la relacion

$(&°) = —(F(2) " F(a).

Demostracion. La demostracion se realizard por induccion sobre p, es decir, el nimero de
ecuaciones. Primeramente notamos que después de posiblemente renumerar las funciones

f. v las m primeras variables z1, ..., z, podemos suponer que todos los subdeterminantes
principales de (3.3) satisfacen
O o O
0xy Oz,
: L A0, p=1..m
Oy . eio
0xy oz,
1. Sea p = 1. Segun hipdtesis,
8f1 0
—(x 0;
5 xl( ) #
sin pérdida de la generalidad podemos suponer que
8f1 0
—(z") > 0.
5 xl( )
a) En virtud de la hipdtesis f; € C'(X) existe un € > 0 tal que
fl(x?_€7x(2)7"'7x2)<07 fl(x?+€7x(2)7”‘7x2)>07
ademas existe un 6 = 6. > 0 apropiado tal que para cada seleccién de x, con
|z, — 28| < § (v=2,...,n) se tiene que
fi(@d —e w9, 2n) <0, fi(al 4, 29,...,2,) > 0.

Eligiendo € y § aun mads pequenos si fuera necesario, podemos suponer que en el
entero intervalo n-dimensional

|z — 2| <e, |z, —2% <6 (v=2,...,n)
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se tiene que

9h

Ahora sea elegido (s, ..., z,) tal que |z, — 2% < § para v = 2,...,n. Entonces,
dado que fi(z1,x9,. .., x,) es una funcién mondtona creciente de x; en el intervalo
|z1 — 29| < ¢, existe exactamente un valor z; = ¢y (22, ..., z,) tal que

fl(gol(a:Q, ey Tp), T, ,xn) =0.

Esto define sobre |z, — 29| < 6 (v = 2,...,n) una funcién ¢;(zs, ..., z,). Segin
la construccion, siempre se tiene que

|$1 — x?l = }901<ZL‘2, ... ,fl?n) - 301(3:87 s 7x91)’ <é&.

Puesto que la misma demostracion puede ser realizada para un € > 0 arbi-
trariamente pequeno, esto implica la continuidad de ¢; en (29,...,2°%). Para
cualquier otro punto (xs,...,x,) tal que |z, — 2%| < 0 para v = 2,...,n re-
sulta la continuidad si repetimos la misma demostracién remplazando z° por
(p1(za, ..., xn), Toy oy Tp).

El enunciado ¢; € C! es una consecuencia del Teorema del Valor Intermedio
para f; aplicado a los puntos (23,...,2%, ..., 2%) y (29,...,20+h,...,2%), donde
suponemos |h| < § para asegurar que también el segundo punto pertenezca al
dominio de ¢;. Ahora, si escribimos detalladamente en el argumento (za, . .., x,)
solamente la k-ésima componente y definimos z% := ¢1(..., 2% + h,...), se tiene

conun ¥ € (0,1) que

0=fi(ah,...,2%+h,...)— fi(a® ...,22, ..))

8$1
0
_|_a_fl(x?—kﬁ(x?—x?),...,l‘%-ﬁ-ﬁh,...)h.
Lk

Después de dividir por h y tomando el limite A — 0 obtenemos

0= Rt )T )

_8_1'1 PN k,...,xn axk ZEZ,...,{Ek,...,.Tn
df1
0 0 0
—l——axk(xl,...,:ck,...,xn),

Esto implica la existencia de la derivada parcial de ¢; con respecto a zy (k =
2,...,n) en el punto (x9,...,2%). Para cualquier otro punto podemos proceder
como en (a). Entonces el enunciado ¢; € C' es una consecuencia de la presupo-

sicién f; € O,
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2. Supongamos ahora que el teorema haya sido demostrado para y—1, donde 2 < p < m.
Segun la presuposicién sabemos que

df1 df1
Gl g
s | #0.
af,u—l afu—l
o (%) ... —8$H_1 (2%)

Segun la hipdtesis de induccién las primeras p—1 ecuaciones del sistema son localmente
resolubles, es decir existen un 6 > 0 y pu — 1 funciones

1= P1(Ty, -, Tn),
Tp-1 = Pu-1(Tp, ..., xp)
las que son definidas, continuas y pertenecen a C* para |z, — z%| < § parav = p, ..., n,

de modo que alli se tiene que

fl(gbl(x“, s Tp)y e Pu1 (T e Tn) Ty ,xn) =0,

fu_l(gﬁl(xu, e @)y Pt (T X)Xy ,xn) =0.

Tomando la derivada parcial de cada una de estas ecuaciones con respecto a x,, obte-

nemos para todo punto (z,, . ..,x,) con |z, — 29 < 6 para v = p,...,n las siguientes
identidades:
d0f1 0¢ ofiv 09,1 O
iﬂ—l-"'—F h 90“14_ fl:(),
Oy Oz, Ox,—1 Oz, Ox,,
(3.4)
afu—l % e afu—l 895;1—1 + afu—l -0,
O0ry Oz, 0r,—1 Oz, oz,
Consideremos ahora para (z,,...,z,) con |z, —2%| <& (v = p,...,n) la p-ésima
ecuacion del sistema, donde reemplazamos z1, ..., 2,1 por las funciones ¢1,...,¢,1:

fu(xu, ceyTy) = fu(gél(xu, e Ty Pt (T ), T ,xn) =0.

Por supuesto, esta ecuacién no estd automaticamente satisfecha para puntos arbitrarios
(@, .. xn) con |z, — 2% <0 (v = p,...,n); mds bien hay que despejar z,, de esta
ecuacion.

Para tal efecto, y para poder aplicar el paso (1) de esta demostracién, debemos
demostrar primeramente que

of,

Oz,

(x,...,25) #0. (3.5)
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Pero para (z,,, ..., ) con |z, — 2% <0 (v =p,...,n) se tiene que
afu . 8fu 89271 afu 89511—1 afu
= ot TRl
Oz, Oz 0z, Ox,—1 Oz, oz,

Si esta expresion desapareceria al insertar (xg, ..., 22), tendrfamos junto con las ecua-

ciones (3.4) un sistema de ecuaciones homogéneo con un determinante no nulo pero
con la solucién no trivial

91, o 0 IPu-1, o 0
(axu (x,u? 7‘Tn)7 Y ax“ (‘Tl,m 7xn)7 9

una contradiccién. Entonces (3.5) es vélido, y existen un § € (0,4) y una funcién
Ty = @u(Tps1s ..., Tn) (3.6)

la cual estd definida, continua, y pertenece a C*! para (z,41,...,%,) con |z, — 29| < )
parav = pu+1,...,n tal que

fﬂ(gbl(goﬂ(xﬂﬂ, s )y T s - - ,xn), e

@M_l(gou(muﬂ, ey X)) Ty - ,xn),apu(xuﬂ, ey X))y gy - ,xn> =0.
Si todavia definimos

T = 951(90u($u+17 e ), Ty - - ,:z:n) = 01(Tps1, ..., Tp),

Tp—1 = Pu-1 (gou(:cuﬂ, s Tp)y T s - - ,xn) =0y 1(Tps1,- -5 Tn),
hemos encontrado junto con (3.6) las soluciones buscadas.

La afirmacion ¢y, ..., ¢, € C! sigue de las propiedades correspondientes sobre las funciones
©uyY @1s---,Pu—1 mediante la aplicacién de la regla de la cadena. Asimismo, la afirmacién
(3) del teorema es una consecuencia de la regla de la cadena. ]

Ejemplo 3.4. Consideremos la ecuacion

fly,2) =9y +az+2°—e*—4=0
y queremos resolverla para z en una vecindad de (0,e,2). Para la matriz F' obtenemos aqui
detF—g(0e2)—(x+2z—eZ)| =4—-e#0
9z T (0,e,2) )

Segiin el Teorema 3.2, esta ecuacion puede ser resuelta en una vecindad de (0,¢e) en la forma
z = z(z,y) de tal manera que z(0,¢e) = 2.
Queremos calcular las derivadas 0z/0x(0,e) y 0z/Jy(0, e). Aplicando la regla de la cadena
a f(x,y,z) =0 obtenemos por "derivacion implicita” con respecto a x ey las ecuaciones
0z 0z 0z 0z

0z 0z
z+zax+ Z@:c e@x’ y~|—$ay+ Z@y eay,
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es decir,
0z z 0z 2y

or 1 +2z ¢ 6_y:_x+22—ez'
Insertando x =0, y = e y z = 2(0,¢e) = 2 obtenemos

0z 2 0z 2e

%(076):_4_—&7 a_y(oue):_4_ez‘

Note que ha sido posible calcular estas derivadas parciales sin conocer explicitamente la
funcion z(x,y); solamente necesitamos conocer el valor de z(x,y) en el punto (0,e).

Ejemplo 3.5. Consideremos el sistema de ecuaciones
— 2 _ 0
fi(z1, 22, 73, 14) = 2103 + T2y = 0,
3 2,6
fo(@1, w9, w3, 04) = 117y + 2573 = 0.
Evidentemente el sistema estd satisfecho en el punto
0,0 .0 0y_
(27, x5, x3,24) = (0,1,0,0).

Queremos analizar si podemos resolver el sistema para x3 = x3(x1, T2), T4 = x4(x1, 2). Aqui
obtenemos

ofi Ofi

drs Oxy| { T 2932964}

ofs Ofa| 3

2 2
6r5x3 3r17%
(93:3 81'4

Para el punto considerado,
det F = 32325 — 1225252, = 0.

En este caso, el Teorema Principal de Funciones Implicitas (Teorema 3.2) no nos entrega
ninguna informacion acerca de la existencia y unicidad de una solucion del sistema en una
vecindad del punto considerado.

3.3. Funciones inversas

El siguiente teorema representa una de las aplicaciones mas importantes del Teorema
Principal de Funciones Implicitas.

Teorema 3.3 (Teorema Principal de las Funciones Inversas). Se considera una aplicacion
f:R" - R" Sea X C D(f) un conjunto abierto, y sea f € C*(X). En el punto 2° el
Jacobiano de [ sea regular, es decir,

det <j—f(;c°)) #0.

T

1. En este caso existen una vecindad abierta U(z°) de 2° y una vecindad abierta V (y°)
de y° = f(z2") tales que U(2°) es mapeado de manera biyectiva a V (y°), es decir sobre
V(y°) existe la aplicacién inversa f~*.
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F1GurA 3.2. Tlustracién del Teorema 3.3.

2. Esta aplicacidn inversa satisface f~* € CY(V(y°)), y para y = f(z) € V(y°) se tiene
la siguiente relacion entre los Jacobianos df /dx y df~'/dy:

Y= (%u)

Demostracion. Escribimos la aplicacién dada

= fl(mlv v 75671)7

Yn = fn(xlv ce- 71771)

como un sistema de ecuaciones en R?*", donde ponemos y; = Tpi1,..-,Yn = Ton y Y =
0 0_ 0.
N T
Fl(xl, ce ,Ign) == fl([El, e ,(L‘n) — Tpt+1 = O,
: (3.7)
Fo(xy, ..., x9,) = folz1,. .., 2n) — 29, = 0.
En el punto (z9,...,29) el sistema de ecuaciones estd satisfecho; ademéds, en una vecindad
de este punto F' = (F}, ..., F,) pertenece a C, y se tiene que
oF or, df1 df1
0xy oz, oxy ox,
oF, oF, Ifn Ofn
0x; oz, 0x; oz,
Esto significa que localmente podemos despejar zi,...,x,, es decir existen un 6 > 0y
funciones

z1 = fi (@1, Ton),

Tp = f;l(xn+17 ce 7x2n)
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definidas, continuas y C' sobre |z, — 2% < § (v =n+1,...,2n), las cuales alli satisfacen
(3.7). Si nuevamente definimos y, = p4, y yo = 20, , para v = 1,...,n esto significa que
para (yi,...,y,) tales que |y, —y°| <& (v =1,...,n) hemos encontrado funciones tales que

= fl(fl_l(yla"'7yn)7'"7fn_1(y17"'ayn))a

Yn = fn(fl_l(yla"'7yn)7'"7fn_1(y17"'?yn))'

La derivacion parcial nos entrega

oy, :i%ﬁfi_l _ 1 sip=v,
Y, — ox; 0y, 0 sip#uv.

Esto demuestra el enunciado (2) segun la definicién del producto matricial. ]
Ejemplo 3.6. Consideremos la aplicacién f : R* — R? definida por

h = fl(xlaxQ) = ﬁa Yo = f2($1,952) =1+ To.

Aqui
oh Oh
df a$1 01'2 2&71 0
— | = = = 2[2'}1
| =lop op| =11
8131 8@
Consideremos un punto 2° = (29, 29) € R?, entonces
df ,
@) #0

siy sélo si 2 # 0, es decir si 2° estd localizado o en el semiplano izquierdo o en el semiplano
derecho.

Supongamos primero que x¥ > 0. En este caso la aplicacién inversa fgl de f estd definida
por

513'1:\/?17 $2=y2—\/?z-

El dominio de fgl es el semiplano derecho; la imagen igualmente es el semiplano derecho.
Para 29 < 0, obtenemos la funcion inversa f; ' de f definida por

1= —\Y1, T2=1"Y2+ /U1

Nuevamente, el dominio de fﬂl es el semiplano derecho; la imagen ahora es el semiplano
1zquierdo.

Ejemplo 3.7. Sea la funcién f := (u,v) : R* = R? dada por

u=u(z,y) =xcosy, v=ov(r,y)=uaxsiny,
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sobre D(f) = {(z,y) € R*|z > 0}. Aqui queremos analizar la invertibilidad de f. Para tal
efecto notamos que aqui el Jacobiano estd dado por

d(u,v)  [cosy —zsiny
o(z,y) |siny wxcosy

con el determinante
A(u,v)
d(v,y)

Segun el Teorema 3.3 podemos concluir que f es invertible en una vecindad de cada punto
(x0,Y0) con xg # 0. Pero f no es invertible globalmente, dado que

det = zcos’y + xsin’y = x.

u(wo, Yo + 2m) = g cos(yo + 27) = xg cos Yo = u(wo, Yo),
(2o, Yo + 27) = xosin(yo + 2m) = o sinyo = v(zo, Yo),
ast que la imagen de los puntos (xo,y0) y (To, Yo + 2m) siempre es la misma.
Ejemplo 3.8 (Problema 4, Certamen 1, Curso 2009/1). Se consideran las funciones
filz,y,u,v) =z +y+ (u+v)(u—v),
folx,y,u,v) = 20 — y + (u® — 1) cosv + 1.
Sea P = (xg =0,y0 = 0,uy = 0,v9 = 0).

a) Analizar si en una vecindad de P, existen funciones g1 = g1(u,v) y g2 = ga(u, v) tales
que las variables x = g1(u,v) e y = go(u,v) pueden ser despejadas de

(3.8)

Z,Y,u,v) = 07
filzy ) (3.9)
fo(z,y,u,v) =0.
S1 posible, calcular las derivadas parciales
g1 g 992 dg2
au (0? 0)’ av (07 0)7 au (07 0)7 8/0 (O’ O)

b) Analizar si en una vecindad de P, existen funciones hy = hy(z,y) y ho = ho(z,y)
tales que las variables u = hi(x,y) y v = hao(z,y) pueden ser despejadas de (3.9). Si
posible, calcular las derivadas parciales

8h1 ahl 0h2 ah/2
%(070% a_y(0>0)7 %(070% a_y(()?())
Solucién sugerida.
a) Aqui calculamos
oh on
dr 9dy| (1 1|
det of, 0fs —‘2 _1‘— 3#0,

or 0y
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entonces, sequn el Teorema de las Funciones Implicitas, las funciones deseadas g1 y
go existen. Por derivacion implicita obtenemos

091 0go Og1 09
0= ——+—=—"+2 0=2—" — 2= 4+2
D0 + u + 2u, 0 Du + 2u cos v,
Og1 g2 oq 09> 2 .
— I 272 9 —o2Jt _ FJ2 1
0 5 + 90 v, 0 5 5 (u ) sin v,

es decir en Py las derivadas parciales son soluciones de

2 ) (o) = (o) 2 2] (Garanio) = (0):

de lo cual se desprende que

Jg1 o 092 992

%(0,0) = %(070) = %(0,0) = %(0,0) = 0.
b) Aqui calculamos para u =v =0
o1 oh
ou  Ov 2u —2v
det - 2 . — U,
Ofy Ofy 2ucosv (1 —wu”)sinwv
O v

entonces el Teorema de las Funciones Implicitas no puede ser aplicado. Efectivamente,
las variables u y v no pueden ser despejadas de manera unica en ninguna vecindad de
P. Esto es debido a que las funciones f1 y fo son simétricas con respecto a w y v:

filz,y,u,v) = fi(z,y, tu, tv), i=1,2.

Dado que (u,v) = (0,0) es una solucion de (3.9) solamente para (x = 0,y = 0), vemos
que para cada (x,y) # (0,0), la solucion de (3.8) entrega (u,v) # (0,0), es decir
considerando todas las combinaciones de signos en (tu,+v), existe por lo menos una
sequnda solucion.

Finalmente notamos el siguiente resultado como aplicacién del Teorema Principal de las
Funciones Inversas.

Teorema 3.4. Sea G C R"™ una regién. La aplicacién f : R® — R™ satisfaga f € C1(G), y
sea

d
det d—f(a:) #0 para todo x € G. (3.10)
T

Entonces también f(G) es una region.

Demostracion. Segun el Teorema 2.18, el conjunto G es abierto y conexo. Puesto que f es
continua sobre G, el Teorema 1.18 implica que f(G) es conexo. Sean y° € f(G) y 2° € G
escogidos tales que f(z°) = y°. Entonces, en virtud de
df, ,
det e (") # 0,
segtn el Teorema 3.3 existe una vecindad V (y°) de y° con V(y") C f(G). Puesto que 3° €
f(G) es arbitrario, f(G) es abierto y segin el Teorema 2.18 una region. [ |
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Comentamos que el enunciado del Teorema 3.4 ya no es valido si la presuposicién (3.10)
no es valida. Por ejemplo, consideremos la regién G = (—2,2) C Ry la funcién f(z) = sinx.
Se tiene que f € C(G), pero f(G) = [—1,1] no es una regién.

3.4. Extremos de funciones de varias variables

Teorema 3.5. Sea la funcion f : R" — R parcialmente diferenciable con respecto a cada
variable en un punto interior x° de D(f). Si f posee un extremo relativo en x°, entonces se
tiene que

Vf(z®) =0.
Demostracion. El enunciado sigue inmediatamente del hecho que f posee en x” un extremo

en cada direccién de coordenada €; como funcién de la variable escalar x;, lo que implica
fe,(x%) =0 parai=1,...,n. n

0

Comentamos que la condicién indicada en el Teorema 3.5, V f(2°) = 0, es una condicién
necesaria, pero no suficiente para la existencia de un extremo relativo. Para ilustrar eso,
consideremos la funcién f : R*> — R con D(f) = R? y f(x,y) = zy (ver Figura 2.1). Aqui
obtenemos las derivadas parciales f,(z,y) =y y fo(z,y) = x, por lo tanto Vf(z,y) =0 si
y sblo si (zo,y0) = (0,0). Sin embargo, la funcién f no posee un extremo relativo en (0,0)
dado que en cada vecindad de (0,0) existen valores de f positivo y negativos.

Aquellos puntos 2° de una funcién f : R* — R donde se tiene que V f(2°) = 0 pero que
no son extremos relativos se llaman puntos de silla.

Para la formulacién de condiciones suficientes para la existencia de extremos locales de
funciones f : R — R necesitamos estudiar formas cuadraticas.

Definicién 3.3. Sea A = (air)ik=1,..n una matriz simétrica.
1. El polinomio Q4 : R — R definido por
Qa(z) = Z agxiry, ©=(r1,...,x,) €R"
i k=1

se llama la forma cuadratica asociada con A.

2. La matriz A o la funcidn Qa se llama semidefinida positiva si Q4(x) = 0 para todo
r € R™ y semidefinida negativa si Q4(z) < 0 para todo x € R™.

3. La matriz A o la funcion Q 4 se llama definida positiva si Q4(x) > 0 para todo x € R™,
x #(0,...,0), y definida negativa si Qa(x) < 0 para todo x € R", x # (0,...,0).

4. La matriz A o la funcion Q4 se llama indefinida si no es semidefinida ni positiva ni
negativa.

Teorema 3.6. Sea A = (a;;) € R™™ una matriz simétrica; y sea —A = (—a;).
1. La matriz A es semidefinida positiva si y solo si —A es semidefinida negativa.
2. La matriz A es definida positiva si y solo si —A es definida negativa.

Demostracion. Las afirmaciones son una consecuencia inmediata de
n

QA(x) = Z QiR T T = — Z (—aik)xixk = —Q(_A)(l’).

i,k=1 ik=1
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|
Teorema 3.7. La matriz
a b
=[5
es
» semidefinida positiva si y sélo siad —b*>>0,a >0y d >0,
» semidefinida negativa si y sélo siad —b*> >0, a <0 yd <0,
» definida positiva si y sélo siad —b*> >0 ya > 0,
» definida negativa si y solo si ad —b* >0 ya <0,
= indefinida si y sélo si ad — b < 0.
Demostracidén. Tarea. Se recomienda utilizar que para (z,y) € R? el polinomio Q4(z,y) =
ax® + 2bxy + dy? satisface
aQa(z,y) = (ax + by)® + (ad — b*)y*
|

En general es muy dificil decidir si una matriz es definida; los métodos especializados son
tépico del dlgebra lineal. Aqui mencionamos el siguiente criterio 1til (sin demostracién).

Teorema 3.8. Se considera la matriz simétrica A = (a;x) con las submatrices principales

ai;pr a2 ... Q1p

21 QA2 ... a9y
Al/ = . .

Ay1 Ay ... Ay

Sea detA, el determinante de A,. Entonces
1. A es definida positiva si y solo si

det A, >0 parav=1,...,n
2. A es definida negativa si y solo si
(—1)"det A, >0 parav=1,...,n
Ademas, se tiene el siguiente resultado.
Teorema 3.9. Para un € > 0 sean

Ué::{xER" 0<

gy }
v e}

S.: {wER”

Si sobre U! o sobre S, se tiene que

» Qa(x) =0, entonces A es semidefinida positiva,
» Qa(x) <0, entonces A es semidefinida negativa,
» Qa(x) > 0, entonces A es definida positiva,
» Qa(x) <0, entonces A es definida negativa.
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Demostracion. Demostraremos solamente los primeros dos enunciados; la demostracion de
los dos demas enunciados es analoga.

1. Sea Q4 > 0 sobre U!. Entonces para x = (x1,...,z,) € R” con z # (0,...,0) existe

un R > 0 tal que
) Ty 7
=(—=,...,— ) €eU..

Ahora Qa(y) = 0, y por lo tanto
Qa(r) = R*Qa(y) > 0.

2. Sobre S, sea Q4 > 0. Entonces para x = (z1,...,x,) € R" con x # (0,...,0) sabemos
que

ET1 ETy
=\ g v S S€7
! (d@c, 0" dla, o>)
por lo tanto Q4(y) = 0, y se tiene que

_ d*(z,0)
=—>

Qa(z)

Qaly) = 0.

3. Para Q4 < 0 el enunciado es una consecuencia del Teorema 3.6.
|

Teorema 3.10. Se considera la funcién f : R® — R. Sea 2° € D(f), y para una vecindad
U(z°) de 2° sea f € C*(U(z°)). Ademds, sea V f(z°) = 0, y consideremos la matriz

A(l’o) = (fawck (xo))i,kzl,...,n'

Entonces se tiene lo siguiente.

1. Si A(z°) es definida positiva, entonces f posee un minimo local en z°. Si A(z") es
definida negativa, entonces f posee un mdximo local en x°.

2. Si f posee un minimo relativo en x°, entonces A(x°) es semidefinida positiva. Si f
posee un mdzimo relativo en z°, entonces A(x°) es semidefinida negativa.

3. Si A(2°) es indefinida, entonces f no posee en 2° ni un minimo relativo ni un mdximo

relativo.

OGS

Demostracion. Comentamos primeramente que segin el Teorema 2.10, la matriz A(z")

simétrica. Segin el Teorema de Taylor existe un § > 0 tal que para todo h = {hy,...,h,}

con ||h]| <0y un J =9(h) € (0,1) se tiene que

1 — - —

V)% + (7 V)2 (2" + 9(h)h)

- . (3.11)
fuia (2° -+ O(h)R) hihy.

f@®+h) - f(a%) =

MO /\l

ik=1



3.4. EXTREMOS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES T

1. Sea la matrix A(2") definida positiva. Entonces la forma cuadratica

foxk hhk7

i,k=1

como funcién continua, asume un minimo absoluto m > 0 sobre el conjunto compacto
S1 = {h||lh|| = 1}, es decir sobre S; se tiene que

mek Vhihe = m > 0.

i,k=1

Puesto que todas las funciones f, ., () son continuas en z°, existe un &' € (0,4) tal
que para todo z con d(z,z°) < ¢’ y todo hesla desigualdad

Z Fosr () hihg > 0

i,k=1

es valida. Segun el Teorema 3.9, entonces la forma cuadrética

n

> Fra (@) il

ik=1

es definida positiva para todo = con d(x,2°) < ¢. Como consecuencia de (3.11),
aplicado para todo h con ||h]| < ¢’, obtenemos que

f(2° +h) = fa) >0,
es decir f posee un minimo relativo en a°.
Si A(2°) es definida negativa, entonces —A(z°) es definida positiva, por lo tanto
— f posee un minimo local en 2°, es decir, f posee un maximo local.

2. Si f posee un minimo relativo en z°; entonces existe un §” € (0, ) tal que
Z Frian (20 4+ O(R)R) hiby >
i,k=1

para todo & con ||| < 6”. Fijemos un tal &, entonces se tiene para A € (0,1) arbitrario
que

Z fouw (2" + ﬁ(Aﬁ)Aﬁ)(Ahi)(Ahk) = 0.
ik=1
Después de la divisién por A\? y tomando el limite cuando A — 0 obtenemos
i,k=1

esto es valido para todo h con ||h| < &”. Segin el Teorema 3.9, la matriz A(2°) es
semidefinida positiva.
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Por otro lado, si f posee un maximo relativo en 2°, entonces — f posee un minimo
relativo, por lo tanto —A(2°) es semidefinida positiva y A(z°) es semidefinida negativa.
3. Si A(2°) es indefinida podemos concluir de (1) y (2) que f no puede tener ni un
maximo relativo ni un minimo relativo.

|
Ejemplo 3.9. Consideremos la funcion f:R> — R con D(f) =R3 y
f(z,y,2) =35 — 62 + 22 + 2% — 22y + 2y* + 2yz + 32°.
Aqui obtenemos las derivadas parciales
fo=—6+4+20 -2y, f,="20+4y+22, [f.=2+2y+06z2.

FEsto implica que (o, Y0, 20) = (8,5, —2) es el dnico punto donde V f = 0. En este punto se
tiene que

fxz:2a fxy:_Qa fyy:4a fxzzoa fyzz2a .sz:6’

es decir, la matriz A(xg, Yo, 20) estd dada por

2 =20
A(zo, yo,20) = | =2 4 2
0 2 6
Los determinantes de las submatrices principales son
2 =20
12| = 2, ’_22 _42‘ =4, [-2 4 2|=16.
0 2 6

Todos estos determinantes son positivos. Concluimos que segun el Teorema 3.8 la matriz
A(xo, Y0, 20) es definida positiva, por lo tanto la funcion f posee en (zo,Yo,20) = (8,5, —2)
un minimo local.

Consideremos ahora el caso particular de una funcién f : R? — R.

Teorema 3.11. Se considera la funcidn f : R? — R. Sea (xo,y0) € D(f), y en para una
vecindad U(xg,yo) de (xo,y0) sea f € C*(U(xo,v0)). Sea V f(xo,y0) = 0, y el discriminante
d(zo,y0) definido por

§(z0,Y0) = fzx(x()ayO)fyy(xOyyO) - (fxy(xmyo))z-

1. Si 6(zo,y0) > 0, entonces f posee un extremo en (xg,%y). Se trata de un mdrimo
relativo si for(To,y0) < 0 y de un minimo relativo si fr.(xo,yo) > 0.
2. Su §(xo,y0) < 0, entonces f no posee ningin extremo en (xq, yo).

Demostracion. Consideremos la matriz simétrica

A= fae(20,90)  fay (20, Y0)
fyz(xmyO) fyy(fo,yo)

Utilizando el Teorema 3.7 obtenemos lo siguiente.
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1. Si 8(zo,%0) > 0y fez(xo,%0) < 0, entonces A es definida negativa, y segin el Teore-
ma 3.10 la funcién f posee un maximo local en (xg, yo).

2. Si0(xo,y0) > 0y faou(o,y0) > 0, entonces A es definida positiva, y segin el Teore-
ma 3.10 la funcién f posee un minimo local en (xg, yo).

3. Si d(xg,y0) < 0, entonces A es indefinida, y segtin el Teorema 3.10 la funcién f no
posee ni un maximo local ni un minimo local en (z, yo).

Ejemplo 3.10. Consideremos la funcion f : R> — R dada por
flx,y) =vy+x—y+1, D(f) =R
Aqui obtenemos las derivadas parciales
flwy)=y+1 fylz,y)=v—-1 folry) =1 fuwlry)=fylz,y) =0

Los tnicos candidatos a ser extremos de f son aquellos puntos (xo,yo) donde se tiene que
fz(z0,y0) = fy(z0,y0) = 0; en este caso el unico punto con esta propiedad es (1,—1). Pero
2
6(1,—1) = fuue(1,=1) fy, (1, =1) — (fu(1,-1))" = =1 <0,

entonces sequn el Teorema 3.11, f no posee ningin extremo.

Ejemplo 3.11. Consideremos la funcion f : R> = R dada por
flz,y) =2° =123y + 8>, D(f) =R>
Aqui obtenemos las derivadas parciales
folz,y) = 30> =12y, fy(z,y) = =122 + 24y°,
foy(x,y) = =12, fou(x,y) = 62,  fy(z,y) = 48y.
Los puntos extremos (xo,yo) de f deben satisfacer el sistema de ecuaciones
35 — 12y = 0,
—12x + 24y = 0.

La primera ecuacion implica que

1
Yo = —ZES.

4

Insertando esto en la sequnda ecuacion se tiene que

24
—12x0 + 1—6xé =0 < x5 — 879 = 0.
FEsta ecuacion tiene solamente las soluciones x(()l) =0y ZL‘(()Z) = 2, es decir los 1inicos puntos
que hay que examinar son (0,0) y (2,1). Pero

5(0,0) = £22(0,0)£,(0,0) — (fu (0,0))* = —144 < 0,

por lo tanto f no posee un extremo en (0,0), mientras que

8(2,1) = fuu(2,1) fyry(2,1) = (fuy(2,1))° = 432 > 0,
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es decir, [ posee un extremo local en (2,1); puesto que f..(2,1) = 12 > 0, se trata de un
minimo local.

Ejemplo 3.12. Consideremos la funcion f : R* — R dada por
fla,y) =3y — 2%y —ay?, D(f) =R’
Queremos determinar todos los extremos de f sobre el conjunto
M ={(z,y)|z>0,0<y < —z+3}.
Obtenemos aqui las siguientes condiciones necesarias para un extremo:

fl‘:y(?)_y_Qx):Ou
fy=23—2—-2y)=0.

Las unicas soluciones de este sistema de ecuaciones son los puntos (0,0), (0,3), (3,0) y (1,1).
Se tiene que f(1,1) = 1. Los puntos (0,0), (0,3) y (3,0) estdn localizados en la frontera de M,
donde f(x,y) = 0. Obtenemos que f posee un maximo relativo en (1,1). Dado que M no
puede contener ningun otro mdzrimo de f, este mdximo incluso es el maximo absoluto de f
sobre M, es decir

0< flx,y) =32y — 2*y —2y®* <1 para todo (z,y) € M.

Este ejemplo muestra que a veces es posible determinar todos los extremos de f utilizando
solamente la condicion necesaria Vf =0 y la forma analitica de f.

Ejemplo 3.13 (Problema 3, Certamen 1, Curso 2009/1). Sean f y g funciones f,g: R — R
con f € C%*(a,b), g € C*(c,d) para intervalos abiertos con a < b, ¢ < d. Sean f" # 0 sobre
(a,b) y g" # 0 sobre (c,d). Supongamos que f tiene un extremo relativo (minimo o mdzimo)
en rg € (a,b), y que g tiene un extremo relativo del mismo tipo en yy € (c,d). ;Se puede
afirmar (demostracion o contraejemplo) que también ® : R* — R posee en (g, o) un extre-

mo del mismo tipo que f eno y g enyo si (a) ®(z,y) = f(x)+9(y), (b) ®(z,y) = f()-9(y)?

Solucién sugerida.

a) Supongamos que [ y g poseen un extremo relativo en xq € (a,b) e yo € (¢, d), respecti-
vamente. Entonces sabemos que ®,(zo,v0) = f'(z0) =0 y ®,(z0,%) = ¢'(v0) =0, es
decir (xo,yo) es un punto critico, o sea V®(xo,yo) = 0. Luego obtenemos las sequndas
derivadas ®,, = f"(z), yy = ¢"(y) y Puy = Py = 0, entonces

_ Dou(0,Y0)  Puy(To,yo)| _ [f"(x0) O

9o, yo) = det Dy (70, Yo) (I)yy(:EanO)] B 0 9" (vo)
Si f y g poseen un minimo relativo en xo € (a,b) e yo € (c,d), respectivamente,
entonces Py (x0,%0) > 0 y (o, y0) > 0, por lo tanto ® posee un minimo relativo en
(x0,%0). Asimismo, Si f y g poseen un mdximo relativo en xy € (a,b) e yo € (¢, d),
respectivamente, entonces ®..(xo,v0) < 0 y d(zo,y0) > 0, por lo tanto ® posee un
mdzximo relativo en (xg,yo)-

b) La afirmacién es errénea. Contraejemplo: sean a = c = —1,b=d =1, f(z) = —a?,
g(y) = —y?. Las funciones f y g poseen un mdximo relativo en xy € (a,b) e yo € (c,d),
respectivamente, pero ®(x,y) = x*y* tiene un minimo en (xq,yo) = (0,0).

= f"(x0)g" (o) > 0.
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3.5. Extremos con restricciones y multiplicadores de Lagrange

Volveremos a la discusion de los extremos de una funcién de varias variables. El Teorema
de las Funciones Implicitas nos permite el tratmiento de extremos de funciones sujetos a
restricciones.

En muchas aplicaciones se presente el problema de que no solamente queremos estudiar
una funciéon f : R” — R, sino que se plantan una o varias restricciones adicionales a las
cuales las variables estan sujetas. Las restricciones estan dadas en la forma de un sistema de
ecuaciones

g1(x1,...,x,) = q1(x) =0,

gm(xly cee axn) = gm(x) =0

0 brevemente

g(x)=0, g=1(91,---,9m) : R* = R™.

Se dice que la funcién f posee en 2° un méximo local sujeto a las restricciones definidas por

la funcién g si existe una vecindad U(z°) de 2° tal que se tiene que f(z) < f(z°) para todo
xr € U(zY) tal que g1(x) =0,. .., gn(x) = 0. Una defincién andloga es valida para un minimo
sujeto a una restriccion.

Para la determinacién de los extremos de una funcion diferenciable f : R" — R sin
restriccién nos interesan solamente aquellos puntos x° que satisfacen V f(2°) = 0. Hay una
caracterizacion similar de aquellos puntos que son candidatos a ser extremo de f sujeto a la
restriccién g(x) = 0.

Teorema 3.12. Se consideran las funciones f : R" - R y g = (g1,...,9m) : R* — R™
conm < n. Sea 2° = (29,...,2%) € D(f) N D(g), y sobre una vecindad U(z°) de 2° sea

n

feCHU(") y g, € CHU(")) para p=1,...,m. Sea el rango de la matriz

9u ;o
(a—w >> .

igual m. Supongamos que la funcién f posee un extremo local en z° bajo la restriccion
g(x) = 0. Entonces existen constantes A1, ..., \m, llamadas multiplicadores de Lagrange,
tales que

V(%) = MV (z%) + -+ X\ Vg (a®).

Demostracion.

1. Sin pérdida de la generalidad podemos suponer que

9910 991 0
aﬁ(w) (%m(w)
: : # 0. (3.12)
9Gm .0 gm0
A (z7) axm@)




82

2.

3. FUNCIONES DE R™ EN R™ II

Esto significa que segun el Teorema 3.2 podemos localmente despejar z1, ..., x,, del
sistema de ecuaciones

gi(x1,...,2,) =0,

(3.13)
gm(T1, ..., x,) = 0.
Entonces, existen un 6 > 0 y m funciones
1= P1( Tty - -5 Tn),s
T = Pm(Tmats o Tn)
que pertenecen a C' para |r, — 2% < 6 (v = m+1,...,n) y que son solucién del
sistema (3.13), es decir
g1 (gpl(me, o)y P (Tt 1y e T, Ty - - ,xn) =0,
' (3.14)
gm(gpl(xm—i-lu s )xn)) ceey (,Om(l'm+1, o ,xn),xm+1, . ,I’n) - 0
Insertando estas funciones en f, obtenemos una funcién de las variables z,, 1, ..., Ty:
F(xmat, .- xp) = f((pl(a:mﬂ, ey Ty e s P (Tt 1y e Ty Ty - - - ,:L’n).
Segn la hip6tesis, esta funcién posee un extremo local en £ = (22, IRTR ,29), por lo
tanto se tiene que
VF(£%) =0.
Utilizando la regla de la cadena obtenemos que la siguiente ecuacién es valida en £°:
3% of
=0, v=m+1,...,n. 3.15
8:1:,, Z (9.7:Z 83:” ) 81’,,( ) ( )
a) Debido a (3.12) el sistema
9y of
A= ( i=1,...,m 3.16
Z% ORI (3.10
posee una solucién tnica (A1, ..., Ap).

b) De (3.14) obtenemos derivando la p-ésima ecuacién con respecto a x,:

% 0y 9%i oy o O 0y _
v=m+1,....,n, pu=1,...,m.

De (3.15) y (3.16) se tiene que

OF (1) = =3 20 (10) 0% (o)

ox,
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ag,u agpz 0
-3 () e
Jdg 590
=-%" 20220 )
S (Lo

En virtud de (3.17), esto implica que

aof 09, o B
&Uu( )—Z)\ (), v=m+1,...,n

Resumiendo (a) y (b) obtenemos

8:1;1, Z “8:61, v=1,...,n,

lo que significa que

2%) = Z )\MVgu(xO
pn=1

|

Comentamos que este teorema entrega solamente un criterio necesario. Es decir, con su

ayuda podemos solamente podemos determinar aquellos puntos (z9,...,2%) donde podria
existir un extremo local de f sujeto a la restriccion

gi1(z1, ..., 1,) =0, (3.18)

: (3.19)

gm(T1, ..., x,) = 0. (3.20)

Para tal efecto se forman las n + m ecuaciones

gu(2y,...,20) =0, p=1,...,m,

of g1 OGm
pe (29,...,20) = Alax(l,...,xg) A e 2@V 2t v=1,...,n,
la cuales permiten determinar Ai,..., A\, y 2%,..., 2%

Sin embargo, para el tratamiento de extremos con restricciones no existen criterios sim-

ples suficientes (tales como para problemas de extremos sin restricciones) para poder decidir

si en un punto (zY,. .., 2%) efectivamente se tiene un extremo local de f sujeto a la restriccién

(3.18). Hay que decidir esto considerando la forma particular de f o utilizando consideracio-
nes geométricas.

Ejemplo 3.14. Queremos estudiar los extremos de la funcion
fley,z)=v+y+2
bajo las restricciones

gl(xay7z):x2+y2_2:07
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gz, y,2)=x+2—1=0.

Segin el Teorema 3.12, los puntos criticos (candidatos a extremo) son aquellos puntos
(o, Yo, 20) que satisfacen

91(x0, Yo, 20) = 0,
g2(o0, Yo, 20) = 0,
V £ (0, Yo, 20) = MV g1(Zo, Yo, 20) + A2V ga(To, Yo, 20)-
Aqui obtenemos las cinco ecuaciones

xg+ys—2=0, (3.21)
zo+ 20— 1=0, (3.22)
L=\ 270+ Mg 1, (3.23)
1=\ 2yo+ A0, (3.24)
1=X -0+ -1, (3.25)

De estas ecuaciones debemos determinar xo, Yo, Z0, A1 Y A2. De (3.25) obtenemos Ay = 1,
por lo tanto (3.23) entrega que 2X\1xg = 0 y (3.24) implica que 2X\1yo = 1, es decir A\; # 0 y
por lo tanto x5 = 0, luego yo = V2 0 yo = —v/2 y 20 = 1. Los puntos criticos son (0,v/2,1) y
(0, —/2,1). En este caso, el punto (0,/2,1) corresponde a un mdzimo y el punto (0, —v/2,1)
a un minimo.



Capitulo 4

Calculo integral de funciones de varias variables I: teoria de la
integracion n-dimensional

4.1. Notacién; sumas superiores e inferiores

Un concepto muy importante en el desarrollo del calculo integral es la particion de un
intervalo. Si I = [a,b] C R es un intervalo cerrado, entonces un conjunto de puntos

{zo,1,. .., Tm}
cona=1x9<x <...<zx, =>0sellama una particion por puntos del intervalo I. Para
Iy = [zp_1,xi], k=1,....m
el conjunto
{I,I,...,I,}

de estos intervalos cerrados define una particién por intervalos de [a, b] con las propiedades

I = OI’“
k=1

y NI} =@ sik #1, donde I denota el conjunto de los puntos interiores del intervalo Ij.
Ver Figura 4.1.

Definicién 4.1. Sean —oco < a; < b; <oo,1=1,...,n, y sea
I:[a,b]:{$:(a:1,...,xn)ER”|ai<$i<bi,i:1,...,n}

un intervalo cerrado (ver Definicion 1.3).

1. El nimero

n

p(I) =T J(b: — @)

i=1
se llama medida n-dimensional o contenido n-dimensional de 1.
2. Un congunto P ={Iy,...,I,} de intervalos cerrados se llama particién de I si

I = O[’“
k=1

y [pNI) =@ si k # 1, donde I} denota el conjunto de los puntos interiores del
intervalo 1.

85
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FIGURA 4.1. Una particién del intervalo [aq,b1] X [az, bs].

3. Sea §(Iy) el didmetro de Iy, entonces la cantidad
1Pl = méx 6(Iy)

se llama la norma de la particién P.

Teorema 4.1. Si P ={I,...,I,} es una particion de I, entonces

p) = 3 ().

Demostracion. Tarea. [ |
Definicién 4.2. Se dice que una particion P' = {I{,...,I! ,} de I es un refinamiento de la
particion P = {I,,..., I} de I si para cada I},, kK" = 1,...,m' existe un Iy, k =1,...,m,

tal que I, C Ij.
Comentamos que si P’ es un refinamiento de P, entonces ||P'|| < ||P]|.

Definicién 4.3. Sea la funcion f : R™ — R acotada sobre el intervalo cerrado I C D(f), y
sea P={Il,..., 1} una particion de I.
1. Definimos las cantidades

mi(f) = 1f f(z),  Mi(f) = S}lpf(wh m(f) = inf f(z), M(f):= St}pf(w)-
k
2. El siguiente numero se llama suma inferior de f con respecto a P:

Sp(f) = ka(f)ﬂ(fk) = ka(f)ﬂ(fk)-

3. FEl siguiente numero se llama suma superior de f con respecto a P:

Sp(f) =Y My(f)p(Ie) =Y My(f)p(Ix).
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FiGura 4.2. Tlustracion de las sumas inferiores y superiores para una fun-
cién f positiva, n = 2.

Teorema 4.2. Para cada particion se tiene que

m(f)u(I) < Sp(f) < Sp(f) < M(f)u(l).

Demostracion. Puesto que m(f) < mi(f) < Mp(f) < M(f) para k = 1,...,m, obtenemos
el enunciado después de multiplicar por u(1y) y sumando los productos. [ |

Los siguientes resultados son andlogos a los enunciados para el calculo de funciones de
una variable. Presentamos estos teoremas sin demostracion.

Teorema 4.3. Sea P’ un refinamiento de P. Entonces

1. Sp(f) < Sp(f),
2. Sp(f) = Sp(f).

Teorema 4.4. Sean P, y P, particiones de I, entonces
4.2. Integrales de Riemann-Darboux inferiores y superiores

Los Teoremas 4.2 y 4.3 implican la existencia de las integrales de Riemann-Darboux
inferiores y superiores.

Definicién 4.4. Sea la funcion f: R™ — R acotada sobre el intervalo cerrado I.

1. La siguiente expresion se llama integral de Riemann-Darboux inferior de la funcion f
sobre el intervalo I:

_/f(m)dx:_/f(xl,...,xn)d(xl,...,xn):sllipﬁp(f).
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2. La siguiente expresion se llama integral de Riemann-Darboux superior de la funcion f
sobre el intervalo I:

/f(a:) de = f(z1,...,x,)d(xy,...,2,) = i%fgp(f).
I§ I§

Utilizando el Teorema 4.4 podemos deducir el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Se tiene que

/f(m)dx< f(z)dz.

Demostracion. Tarea. [ ]

La Definicién 4.3 tiene como consecuencia que para todo € > 0 existe una particion P
tal que

so(n) > [ rwar—e S <[ s e +e

Sin embargo no es obvio que esta relacién también es véalida también para las particiones
que poseen una norma suficientemente pequena.

Teorema 4.6. Para cada € > 0 existe un 6. > 0 tal que para todas las particiones P de I
con ||P|| < . se tiene que

f(2)de — e < Sp(f) < / /() da,

1

f(z)dz < Sp(f) </f(x) dz +e.

~\I >~<I\

4.3. La integral de Riemann para intervalos

Mediante las integrales de Riemann-Darboux definiremos ahora la integral de Riemann
para intervalos cerrados en R™.

Definicién 4.5. Sea la funcion f : R® — R acotada sobre el intervalo cerrado I C R™. Si

se tiene que
fla)de =[ f(a)da,
/ I/

Vi
entonces f se llama Riemann-integrable sobre I. El valor comin de las integrales superior e
inferior se llama integral de Riemann de f sobre I, denotada

/f(x)dx 0 /f(xl,...,xn)d(xl,...795”).
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Para funciones f : R? = Ry f: R® — R también escribimos

//f(%y)d(:r,y) y ///f(%y,Z)d(x,y,Z),

Ejemplo 4.1. Sea I C R™ un intervalo cerrado. Sea la funcion f: R™ — R definida por

{1 sz €Q,

respectivamente.

f(x):f(xl,,xn> =

0 sino.

Para cada particion P de I se tiene entonces que

Sp(f) =Dk f@)u(l) =0,
Sp(f) =2 sup f@)u(l) = 3 p(l) = p(l) > 0,

P

por lo tanto f no puede ser Riemann-integrable.

Sin embargo, tal como para funciones de una variable se tiene que cada funcién continua
sobre un intervalo cerrado es Riemann-integrable.

Teorema 4.7. Sea la funcion f : R® — R continua sobre el intervalo cerrado I C R".
Entonces f es Riemann-integrable sobre I.

Demostracion. Puesto que I es compacto, la funcién f es uniformemente continua sobre I,
por lo tanto para € > 0 existe un 0. > 0 tal que para todo z’,z” € I con d(2',z") < J. se
tiene que

€

pl)
Sea ahora P = {I,..., I, } una particién de I tal que ||P|| < J.. Entonces

|f(2') = fa")] <

— zm: (mlzixf(x) —min f(w))u(fk)
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Teorema 4.8. Sea I C R"™ un intervalo cerrado y sea ¢ una constante. Entonces

/cdx:ou([).

u(I) = / da.

En particular, para ¢ =1,

Demostracion. Sea P = {Iy,...,I,} una particién arbitraria de I. Entonces
Sp(f) = c-n(l) =Y u(ly) = c- (D),
k=1 k=1

por lo tanto segin el Teorema 4.7

/cdx:c-,u(f).

4.4. Sumas de Riemann

Definicién 4.6. Sea la funcion f: R™ — R acotada sobre el intervalo cerrado I C R™, y sea

P =A{L,..., I} una particion de I; ademdas, sea & = {&,...,&n} un conjunto de puntos
tales que &, € Iy, para k =1,...,m. Entonces
Sp(f,€) =Y f(&n(Te) =D f(&)nllx)
P k=1

se llama suma de Riemann de f respecto a P.

Comentamos que las sumas superiores e inferiores, en general, no son sumas de Riemann
porque no necesariamente los valores My(f) vy mg(f) deben ser asumidos por f sobre Ij.
Ademas, tal como en la teoria de funciones de una variable se tiene ahora que

Sp(f) < Sp(f,€) < Sp(f).

La convergencia de las sumas de Riemann se define de manera andloga al calculo de las
funciones de una variable.

Definicién 4.7. Sea la funcion f acotada sobre el intervalo cerrado I. Si existe un niumero
J € R y para cada € > 0 existe un 6. > 0 tal que para cada particion P = {I,...,I,} de I
con ||P|| < 6., con & € I elegido arbitrariamente, se tiene que

|SP(f7§) —J

entonces se dice que las sumas de Riemann convergen a J, y escribimos

J = lim Sp(f.€).

|P||—0

<e,
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El proximo teorema, cuya demostracion es analoga al calculo de funciones de una variable
y por lo tanto omitida, muestra que la convergencia de las sumas de Riemann es equivalente
con la existencia de la integral de Riemann.

Teorema 4.9. Sea I C R™ un intervalo cerrado.

1. Si f es Riemann-integrable sobre I, entonces existe el limite limyp|_0 Sp(f,§), y se

tiene que
IPII Plf:8) = /f

2. Por otro lado, si existe el limite limpjo Sp(f,§), entonces f es Riemann-integrable
sobre I y se tiene que

/ fla)de= 1m_ Sp(f.€).

I1Pl—
I

4.5. Integrales iteradas

Ahora introduciremos un método practico para la computacion de una integral n-dimensional.
Basicamente reemplazaremos la integraciéon n-dimensional por n integraciones unidimensio-
nales.

Teorema 4.10. Sea la funcién f: R? — R Riemann-integrable sobre el rectdngulo

]::{xy la <z <b, céygd}.

1. Supongamos que para cada x € [a,b] existe la integral

/fzy

Entonces existe la integral iterada

[ 1f sl
[ o= [ [[ s

2. Supongamos que para cada y € [c,d] existe la integral

/fxy

Entonces existe la integral iterada

/cd Uabﬂx,y) dx] dy,

y se tiene que
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y
d=y, lb——=~
g i
Fpp——= 77
Iy, J
Fy= yf—== Lesdd 1
T T 171
el L1
s = e el
o | | S [ I
| | [ [ | !
i L 1 1 4 1 i
i I W B X Xy =b x

FiGcurA 4.3. Ilustracion de la demostraciéon del Teorema 4.10.

[ = [ s

Demostracion. Consideremos las siguientes particiones por puntos de los intervalos respec-
tivos [a,b] y [c, d]:

y se tiene que

P, ={zo,...,2xn}, Py={Y0,.--,Yn}
Asi, el conjunto de los rectangulos
Lj .= {(x,:y) |z <<y, yjm1 <y < yj}

forma una particién

=1,...,

del rectdngulo I (ver Figura 4.3). Como siempre, definimos

mg; = ilnff(l',y), Mij ‘= sup f(xa y)

ij
Ahora, segin el Teorema 4.6, podemos elegir para un € > 0 dado un J. > 0 tal que para
todas particiones P, y P, tales que | P,|| < . y ||P|| < d: se tiene que

> / fy)d(zy) e Fp(f) < / f(,y) d(z,y) +e. (4.1)

1. Consideremos sobre el intervalo [a, b] la funcién F': R — R definida por

/fxy
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Esta funcién es acotada sobre [a,b], y podemos formar la suma de Riemann (en el
sentido del célculo de funciones de una variable)

Sp,(F,§) = Z F(&)(xi — xi-1), donde & € |11, 4.
=1

Evidentemente se tiene que
miy; < f(&,y) < M;  para todo y € [y;1,y;].
Ahora, integrando sobre [y;_1,y;| obtenemos
Y
mij(y; — Yj-1) < f(&y) dy < Mij(y; — yj-1)-
Yyj—1
Multiplicando por (z; — x;_1), sumando sobre j y luego sobre i obtenemos

Sp(f) = miu(l;)

i=1 j=1

< i"; [/cdf(é},y) dy] (i — i-1)

1=
m

= Z F(&) (v — 2i1)

m n

< ZZMMM(IU) = Sp(f)-

i=1 j=1
Concluimos que en virtud de (4.1) para cada P, tal que ||P,|| < 0. y cada seleccién de
los &;

J[ 1@y - < S0 < [[ ) ey 4=

lo que nos permite concluir que la afirmacién (1) del teorema es valida.
2. La demostracion de (2) es andloga.

Comentamos que la existencia de las integrales iteradas

/ab Vcdf(:c,wdy} dz 'y /Cd Uabf(my)dm] dy (4.2)

no necesariamente implica la existencia de

[ s, (4.3)

Vice versa, la existencia de (4.3) no necesariamente implica la existencia de las integrales
iteradas (4.2).
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Si la funcién f es continua sobre

I={(z,y)|a<z<b c<y<d},

entonces para cada = € [a,b] y cada y € [c, d| existen las respectivas integrales

/frcydy y /ffcy

ademds f es Riemann-integrable (segin el Teorema 4.7) sobre I. Entonces, en virtud del
Teorema 4.10 se tiene que

/foydx]dy_/ f(z,y)d(z,y) /Ufa;ydy]dx

es decir podemos intercambiar el orden de las integraciones de las integrales iteradas (Teo-
rema de Fubini).
Finalmente, comentamos que si la funcion f tiene la forma

f(z,y) = fi(z) fa(y),

donde f; es continua sobre [a,b] y fo es continua sobre [c, d] se tiene que

/fxy (z,9) /f1 dx/f2

Ejemplo 4.2. Sea I := {(z,y)|0 < =z < 1,1 < y < 2}, y sea f definida sobre I por
f(z,y) = Y. Puesto que f es continua sobre I, el Teorema 4.10 nos permite concluir que

21 1
//a:yd(x,y):/ {/ :13de:| dy.
1 Lo
I
1 y+1 72=1
/xydx: {x } :L
0 y+1 2=0 y+1

3
vd( ——dy=In-.
[[oew=[ =

El resultado del Teorema 4.10 es valido para integrales n-dimensionales generales.

Aqui obtenemos

y por lo tanto

Teorema 4.11. Sea la funcion f : R™ — R Riemann-integrable sobre el intervalo
I:= {(ml,.. ) | ap <oy < by i = 1,...,n},
ademds definimos para cada v, 1 <v<n
I, = {(a:l,...7351,_1,;17,,“,...,3:”)|ai Lxy<b,i=1,...,ni# 1/}.

Entonces se tiene lo siguiente.
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1. Si para cada x, € [a,,b,] existe la integral

/f Tlyeoos Ty L) ATy, oo Ty, Tyg 1y - oy Ty

también existe la integral iterada

by
/ /f(xl, ey Ty ) AT, T, T, -, Ty | A,
ay
I

y esta integral posee el valor

/j@mx

I
2. Si para cada (x1,...,%y_1,Tys1,...,%y) € I, eziste la integral

by

flzy,.o o xy, .. xy,) dey,

ay

también existe la integral iterada

by
/ [ flzq, ... ,xy,...,xn)dxy] d(z1, . 1, Ty, X))
ay

/j@mx

1

y esta integral posee el valor

Demostracion. La demostracion es analoga a la del Teorema 4.10. [ |
Ejemplo 4.3. Sea
Ii={(z,9,2)|0<2<2,0<y<1,2<2< 4,
y sea f definida sobre I por
fley,z) =e+y+z

Puesto que f es continua sobre I, se tiene segun el Teorema 4.11 para

IZ::{(m,y)|0<x<2,O<y<1}

/]/x+y+z (9,2 L/ // r+y+2)d(z,y)| dz.

que
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La integral interior puede ser descompuesta de la siguiente manera:

//(x+y+z)d(x,y):/ol UOQ(HyH)dI} .
ast que Z
///(IJrgJFZ)d(I’y’Z):/04 {/01 </02(l‘+y+2)dx) dy] dz

:/24 [/01(2+2y—|—2z)dy] dz:/24(3+22)dz:18.

4.6. Integrales de Riemann-Darboux inferiores y superiores sobre conjuntos
acotados

Hasta ahora hemos solamente considerado el caso de una funcién f definida sobre un
intervalo I. Para avanzar en el calculo de varias variables es necesario desarrollar una teoria
de integracion que permite la integracién de una funcién sobre subconjuntos de R™ mas
generales.

Definicién 4.8. Sea X C R"™ un conjunto acotado y sea la funcion f : R® — R acotada
sobre X. Entonces la funcion fx : R™ — R con D(fx) = R" definida por

) flx) sizeX,
fX(x)_{o sizd X

se llama extension de la funcion f a R™.

Definicién 4.9. Sea X C R"™ un conjunto acotado. Entonces la funcion cx : R" — R con
D(cx) =R"™ definida por

(z) 1 size X,
C xXr) =
* 0 sizg X

se llama funciéon caracteristica de X .

Teorema 4.12. Sean I y K intervalos cerrados de R™ con I C K. Sea la funcion f : R® — R
acotada sobre I. En este caso se tiene que

_/f(x) dx:_/fl(x) dz, (4.4)

/_ (o) dz :/_ Fr(z) da. (4.5)
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Demostracion. Demostraremos solamente (4.4); la demostraciéon de (4.5) es andloga. Sea
g > 0 dado. Segun el Teorema 4.6 podemos elegir §. > 0’ de tal manera que para todas
particiones Py de I y Pk de K con || P;|| < 6.y || Pk| < o se tiene que

[ 1@ <spin< [ s
[ e =5 < Sn 5 < [ ey

Sea ahora Pj; una particién de K con || Py || < d. que contiene un subconjunto P; que a su vez
es una particion de /. La suma inferior Sp, (fr) esta compuesta por la suma inferior S Spr (f)
y ciertas contribuciones que provienen de 10s puntos de la frontera de I. Pero si eleglmos P
suficientemente fina fuera de I podemos lograr que

€
|Sp (f1) = Sp(f)] < 3

Asi se tiene que

- /

K
< / F(r)de — Spy(f) + / F1(w) Az = Sy (f1) + |Sp (f1) = S (F)]
K
<-4 -+-=
stgtime

Esto concluye la demostracién de (4.4). |

Definicién 4.10. Sea X C R™ un conjunto acotado, y sea la funcion f : R™ — R acotada
sobre X ; ademas, sea I C R"™ un intervalo acotado de R™ con X C I.

1. La siguiente expresion se llama integral de Riemann-Darboux inferior de f sobre X:

_/ f()da = _/ fx(x) do

2. La siguiente expresion se llama integral de Riemann-Darboux superior de f sobre X:

[1ae =] 1xya

Enfatizamos que las expresiones
y / fx)dx
X

Nl\
—
8
o,
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son independientes del particular intervalo cerrado considerado I C R"™ con X C [I. Para ver
eso, supongamos que J C R" sea otro intervalo cerrado X C J. En este caso elegimos un
intervalo cerrado K C R" tal que I U J C K, y obtenemos las siguientes igualdades como
consecuencia del Teorema 4.12:

/f dx—/fx dx—/fx dx—/fx
/f da?/fX dx/fx dI/fX

Queremos derivar algunas propiedades importantes de las integrales superiores e inferiores
de Riemann-Darboux.

Teorema 4.13. Sea X C R™ un conjunto acotado y sea f : R* — R acotada sobre X,

entonces
/f(x)das< f(z)dz.
X X

Demostracion. Si I es un intervalo acotado con X C I, entonces se tiene lo siguiente en
virtud de la Definicion 4.10 y del Teorema 4.5:

/f dx—/fx ) < fX<> - f<>da:.

Teorema 4.14. Sea X C R"™ un conjunto acotado y sean f,g : R" — R acotadas sobre X,
entonces

[ @+ [g@ae < [(70) +9@) do <[ (70 + 9(w) do <[ fa) o+ gla) do.

X X X X

Demostracion. Sea I un intervalo cerrado tal que X C I ysea P = {Iy,..., I, } una particién
de I. Sean fx y gx las extensiones de f y g. Evidentemente (f+g¢)x = fx+gx. Multiplicando

Mi(fx +9x) < Mi(fx) + My(gx)

por p(Ix) y sumando sobre k obtenemos

/(fx(w) + gx(2)) doz < Sp(fx + gx) < Sp(fx) + Sp(gx)
T
Ahora para € > 0 existe un o, > 0 tal que

Oggp(fx) —/fX(ZL')d.’L'<€, Oggp(g){) —/gx(l')dl‘<€
I

1
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para toda particién P tal que ||P|| < J., luego

/(fX($)+9X($))d$< fx(z )dx+/ x(7) dz + 2,

1 1 I

lo que demuestra la desigualdad derecha. La demostracion de la desigualdad izquierda es
analoga. [ |

Teorema 4.15. Sea X C R™ un conjunto acotado y sea f : R® — R acotada sobre X.

Entonces se tiene para cada ¢ > 0
/ :L’—c-/f(x)d:v,
X

/ )de = c]f(x) dz.

Demostracion. Demostraremos solamente la primera identidad; la demostracion de la segun-
da es andloga. Evidentemente, (¢ - f)x = ¢- fx para todo ¢ > 0. Sea I un intervalo cerrado
tal que X C I. Entonces para cada particion P de I se tiene que

Sple- fx) = Y (inf(e- fx(@) Ju(n) = - 3 (inf fx(@)) (L) = - Spl(fx)
por lo tanto

/(c-f(iv)) dw:sgpﬁp(c-fx) ZC-Sgpﬁp(fx) =C-/f(fv)d93

X X
Para la multiplicacién de una funcién por (—1) se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.16. Sea X C R"™ un conjunto acotado y sea f : R® — R acotada sobre X.
Entonces se tiene que

] (—f(2)) da = — _/ f() da

Demostracion. Demostraremos solamente la primera identidad; la demostracién de la segun-
da es andloga. Evidentemente, (—f)x = —fx. Sea I un intervalo cerrado tal que X C I.
Entonces para cada particion P de I se tiene que

Sp(—fx) = 3 (inf (—fx(2)) (i) = = 3 (sup fx(2) () = =Sp(7x).
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por lo tanto

_/(—f(:r;)) dz = SlllgpﬁP(_fX) _ _meP () = /—

Teorema 4.17. Sea X C R" un conjunto acotado y sean f,g : R" — R acotadas, ademds
sea f(x) < g(x) para x € X. Entonces se tiene que

/f do < [ gla)da,

X

/f ydz <[ g(z)dz.

Demostracion. Demostraremos solamente la primera desigualdad; la demostracién de la se-
gunda es analoga. Sea I un intervalo cerrado tal que X C I. Entonces para cada particion P
de I se tiene que

Sp(fx) = 3 (f(fx(@) )ln) < 3 (it gx(a)) ) u(li) = Sp(gx).
por lo tanto

/f(flr) dz = Sgpﬁp(fx) < Sl;pﬁp(gx) = /9(?6) dz

Teorema 4.18. Sean X, X9 C R" conjuntos acotados con X1 N Xo =2 y sea f:R" - R
acotada sobre X1 U Xy, entonces se tiene que

_/ F(o)da + _/ f()d / e / f@)de+f fla)da

X1UXo

</ f(z)de < f(x)dx—i— f(z)dx
X1UXo X1 X2

Demostracion. Demostraremos solamente la primera y la segunda desigualdad; las demos-
traciones de la tercera y de la cuarta son analogas. Consideremos las funciones

_ @) size Xy, ) fle) sixe X,
filz) = {O g X, fo(z) == {O Iy

Estas funciones satisfacen f = f; + f5 sobre X; U X5; ademas, sea I un intervalo cerrado tal
que X7 U Xy C I. Utilizando el Teorema 4.14 y la Definiciéon 4.10 podemos concluir que

/f dx—l—/f d:B—/fl dx+/f2 )dx < /(fl()+f2(:£))dx
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- /(fl(m)—l—fg(x))dx: / f(z)dz,

X1DX2 XIDXQ

lo que establece la primera desigualdad. Para demostrar la segunda desigualdad, notamos
que los Teoremas 4.14 y 4.16 implican que

[ s@ar= (5@ + @) o+ [ (~p@)do- [ (~ule) da

X1UXo T T T

< [ (@) + o) - @) do [ folo) s

N T
:/f(x)dx+ f(x)dz,
X1 Xa

lo que concluye la demostracion de la segunda desigualdad. [ |

4.7. La integral de Riemann sobre conjuntos acotados

Con la ayuda de las integrales de Riemann-Darboux superiores e inferiores podemos ahora
definir la integral de Riemann para conjuntos acotados generales de R".

Definicién 4.11. Sea X C R™ un conjunto acotado y sea f : R® — R acotada sobre X. Si

se tiene que
f(@)de =[ f(z)dz,
}/ X/

entonces f se llama Riemann-integrable sobre X. El valor comin de ambas expresiones se
llama la integral de Riemann de f sobre X y es denotado por

/f(x) dz.

Si X = I es un intervalo cerrado, entonces esta definicion coincide con la Definicién 4.5.
Si f es Riemann-integrable sobre X, entonces el Teorema 4.12 implica que para cada
intervalo cerrado I D X se tiene que

[ t@yas= [ fete)de

Teorema 4.19 (Criterio de integrabilidad de Riemann). Sea f : R" — R wuna funcién
acotada. La funcion f es Riemann-integrable sobre el conjunto acotado X si y sélo si para
cada € > 0 y cada intervalo cerrado I C R™ con X C I existe una particion P de I tal que

Sp(fx) = Sp(fx) <e.

Demostracion.



102 4. CALCULO INTEGRAL DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES I

1. Sea I un intervalo cerrado con X C I, y supongamos que para € > (0 existe una
particion P de I tal que

Sp(fx) — Sp(fx) <e

en este caso se tiene que

I

0 <[ fxl(r)de— / fx(@)de < Sp(fx) - Sp(fx) <&

Puesto que € > 0 es arbitrario, se tiene que

/_fx(ﬁ)dx:_/fx(x)dx,

por lo tanto, segin la Defincion 4.10 también se tiene que

[ st = [ 1@

y concluimos que segun la Defincion 4.11, la funcién f es Riemann-integrable sobre X.
2. Ahora sea f Riemann-integrable sobre X, y sea I un intervalo cerrado con X C I,y
sea ¢ > 0 dado. Entonces existen particiones P; y P, de I tales que

S (fx) < / fe(@)det S, Sp(fx) > / fx()de — £,

2 2

Sea ahora P una particién de I que sea un refinamiento tanto de P, como de Ps.
Entonces segin el Teorema 4.3 se tiene que

Sp(fx) = Sp(fx) < Sp(fx) — Sp,(fx) <e.
m

En analogia con la teoria de funciones Riemann-integrables de una variable tenemos los
siguientes teoremas.

Teorema 4.20. Sea la funcion f : R™ — R Riemann-integrable sobre el conjunto X, y sea
c € R. Entonces también la funcion c- f es Riemann-integrable sobre X, y se tiene que

/(c~f(:c)) dx:c-/f(x) da.

Demostracion. Para ¢ > 0, el enunciado es una consecuencia del Teorema 4.15; consideremos
entonces el caso ¢ < 0. Utilizando el Teorema 4.16 y el resultado para ¢ > 0 obtenemos la
Riemann-integrabilidad de ¢ - f(z) y la relacion

(e t@)dn= [(-lel- @) do =~ [lel- ) dr=lel [ fw)do=c- [ fa)da.

X X
u
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Teorema 4.21. Sean la funciones f,g : R™ — R Riemann-integrables sobre el conjunto X .
Entonces también f + g es Riemann-integrable sobre X, y se tiene que

[ oy ae= [ fars [owar

X X X

Demostracion. El enunciado es una consecuencia inmediata del Teorema 4.14. [ |

Teorema 4.22. Sean la funciones f,g: R™ — R Riemann-integrables sobre el conjunto X,
y sea f(x) < g(x) para todo x € X. Entonces se tiene que

[ t@ar< [g)dn

Demostracion. El enunciado es una consecuencia inmediata del Teorema 4.17. [ ]

Teorema 4.23. Sea la funcion f : R" — R Riemann-integrable sobre los conjuntos Xy y X,
donde X1 N Xy = . Entonces f es también Riemann-integrable sobre X, U Xo, y se tiene

que
| s@ae= [ rades [ pwa
X1UX> X1 Xo
Demostracion. El enunciado es una consecuencia inmediata del Teorema 4.18. [ |

Definicién 4.12. Sea f:R" - R y X C D(f). Para v € X definimos las funciones
n o f(x) sif(z) >0, _ o —f(z) si f(z) <0,
[Ha) = {0 si f(x) <0, [ @)= {0 si f(x) = 0.
Evidentemente, se tiene lo siguiente:
f@)=fH@) = [ (2); |fl@)| =" +f (z) paratodo z € X,
fx() = fx(z) — fx(o); |fX | = f¥(z) + fx(z) paratodo x € R".

Teorema 4.24. Sea la funcion f : R"™ — R Riemann-integrable sobre el conjunto X. En-
tonces también ft y f~ son Riemann-integrables sobre X .

Demostracion. Demostraremos la integrabilidad solamente para fT; la demostracién para f~
es andloga. Sea I un intervalo cerrado tal que X C I, y sea P = {[1,..., I} una particién
arbitraria de I. Si definimos

My, = sup fx(x), my:=inf fx(z), M,:r := sup f;(:c), m; = inf f;g(x),
I Iy I Iy

obtenemos evidentemente
M ,:r — mZ < My, — my

y obtenemos

Sp(f) = Sp(f) =D (M —mi) p(le) < (M — my) p(Ix) = Sp(fx) = Sp(fx)-
k=1 k=1
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Utilizando el criterio de integrabilidad de Riemann podemos concluir que f* es integrable
sobre X. [ |

Con la ayuda de este resultado obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.25. Sea la funcion f : R — R Riemann-integrable sobre el conjunto X. En-
tonces también | f| es Riemann-integrable sobre X, y se tiene que

/f(:c)dm </|f(x)}dx.

Demostracion. La demostracién es analoga a la demostracion del resultado correspondiente
del célculo de las funciones de una variable. [ |

Teorema 4.26. Sean la funciones f,g : R™ — R Riemann-integrables sobre el conjunto X,
Entonces también f - g es Riemann-integrable sobre X.

Demostracion. La demostracion es andloga a la demostraciéon del resultado correspondiente
del célculo de las funciones de una variable. [ |

4.8. La medida de conjuntos

Consideremos ahora el problema de definir una medida, es decir, un contenido, para sub-
conjuntos de R™. Para intervalos I = [a,b] C R" ya hemos definido la medida n-dimensional

n

(1) = T (or = ax)

k=1

(ver Defincién 4.1). Partiendo del concepto de la medida para intervalos, queremos definir
la medida para subconjuntos X C R™ mucho més generales. Aproximaremos un conjunto X
por uniones de numeros finitos de intervalos “desde afuera” y “desde el interior”.

Definicién 4.13. Sea X C R™ un conjunto acotado, y sea I C R™ un intervalo cerrado con
XcCl.

1. Para una particion P de I definimos
Mp(X) = 3 pll), Tp(X)= 3 ully)
I,CX INX#D
2. El numero
wX) = sgpMp(X)
se llama medida interior de Riemann de X.
3. El numero

A(X) = inf Mp(X)

se llama medida exterior de Riemann de X.
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FIGURA 4.4. Tlustracion de la Definicién 4.13 para el caso n = 2. Las sumas
Mp(X) y Mp(X) son aproximaciones del drea de X por sumas de areas de
rectangulos desde el interior y desde afuera, respectivamente.

4. Se dice que el conjunto X es Riemann-medible si se tiene que

H(X) = 7(X).
El valor comin se llama medida n-dimensional de Riemann de X, denotada pu(X).

La Figura 4.4 ilustra la Definicién 4.13 para el caso n = 2.
Es evidente que las cantidades p(X) y 7(X) son independientes del intervalo particular
considerado I C R™ con X C I. Por otro lado se tiene que

0 < (X) < E(X),

y las Definiciones 4.1 y 4.13 son compatibles.

Mencionamos que en lugar de “medida n-dimensional de Riemann de X7 la canti-
dad p(X) también se denomina por “contenido n-dimensional de Riemann” o “medida n-
dimensional de Jordan”.

Ejemplo 4.4. Sea X = [0,1] N Q. Para una particién arbitraria P de [0,1] obtenemos
Mp(X)=0y Mp(X) =1, por lo tanto X no es Riemann-medible.

Ya vimos que existe una conexion entre la medida de un intervalo cerrado I C R™ y una

integral, puesto que
pu(l) = / dz.

1

Demostraremos ahora una representacion integral andloga para medidas generales (interiores
y exteriores).

Teorema 4.27. Sea X C R™ un conjunto acotado y cx su funcion caracteristica.
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1. Para las medidas interiores y exteriores de Riemann se tiene que

wu(X) :_/CX(:E) dx:_/dx,

2. El conjunto X es Riemann-medible si y solo si cx es Riemann-integrable sobre X. En

este caso se tiene que
wu(X) :/cX(x)dx:/dx.

X X

Demostracion. Sea I C R™ un intervalo cerrado con X C 1.

1. Para una particién arbitraria P = {I,...,I,,} de I se tiene que
Splex) = ngf ex(@)p(l) = > u(ly) = Mp(X),
k=1 I, CX
Splex) =Y supex(@)u(l) = D pll) = Mp(X),
k=1 Ir LNX#£2

lo que implica el primer enunciado.
2. El segundo enunciado es una consecuencia de la definicién de la Riemann-medibilidad.

El Teorema 4.27 es muy importante dado que nos permite utilizar el calculo integral para
la determinacion de la medida. En las demostraciones de los siguientes teoremas utilizaremos
resultados ya conocidos para el calculo integral.

Teorema 4.28. Sean X1 C R" y Xy C R"™ conjuntos Riemann-medibles con X1 N Xy = .
Entonces X1 U Xy es Riemann-medible, y se tiene que

1( X1 U Xo) = p(X1) + p(Xz).
Demostracion. El Teorema 4.18 implica que
(X1) + p(Xo) < p(X1 U Xs) < (X UXp) <(Xy) + 1(Xo).

Pero pu(X1) = 1(X1) y p(X2) = i(X3), por lo tanto en esta cadena de desigualdades siempre
tenemos igualdad. [ |

Teorema 4.29. Sean X; C R™ y Xy C R" conjuntos Riemann-medibles con X; C Xs.
Entonces el conjunto de diferencia X5\ X1 es Riemann-medible, y se tiene que

X2\ X1) = pu(Xa) — pu(Xy).
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FiGUuRA 4.5. Ilustracion de la demostraciéon del Teorema 4.30.

Demostracion. Consideremos los conjuntos X; y X5\ X;. Se tiene que X; N (Xo\Xy) =9y
X7 U (X2\X1) = Xs. La segunda y la tercera desigualdad del Teorema 4.18 nos entrega

1(Xa) < p(Xo\X1) + p(Xq) < p(Xo),
e intercambiando los conjuntos obtenemos de las mismas desigualdades que
1(X2) < p(Xh) + B(X2\X1) < p(Xo),
por lo tanto obtenemos
u(X2\X1) = 0(Xo\X1) = u(Xo\X1),  p(X2\X1) = pu(Xz2) — pu(X1).
|

Definicién 4.14. Un conjunto Riemann-medible X se llama conjunto nulo si u(X) = 0.
Para el conjunto vacio @ definimos (@) = 0.

Cada conjunto que contiene un numero finito de puntos es, evidentemente, un conjunto
nulo. De gran interés son aquellos conjuntos que pertenecen a un espacio de dimensién menor
que n. El siguiente teorema muestra que estos conjuntos siempre son conjuntos nulos.

Teorema 4.30. Un conjunto X C R™ que estd completamente contenido en un hiperplano
H;j={(z1,...,2,)|z; = c = const. }

es un conjunto nulo.

Demostracion. Elegimos una constante K > 0 tal que
XcCcl= {(xl,...,xnﬂ — K <z <K;i:1,...,n}.
En este caso, para cada € > 0 el conjunto X esta contenido en el intervalo n-dimensional
I, = {(xl,...,xn)| - K<, <K (i #7); |x;— ¢ <5},



108 4. CALCULO INTEGRAL DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES I

y se tiene que

A(X) <L) = p(lL) = (2K)" 2
(ver Figura 4.5). Puesto que ¢ > 0 fue elegido arbitrario, se tiene que i(X) = 0 y por lo
tanto p(X) = 0. |

Teorema 4.31. Sea X; C X5 y sea Xo un conjunto nulo. Entonces también X, es un
congunto nulo.

Demostracion. Se tiene que 0 < 71(X7) < fi(X2) = 0, por lo tanto pu(X;) = 0. |

Definicién 4.15. Sea X C R™.

1. El conjunto de los puntos interiores de X se llama el interior de X, denotado X°.

2. Un punto xy € R"™ se llama punto de frontera de X si en cada vecindad de xq existen
por lo menos un punto de X y un punto de R"\ X . El conjunto de todos los puntos de
frontera de X se llama frontera o borde de X, denotado 0X.

3. El conjunto X := X UOX se llama clausura de X.

Teorema 4.32. Un conjunto acotado X C R™ es Riemann-medible si y solo si 1(0X) = 0.

Demostracion. Sea I C R™ un intervalo cerrado tal que X C I.

1. Sea ;1(0X) = 0. Entonces para ¢ > 0 existe una particién P = {Iy,..., [} de I tal
que M p(0X) < . Ahora se tiene que

A(X) — p(X) < FTp(X) = Mp(X)

= D> ull) =) ply)

I,NX#2 Iy CX
I NOX #2

Puesto que £ > 0 fue elegido arbitrario, se tiene que f1(X) = u(X), por lo tanto X es
Riemann-medible.

2. Sea X Riemann-medible. Entonces para cada ¢ > 0 existe una particion P de [ tal
que

Ahora podemos representar la frontera 0X como 0X = X; U X5, donde

Xlz{JJ

Los puntos de X5 pertenecen a la frontera de ciertos intervalos que entregan contribu-
ciones a M p(X), es decir pertenecen a la unién de un nimero finito de hiperplanos.
Segun el Teorema 4.30, entonces se tiene que p(Xs) = 0, ademds se tiene que

A(X1) < Mp(Xy) = Mp(X) = Mp(X) <,
luego, segun el Teorema 4.18,
FOX) < Ti(X1) + 7i(Xa) = I(Xy) < <.

redX,z¢ | Ik}, X, = 0X\X;.

I,CX
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Puesto que £ > 0 es arbitrario, se tiene que (0X) = 0, por lo tanto también pu(0X) =
0.

|
Con la ayuda de este teorema se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.33. Si X C R™ es un conjunto Riemann-medible, entonces también X° y X son
Riemann-medibles, y se tiene que

p(X) = p(X°) = u(X).
Demostracion. Tarea. [ ]

Teorema 4.34. Sean X; C R" y X5 C R" conjuntos Riemann-medibles. Entonces también
X1 U Xy y XN Xy son Riemann-medibles, y se tiene que

(X1 U Xo) + p(X1 N Xo) = p(Xy) + p(Xo).

Demostracion.

1. Se tiene que
J(X1NXs) C0X; UOIXos,

por lo tanto 9(X; N X3) también es un conjunto nulo, y segin el Teorema 4.32 el
conjunto X; N X5 es Riemann-medible.
2. Se tiene que

XiUXo =X U(X\(X1NXy)), Xin(X\(X1nXy)) =2,

entonces de la Riemann-medibilidad de X5\ (X; N X») sigue segin el Teorema 4.28 la
Riemann-medibilidad de X; U X5,, y obtenemos que

p(X1 U Xo) = p(X1) + p(Xa\(X1 N X3))
= u(X1) + p(Xz) — p(X1 N Xy).
|

Evidentemente, una version analoga de este teorema es vélida para nimeros finitos de
conjuntos. En particular, si X; € R”,..., Xy C R” son conjuntos Riemann-medibles, en-
tonces también

es Riemann-medible, y se tiene que

pX) < 37 (X))

v=1

Obtenemos la siguiente caracterizacion de conjuntos nulos que a veces es ttil.
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Teorema 4.35. Un conjunto X C R"™ es un conjunto nulo si y solo si para cada € > 0 existe
un numero finito de intervalos cerrados Iy, ..., In tales que

N N
X C L_Jlf,, Y Z_;,u([,,) <e.

Demostracion.

1. Supongamos que para € > 0 existe un nimero finito de intervalos cerrados I4,..., Iy
tales que

N N
XcCJ= UL, y ZM(L,)<5.
v=1 v=1
Entonces el conjunto J es Riemann-medible, y se tiene que
N
A(X) < p(J) < ull) <e.
v=1

Puesto que £ > 0 fue elegido arbitrario, se tiene que u(X) = 0.
2. Sea pu(X) = 0. Sea I C R™ un intervalo cerrado tal que X C I. Entonces para ¢ > 0

existe una particion {Iy, ..., I,,} de I tal que
Mp(X)= > (i) <e.
I NX#P

En este caso, el nimero finito de intervalos cerrados I con I N X # & tiene la
propiedad deseada.

4.9. Conjuntos nulos especiales

El siguiente teorema es importante en las aplicaciones porque nos permite en muchos
casos decidir la Riemann-medibilidad de conjuntos.

Teorema 4.36. Sea la funcion f = (fi,...,fm) : R" — R™ continua sobre el conjunto
compacto X C R"™. Entonces el siguiente conjunto es un conjunto nulo de R"t™:

7 = {xeRner‘x: (21, @, i@, @)y (@, ), (0, 2y) GX}.

Demostracion. Sea I C R™ un intervalo cerrado tal que X C I, ademas sea ¢ > 0 dado.
Puesto que f es uniformemente continua sobre X existe una particion P = {Iy,...,[;} de I
tal que para i =1,...,m se tiene que

vo'a" € LN X (k=1,...,0): |fi(2)) = fi(z")| <e.

Entonces, aquellos puntos en Z para los cuales se tiene que © = (x4, ..., 2,) € [;NX pertecen
a un intervalo cerrado (n + m)-dimensional de la medida (2¢)”u(Iy), por lo tanto Z estd
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F1GURA 4.6. Tlustracion del Principio de Cavalieri.

contenido en la unién de un nidmero finito de intervalos cerrados de R"*™ cuya medida total
es

S (2e) () = (26)" (D).

k=1

Ahora la afirmacién es una consecuencia del Teorema 4.35. [ |

Ejemplo 4.5. Sea f : R? — R y sea f continua sobre [a,b]. En este caso el conjunto de
puntos

Cpi={(z,y) e R?|y = f(x), € [a,0]}

es un conjunto nulo de R?.

Ejemplo 4.6. Sea f : R> — R y sea f continua sobre el intervalo cerrado I. Entonces el
conjunto de puntos

Fp:={(z,y,2) e R’ |z = f(z,y), (z,y) € I}

es un conjunto nulo de R3.

4.10. El principio de Cavalieri
Teorema 4.37 (Cavalieri). Sea S C R" un conjunto Riemann-medible y

Scl:= {(xl,...,:cn)|ai<xi<bi,z':l,...,n}.
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Ficura 4.7. Tlustracion del Ejemplo 4.7.

Ahora, si para un indice v fijo (1 < v < n) el conjunto

Séy) :Sﬂ{(xl,...,xnﬂx,,:f}

es Riemann-medible para todo § € [a,,b,] en el espacio (n—1)-dimensional de las coordenadas
(T4, Tty Tys1y - - -, Tp) con la medida q,(§), entonces se tiene que

by
u(s) = [l
(ver Figura 4.6).

Demostracion. Segun el Teorema 4.11 se tiene que

by
M(S):/dx:/cS(m)dx:/ /cs(m)d(azl,...,xl,1,a:l,+1,...,xn) dz,
S I w

Iz,

by
:/ /d(xl?"'axulaxl/Jrl?"'axn) d£

)
Se

En virtud de

ql/(é-): / d(x17"'7x1/—17x1/+17"'7xn)

)
S¢

se llega a la afirmacién. [ |
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Ejemplo 4.7. Se desea determinar el volumen V' del segmento de una bola de la altura h y
del radio v (ver Figura 4.7). Aqui se tiene que

q(&) =7o®, donde ¢*=R*—(R-¢?=2RE—¢ (0<E<h).
Segun el principio de Cavalieri obtenemos

h h 3
V:/O q(f)dfzw/o (2R§—§2)d§=w(Rh2—%>.

En virtud de Rh = (h?® +r%)/2 obtenemos

R +1*h  R? Th .
=1|—F =) =— h?).
vV 7r( 5 3) 6(3r+ )

4.11. Los teoremas de valores intermedios del calculo integral n-dimensional

Los siguientes teoremas se ultilizan principalmente para acotar integrales. Aqui se utiliza
esencialmente el concepto de la Riemann-integrabilidad.

Teorema 4.38. Sea X C R"™ un conjunto Riemann-medible. Sea la funcion f : R* — R
acotada sobre X, y como siempre sea

m(f) = inf f(z), M(f) = sup f(z).

Entonces se tiene que

m(A(x) < [ f)do <[ flo)de < MPuCx).

X

Demostracion. Sobre X se tiene que

por lo tanto

El siguiente teorema expresa una consecuencia inmediata.

Teorema 4.39 (Primer Teorema del Valor Intermedio). Sea X C R"™ un conjunto Riemann-
medible y sea f Riemann-integrable sobre X .

1. En este caso existe un 1 tal que m(f) < n < M(f) que satisface

/ f(x)dz = - u(X).
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2. Si, ademads, X es compacto y conexo y la funcion f es continua sobre X, entonces
existe un & € X tal que

[ @)= 1) - u(x), (4.6)

Demostracion.

1. El primer enunciado es una consecuencia del Teorema 4.38 y de la Definicion 4.11.

2. Sean satisfechas las presuposiciones adicionales de la segunda afirmacién. Si f es
constante, cualquier ¢ € X satisface (4.6). Si f no es constante, y por lo tanto
m(f) < M(f), se tiene segun el Teorema 1.18 que segun el Teorema 1.17, la ima-
gen f(X) es el intervalo cerrado [m(f), M(f)], por lo tanto existe un £ € X tal que
f(&) = n. Esto concluye la demostracién de la segunda afirmacion.

Teorema 4.40 (Primer Teorema del Valor Intermedio Extendido). Sea X C R™ un conjunto
acotado y sean f y g Riemann-integrables sobre X, y sea g(x) = 0 para todo x € X.

1. En este caso existe un 1 tal que m(f) < n < M(f) que satisface

[t de=n- [ gaw)ds

X

2. Si, ademds, X es compacto y conexo y la funcion f es continua sobre X, entonces
existe un & € X tal que

/}wwmwmzf@»/ﬁ@Mm (4.7)

X

Demostracion. Puesto que g(x) > 0 se tiene que

m(f)g(x) < f(x)g(z) < M(f)g(x) paratodo z € X,

entonces seguin el Teorema 4.22

mif)- [ ge)de < [ f@g)de <2(1)- [ g(a)do

[ o@)az=o,

X

Ahora, si

el primer enunciado es valido para todo 7 y el segundo es valido para todo & € X. Si

/g(x) dz >0,

X
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podemos elegir

[ f@lgo)as
n=X

/ o(z)dz

X

y resulta el primer enunciado. Si X es compacto y conexo y f es continua sobre X, entonces
tal como en la demostracién del Teorema 4.39 existe un £ € X tal que f(§) =7, y llegamos
al segundo enunciado. [ |

Ejemplo 4.8. Sea Xg C R™ un conjunto abierto, y sea la funcion f : R — R continua
sobre Xo. Supongamos que para cada conjunto medible X C X, se tiene que

/ f(z)dz = 0.

En este caso podemos concluir que f(x) = 0 sobre Xy, puesto que si fuera f(x) # 0, existiria
un 2° € Xy tal que f(2°) # 0; sin pérdida de la generalidad supongamos que f(z°) > 0. En
este caso existe un 6 > 0 tal que

Y ={z|d(z,2°) <6} C Xy, f(z) >0 paratodoz €Y.

El conjunto Y es compacto, conexo y medible con u(Y') > 0. Entonces, segin el Teorema 4.39
existe un £ € Y tal que

/ f(@)de = f(€) - u(Y) > 0,

lo que contradice la hipdtesis.

4.12. La integrabilidad sobre conjuntos generales

Teorema 4.41. Sea X C R"™ un conjunto Riemann-medible, y sea f continua sobre X.
Entonces f es Riemann-integrable sobre X .

Demostracion. Sea |f(x)] < M sobre X y sea I un intervalo cerrado con I D X. Puesto que
u(0X) = 0, podemos elegir una particiéon P = {I,...,I,} de I de tal modo que

Z u(ly) <e.
I NOX#2

Puesto que f es uniformemente continua sobre X podemos elegir los didmetros de los demaés
I}, tan pequenos que sobre cada intervalo I se satisface que

5111p fx(z) — igf fx(z) <e.

Asi obtenemos que

Sp(fx) = Sp(fx)<e Y wl)+2M > p(ly) <e-p(l)+2Me,

I NOX =2 I NOX#2
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lo cual implica el enunciado del teorema en virtud del Teorema 4.19. [ |

Teorema 4.42. Sea Xq C R™ un conjunto acotado, y sea la funcion f: R™ — R Riemann-
integrable sobre X, ademds sea Xo un conjunto nulo tal que Xo C X. Entonces cada funcion
g acotada sobre X que satisface

g(x) = f(z) paraxz € X\Xo

es Riemann-integrable sobre X, y se tiene que

/ f(z)da = / g(z) dz.

Demostracion. Puesto que pu(Xy) = 0 sabemos que segin el Teorema 4.38 que la funcién
h = f — g es Riemann-integrable sobre X, y que se tiene que

/ h(z) dz = 0.

Xo

Sobre X\ X, se tiene que h = 0, por lo tanto h es igualmente Riemann-integrable sobre
X\ Xp. Ahora, segin el Teorema 4.23,

/h(m) dz = / h(z) dx—l—/h(x) dr — / h(z) de = 0,

X X\ Xo Xo X\ Xo

lo que concluye la demostracion del teorema. [ |



Capitulo 5

La computacién de integrales

5.1. Dominios normales

Definicién 5.1. Sea S,, un subconjunto del (xq,...,%, 1,Zyi1,-..,Ty)-€spacio (n — 1)-
dimensional. Para los puntos de S,, escribimos

v __
€r = (xlw s Ly—1, Tygly - - 7xn)'

Definicién 5.2. Sea S C R™ un conjunto acotado.

1. Se dice que S es proyectable en la direccion del eje x, o brevemente x,~-proyectable si
en el (T1,...,Ty_1,Zps1, ..., Zy)-€8pacio (de la dimension (n—1)) existen un conjunto
medible y cerrado S,, y dos funciones continuas x,, y T, tales que

S = U {(xl, oo xy) |z, (2Y) <y, < f,,(x”)}.
TV €Sy,

2. Se dice que S es un recinto estandar si para cada v =1,...,n, S es proyectable en la
direccion del eje x,.

Comentamos que en el caso n = 2, segin esta definicién, un conjunto S C R? es proyec-

table

1. en la direccién del eje z si existen dos funciones z(y) y Z(y) continuas sobre un sub-
conjunto S, medible y cerrado del eje y tales que

S=J{@ylzy) <z <)},
YESs

2. en la direccién del eje y si existen dos funciones y(z) y 7(z) continuas sobre un sub-
conjunto S, medible y cerrado del eje x tales que

§= U {@y)y) <y<y)}.
xE€Sy

La Figura 5.1 muestra algunos ejemplos.

En el caso n = 3, un conjunto S C R? es proyectable, por ejemplo, en la direccién del
eje z si existen dos funciones z(x,y) v Z(z,y) continuas sobre un subconjunto S, medible y
cerrado del plano (x,y) tales que

S= | {@y2)|zz,y) <z <29},
(zy)ES-
ver Figura 5.2.
Teorema 5.1. Sea la funcion f(x,y) Riemann-integrable sobre el conjunto S C R

117
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(b) ()

FicurA 5.1. Hustracién de la Definicion 5.2 para n = 2. El conjunto dibu-
jado es (a) y-proyectable, pero no z-proyectable, (b) z-proyectable, pero no
y-proyectable, (¢) z-proyectable e y-proyectable (recinto estandar), (d) no -
proyectable ni y-proyectable, (e) y-proyectable, pero no z-proyectable, (f) no
x-proyectable ni y-proyectable.

!

i 3{1:1 y)
7
o
| /
7 z(z,y)
1 ;
| E—
/ O v v
xr ' ; - Sz

Ficura 5.2. Tlustracion de la Definicién 5.2 para n = 3.

1. Sea S proyectable en la direccion del eje y. Si para cada x € S, existe la integral

e
f(z,y)dy,

y(z)
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F1curA 5.3. ITlustracién de la demostracion del Teorema 5.1.

entonces también existe la integral iterada

¥(x)
/ [ f(z,y) dy] de,
& y(z)

Yy

//fxy (2,9) /[ (:)f(fv,y)dy] dz.

La Figura 5.3 ilustra este caso.
2. Sea S proyectable en la direccion del eje x. Si para cada y € S, existe la integral

y se liene que

Z(y)

f(z,y)dz
z(y)

entonces también existe la integral iterada

/ [ / (()) f(z,v) dx] dy,

Sz B

[ e /[/ as] a

Demostracion. Demostraremos solamente la primera afirmacion; la demostracién de la se-
gunda es analoga. Para tal efecto consideremos un intervalo

I:{(x,y)\Agsch,nggD}

tal que S C I, entonces se tiene que

/fxy (z,9) /fsxy (@, y).

y se tiene que
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»4
y=x2
5l
/]
0%
¥ V- /
1x 2 X

Ficura 5.4. Tlustracion del Ejemplo 5.1.

Para cada x € Sy fijo obtenemos

(@) D
/ f(z,y)dy =/ fs(z,y)dy
y() C

En virtud del Teorema 4.10 obtenemos ahora

/fs:cy (z,9) /U fsfcydy] /[::)f(fay)dy] dz,

lo que concluye la demostracion. [ |

Ejemplo 5.1. Sea

S={(y|0<r<20<y <,

y consideremos la funcion f(x,y) = 2* + y* definida sobre S (ver Figura 5.4). Entonces S
es proyectable en la direccion del eje y, y sequn el Teorema 5.1 se tiene que

/ f<x,y>d<x,y>://<x2+y2>d<x,y>=/02 [/

Aqui obtenemos

2

(z° + y?) dy] dz.

x 31Yy=x 6

e
/ (2* +y*) dy = [m2y+y—] =zt + =,
0 3 y=0

/2 b Y g [ 232 128 1312
e — xTr = —_ = — - =
0 3 5 o 5 21 105"

=
—
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FI1GURA 5.5. Descomposicion de S en conjuntos Si, ..., Sy proyectables.

//f v y)d(z,y) = 1130152

Puesto que S también es proyectable en la direccion del eje x, también se tiene que

// flz,y)d(z,y) = //(:L“2 +y?) d(z,y)
:/04 [/\;(9&2+y2)dx] dy

/4<8+22 13/2 5/2)d
= Py y =3y -y Y
0 \9 3

I8 2, 2 o, 2 )0 1312
[3y+3y 157 7 ~ 105

por lo tanto

y=0

El Teorema 5.1 nos permite la computacién de integrales de funciones continuas sobre
conjuntos proyectables. Pero si un conjunto S C R? no es proyectable, posiblemente se puede
descomponer S en un nimero finito de subconjuntos Sy, . . ., Sy proyectables (ver Figura 5.5).
En este caso obtenemos

/fxy (2, y) /fxy (z,y) /fxy (. y),

donde cada una de las integrales

/ flx,y)d(x,y), i=1,...,N
S.

puede ser calculada como integral iterada.
El siguiente teorema representa una generalizacion del Teorema 4.11 que nos permite la
computacién de integrales sobre conjuntos n-dimensionales.
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Ficura 5.6. Tlustracion del Ejemplo 5.2.

Teorema 5.2. Sea la funcion f : R™ — R Riemann-integrable sobre el conjunto S C R"™. Sea
S proyectable en la direccion del eje x,,. Si para cada x¥ = (T1,...,Ty_1,Tps1,---,Tn) € Sy,
existe la integral

Ty (V)
/ flzy, . o xy, . xy,) day,

z,(z¥)

entonces también existe la integral iterada

Ty (x¥)
/ [/ f(a;l,...,x,,,...,xn)dx,,] Az, Ty, Tosty e T,
z, (z")

Sy
S

Demostracion. La demostraciéon es andloga a la del Teorema 5.1 mediante la aplicaciéon del
Teorema 4.11. [ |

y su valor es

Para el caso n = 3 obtenemos para un conjunto .S, que sea proyectable (por ejemplo) en
la direccién del eje z, la siguiente férmula:

feday = [[| [ fe )| dey).
S Sz 2@y)

Si, ademas, el conjunto S, es proyectable en la direccion del eje y, obtenemos

[z, y,z)d(z,y,2) = " Z(W)f(a:,y,z)dz dy p dz.
J ¢ Vo |Vaow

Se obtienen féormulas andlogas si S es proyectable en otra direccién.

Ejemplo 5.2. Se desea calcular el volumen V' del conjunto

S:{(q:,y,z)|—2<x<2,0<y<5,0<z<4—x2}
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FiGurA 5.7. Ilustracién de la Definicién 5.3.

(ver Figura 5.6). Si definimos
S.={(z,y)] —2<x<2,0<y <5},

obtenemos segun el Teorema 5.2

Vz///d(w,y,?«‘)
s
— /[/04_m2dz] d(m,y)://(4—$2)d(xay)

z

:/_22 [/05(4—1:2)@} dxz/_i(QO—Sﬁ)dxz?.

5.2. La regla de substitucién para integrales n-dimensionales

Durante la computacion de integrales n-dimensionales puede aparecer la necesidad de in-
tegrar una funcion sobre un subconjunto de R™ cuya descripcion por coordenadas cartesianas
puede ser muy complicada. En tales casos se definen coordenadas nuevas.

Consideremos primeramente el espacio R = R™ de los puntos z = (z1,...,2,), ©; € R,
i = 1,...,n. En muchas situaciones podemos describir un subconjunto S C R por un
conjunto S de puntos & = (&y,...,4,) que son elementos de un segundo espacio R = R".
Esto se realiza asignando de manera biyectiva un punto & = (Z,...,%,) € S a cada punto
x = (x1,...,2,) € S. Se dice que el punto x = (z1,...,x,) posee las coordenadas nuevas
T =(Zy,...,&,), ver Figura 5.7.

En virtud de lo anterior podemos introducir coordenadas nuevas mediante una aplicacion
biyectiva ¢ = (g1,...,9,) : R=R" = R" con D(g) = 5, donde

I :gl(‘%lv"wi‘n%

T, :gn(x17"'7$n)7
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Ficura 5.8. TIlustracion del Ejemplo 5.3.

o sea, x = ¢(&). Puesto que para nuestra aplicacién también necesitaremos las derivadas
parciales de las funciones ¢y, . . ., g,, exigiremos adicionalmente que .S sea un conjunto abierto

de R=R"y g € C*(9).
Definicién 5.3. Sea S C R = R". Se dice que una funcién g - R = R" — R = R" define
coordenadas nuevas sobre S si se tiene lo siguiente:

1. El conjunto S = D(g) es abierto, y la aplicacion g : S — S es biyectiva.

2. Se tiene que g € CY(S), y el determinante de la matriz funcional de g satisface

d .
det —? # (0 paratodoz € S.
dz

Ejemplo 5.3 (Coordenadas cilindricas planas). Consideremos R = RZ%. Para un punto
(x,y) € R podemos tratar de describirlo mediante su distancia al origen

= AT

y el angulo ¢ formado con el eje x positivo, ver Figura 5.8. Asi, poniendo T =1r ey = ¢
obtenemos la siguiente aplicacion g:

Jx=Tcosy=rcosyp,
g Yy =2Tsiny = rsin p.
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Abb. 9.15.5

Ficura 5.9. TIlustracion del Ejemplo 5.4.

Sin embargo, tenemos que excluir el origen de R = R? dado que alli §j = ¢ no es definido
unicamente (ver Figura 5.8), ademds tenemos que considerar la periodicidad de cosy y
sin o y seleccionar un intervalo donde ¢ esté bien definido, por ejemplo 0 < ¢ < 2w. Aqui
no podemos admaitir iqualdad puesto que el dominio de g debe ser abierto. En virtud de lo
anterior, las coordenadas polares en el plano se definen por

g: {x:TC,OS% donde S = D(g) = {(r,)|0<r <o, 0<¢p<2r}
y = rsing,
y S =R\{(x,y)|x >0,y =0}. Efectivamente sobre S se tiene que
d _ .
det S = |98¥ Tsmgp‘:r%o.
dz siny 1 Ccosy

Ejemplo 5.4 (Coordenadas esféricas espaciales). Sea R = R3. Para (z,y,2) € R podemos
tratar de describir este punto por su distancia al origen,

r=/x2+y%+ 22,
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Ficura 5.10. Ilustraciéon del Ejemplo 5.5.

y dos angulos con respecto a dos ejes, ver Figura 5.9. Para determinar estos dngulos pro-
yectamos (x,y, z) en la direccion de z al plano (x,y) y luego determinamos los dngulos ¢
formados con el eje x positivo y 0 respecto al plano (x,y). Entonces, poniendo & =1, § = ¢
y Z = 0 obtenemos para la aplicacion g

X = T COSYCOSZ =r1Ccospcosh,
g:Qy=2TsingycosZ = rsinycosb,
z =1xsinz = rsiné.

Sin embargo, las funciones y = ¢ y Z = 6 no son unicamente definidas en el origen, asi que
hay que excluirlo de R = R?® (ver Figura 5.9); ademds tenemos que considerar la periodicidad
de las funciones cos @ y sinf y elegir intervalos para los dngulos 6 y ¢, por ejemplo 0 < ¢ <
2 y —7/2 < 0 < 7/2 (aqui no podemos admitir igualdad dado que el dominio de g debe ser
abierto). Entonces, la introduccion de coordenadas esféricas puede ser descrita por

X = 1TCcospcosb,
gy =rsinpcosb,

z=rsinb,
donde

S:D(g):{(r,go,ﬁ)‘O<r<oo,0<g0<27r, —g<9<g},

y S =R\{(x,y,2) |z >0,y =0}, donde efectivamente se tiene que

d cospcost —rsinpcost —rcospsinf
detF = |sinpcosf rcospcos —rsinpsind| =1r?cosh # 0.
v sin 0 0 rcos 6

Ejemplo 5.5 (Coordenadas cilindricas). Sea R = R3. Se pueden definir las llamadas coor-
denadas cilindricas introduciendo coordenadas planas en el plano (x,y) y manteniendo la
coordenada z (ver Figura 5.10), es decir, poniendo T = r, § = ¢ y Z = z obtenemos la
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0

FicuraA 5.11. Ilustracion del Teorema 5.3.

aplicacion g definida por

T = T COSY = T COS P,
g Yy =2xsiny = rsinp,
2=z

donde
S=D(g)={(rp,2)|0<r<o0,0<p<2r, —00<Z<oo},
donde S = R\{(z,y,2) |z > 0, y = 0}, donde se tiene que
cosep —rsing 0

detd—gzsingo rcose 0O =r#0.
o 0 0o 1

Después de estas consideraciones preliminares formularemos la regla de substitucion para
integrales nm-dimensionales. El problema consiste en la transformaciéon de una integral n-

dimensional
/ f(z)dz
K

en otra integral posiblemente mas simple.

Teorema 5.3 (Regla de substitucion para integrales n-dimensionales). Sea S C R™ un con-
Junto abierto, y sea la funcidn g : R" — R" biyectiva sobre S tal que la imagen de S es

S = g(9), ademds sea g € C1(S), y para la matriz funcional (la matriz jacobiana) de g sea

d ~
det d—‘?(:ﬁ) # 0 paratodo T € S.
z
Sea K un subconjunto compacto y medible de S, y sea la funcion f : R® — R continua
sobre K. Entonces se tiene que

[t@ar= [ (@)

1K)

det %(f)

.
dF ©
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E K n
e
: // 2

FiGura 5.12. Ilustraciéon del Ejemplo 5.6.

donde | det g—g(i)\ (esta cantidad es llamada “el Jacobiano”) denota el valor absoluto de
det 92 (7).
dz

Este teorema (ver Figura 5.11) no serd demostrado aqui, pero ilustraremos su uso a través
de algunos ejemplos.

Ejemplo 5.6. Se desea calcular la integral

/\/932+y2d($,y), donde K = {(Ly) | <2+ 9% < 4}
K

(ver Figura 5.12). Aqui se sugiere utilizar las coordenadas polares

T = 1Cos p,
Yy = rsinp.
Ahora, segin nuestro teorema, K deberia estar contenido en un conjunto sobre el cual hemos
definido las coordenadas polares. Pero esto no es asi puesto que K contiene puntos del eje x
positivo, por lo tanto consideraremos primeramente para un dngulo « el conjunto K, (ver
Figura 5.12).
Ahora podemos aplicar el teorema, dado que K, es compacto y Riemann-medible. Obte-
nemos que

/\/Wd(w,y)z / rerd(r, @)

97 H(Ka)

2r—a 2
:/ [/ r? dr] dep
a 1
2r—a
7
= “d
/a 37

= 22(71' —a).
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Ahora tomamos en cuenta que

/\/x2+y d(z,y) = /\/:1:2+y d(z,y) + / vz +yrd(z,y).
K\Kq

Puesto que

/ Va2 +y?d(x,y) < 2u(K\K,) -0 cuando oo — 0,

K\K,

concluimos que

14
/\/xQ +y?d(z,y) = —m.
K

Comentamos que las coordenadas planas x = rcosp, y = rsiny tienen la propiedad
importante de que

?+y’=rcos’p+risinp =71 para0<p<2r, r>0.

Se recomienda su uso en todas las situaciones si debido a esta relaciéon resultan simplifica-
ciones en la integral que se debe calcular. Esto sucede por ejemplo, si el integrando depende
de 22 4+ 32, o si el dominio de integracién es un circulo o un sector de un circulo.

Especificamente para el Ejemplo 5.6 comentamos que en la practica no se seguira culti-
vando las dudas que nos obligaron a considerar el limite o — 0. Simplemente se diria en este
caso que la imagen reciproca de K es el conjunto

gHE) ={(r,p)|1<r<2,0< ¢ <2r},

y se calcularia la integral deseada inmediatamente sobre este rectangulo, es decir como

/02” {/d] d.

Ejemplo 5.7. Queremos calcular el volumen V' de

K:{(m,y, Yz =0,y>0,2>0 22 +y*+ 2> < 1}

fffuess

utilizaremos coordenadas polares esféricas:

Para la computacion de la integral

r=rcospcost, y=rsinpcost, z=rsinf.

:///d(x,y,z) :/01 {/Dm [/Omr?cosedgo] d@}dr

Asi obtenemos
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T 1 w/2
:—/ / r2cosfdf| dr
2 Jo 0

1
7T 9 T
= — d :—.
2AT "7

Comentamos que las coordenadas polares esféricas * = rcosecosf, y = rsinpcosf,
z = rsinf tienen la propiedad importante de que

x2+y2+z2:r2 para 0 < ¢ < 27, _%geggY'f’ZO.

Se recomienda su uso en todas las situaciones si debido a esta relaciéon resultan simplifica-
ciones en la integral que se debe calcular.

Ejemplo 5.8. Se desea calcular la integral

[ vatens

donde K es el siguiente segmento de un cilindro:
K={(zy,2)|>20,y>02+¢y"<1,0<2<1}.
Utilizando las coordenadas cilindricas

T =7rcosp, yYy=rsingy, z=2=2

/2 17 1
///nyd(x,y,z) :/ {/ {/ T4COSQQOSiIl(,0dZ:| dr} dy
A 0 o LJo
/2 1
:/ [/ rt cos%psingpdr] de
0 0

obtenemos

1 w/2
= —/ cos® psin ¢ dy
5 Jo
p=m/2
= [—icos?’gp} = i
15 =0 15

Comentamos que las coordenadas cilindricas x = rcosp, y = rsing, z = Z tienen la
propiedad de que

2

2 +y*=r" para0< p<2m,r>0ytodo z = 3.

Se recomienda su uso en todas las situaciones si debido a esta relacién resultan simplifica-
ciones en la integral que se debe calcular.

Ejemplo 5.9. En la teoria de probabilidades juega un rol importante la integral

> 2
/ e ¥ da.
0
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Sin embargo, esta integral no puede ser calculada por métodos elementales. Aqui presenta-
remos un método basado en la integracion bidimensional. Para tal efecto consideremos para
R > 0 los siguientes conjuntos:

Kp={(z,y)|x >0,y >0, 2°+y* < R},
Qr={(z,y)|0<s <R 0<y <R},
Kpps={(@y)|z>0y>0 2>+ <2R*}

. ., (2 2 . .7
Consideremos la funcion e=@+Y°) sobre estos conjuntos. Utilizando coordenadas polares ob-

tenemos
2 2 71'/2 R 2 2
//e_(xﬂ’)d(x,y):/ [/ e_rrdr] d@zz—ze_R.
0 0 4 4
Kg

Analogamente obtenemos

/2 RV2
// e~ (@) (2, y) = / [/ ey dr] de = T Te2r

KR\/§

Por otro lado, del Teorema 4.10 se tiene que

ademds, puesto que Kr C Qr C Kp. /3,

/ / e d (1) < / / e~ d(a,y) < // e T d(z,y),
KR QR

KR\/§

por lo tanto

lo que significa que
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5.3. Centros de masa y momentos de inercia

Queremos brevemente estudiar algunas aplicaciones del calculo integral tridimensional en
la mecénica. Primeramente consideremos el centro de masa de un conjunto tridimensional.

Definicién 5.4. Sean S C R? un conjunto medible y

:/S//d(:p,y,z)séo.

En este caso, el punto (xo, Yo, 20) con las coordenadas

m = (3 [ rten - fff vt ff oo
S S

se llama centro de masa de S.

Teorema 5.4. Para el centro de masa (xg, Yo, z0) de un conjunto S se tiene que

J[femmaenn=o [[fo-maep=o f[ft-zwn=o

Demostracion. Segun la Definicién 5.4 se tiene que

J[f == f[f st ff e

se demuestra analogamente que también las demas integrales desaparecen. [ |

Ejemplo 5.10. Queremos calcular el centro de masa del conjunto
S={(z,y,2) |z =0,y>0,2>0,2°+y*+2* <1}

ya considerado en el Ejemplo 5.7, donde obtuvimos

- fffuenr=;

Utilizando coordenadas polares esféricas
x=rcospcos, y=rsinpcosh, z=rsinf

obtenemos aqui

/2 /2 1
///xd(x,y,z):/ {/ [/ rcosgpcosﬁ-r%osﬁdr] dgp}dQ
J 0 0 0
1 /2 /2
:Z/ / cos? 6 cos pdp| df
0 0

1 w/2
= Z/ cos? 6 do
0
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= %[cosésinﬁ—i-@]z_g/z = 116
Mediante cadlculos andlogos para yo y zo obtenemos
™ 6 3 3 3
x0:1—6-;=§, yo=§, ZOZ§~

Definicién 5.5. Sea S C R? un conjunto medible.

1. La integral
L= [[[w+ a2
S

se llama momento de inercia de .S con respecto al eje .

2. La integral
I, = ///(:)32 + 22)d(z, y, 2)
5

se llama momento de inercia de S con respecto al eje y.

3. La integral
Iz = ///(xz—i_yQ)d(xay?z)
s

se llama momento de inercia de S con respecto al eje z.
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Ejemplo 5.11. Sea S un cilindro recto y circular del radio R y de la altura h que es simétrico

con respecto a la rotacion por el eje z. Utilizando coordenadas cilindricas
T=Trcosp, Yy=rsinp, z2=2

obtenemos el siguiente momento de inercia de S con respecto al eje z:

b= fff i - [ acar =5t

Ejemplo 5.12. Se considera el conjunto

a a b b c c
S =1(r,y,2) —§<x<§,—§<y<§,—§<z<§ .

Queremos calcular el momento inercial con respecto al eje x. Aqui obtenemos

I, = /S//(gﬁ + 28 d(x,y, 2) = /_//22 {/_l:; [/j;(y? + 2%) dx] dy} dz = C;—b;(zﬂ + c?).
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Capitulo 6

Analisis vectorial y teoremas integrales

6.1. Curvas en R” y el vector tangencial

Definicién 6.1. Sea f: R — R", y sea f continua sobre [a,b].

a) El conjunto

K={zeR"|z=ft)=(ft),..., falt)), t € [a,b]}

se llama curva en R"; (f,]a,b]) es una parametrizacion de K; y si f(a) = f(b),
entonces la curva K se llama cerrada.

b) Si se tiene que f(ty) = f(t1) para a < t; <ty < b solamente parat; =ty oty =a y
ty = b, entonces K se llama curva de Jordan.

Evidentemente, una curva de Jordan es una curva que no posee puntos dobles, con la
posible excepcién de f(a) y f(b).

Si f es una funcion real y continua definida sobre [a, b], entonces el conjunto de puntos al
cual hasta ahora nos hemos referido como grafo o diagrama de f es una curva en el sentido
de la Defincién 6.1. Solamente hay que elegir © = fi(t) =ty y = fo(t) = f(t), ver Figura 6.2.

Por otro lado, una parametrizaciéon induce sobre K una direccién, dado que si ¢ asume
los valores del intervalo [a,b] desde a hasta b, los puntos x = f(¢) asumen las posiciones
desde f(a) hasta f(b), por lo tanto f(a) y f(b) son los puntos inicial y terminal de K.

Muy frecuentamente representaremos una curva vectorialmente, es decir K es el conjunto
de los puntos terminales de los vectores

f(t> = {fl(t)a R fn(t)}’
ver Figura 6.3.

Ejemplo 6.1. Sean fi(t) = cost y fo(t) =sint para t € [0,7|. En este caso K es una curva
de Jordan; especificamente, K es la mitad superior del circulo unitario.

Ejemplo 6.2. Sean fi(t) =t y fo(t) = V1 — 1% para t € [—1,1]. Entonces K es una curva
de Jordan; especificamente, K nuevamente es la mitad superior del circulo unitario.
Ejemplo 6.3. Para r > 0 y ¢ > 0 sean fi(t) = rcost, fo(t) = rsint y f3(t) = ct para

t € [a,b]. La curva K se llama espiral o curva helicoidal cilindrica, ver Figura 6.4.

Los Ejemplos 6.1 y 6.2 ilustran que una curva K puede tener varias parametrizaciones.
Para algunos propositos es necesario estudiar parametrizaciones equivalentes de una curva.

135
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(a) (b)

136

fim
) figy = fiby

fia)

g

() (d)

fiay=7ih

11 U

fiay

1

F1aurA 6.1. Tlustracién de la Defincién 6.1: (a) curva, (b) curva cerrada, (c)
curva de Jordan, (d) curva de Jordan cerrada.

i
yr f(®)

fla)

|
*

F1curaA 6.2. Curva definida mediante una funcién f : [a,b] — R.

Definicién 6.2. Sean (f,[a,b]) y (g, [c,d]) parametrizaciones de una curva K. Si existe una
funcion ¢ : R — R tal que

¢ € C'a,b], &'(t) > 0sobre [a,b], (6.1)
pla) =c, ¢(b) =d, (6.2)
f(t) =g(p(t)) para todo t € [a,b], (6.3)

entonces las parametrizaciones (f,[a,b]) y (g, [c,d]) se dicen equivalentes, ver Figura 6.5.

Un concepto muy importante es el del vector tangencial de una curva. Para motivar este
concepto, consideremos una curva K con la parametrizacién (f, [a, b]). Para puntos t € [a, b]
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)

F1GURA 6.3. Representacion vectorial de una curva.

\x

FiGurA 6.4. Espiral.

y t+h € [a,b] con h # 0 formamos el vector de diferencia

fle+h) = f(0) = { it +h) = fi(8),- -, falt +h) = fa(D)},

ver Figura 6.6. Dividiendo por h obtenemos el vector

— —

COE N IEDES R AT Sy 01N

. o e Y
Ahora, si cada una de las funciones f1, ..., f, es diferenciable en la posicion ¢, esta expresion
converge cuando h — 0 al vector limite

. af

f (t) - dt (t) = {f{(t)a cee ,f,;(t)}

La longitud de este vector es

17 )] =
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f(b) = g(d)
K
f f(ﬂ) = g(c)
B e S ——————— S e S - —id%-
a w(f) 4

t b

V
FIGURA 6.5. Parametrizaciones equivalentes (f,[a,b]) y (g, [c, d]) de una cur-
va K.

Fa+vm -7

— —

FIGURA 6.6. El vector de diferencia f(t + h) — f(t).

y evidentemente f’( t) = 0 si y sdlo si simultaneamente fi(t) =0,..., f}(t) = 0. Si f’(t) #0
entonces el vector f/(¢)/||f(¢)|| define una direccién en R™.

Definicién 6.3. Sea K una curva de R™ con la parametrizacion (f,[a,b]), donde f =
(fi,-- s fo) : R—>R™

1. Si el vector f'(t) = {fI(t),..., f.(t)} existe para un t € [a,b] y se tiene que f'(t) # 0,
entonces
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FIGURA 6.7. Una curva suave (izquierda) y una curva suave por trozos (de-
recha).

se llama vector tangencial de K en el punto f(t) (con respecto a la parametrizacion

(f;[a,0]))-

2. La recta
{x]x=ft)+ A (1), e R}
see llama tangente de K en el punto f(t).

Sean (f,[a,b]) v (g,c,d]) parametrizaciones equivalentes de la curva K, y sean f =
(fi,--5sfa) y 9= (g1, -, 9n). Puesto que

Fit) = gi(e() - ¢'(t)

se tiene que

Tot) = i) _ g)-¢t) _ §t) _ =

I7@)) g e®) Ol 17 7

siempre que el vector tangencial ff(t) existe, es decir, j77 (t) # 0. Esto significa que el vector
tangencial no cambia si pasamos a una parametrizacién equivalente.

El concepto del vector tangencial nos permite definir curvas suaves y curvas suaves por

trozos, ver Figurea 6.7.

(1))

Definicién 6.4. Sea K una curva en R"™ con la parametrizacion (f,[a,b]), y sea f =

(f1,...,fn):R—>R”.

1. La curva K se llama suave si ff(t) existe sobre [a,b] y las funciones f,, v=1,...,n,
son continuas sobre |a, b.

2. La curva K se llama suave por trozos si eziste una particion P = {to, ...t} de [a,b]
tal que K es suave sobre cada intervalo [tp_1,t;], k=1,...,m.

6.2. Funciones de variacién acotada

Para la discusién de curvas en R™ necesitamos el concepto de las funciones de variacién
acotada, el cual también es importante en otros areas del analisis.

Definicién 6.5. Sea la funcion f: R — R definida sobre |a, b].
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1. Si eziste una constante M > 0 tal que para todas las particiones P = {xg,x1,...,2n}
de la,b] se tiene que

Vp(f) = Z\fm) — )] € M,

entonces la funcion f se llama de variacién acotada sobre [a, b]. Escribimos también
f € BV]a,b].
2. Para f € BV|[a,b] definimos la cantidad

V() = sup V().

a

llamada la variacién total de f sobre [a,b]. Formalmente, se define

V(=0
Evidentemente, se tiene que
b b
V() = V(1)

Ejemplo 6.4. La funcion f(x) = x es de variacion acotada sobre cada intervalo |a,b]. Para
ver eso, sea P ={xg,x1,...,2,} una particion arbitraria de [a,b]. Entonces

n

Ve(f) = Z |z, — 1| = Z(xz —Zi 1) =T, —T9=0b—a.
i1

=1

Ejemplo 6.5. Consideremos la siguiente funcion, que es continua sobre R:

0 para x = 0.

f() = {x sin(m/x)  para x # 0,

FEsta funcion no es de variacion acotada sobre el intervalo [0,2]. Para ver eso, consideremos
para un n € N la particion P = {xo,...,z,} de [0,2] dada por

B 2
1 -2
En este caso, se tiene lo siguiente para n > 2:

VP(f) = Z|f($z) - f(xiq)‘

o =0; z 1=1,...,n.

> Z}f(afi) — fzi1)|

- 2 C(on+1—2i 2 C(2n+3—2i
- S1n Vs — ——— = S1ll el [
2n+1—2s 2 2n+3— 21 2

_zn:‘sin ((n—i)ﬂ'—l—ﬂﬂ 2 + 2
= 2/1\2n+1-2i  2n+3-2i

1=2
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[\

n

1 — 1
> — = .
§:2n+1—2i <1+ 2k

=2

il

Pero en virtud de la divergencia de la serie armonica
(o]

>

1+ 2k’
par
esta ultima expresion puede ser arbitrariamente grande, por lo tanto f ¢ BV|0,2]. Este ejem-
plo demuestra que una funcion continua no necesariamente debe ser de variacion acotada.
Vice versa, una funcion de variacion acotada no mecesariamente debe ser continua, como
tlustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.6. Consideremos sobre [—1,1] la funcion discontinua

{o siz e [~1,0],

T@ =1 sive]

Evidentemente, para cada particion P de [—1,1] se tiene que Vp(f) = 1, entonces f es de
variacion acotada.

Teorema 6.1. Sea la funcion f definida sobre |a, b].

1. Si f es mondtona sobre [a,b], entonces f € BV [a.b.
2. Si f es continua sobre |a,b], diferenciable sobre (a,b) y si f' es acotada, entonces

f € BVa,b].

Demostracion. Sea P = {xy,...,x,} una particién arbitraria de [a, b].

1. Sea f mondtona sobre [a,b]. Sin pérdida de la generalidad suponemos que f es cre-
ciente (si f es decreciente, la demostracion es andloga). La primera afirmacién es una
consecuencia de

n

Ve(f) = 3 | f@) = Flan] = 3_(F(@:) = f@in) = F() = fla),

i=1

2. Sea f continua sobre [a,b], diferenciable sobre (a,b) y con una constante K sea
|f'(x)] < K para z € (a,b). Segun el Teorema del Valor Intermedio del Célculo

Diferencial existen puntos &; € (z;_1,2;), i = 1,...,n, tales que
- . J(xy) — [z
Velr) = Dol — S| = Y [P
i=1 i=1 v L

— Z|f/(&)}(xi — ;1) < KZ(xi — ;1) = K(b—a).

El Ejemplo 6.5 demuestra que una funcién acotada no necesariamente debe ser de varia-
cién acotada. Sin embargo, una funcién de variaciéon acotada siempre es acotada.
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Teorema 6.2. Sea la funcion f de variacion acotada sobre [a,b]. Entonces f es acotada
sobre [a, b.

Demostracion. Para un x € [a, b] arbitrario se tiene que

lo que implica que

—
=
|
—
—
-y
_l’_
=
8
~—
|
=
~
_l’_
=
S
=

por lo tanto f es acotada sobre |a, b]. [ |

Teorema 6.3. Sean f € BV]a,b] y g € BV]a,b]. Entonces (a) f +¢g € BVla,b], (b)
f—g€BVia,bl, (¢) f-g€ BVa,bl y(d) f/g € BV][a,b] sig(x) >3 >0.

Demostracion. Tarea. [ ]

Teorema 6.4. Sean f € BV]a,b| y c € [a,b]. Entonces se tiene que
1. f€ BVia,c|l y f € BV][e,b],

2. V() = V(D) + V().

Demostracion. Si ¢ = a o ¢ = b, no hay nada que demostrar; sea entonces a < ¢ < b.

1. Sean P¢y PP particioners de [a,c] y [c, b], respectivamente. Entonces P? = P¢U PP es
una particién de [a, b], y sabemos que

s <<

Vee(f) + Ver(f) = Vi (f) <

En particular, esto implica que

(f)-

s
s <o

Vee(f) < V(f), Vee(f) < V()
es decir f € BV[a,c] y f € BV]c,b]; ademés se tiene que

C

V() + V() < V().

2. Para la demostracién de la desigualdad opuesta consideremos una particiéon P =
{z0, ..., 2y} de [a,b]. La particién P’ = PU{c} nuevamente es una particién de [a,b] y
genera particiones P¢y P° de [a, c] y [c, b], respectivamente. Para un indice k apropiado
se tiene que

Tr—1 < ¢ < Ty

‘f(iCk) — f(xkfl)} < }f(xk) - f(0)| + ‘f(c) - f($k71)|~
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Insertando esto en Vp(f) obtenemos

C

Volf) < V() = Vi) + Vialf) < V() + V(D).

a

Dado que P es una particiéon arbitraria, obtenemos de esto

V() <V V().

a

|
Teorema 6.5. Sea f € BV|[a,b]. Entonces para la funcion
V()= V(f), €l
sabemos que
1. V' es mondtona creciente sobre [a,b],
2. V + f es mondtona creciente sobre [a, b],
3. V. — f mondtona creciente sobre |a,b.
Demostracion. Sea a < x1 < x5 < b.
1. De acuerdo al Teorema 6.4,
Vi) =V + Vo),
es decir
Viws) = Vim) = V() - V(H) =V > 0.
2. Para la particién trivial {zq,z2} de [z1, 2] sabemos que
flx2) = flar) <|f(z2) — flar)] < X(f),
por lo tanto
T2
(V(Jf?) - f(xz)) - (V(x1> - f(fl)) = X _(f(xz) - f(l’l)) 2 0.
3. La demostracién que V + f es mondtona creciente es analoga.
|

Ahora podemos ofrecer la siguiente caracterizacion importante de las funciones de varia-
cién acotada.

Teorema 6.6. La funcion f es de variacion acotada sobre [a,b] si y sdlo si posee una
representacion f(z) = fi(x)— fo(x), donde ambas funciones fi y fo son mondtonas crecientes

sobre [a, b.
Demostracion.

1. Si f(z) = fi(x) — fa(x), donde ambas funciones f; y fo son mondtonas crecientes
sobre [a, b], segtin los Teoremas 6.1 y 6.3 también f es de variacién acotada.
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flt,)

e S

a=d, B tyy = b

Abb. 10.3.1

FiaurA 6.8. Trazado poligonal por los puntos f(tg), f(t1),..., f(tm) de la
curva K.

2. Por otro lado, sea f de variacion acotada, entonces las funciones f; y fo definidas por

son ambas monétonas crecientes (segin el Teorema 6.5), v f(z) = fi(z) — fao(x).
|

El Teorema 6.6 implica, en particular, que una funcién f € BV][a,b] es Riemann-
integrable sobre [a, b].

6.3. La longitud de una curva

Para el caso especial de una curva K que es el grafo de una funciéon f : R — R ya
definimos el concepto de la longitud de arco. Ahora vamos a generalizar este concepto a curvas
arbitrarias de R". Para tal efecto, consideremos una curva K C R" con la parametrizacién
(f,la,b]). Para una particién arbitraria P = {to,...,t,} de [a,b] consideremos el trazado
poligonal por los puntos f(to), f(t1),- .., f(tm), ver Figura 6.8. La longitud de este trazado
poligonal es

m
Lp(K)=> _d(f(ti-), f(t:)).
i=1
Ahora si dejamos tender ||P|| — 0, entonces nuestra expectativa es que para una curva K
“razonable”, los trazados poligonales aproximan la curva K y que las longitudes tienden
hacia un limite, el cual vamos a considerar como “longitud de K”. Esto se precisa en la
siguiente definicion.

Definicién 6.6. Sea K una curva en RY con la parametrizacion (f, [a,b]).

1. Si eziste una constante M tal que para toda particion P = {to,...,tn} de [a,b] se
tiene que
Lp(K) = d(f(ti-1), f(t:)) < M, (6.4)

i=1
entonces la curva K se llama rectificable.
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2. Si K es rectificable, entonces
L(K) = sup Lp(K)
P
se llama la longitud de arco de K (con respecto a la parametrizacion (f,[a,b])).

Si la funcién f: R — R" estd dada por f = (fi,..., fn), entonces la relacién (6.4) puede
ser escrita como

Lp(K) = Zd(f(ti—l)v f(ti)) = Z Z(fk’(tz) — fk(ti—l))2 < M.

Comentamos que en el caso especial K = C; en R?, es decir, cuando la curva estd dada
a través de una funcién y = f(x), las definiciones de la rectificabilidad y de la longitud de
arco coinciden con los conceptos correspondientes del calculo de funciones de una variable.

Teorema 6.7. Sea K una curva en R"™ con la parametrizacion (f,[a,b]), f = (fi,..., fa):
R — R™. Entonces la curva K es rectificable si y solo si cada funcion de coordenada fy,
k=1,...,n, es de variacion acotada sobre [a,b].

Demostracion.

1. Sea fi € BVla,b] para k = 1,...,ny P = {to,...,t,} una particién arbitraria de
[a, b]. Entonces

n

d(f(tir), f(t:) = Z(fk(t) fr(tio1) Z|fk — fil(ticn)]

k=1

parat=1,...,m, luego

m n b
= (Z\fk(ti) Ju(ts 1)|> < V()
k=1 \i=1 k=1
lo que implica que K es rectificable.
2. Sea K rectificable y P = {t, ..., t,} una particién arbitraria de [a, b]. Entonces, para
k=1,....ne1=1,...,m se tiene que

’fk(tz’) — fk(ti—l)} <d(f(tima), f(t2)).
Segtn la Definicion 6.6, esto significa que
> | felts) = filtiz) Zd f(t:) < L(K),
i=1

por lo tanto, fr € BV[a,b| para k =1,...,n
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Teorema 6.8. Sea K C R" una curva con la parametrizacion (f,|a,b]), y sea ¢ € (a,b). En-
tonces K es rectificable si y solo si cada una de las curvas parciales K con la parametrizacion
(f,la,c]) y Ky con la parametrizacion (f,[c,b]) es rectificable, ademds se tiene que

L(K) = L(Ky) + L(K>).
Demostracion.

1. Sea la curva K rectificable.
a) Sea P, una particién de [a,c] y P> una particién de [c, b]. Entonces P = P, U Py
es una particién de [a.b], y sabemos que

Li(Ky) + Liy(K2) = Lo(K) < L(K).

Esto significa Lp, (K1) < L(K) y Lp,(K3) < L(K), es decir ambas curvas Ky y Ko
son rectificables, ademas se debe tener que

L(K)) + L(Ky) < L(K).

b) Sea P = {t,...,t,} una particién de [a,b]. La particion P U {c} entrega parti-
ciones P, de [a,c] y P; de [c,b]. Entonces para un indice ¢ apropiado, 1 < i < m,
se tiene que t;_1 < ¢ < t;, luego

d(f(tioa), f(t:) < d(f(timr), f(c)) +d(f(t:), f(c)).
Insertando eso en Lp(K') obtenemos
Lp(K) < Lp, (K1) + Lp,(Ks) < L(Ky) + L(K>)
y de eso, a su vez,
L(K) = sup Lp(K) < L(Ky) + L(K»).

De (a) y (b) sigue la rectificabilidad de K; y K, tanto que
L(K) = L(K;) + L(K>).

2. Si Ky y K, son ambas rectificables, podemos de manera similar demostrar la rectifi-
cabilidad de K. La validez de L(K) = L(K;) + L(K3) es una consecuencia de (1).

El siguiente teorema presenta una féormula que permite la computacion explicita de la
longitud de arco de una curva en un caso particular.

Teorema 6.9. Sea K C R™ una curva suave por trozos con la parametrizacion (f,[a,b]).
Sea f=(f1,...,[n). Entonces K es rectificable, y para su longitud de arco tenemos que

Demostracion. Segin el Teorema 6.8 es suficiente demostrar el Teorema 6.9 para el caso de
una curva K suave. Esto significa que segtn la Definicién 6.4, las funciones f;, son continuas
sobre [a,b] para k = 1,...,n, por lo tanto podemos aplicar el Teorema 6.1 para concluir que
fr € BV]a,b] para k =1,...,n,y de acuerdo al Teorema 6.7 sigue la rectificabilidad de K.
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1. Sea ¢ > 0 dado.
a) La funcién

es continua y por lo tanto integrable sobre [a,b]. Sea P = {to,t1,...,t,} una
particién de [a, b] primeramente arbitraria, entonces podemos formar las sumas
de Riemann

SP(QQT):Z()O@ t — i 1

Ahora podemos elegir d; > 0 de tal modo que para todas estas particiones con
| P|| < dp se tiene que

b
£
/ p(t)dt — Sp(p, 1) < 3 (6.5)
b) Para k =1,...,n las funciones f; son uniformemente continuas sobre [a, b], por lo
tanto podemos elegir un § con 0 < § < dy de la manera que paratodok =1,....,n

y todo t,t € [a,b] con |t — | < J se tiene que
- 5

() — fi(D)] < —————.
2. Sea ahora la particién P elegida tal que ||P|| < §. Para i =1,..., m sabemos que

n

(d(f(timr), f(1)))" = D (fults) - feltin)’

k=1
fk fk i— 1) 2
= t—ti 1)
=3 (RO
Segun el Teorema del Valor Intermedio del Célculo Diferencial existe para cada i =

l,...,mycadak=1,....,nun 7} € (t;_1,t;) tal que

Je(ts) = fre(tia)
li —ti1

= fi(m0),

y se tiene que

Utilizando la desigualdad de Minkowski, obtenemos ahora

|SP(¢7T) - LP(K)l
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=122 || 22 Uk)” =\ 2 ()" | (b = i)
i=1 k=1 k=1
<D DUt = fD)” - (t = i) < 5.
-1 \ k=1
Junto con (6.5) se tiene que
b
Lp(K) —/ p(t)dt| < e
lo que concluye la demostracion.
|
Comentamos que si (f,[a,b]) v (g, [ d]) son parametrizaciones equivalentes de K (ver

Definicién 6.2), entonces en Vlrtud de ¢'(t) > 0 se tiene que

/\Zn:(g()) dT—/ab k

k=1

n

- (Fi(0)” dt
[\&

k=1

Este resultado ilustra que bajo las presuposiciones del Teorema 6.9 la férmula para la longitud
de arco de K es invariante con respecto a parametrizaciones equivalentes de K.

Para el caso especial de una curva K definida por x = fi(t) =t e y = fo(t) = f(t) para
una funcién f : [a,b] = R, f € C*[a,b] dada, obtenemos

(1) + () =1+ (')

y por lo tanto

b
- [ VIETF@P .

Por otro lado, si K’ C R" es una curva suave por trozos con la parametrizacion (f, [a, b)),
podemos utilizar el vector f/(t) = {fI(t),. , f1(t)} para escribir su longitud de arco como

b —
:/ 170 .

K = {(a:,y,z)|x =rcost, y =rsint, z =ct, t € [0,27?]}

Ejemplo 6.7. Consideremos la espiral

(ver Figura 6.9). Aqui obtenemos

L(K) = K \/(33/(75))2 + (v ()% + (/(t))2dt = - \/7’2 sin?t +r2cos2t + 2 dt
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Abb. 10.4

F1GUurA 6.10. Un campo vectorial.
=2mVr? + 2.

6.4. Campos vectoriales; la divergencia y el rotacional

Definicién 6.7. Se considera la aplicacion V :R" — V" con el dominio D(V) =X C R".
La totalidad de los vectores V(x) = {Vi(x),...,V,(x)} se llama campo vectorial sobre X.

Visualizamos campos vectoriales asociando el vector V(z) a cada punto z € X (ver
Figura 6.10). En este contexto, nos referimos a una funcién f : R® — R como funcion
escalar.

Ejemplo 6.8. El escurrimiento de un fluido por un recipiente genera un campo vectorial si

a cada punto del interior del recipiente asociamos el vector de velocidad de una “particula”
del fluido.

Teorema 6.10. Un campo vectorial V : R® — V™ es continuo sobre X C D(V) sty solo si
cada funcion de componente V; (i =1,...,n) es continua sobre X.

Demostracion. La demostracion es andloga al Teorema 1.4. [ |
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Ejemplo 6.9. Si K C R" es una curva suave representada por (f,[a,b]), entonces la tota-
lidad de sus vectores tangenciales T(t) con t € [a,b] forma un campo vectorial sobre K; a
cada punto x = f(t) = (f1(t),..., fa(t)) se asocia el vector

7, 1) = { THONS A0 } |

@& IF @l

Ejemplo 6.10. Si la funcion f : R™ — R posee todas las derivadas parciales sobre un
conjunto abierto X, entonces

grad f(z) = V f(2) = {5—;‘1@» L <x>}

define un campo vectorial sobre X.

Teorema 6.11. Sean f,g : R" — R y sean f,g € CY(X) para un conjunto abierto X.
Entonces

1. grad(f + g)(z) = grad f(x) + grad g(z),

2. grad(f - g)(z) = f(z)grad g(z) + g(x) grad f ().
Demostracion. Tarea. [ |

Definicién 6.8. Sean V = {Vi,...,V,} : R® = V" un campo vectorial y X C D(V) un con-
jJunto abierto, y sea para cada v = 1,...,n la funcion V, parcialmente diferenciable con
respecto a x, sobre X. Entonces la expresion

. ¥ av avn (9\/,,
de(ac):V.V(gz:):a—jji(ag)_|_..._i_aaj (z) = -
" v=1 v

n

()

se llama la divergencia del campo vectorial V(x) sobre X.

La divergencia de un campo vectorial es definida para un nimero de dimensiones n
arbitrario, al contrario del rotacional, que se considera solamente para n = 3.

Definicién 6.9. Sean V = {L, M, N} : R® — V3 un campo vectorial y X C D(V) un con-
junto abierto, y sean las funciones L, M y N parcialmente diferenciables con respecto a x,
y y z sobre X. Entonces la expresion

- ON oM
rot V(l’,y,Z) - (a_y(xay7z) - E(xvyv 2)7
oL ON
&(Qf,y,Z) - %(l',y,Z),
oM oL

%(-T,Z/,Z) - 8_y<x>yv Z))

se llama el rotacional del campo vectorial V(w) sobre X.
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Comentamos que si utilizamos

o 0 0
grad—V—{%,a—y,%}

como vector simbdlico, obtenemos
rot V(z,y, z) = (grad x‘?)(x y,z) = (V x V)(x Y, 2).

Teorema 6.12. Sean V W Rg — V3 campos vectoriales, y sobre el conjunto X sean las
funciones de componente de 1% Y W parcialmente diferenciables con respecto a x, y y z.
Entonces se tiene que

rot(V 4+ W)(x,y, 2) = rot V(z,y, 2) + rot W (z, y, 2).
Demostracion. Tarea. [ ]

Para los campos vectoriales la definicién es util.

Definicién 6.10. Se considera el campo vectorial V R™ — V", donde V= {Vi,...,VL}.
Sea X C R™ un conjunto abierto y k € Ny. Escribimos V € C¥(X) si V, € C¥(X) sobre X
para todo v =1,...,n.

Teorema 6.13. Sea V : R® =V un campo vectorial, sea D(V) = X abierto y V € C%(X).
Entonces se tiene que

div(rot V)(x,y, z) =0 paratodo (z,y,2) € X.
Demostracion. Tarea. [ |

Teorema 6.14.
1. Sean V W:R* — V" campos vectoriales y sea [ una funcidn escalar. Sobre un con-
gunto abierto X C R™ sean V W f € CH(X). Entonces se tiene que
a) div(V + W) divV 4 div W,
b) div(f - V)y=grad f-V + f-divV.
2. Sean V W RS — V3 campos vectoriales y sea f una funcion escalar. Sobre un con-
Junto abzerto X C R? sean V, W, f € CYX). Entonces se tiene que

a) rot(f - V) forotV —V x gradf,
b) div(V x W) =W -rot V=V - rot W,
c) rot(V x W) = (W grad)V (V grad)W + VdivIV — W div V,
d) grad(V W) = (W grad)V + (V grad)W + V x rot W + W x rot V.
3. Si ademds V, f € C? (X), sabemos que
a) rot(grad f) =0,
b) rot(rot V) = grad(div V) — AV, donde para V = {Vi,Va, Vs} se define

AV = {AV}, AVy, AV3}.

Demostracion. Tarea. [ ]
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6.5. Integrales de linea

Para motivar el concepto de la integral de linea, consideremos un problema de fisica.
Supongamos que un cuerpo se traslada a lo largo de una curva K bajo la influencia de un
campo de fuerza V. Describimos la curva K en dependencia del tiempo ¢. Sea (f, [a, b]) una
parametrizacién de K. Para calcular el trabajo definimos una particion P = {tq, ..., ¢} del
intervalo [a, b]. El trabajo que corresponde al periodo [tx_1,tx] es aproximadamente

[V (f(tr1)) - f (ta)] (b — te),

puesto que aqui importa solamente la componente de la fuerza en la direccién del movimiento.
Entonces, la fuerza total es aproximadamente igual a la suma de Riemann

m

Z[V(f(tk—l)) P )] (e — tiea),s

k=1
la cual, bajo hipdtesis apropiadas, convergera a la integral

—

/ V(f(®) - f(t)dt.

Esta consideracion motiva la siguiente definicion.

Definicién 6.11. Sea K una curva suave por trozos en R™ con la parametrizacion (f, [a,b]),

ademds sea V = {V1, ..., Vi} un campo vectorial continuo sobre K. Entonces la expresion
b
[ @) Foa= [idn v (6.6)
¢ K

se llama integral de linea de V a lo largo de K con respecto a la parametrizacién (f, [a,b]).

Comentamos que la integral

/ Pw) - Py de

existe puesto que el integrando es continuo con la excepcion de a lo mas un nimero finito
de puntos.

Por otro lado, sea (g, [¢, d]) una parametrizacion equivalente de K. Segun la Definicién 6.2,
se tiene lo siguiente con 7 = p(t):

/V(Q(T))-é”(f)dfz/ ‘7(9(90(2?)))-i(w(t))-w’(t)dtz/ V(f(®) - f(#)dt,

es decir, el valor de la integral no cambia si pasamos a parametrizaciones equivalentes de la
curva K.

Finalmente, justificamos la notacién informal, pero muy til, en (6.6). Para tal efecto,
considerando

V:V(xl,...,xn): {Vl(xl,...,xn),...,Vn(xl,...,xn)},
F(t) = (f(t), f2(t), ..., fu(1)),
Fit)y = {1, f30).,.... fo(t)}



6.5. INTEGRALES DE LINEA 153

obtenemos

—

V(f(t)) = {Vl(fl(t),...,fn(t)),...,Vn(fl(t),...,fn(t))},
y V(f(t)) . ]‘7’(15) es el producto escalar

—

V(f®)- fit) = Zw(f1<t>,..-7fn<t>) Cfi),

por lo tanto

>

1=

/abV(f(t)) - f(t) dt ab ( 1 Vi(
([ w0

=1

(St ,-..,fn(t)) f;(t)) dt
1

)
),y fult)) - FL(2) dt) :

si ponemos x; = f;(t), entonces
d!L‘i ,
a7

o simbolicamente f/(t)dt = dz;, lo que justifica la notacién (6.6).

Ejemplo 6.11. Se considera el campo vectorial

—

V<x7 y7 Z) = {yz7 xz? xy}?

y queremos calcular la integral de linea

/(yz dz + zzdy + zy dz)
K

para dos curvas diferentes.
1. Sea K1 la curva con la parametrizacion

r=t y=t, z2=2 tel0,1]

La curva conecta en R? los puntos (0,0,2) y (1,1,2) a lo largo de una pardbola. Aqui
tenemos que

F(t)={1,2t,0}
y por lo tanto

1
/(yz dz +zzdy +zydz) = / {2t 2t 3} - {1,2t,0} dt
0

K

1
= / 62 dt = [2°], ") = 2.
0
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2. Sea ahora Ky la curva con la parametrizacion
r=t, y=t z2z=2 tel0,1].

La curva conecta en R3 los mismos puntos (0,0,2) y (1,1,2) a lo largo de una recta.
Aqui obtenemos

Jﬁ(t) = {17170}

y por lo tanto

1
/(yzdx + zzdy + zy dz) :/ {2t,2t,#*} - {1,1,0} dt
0

Ko

1
:/ atdt = 264" =2,
0

es decir aqui ambas integrales de linea tienen el mismo valor.
Ejemplo 6.12. Consideramos el campo vectorial
‘7(33', Y, Z) = {xzya T —Zz, l’yZ},

y queremos calcular las integrales de linea a lo largo de las curvas K1 y Ky del Ejemplo 6.11.

1. Para la integracion a lo largo de K; obtenemos

1
/(:Edex+(x—z)dy—|—$yzdz):/ {t4t —2,2t%} - {1,2t,0} dt
K1 ’

—/1(t4+2t2—4t)olt——E
—Jo 15

2. Para la integracion a lo largo de Ko obtenemos

1
/(a:dea:+(x—z)dy+a:yzdz) :/ {3t —2,2t%} - {1,1,0} dt
0

Ko

! 5
:/ >4+t —2)dt = —~.
0 4

Este ejemplo demuestra que en general la integral de linea es “dependiente del camino”, es
decir que si dos curvas Ky y Ky conectan los mismos puntos, las integrales de linea a lo largo
de ambas curvas (con el mismo campo vectorial) pueden tener valores diferentes.

6.6. Potenciales e independencia del camino de integrales de linea

En virtud de los resultados de la seccién anterior parece deseable caracterizar aquellos
campos vectoriales que entregan integrales de linea independientes del camino. Resultara
que de gran importancia son aquellos campos vectoriales que pueden ser representados como
gradiente de una funcion escalar.
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Definicién 6.12. Sea V : R" — V" un campo vectorial, Yy sea D(V) = X abierto. Si existe
una funcion escalar ¢ € C*(X) tal que

V(z)=grado(z), z€X,

entonces ¢ se llama potencial de V. El campo vectorial V se llama campo vectorial conser-
vativo.

Ejemplo 6.13. El campo vectorial V(x,y,z) ={yz,xz,zy} es conservativo porque para
o(x,y, z) = xyz se tiene que
grad p(z,y,2) = {yz,zz, 2y} = V(m,y,z).

Ejemplo 6.14. El campo vectorial ‘7(:1:, y,2) = {z%y,x — z,2yz} no es conservativo. Si exis-
tiera sobre un conjunto abierto X C R? con una funcién ¢ € CY(X) tal que

—

grad p(z,y,2) = V(z,y,2),
entonces, debido a
ou(m,y,2) = 2%y, @ (r,y,2)=2—2 @.(v,9,2) =2Y2
se deberia tener que p € C*(X) y por lo tanto Py = @y, lo que evidentemente no es vdlido.

Ejemplo 6.15. Para x >0 ey > 0 sea un campo vectorial definido por
Vir,y) =4 — , .
(z,y) { 2+ x2+y2}
Observamos que la funcion p(x,y) = arctan(y/z) satisface

(px l‘, — 3 .’E, 9

es decir, ‘7(13,_)3/) = grad o(z,y), por lo tanto V es un campo vectorial conservativo y ¢ es un
potencial de V.

Los campos vectoriales que poseen un potencial tienen una propiedad muy interesante
con respecto a integrales de linea.

Definicién 6.13. Sea V : R™ — V" un campo vectorial, sea D(V) = X abierto y sea 1%
continuo sobre X. Sean P, y P, puntos arbitrarios de X . Si la integral de linea

/ {(Vidzy + -+ 4+ V, dz,}
K(Py,Py)

posee el mismo valor para todas las curvas suaves por trozos K (P, Py) C X que conecten Py
con Py, entonces la integral de linea se llama independiente del camino con respecto al campo
vectorial V.

Ahora podemos formular el siguiente teorema.

—

Teorema 6.15. Sea V = (V4,. -5 Vo) : R" = V™ un campo vectorial, sea X = D(V') un con-
junto abierto y convexo, y sea V continuo sobre X. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:
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1. El campo vectorial 1% posee un potencial.
2. La integral de linea con respecto a V' es independiente del camino.

Demostracion.

1. Supongamos que el campo vectorial 1% posee un potencial denotado ¢, es decir se tiene
que V = grad ¢. Sean P; y P, puntos arbitrarios de X, y sea K una curva suave por
trozos que conecta Py con P. Sea (f,[a,b]) una parametrizaciéon de K. Entonces

/(Vldx1+---+Vndxn) :/bV(f(t))- F(t) dt

- [ (Guorgo)s
= SO(f(b>) - @(f(a)) = p(P) — p(Py),

por lo tanto la integral de linea es independiente del camino.
2. Supongamos ahora que la integral de linea es independiente del camino. Sea Py € X
un punto fijo. Definimos sobre X la funcién ¢ : R® — R dada por

o) = / (@) - P,

P

donde elegimos alguna curva suave que conecta Fy con x. Entonces, para cada h > 0

suficientemente pequeno, x = (x1,...,x,) y cada i =1,...,n sabemos que

1

D;(h) = E(‘P(Il, T, Ty Dy Ty, )
— (,O(Ih ey Li1, Ljy Lit 1y - - - ,l’n))
1 rh
:E/ ‘/;(l‘l,...,J}Z‘_l,[L’i—f—t,l’i_,_l,...,l'n)dt,
0

donde la curva de integracién es el segmento lineal entre (zq,...,2; + h,...,2,) ¥
(T1,.. ., Ti1, T4, Tig1, - - -, Ty) que es completamente contenido en X debido a la con-

vexidad de X. Segun el Teorema del Valor Intermedio del Célculo Integral existe un &
entre 0 y h tal que

1
Di(h):E"/;(lL‘l,...,$i_1,$i+§,l’i+17...,lL‘n)']'L,
luego
%7 (&) = lim Dy(h) = lim Vi(es, ... 1,35+ €, )
8$i T —hlil(l) i _hgl(l) i\ L1y ..oy Li—1, T4 N 7 R Y
:V;(Zl‘l,...,$i_1,$i,$i+1,...,xn):V;;(.T),

por lo tanto ¢ es un potencial de V.
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Comentamos que este teorema entrega las siguientes informaciones importantes. Si para
un campo vectorial continuo V' se conoce un potencial ¢, podemos calcular las integrales de
linea de manera muy facil, puesto que si P, y P, son puntos en X, se tiene para cada curve
suave por trozos K (P, P») que conecta P; con P, que

/ (Vidzy + -+ -+ V, dzy,) = o(Ps) — o(Py).
K(Pl,Pg)

Por otro lado, si V es un campo vectorial para el cual todas las integrales de linea

/ (Vld:c1+—|—Vndxn), Pl,PQGX
K(P1,Ps)

son iguales, un potencial de 1% puede ser determinado por

—

X
o) = [ V(rw) - Py
Py

donde se integra sobre alguna curva suave que conecta el punto fijo P, con el punto variable x.
Revisando la demostracion del Teorema 6.15 vemos que la restriccion a dominios X

convexos es muy restrictiva, y que efectivamente mediante una ligera modificaciéon de la

demostracion podemos probar este teorema queda valido para dominios X mas generales,

por ejemplos para dominios que tienen forma de estrella.

Definicién 6.14. Sea X C R™ un conjunto abierto. Se dice que X tiene forma de estrella
con respecto al punto zy € X si para cada punto x € X el segmento lineal Ty, x pertenece
enteramente a X.

Evidentemente, todo conjunto X convexo tiene forma de estrella.
El siguiente teorema formula un criterio mediante el cual podemos verificar si un campo
vectorias V' (x) posee un potencial.

Teorema 6.16. Supongamos que el conjunto abierto X C R" tiene forma de estrella, y que el

campo vectorial V= (V1,...,V,) : X — R" satisface la siguiente condicién de integrabilidad:
ov, IV; ,
o, = 8:62 en X parai,j=1,...,n. (6.7)

En este caso el campo vectorial 1% posee un potencial p.

Demostracion. Aplicando una translacion si necesario podemos lograr que o = 0; en lo
siguiente supondremos esto y definimos ¢(z) como integral de linea a lo largo del segmento
lineal ¢(t) =tx, 0 <t < 1,de0ax parax € X:

() ::/Ox(Vl dy; + -+ Vo dy,) = /0 V(tz) - z dt. (6.8)

Ahora tomamos en cuenta que

—

V(te) -z =Vi(te)z, + -+ + V. (tx)z,
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es decir

ail (V(ta) - x) = Vi(tz) + Z xitg—;/i(tx) = Vi(tz) + (grad Vi(tz)) - (tz); (6.9)

la ultima identidad es vélida debido a que en virtud de (6.7), 0V;/dzy = 0V} /0x;. Por otro
lado,

n

d oV
o (tV1 (tw)) = Vi(tx) + tz %a—(m) (6.10)

l".
i=1 ¢

Notamos que las expresiones en los lados derechos de (6.9) y (6.10) son idénticas. Ahora
calculamos que

1
d t=1
a:m / a—xl (V(tx) )dt:/o E(tvl(m:))chﬁ: [tVi(tx)],—, = Vi(x).
De la misma forma evaluamos las demas derivadas parciales, y terminamos con la férmula
grad o =V sobre X. [ |

Ejemplo 6.16. Queremos calcular la integral de linea

I= /(2xydx+ (z* + y*) dy),

K
donde K es la parte de la elipse 92% + 4y* = 36 localizada en el cuadrante v > 0, y > 0.
FEsta curva conecta el punto (2,0) con el punto (0,3). En este caso,
Vi(z,y) =2zy, Va(z,y) =" +y°
Aqui calculamos
oVy oV,
— =2r, — =
dy
dado que ambas expresiones coinciden en todas partes, en particular sobre un dominio en

forma de estrella con respecto a zo = (0,0), el campo vectorial V(x,y) = {Vi(z,y), Va(z, )}
es conservativo y podemos calcular su potencial @ mediante la formula (6.8), es decir

1 1
o(z,y) = / V(t:v, ty) - (z,y)dt = / (2t23:y cx 4 (2 ) - y) dt
0 0

L 1,17 1
= (32%y + 9% / ?dt = 3%y +¢°) - |57 =Py + 2y
0 3 t=0 3

es decir

¥% 1
V([E, y) = grad SD(ZL'; y) = grad (J,’Qy —+ gy?’)

y por lo tanto

I=¢(0,3)— (2,00 =9—0=09.
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FiGurA 6.11. Ilustracion de la Definicién 6.15.

Ejemplo 6.17. Queremos calcular la integral de linea

1= /(yzdx+x2dy+xydz),
K

donde K es alguna curva suave por trozos que conecta los puntos (0,0,2) y (1,1,2) (ver Ejem-
plo 6.11). Para verificar que esta integral efectivamente es independiente del camino, verifica-
mos primeramente si el campo vectorial V(:r y,z) = (Vi, Vo, V3)(,y, 2) con Vi(z,y,2) =yz,
Vol(z,y, 2) = xz, V3(x,y, 2) = xy es conservativo. Para tal efecto verifiquemos la satisfaccion
de las condiciones de integrabilidad

ovy,  oVy  oVy  OVz 9V, 0V

oy 0z’ 0z  Ox’ 8,2_03/;

efectivamente, aqui las tres igualdades estan satisfechas, por lo tanto 1% posee un potencial,
el cual puede ser determinado de manera similar al ejemplo anterior:

1 1
o(x,y,z) = / V(tx, ty, tz) - (x,y,2)dt = / (Pyz o+ Pz -y + oy - 2) dt
0 0
t=1

1
1
= 3xyz/ t2dt = 3zyz - {gt?’] =Yz
0

t=0

es decir
‘7(1’, Y, Z) = gra‘d ()0(‘7"7 Y, Z) = grad Tryz
y por lo tanto

I=p(1,1,2) — ¢(0,0,2) = 2.
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6.7. Superficies en R?

Definicién 6.15. Sea f = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) : R* = R3, sea D(f) = S abierto, sea
f e CYS), y sea el rango de la matriz

or 0Oy 0z
O(r,y.2) _ |Ou Ou Ou
o(u,v) |9z dy 0z
v v v
wqual 2. Entonces el conjunto
F = {(:U,y, 2) |z =z(u,v), y =y(u,v), z = z(u,v), (u,v) € S}

se llama superficie en R?, y (f,S) es una parametrizacién de F, ver Figura 6.11.

En muchas situaciones también representamos una superficie S vectorialmente, es decir
representamos F' por

Flugw) = (o, ), ylu,v), 2w, 0)}, (w,0) € S.
Ejemplo 6.18. Sea F' dada por
r(u,v) =u, ylu,v)=v, z(u,v)=0, (u,v)€S=R%

Entonces sobre S se tiene que

- )

El rango de esta matriz es 2, por lo tanto F representa una superficie en R3; se trata del
plano (x,y).

Ejemplo 6.19. Sea F' dada por
x(u,v) =ucosv, y(u,v)=wusinv, z(u,v) =0,
S={(u,v)|0<u<o0,0<v<2r}.
Entonces sobre S se tiene que

Ow,y,2z) | cosv sinv 0
O(u,v) ~ |—usinv wcosv 0|

El rango de esta matriz es 2, por lo tanto F representa una superficie en R3.
Ejemplo 6.20. Sea F' dada por
r(u,v) =u, ylu,v)=v,2(u,v)=vVR—u?—02 S={(uv)|u’+v* <R}

Entonces sobre S se tiene que

u
10 —
a([lf,y,Z) _ R? — u? — v?
ou,v) g 1 — Y
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Abb. 10.8.
Ficura 6.12. Ilustracion del Teorema 6.17.

El rango de esta matriz es 2, por lo tanto F representa una superficie en R3; efectivamente,
se trata del hemisferio superior de una esfera con el centro (0,0,0) y el radio R.

6.8. Curvas en superficies, planos tangenciales y vectores normales

Teorema 6.17. Se considera una superficie I' en R3 con la parametrizacion (f,S); ademds
sea K una curva suave en R? que pertenece enteramente a S. Sea una parametrizacion de K
dada por (k,la,b]) con k(t) = (a(t),0(t)). Entonces a través de k(t) = f(k(t)), t € [a,b],
estd definida una curva suave K en R® que enteramente pertenece a la superficie F, ver
Figura 6.12.

Demostracion. Es evidente que K es una curva que completamente pertenece a F'. Solamente
queda para demostrar que K es una curva suave. Para tal efecto calculamos para un valor
del pardametro ¢ € [a, b] el vector tangencial en el punto k(¢y) de la curva. Utilizando la regla
de la cadena y definiendo wg := u(tg), vo := 0(to) obtenemos

E’(to) = {@(Uo, UQ) . a,(to) + a—m(U(), Uo) . {1,(t0),

ou ov
0 ., 0 <
8—3;(%,@0) L@ (t) + a—z(uo,vo) (L),
0 ., 0 ~
8—z(U0, Uo) U (to) + a—i<U0, U()) U (to)}
Definiendo
s for oy os) - for 0y 0
Ul owouwou T YT lovov o]
obtenemos
E/(to) = ﬂ(uoa vo) - ' (to) + ﬁ;(uoyvo) -0 (to).
Puesto que

F(to) = {@(to), (o)} #0,
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u=c

£ n

FicurA 6.13. Los vectores ﬁ; y f; como vectores tangenciales de las lineas
de parametros.
la independencia lineal de los vectores f, (g, vo) v fo(to, vo) implica que &'(to) # 0. |

Comentamos que los vectores linealmente independientes que apararecen en esta demos-
tracién,

- ox 0 0z
fu(u07UO) = {%(Uo,vo), a_Z(UOaUO)7 %(UOaUO)} )
ox dy 0z

ﬁJ(UOaUO) = {%(Uoﬂfo), %(UO,UO), %(UO,UO)} )

también jugaran un rol importante més adelante. Por mientras, notamos que cada vector
tangencial de una curva suave por el punto de la superficie f(ug,v) puede ser representado
como una combinacion lineal de estos dos vectores.

A su vez, los vectores f,(ug,vo) ¥ fo(uo, vo) son vectores tangenciales de curvas sobre esta
superficie. Considerando las llamadas lineas de pardmetros k(t) = (t,d) y k(t) = (c,t), don-
de ¢ y d son constantes, obtenemos los vectores tangenciales asociados k(o) = fu(u, vo) - 1
y k' (to) = fu(ug,vo) - 1, respectivamente, ver Figura 6.13.

Definicién 6.16. Sea F' una superficie en R3 con la parametrizacion (f,S), y sea f(uq,vo)
un punto de F. El plano abierto por los vectores f,(ug,vo) y fo(uo,v0) y que contiene el
punto f(ug,vg) se llama plano tangencial de F' en el punto f(ug,vp).

El vector normal del plano tangencial en un punto es de gran importancia.

Definicién 6.17. Sea F' una superficie en R® con la parametrizacion (f,S), y sea f(u,v)
un punto de F. Entonces el vector

oy fulu, v) % fo(u,v) 6.11
(%) 1 fulu,0) % fo(u, v)] .

se llama vector normal de F' en el punto de superficie f(u,v).
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F1GURrA 6.14. El vector normal 7i(u,v) dado por (6.11).

Evidentemente, el vector normal 7i(u, v) es un vector normalizado (de la longitud 1) que
es ortogonal tanto a f,(u,v) como a f,(u,v). Puesto que cada vector tangencial de una curva
suave sobre F' por el punto de superficie f(u,v) puede ser representado por una combinacién
lineal de estos dos vectores, se tiene que 7i(u,v) es ortogonal a cada curva suave que pasa
por este punto. En particular, 7i(u,v) es ortogonal al plano tangencial en el punto f(u,v),
ver Figura 6.14.

Queremos calcular las componentes del vector 7i(u, v), partiendo de la matriz funcional

or 0y 02
ox,y,2)  |Ou Ou Ou

— 6.12
o) |ow oy o2 o
ov Ov Ov
Utilizaremos la notacién
oy 0
D, = dot 2W:2) _ 0w Oul. Oz 0y
o) |dy 0 _ . 0ey) |0
== = D, :=det = ,
ov v 0(u,v) or Oy
or 0z ov Ov
(z, z) ou Ou
D, :=—det —= = — = 2 2 2.
) S as) or 0| D \/D$+Dy+DZ
ov Ov

Segun la Definicién 6.15, la matriz (6.12) posee el rango 2, por lo tanto no todos los deter-
minantes D,, D, y D, pueden tener el valor cero, y se debe tener que D(u,v) > 0 para todo
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(u,v) € S. Segun la defincién del producto vectorial obtenemos ahora
ﬁ(u ’U) — fu(u’ U) X fv(u’ U) — {Dl“(u7 U)? Dy(uv U)7 Dz(“v U)}
[ fulu, v) X fo(u, ) D(u, v)

= {cos a(u,v), cos B(u,v), cos y(u, U)}7

donde definimos
D, (u,v) Dy(u,v) D, (u,v)
D(u,v)’ D(u,v)’ D(u,v)
En el caso particular x = u, y = v, es decir, en el caso de una superficie F' dada en la
forma explicita z = z(x,y) para (z,y) € S obtenemos

cosy(u,v) =

cos au,v) = cos B(u,v) =

) O |
D — Ox:_@ Do ox :_% :’1 0':1
v ) Dz ox’ Y 0 0z oy’ |01
dy dy

y por lo tanto el vector normal

Puesto que

iz, y) = @(%y) X J?(:r,y)
T ety x Syl

el vector normal siempre apunta hacia arriba; ademéas sabemos que
1

cosy(z,y) = - —
J(Zen) s (Zen) o

6.9. El contenido de superficies e integrales de superficie

Es obvio que por lo menos algunas superficies poseen un “contenido”, pero segiin nuestras
experiencias previas, este “contenido” no existe a priori, sino que debe ser definido. Eviden-
temente, tal definicién debe ser mas complicada que el contenido n-dimensional de conjuntos
Riemann-medibles en R"™, puesto que ahora queremos definir el contenido de un conjunto de
puntos de una dimension inferior el cual esta inmerso en un espacio de dimensién mayor.

Al parecer existe una cierta analogia con la situacién de la definicién de la longitud
de arco de una curva, donde definimos la longitud de una curva como el supremo de las
longitudes de trazados poligonales, y asi reducimos la longitud de una curva a las longitudes
de curvas elementales (segmentos lineales). Entonces, parece 16gico tratar de aproximar el
“contenido superficial” por superficies elementales (por ejemplo, tridngulos o rectdngulos),
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Abb. 10.9.1

F1GURA 6.15. Particion de I y descomposicién de F' en trozos de superficie.

y definir el contenido de una superficie como el supremo de las superficies de todas las
superficies poliédricas aproximantes. Sin embargo, resulto a fines del siglo antepasado que tal
procedimiento no es razonable; por ejemplo H.A. Schwarz demostré que para una superficie
tan elemental como el area curvada de un cilindro, el “contenido” depende de la aproximacion
por tridngulos de tal manera que cualquier nimero positivo e incluso infinito puede resultar
como “contenido limite” de la aproximacién. Tendremos que elegir, entonces, otro planteo
para definir el contenido de una superficie, el cual, sin embargo, parecerd igualmente natural.

Para motivar la defincién del contenido de una superficie en R?, consideremos una su-
perficie F' con la parametrizacién (f, I°), donde I es el intervalo cerrado

Iz{(u,u)|a<u<b,c<u<d},

e IV es el intervalo abierto correspondiente. Sea

,,,,,,

una particién de I, donde
Ty = {(u,v) Jup—1 < u < up, vy <v <ol

Esta particion define una descomposiciéon de F' en trozos de superficie, ver Figura 6.15.

Consideremos ahora el intervalo Ij; y el trozo de superficie correspondiente Fj; C F.
Ahora, si reemplazamos Fj; por el paralelograma 7}; del plano tangencial en el punto
f(ug—1,vk—1), obtenemos una aproximacién al contenido |Fj,| de Fj; que deseamos defi-
nir. Segun la definicién del plano tangencial, este paralelograma estéd dado por los vectores
fulug—1,v-1)(ug — ug—1) v folug_1,v-1)(v; — v;_1); su contenido es

Hﬁ(ukq, Vi_1) X ﬁ)(ukfla Ukl)H(Uk — up—1)) (v — v—1),
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0 Abb. 10.9.2
g1 V1)

FIGURA 6.16. El trozo de superficie [y,;.

por lo tanto una aproximacién apropiada del contenido de superficie de F' seria dada por la
suma de Riemann

ZHﬁ;(kal,Ulfl) X ﬁ(ukflavlfl)H(uk —up—1)) (v — vi-1),

k.l

la cual converge bajo hipdtesis apropiadas a la integral
//Hfu(u, v) X fv(u,v)H d(u,v).
I

Estas consideraciones motivan la siguiente definicién, en la cual reemplazamos I por dominios
mas generales S.

Definicién 6.18. Sea F una superficie en R® con la parametrizacion (f,S). Si existe la

integral
[0y < Fw o) = [[ ao
S F

entonces su valor se llama contenido de superficie de F'.

Puesto que para una superficie F' los vectores

Fotwo) = { G0, o). o)} Fotw) = { Gt G, 5w

son funciones continuas y por lo tanto también || f,(u,v) X f,(u,v)|| es continua, las integrales
mencionadas arriba seguramente existen si el conjunto S C R? es medible.

Ejemplo 6.21. Consideremos el toro dado para R > 1 por

N

T,

x=(R—cosv)cosu, —m<u<
—TmT<UVST

N

y = (R —cosv)sinu,

I

z =sinw,
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FiGuraA 6.17. El toro del Ejemplo 6.21.

ver Figura 6.17, y sea F' aquella parte de la superficie total del toro que corresponde a la
parametrizacion (f,S) con

f(u,v) = ((R — cosv) cosu, (R — cosv) sinu, sinv),
S={(u,v)| —m/2<u<7/2, —T/2 <v<m/2}.
Queremos ahora calcular la superficie de F'. Para tal efecto calculamos las cantidades
fu= {—(R — cosv)sinu, (R — cosv) cosu, 0},
fz = {sin v cos u, sin v sin u, cos v},

fu X fo = (R — cosv){cos ucosv,sinucosv, —sin v},

HJFu X ﬁH =(R— COSU)\/COSQUCOSQU + sin? w cos? v + sin® v
= R — cosw,

por lo tanto obtenemos el siguiente contenido O de nuestra superficie:

O://da://(R—cosv)d(u,v):/_://22 (/_://Z(R—cosv)dv> du

w/2
:/ (Rt — 2)du = Rn* — 2.
—7/2

Comentamos que si la superficie estd dada en forma explicita z = z(x,y) para (x,y) € S,
es decir si una parametrizacién de F' estd dada por x = u, y = v y 2z = 2(u,v), obtenemos

los vectores
. 0z > 0z - 0z 0Oz
fu_{1707%}a fv_{ov]w%}a fuva_{_%a_%al}

y por lo tanto en este caso el contenido de superficie O de F' estd dado por

0://do—:/ HﬁXﬁHd(U,v)://\/1+<%>2+(%>2d(u,v)
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FiGUurA 6.18. El paraboloide del Ejemplo 6.22.

[ 5 (5) e

Ejemplo 6.22. Queremos calcular el contenido de superficie O de aquella parte de un pa-
raboloide ' que explicitamente estd dado por

Z:Z(I7y):2—$2—y2, 0<$2+y2<27
ver Figura 6.18. Para tal efecto calculamos aqui las derivadas parciales
0z 0z

P o, Lo
Ox “ oy 4

por lo tanto
O:// dJ://\/l—l—4x2—|—4y2d(x,y).
F S

Utilizando coordenadas planas x = rcosp, y = rsiny obtenemos

27 \/i
O = / / \/1—|-4r2 cos? o + 4r2sin® prdr | de
0 0

2 \/Q 2 1 7':\/5 13 2 13
= / / V1+4rirdr | dep = / {—(1 + 47“2)3/2} dp = — dp = —m.
0 0 o 12 r=0 6 Jo 3

Tal como definimos el contenido de una superficie podemos proceder para definir las
integrales de superficie. Tales integrales aparecen en aplicaciénes de fisica, en la mecédnica
del medio continuo, etc.

Sea F una superficie en R?® dada y sea G : R®> — R una funcién definida sobre F.
Preguntamos ;cémo podemos integrar la funcién G sobre la superficie F'?7 Un precedimiento
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bastante obvio consiste en seleccionar en cada trozo de superficie Fj; un punto, por ejemplo
f(ug—1,v-1), formar la suma

Z G (f (w1, v1-1)) | P,
"l

y considerar su limite bajo refinamiento. Reemplazando en esta sumatoria |Fj | por la apro-
ximacion |Ty,| obtenemos la suma de Riemann

Z G(f(uk—la Uz—l)) ||ﬁ(uk—1, V1) X ﬁ;(uk—la Ul—l)H(Uk — up—1)(v — vi1),
k,l
la cual converge bajo hipdtesis apropiadas a la integral

//G(f(u,v))“ﬁ;(u,v) X f;(u,v)H d(u,v).

Estas consideraciones motivan la siguiente definicion de la integral de superficie.

Definicién 6.19. Sea F una superficie en R con la parametrizacion (f,S); ademds sea
G : R? = R una funcion continua sobre F. Si la integral

[ ctwmlliitw < Fiw o awo = [[ Gas

existe, entonces su valor se llama integral de superficie de G sobre F'.

Ejemplo 6.23. Queremos calcular la integral

l/adg,

donde F es la superficie del paraboloide del Ejemplo 6.22 y G(x,y) := x> + y*. Tal como en
el Ejemplo 6.22 obtenemos aqui

//Gdaz/ (u? +v?)V1 + 4u2 + 402 d(u,v)

F S

\/5 27
= / (/ (7% cos®  + r? sin® gp)r\/l + 4r2 cos? ¢ + 4r2sin® ¢ dgo) dr
0 0

V2 T [ 149
:27r/ r3\/1+4r2dr:—/ (Q2—1>Q2dgz—7]'_
0 8 1 30
6.10. El Teorema Integral de Green

Teorema 6.18 (Teorema Integral de Green). Sea V =(L,M) = R?* = V? un campo vectorial.
Sea V' definido sobre un conjunto abierto D C R? y sea V € CY(D). Sea S un recinto
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FiGUuRrA 6.19. Ilustracion de la demostraciéon del Teorema 6.18.

estaindar con S C D y una frontera 0D suave por trozos. Sea 0S orientada de manera
positiva, es decir, sea el interior de S siempre ubicado a la izquierda. Entonces se tiene que

// (g_j_%_j\j) d(xvy)——/(deJery).

as

Demostracion. Puesto que S es un recinto estandar, existen intervalos [a, b] y [c, d] y funciones
y(x) e y(x) continuas sobre [a,b] y funciones z(y) y Z(y) continuas sobre [c, d] tales que

S= U {@yly@) <y<u@)} = J {@y]zy) <z <z(y)}.
z€[a,b] y€le,d]

1. Aprovecharemos ahora que S es proyectable en la direccion del eje y.
a) Parametrizamos 05 de la siguiente manera:

(a+t(b—a) para t € [0, 1],
)b parat € [1,2],
=Ny (t—(b—a) parate 23]
La para t € [3,4],
(y(a+t(b—a)) para t € [0, 1],
y(t) = y(0) + (t = 1)(y(b) —y(b)) parat e [1,2],
yb— (t—2)(b—a)) para t € [2,3],
(7(a) = (t =3)(y(a) —y(a)) parate[3,4].
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FIGURA 6.20. Una regién de Green (ver Definicién 6.20).

como integral iterada en la siguiente forma:

[0 /(/ M—dyw
(L ~ L(z,y )))daz
/bey da:—/
= [ Lot v )0 = /de

Aqui utilizamos la substitucién x = x(t) = a+t(b—1) para t € [0, 1] para deducir
que

\

b 1
/L(:v,y(a:)) d:zc:/0 L(z(t),y(t))a'(t) dt,

mientras que la substitucion z = x(t) = b — (t — 2)(b — a) para t € [2,3] nos
entrega que

_/b“L(x,ﬂ(:v)) dx:—/2 L(ﬂf(t),y(t))x’(t)dt,

y los integrales sobre [1,2] y [3, 4] poseen el valor cero.
2. Analogamente se establece que

[[(-50)aer =~ [

Esto concluye la demostracién del teorema. [ |

El teorema sigue valido bajo presuposiciones mas débiles. Por ejemplo, basta suponer
que el conjunto S es una region de Green, ver Figura 6.20.
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Definicién 6.20. Un conjunto de puntos S C R™ se llama regiéon de Green si S puede ser
descompuesto en un numero finito de recintos estandar Sy, ..., Sy con fronteras suaves por
trozos.

Para ver que el Teorema Integral de Green sigue siendo vélido para regiones de Green,
siempre que consideremos la orientacion positiva de 95, aplicamos el teorema a cada recinto

estandar S;, 1 =1,.
// (a_L _ 3_M) d(z,y) = —/(de+Mdy).

7

Sumando sobre i = 1, ..., N obtenemos

// (a—L—a—M) d(:z:,y):—/(de—i—Mdy),
oS

puesto que cada trozo de fontera interior del lado derecho aparece dos veces en sentidos
opuestos, lo que significa que las contribuciones correspondientes se cancelan.

Ejemplo 6.24. Sea S = {(x,y) |0 < 22 + y* < 1}, entonces segin el Teorema de Green se

tiene que
/(23:@/3 dr + 322> dy) = — //(Gng — 62y?)d(z,y) = 0.
oS

S
Ejemplo 6.25. Sea S = {(z,y) |0 < 22 + y*> < 1}. Queremos calcular
J= /((3:4 —y*)da + (2 — y*) dy).

S
Segun el Teorema de Green se tiene que

1= [ =3y =3 [[ 22+ P aw),
S S

Introduciendo coordenadas polares x = r cos ¢, y = rsing obtenemos

1 o 1
J:3/ (/ 7‘2-rdg0)d7“:67r/ TSdT:3—7T.
0 0 0 2

6.11. El Teorema Integral de Gauss

Teorema 6.19 (Teorema Integral de Gauss). Sea ViR = V3 un campo vectorial definido
sobre el conjunto abierto D C R3; sea V € CY(D). Sea S un recinto estindar con S C D,
y sea OS un subconjunto de un niumero finito de superficies. Si denotamos por n el vector
normal exterior sobre OS, entonces se tiene que

///div\?d(x,y,z)://(\? i) d
S oS
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F1icurA 6.21. Tlustracién de la demostracion del Teorema 6.19.

Demostracién. Sean V = (L,M,N) y i = (cosa,cos 3,cos).
1. Puesto que S es proyectable con respecto al eje z, obtenemos

J[f e
-/ (/. / )dz)d@,y)

/ny, Z(z,y)) d(z,y) /Nﬂcy, (z,y)) d(z,y)

S BT R AR T AT
e W(%sz |

+/ N(z,y,z(z,y)) \/< : 2 ( )2+1
5 \/(%(x,y)) ‘f‘(g—;(l‘,y)) +1

ver Figura 6.21. Ahora, considerando que sobre la superficie limite superior (el “techo”
de S) se tiene que

\/(%u») (Zwn) +1

= cos 7y
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mientras que sobre la superficie limite inferior (el “piso” de S),
-1

\/(%(x,y)y + (g—j(m,y)f +1

y que cosy = 0 para posibles trozos de superficie paralelos al eje z, llegamos a

/// (x,y,2)d(z,y, 2 / N cosydo.

2. Aprovechando que S también es proyectable con respecto a los ejes y y x, podemos
establecer analogamente que

/// (2,9, 2) (2,9, 2) /Mcosﬁda
///a%y, (5,9, 2 //Lcosadcr

3. Sumando y considerando que

- 0L OM ON -
divV=—+—+— y Lcosa+ Mcosf+ Ncosy=V-n
Jdr Oy 0z

podemos concluir la demostracion del teorema.

= Ccos7y

Ejemplo 6.26. Sean

S = {(x,y,z)
V= {222 2%y — 23, 20y + 422},

://(17 i) do
oS

Segun el Teorema de Gauss obtenemos

//(‘7~ﬁ)da=///divx?d(x,y,z)
/// (6$ 2’ a(xy—z3)+%(2xy+y2z)> d(z,y, 2)
:///(932+?/2+22)d(:v,y,z).
S

0<2?+9°<1,0<2< 1—(x2+y2)},

Queremos calcular la integral
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Resolviendo la ultima integral utilizando coordenadas polares esféricas obtenemos

2
J:gﬂ'.

6.12. El Teorema Integral de Stokes

Teorema 6.20 (Teorema Integral de Stokes). Sea V =(L,M,N): R* — V? un campo vec-
torial; sea 1% definido sobre un conjunto abierto D C R3, y sea Ve CY(D). Sea F una
superficie con la parametrizacion (f,S) contenida en D, y sea f € C*(S). Ademds, sea

G C F un conjunto con la imagen reciproca G C S, donde G sea una region de Green. En
este caso se tiene que

// (rot V - n)da—/(de—l—Mdy—i—Ndz)
oG

Demostracion.
1. Sea (k = (a(t),d(t)), [a, b]) una parametrizacién de dG. Si definimos

L(u,v) == L(x(u,v),y(u,v),z(u,v)),
entonces segin el Teorema de Green se tiene que

/Lda _ /abz(a(t), f;(t))%(x('&(t), i) ) dr

oG

// 2 (b0 00) - 2 (B0 200w

Segun el Teorema de Scharz sabemos que
0*x B 0
oudv  dvdu

y por lo tanto

[% (i(u,v)%(u,v)) _ 8% (i(u’v)%(u’v))]
B (aLax IL dy aLaz> o it

0z ou  Byou  Bzou)ow " Gudu
B (8_L8_x+ IL oy N 8L8z) or - 0%

Or dv 0Oy v 9z 0v) du Oudv
(%@_5‘_3@) oL (0202 0n0ey oL
oy Ovdu Oudv) 0z

Oudv Ovou

oL
p. % p=
a+ .
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utilizando la notacion de la Seccién 6.8. Entonces obtenemos
oLD, OLD,
Ldx = Dd
/ v //(8yD 8zD> (u,v)
oL
——cosv—l— a—cosﬁ

2. Analogamente obtenemos las ecuaciones

/Mdy—//( cosoz—l—a—Mcosv) do,
ox
/Ndz—// (——cosﬁ—i—a—Ncosa) do.

dy

3. Sumando y cons1derando que
ON OM oL ON oM  OL S
<8_y — E) cos o + (5 — %> cos 3 + (% — 8_y) cosy=rotV -n
llegamos al enunciado del teorema.

Ejemplo 6.27. Consideremos el campo vectorial V= —y,z,1} y como superficie F el
hemisferio superior dado por f = (z,y,z = +/4— 22 —4y?), S = {(z,y)|2* + y* < 4}. Sea
G = F; entonces OG es el circulo en el plano (x,y) con el origen como centro y el radio 2.
Inmediatamente calculamos aqui rot V = {0,0,2} y el vector normal

R
ox’ Oy’
. 0z 2 N 0z 2
ox y
luego obtenemos el producto escalar
. 2

rot V- it = )
v (2) (2

o dy
//rotV nda-?// (x,y) =8

x24y2<4

n=

entonces

y por lo tanto

/(—ydx+azdy+dz) = 8.
oG



