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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales ordinarias: resumen

El proceso de la solucién de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) normalmente se
reduce a la solucién de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). En este
capitulo resumiremos (sin demostraciones) algunas de las técnicas bdsicas de la solucién
(integracién) de EDOs de los tipos que se presentan mdas adelante. Nos limitaremos a la
discusion de soluciones reales de EDOs con coeficientes reales. En lo siguiente el conjunto de
los nimeros reales serd denotado por R.

1.1. Ecuaciones de primer orden

Se dice que una EDO de primer orden es separable o tiene variables separables si es de
la forma

dy
/
=—=f(x :
v =, = fl@)g(y)
Bajo precauciones estandar (hay que evitar divisién por cero) podemos reescribir esta ecua-
cién como

dy = xT)axr
Sy =@

para luego integrar cada lado con respecto a la variable correspondiente.

Ejemplo 1.1. Para la ecuacion y?y — 2z = 0 este procedimiento entrega
/dey:2/xdx,
1

§y3 =2 + ¢, ¢ =const.,

con el resultado

o bien
y(z) = (32> + C)/3,  C = const.

La forma general (normal) de una ecuacion lineal es 3y’ + p(x)y = q(z), donde p y g son
funciones dadas. Calculando un factor integrante p(x) mediante la férmula

pi(z) = exp ( / p(z) dw)

1
Vo) = / w(z)q() de
7

obtenemos la solucion general
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o equivalentemente,

L) (/ H(t)q(t) dt + C) . C = const.,

(@
donde a es cualquier punto en el dominio donde la EDO esté definida.

y(z) =

Ejemplo 1.2. La forma normal de la EDO zy' +2y —2*> =0, x # 0 es
, 2
y+-y=uz
x

Aqui p(x) = 2/x y q(x) = z, luego un factor integrante estd dado por

() = exp(Z/dx—x> = exp(Ina?) = 2.

La solucion general de la ecuacion es

1 3 1, C
y(:c)zﬁ/x dx:é—Lx —i—;, C' = const.

1.2. Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes

Consideremos primero las ecuaciones de primer orden, que son de la forma ' +ay = 0 con
a = const. Tales ecuaciones pueden ser resueltas mediante un factor integrante o separacién
de variables, o a través de la ecuacion caracteristica s + a = 0, cuya raiz s = —a entrega la

solucién general y(x) = Ce™**, C' = const.

Ejemplo 1.3. La ecuacion caracteristica de la EDO vy — 3y = 0 es s — 3 = 0, luego la

solucion general de la ecuacion es y(z) = Ce3®, C' = const.

La forma general de una ecuacién de segundo orden es y” + ay’ + by = 0, a,b = const.
con la ecuacién caracteristica s? + as + b = 0. Si ésta posee dos raices si, 59 € R, 51 # 59,

entonces la solucién de la EDO dada es
y(xr) = C1e™17 4+ Cye®®, (1, Cy = const.
Si s1 = s9 = sg, entonces

y(x) = (Cy + Cyx)e®®, (', Cy = const.

Finalmente, si s; y sy son raices complejas conjugadas, es decir s1 = a+ iy s = a — [i,

donde o, 8 € R e i =+/—1, entonces la solucién general estda dada por
y(z) = e**(Cy cos(Bz) + Cysen(Bz)), C4,Cy = const.

Recordemos la defincién de las funciones hiperbdlicas:

1
senhx = §(ex —e®), coshzr = E(ex +e 7).

Comentario 1.1. 57 s = —sy = g, Sg € R, entonces la solucion general de la ecuacion

también puede ser escrita como

y(x) = Ciyr () + Coya(x), C1,Cy = const.,
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donde y1(z) e y2(x) son cualquier dos de las funciones
cosh(soz), senh(sopz), cosh(so(z—c)), y senh(so(z —c)),

donde ¢ € R, ¢ # 0 es cualquier nimero. Normalmente se elige ¢ como el punto donde una
condicion de borde esté especificada.

Ejemplo 1.4. La ecuacion caracteristica de la EDO y" — 3y +2y =0 es s> —35s+2=0
con las raices s1 =1 y so = 2, luego la solucion general de la EDO es

y(ff) = (e’ + Cgezx, C1, Cy = const.
Ejemplo 1.5. La solucion general de la ecuacion y” — 4y = 0 es
y(z) = C1e* + Coe ", (), Cy = const.,

ya que las raices de su ecuacion caracteristica son s; = —sg = 2. De acuerdo al Comenta-
rio 1.1, existen expresiones alternativas en términos de funciones hiperbolicas. Por ejemplo,
siy(0) e y(1) estdn dados, la solucion general debe ser escrita en la forma

y(z) = Cy senh(2z) + Cy senh(Q(x — 1)), C1,Cy = const.;
si y(0) e y/(3) estdn dados, la forma preferida es

y(z) = Cysenh(2z) + Cs cosh(2(x — 3)), C1,Cy = const.;
etcétera.

Ejemplo 1.6. Las raices de la ecuacion caracteristica de la EDO y" + 4y + 4y = 0 son
S1 = So = —2, por lo tanto la solucion general de la EDO es

y(x) = (C; + Cyx)e™*, (), Cy = const.;
Ejemplo 1.7. La solucion general de la ecuacion y" + 4y =0 es
y(x) = Cy cos(2x) + Cysen(2x), Cy,Cy = const.,
porque su ecuacion caracteristica posee las raices sy = 21 y So = —2i.

Comentario 1.2. El método de la ecuacion caracteristica también puede ser aplicado para
hallar la solucion general de EDOs lineales homogéneas de orden superior.

1.3. Ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes constantes

Las ecuaciones de primer orden de este tipo son de la forma v’ + ay = f, a = const., y
las de segundo orden pueden ser escritas como y” + ay’ + by = f, a,b = const., donde en
cada caso f es una funcién dada. La solucion general de tales ecuaciones es la suma de la
funcién complementaria (la solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente) y
una integral particular (una solucién particular de la ecuacién no homogénea). Esta tltima
normalmente es “adivinada” a partir de la estructura de la funcion f o puede ser determinada
por otro método tal como la variacion de parametros.
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Ejemplo 1.8. La funcién complementaria de la EDO y' — 3y = e™® es ypc = Ce’*, C =
const. Buscando una integral particular de la forma yip = ae™™, a = const., obtenemos
a = —1/4 a partir de la ecuacion. Por lo tanto, la solucion general de la EDO estd dada por

1
y = Ce* — Ze”, C = const.

Ejemplo 1.9. Si la funcién en el lado derecho del Ejemplo 1.8, e=%, es reemplazada por €%,
no podemos hallar una integral particular de la forma ae*, a = const., ya que esta expresion

es una solucion de la ecuacion homogénea correspondiente. En lugar este planteo tratamos

yip = axe>®; a partir de la EDO obtenemos a = 1; luego la solucién general de la EDO estd

dada por
y = Ce* + e’ = (c+ x)e**, O = const.
Ejemplo 1.10. Para la EDO 3" + 4y = 422 se busca una integral particular de la forma
yip = ax® +bx + ¢, a,b,c= const.

Sustituyendo este planteo en la ecuacion obtenemos a = 1, b = 0 y ¢ = —1/2. Como la
funcion complementaria es

yrc = C1 cos(2x) + Cysen(2x),

obtenemos la solucion general de la EDO dada

1
y = Cy cos(2x) + Cosen(2x) + 2% — 3 C1, Cy = const.

1.4. Ecuaciones de Cauchy-Euler

Cualquier ecuacion diferencial lineal de la forma

dny dn—ly dy
apx"—= + @y + -+ ar—= +apy = g(x),
dan dan—1t dx
donde los coeficientes a,,, a,_1,...,ay son constantes, se conoce como ecuacion de Cauchy-

Euler, ecuacion de Euler o ecuacion equidimensional. Consideremos el caso n = 2 de una
ecuacién homogénea de este tipo, es decir

22y" + axy' + By =0, «,B = const.,

donde suponemos que x > 0. Se busca una solucién y = ", r = const. Insertando este
planteo obtenemos

7’2—1—(04—1)7“—{—5:0.

Si las raices r; y r9 de esta ecuacién cuadratica son reales y distintas (caso que nos interesa),
entonces la solucion general de la EDO dada es

y=Cix™ 4+ Cex™, (1, Cy = const.
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Ejemplo 1.11. De acuerdo al procediminto anterior, la ecuacion diferencial
2%y + 3xy —y =0
entrega 1 = —1 y ro = —1/2, por lo tanto su solucidn general es

y=Cha™' + Cox™ 2, (Y, Cy = const.
1.5. Funciones y operadores

Definicién 1.1. Sea X un espacio de funciones y sea L un operador definido sobre X.
Entonces se dice que L es lineal si para cada par de funciones fi, fo € X y cualquier par de
numeros ¢y ¥y Cs,

L(cifi + cof2) = elL(f1) + c2L( f2).
En caso contrario el operador L se llama no lineal.

Ejemplo 1.12. Los operadores de diferenciacion y de integracion definida, actuando sobre
funciones adecuadas de una variable independiente, son lineales, ya que para cada par de
funciones f1 y fa y constantes cy, co,

Lierfi + caf2) = (1 fi + cafa) = i fi + cofy = c1(Lf1) + c2(Lf2),

b
L(le1+02f2)_/ (crfi(@) + cofo(x /f1 dx+02/ folx

= c1(Lf1) + ca(Lfs).

Ejemplo 1.13. Sean «, 5 y v funciones dadas. Entonces en virtud del Ejemplo 1.12, se
puede verificar facilmente que también el siguiente operador es lineal:

Lf =af"+Bf +7f.
Ejemplo 1.14. Sea L el operador definido por Lf = ff'. Como
L(cifi+eafo) = (eifi + eafo)(erfi + o fo)
= A Nf1+aca(fifs+ f1f) + Gl

al(Lfi) +ca(Lfa) = erfifi + cafofy

no son iguales para todas las funciones fi1 y f1 y todos los nimeros ¢, y ¢z, el operador L es
no lineal.

Definicién 1.2. Una ecuacion diferencial de la forma Lu = g, donde L es un operador
diferencial lineal y g es una funcion dada, se llama ecuacion lineal. Si el operador L es no
lineal, entonces la ecuacion también se llama no lineal.

El siguiente resultado caso obvio forma la base de lo que se conoce como principio de
SUPETPOSICLON.

Teorema 1.1. Si Lu = g es una ecuacion lineal y uy y us son soluciones de esta ecuacion con
g = g1 Y g = go, respectivamente, entonces también uy + us es una solucion de esta ecuacion
con g = g1 + go; en otras palabras, si Lu; = g1 y Lus = go, entonces L(uy + uz) = g1 + go.
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Capitulo 2

Series de Fourier

Es bien sabido que una funcién f = f(z) infinitamente diferenciable puede ser expandida
en una serie de Taylor alrededor de un punto zy del intervalo donde esté definida. Esta serie
posee la forma

f(z) ~ Z ez — x0)" (2.1)

con los coeficientes ¢, dados por

f(”)(xo)

n!

— (n) ._ d*f
, n=12..., f"(x):= o
Se sabe que bajo ciertas hipétesis, la serie (2.1) converge hacia f puntualmente (es decir, en
cada punto z) en un intervalo abierto centrado en g, y podemos utilizar el simbolo “=" (en
lugar de “~”) en (2.1). En este capitulo estudiaremos otro tipo de expansiones el cual serd
particularmente 1til para el estudio y la solucion de EDPs.

Cp =

2.1. La serie de Fourier completa

La serie de Fourier completa es una expansion de la forma
f(z) ~ % —l-;(an COS? + b, sen %), (2.2)

donde L > 0y ag, {a@n}nen ¥ {bn}nen son coeficientes constantes.

Definiciéon 2.1. Una funcion f definida sobre R se llama periddica si existe un nimero T >
0 tal que f(x +T) = f(x) para todo x € R. El nimero menor T con esta propiedad se
llama periodo fundamental (o simplemente periodo) de f. Obviamente, una funcion periddica
también satisface f(x +nT) = f(x) para todon € N y x € R.

Ejemplo 2.1. Es bien sabido que las funciones senx y cosx son periodicas con periodo 27
ya que para todo x € R, sen(x + 27) = senx y cos(x + 27) = cosx.

Observamos que para cada n € N,

oS —mr(x +20) = COS (_mrm + 2n7r) = cos ==
L L L’

sen "M@ H2L) _ Sen(m ; QM) ~sen "
L L L’

13
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| L > T & /$ f S5 / T

L0 L 3L 2L -L 0 L 2L 3L

Ficura 2.1. (a) Funcién f(x) para —L < = < L, (b) funcién periédica con
f(z +2L) = f(x) para todo = € R.

luego el lado derecho de (2.2) es periddico con periodo 2L. Esto sugiere el siguiente método
de construccion de la serie de Fourier completa para una funcion dada.

Sea f definida sobre [—L, L] (ver Figura 2.1 (a)). Construiremos la extension periédica
de f desde (—L,L] a todo R. El valor de f en x = —L es omitido para lograr que la
extensién sea correctamente definida como funcién (ver Figura 2.1 (b)). Para la funcién f
asi extendida ahora es razonable buscar una expansion del tipo (2.2). Lo unico que hay que
hacer es calcular los coeficientes ag, {an tnen v {bn}nen y discutir la convergencia de la serie.
Para tal efecto notamos primeramente que

L L
/ cos 2L 4z = 0, / sen 2% dg = 0, neN, (2.3)
) L I L
L .
nmx mmx 0 sin#m
— dr = ’ ,m €N, 2.4
/Lcos 7 cos——dz {L Sn—m, n,m (2.4)
L :
/ sen 2 sen T 4y = 0 S% nm, n,m € N, (2.5)
_L L L L sin=m,
L
/ cos 2% sen T g = 0, n,meN. (2.6)
s L

Considerando (2.2) formalmente como igualdad, podemos integrar la serie término por
término sobre [—L, L] y utilizar (2.3) para obtener

1 /L
a0 = ~ / f(z) da. (2.7)

L)y
Multiplicando (2.2) por cos(mmz/L), integrando la nueva relacién sobre [—L, L], y conside-
rando (2.3), (2.4) y (2.6) obtenemos que todas las integrales en el lado derecho se anulan

con la excepcion de aquellos para los cuales el indice de sumacién n es igual a m, cuando el
valor de la integral es igual a La,,. Reemplazando m por n obtenemos

1 [t nmwx
= — — ) 2.
n = 7 /_L f(z) cos 7 dr, neN (2.8)

Claramente, (2.8) incluye (2.7) si admitimos n = 0, es decir n € {0,1,2,...} = No.
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Finalmente, multiplicando (2.2) por sen(mmz/L) y repitiendo el procedimiento, donde
esta vez utilizamos (2.3), (2.5) y (2.6), obtenemos

/ f(zx sen dz, neN, (2.9)

lo que completa la construccién de la serie de Fourier (completa) de f. Los nimeros ay,
{an}nen ¥ {bn}nen dados por (2.7)—(2.9) se llaman coeficientes de Fourier de f.

La serie de Fourier definida por el lado derecho de (2.2) nos interesa solamente sobre
el intervalo [—L, L] donde la funcién f original es definida. La serie puede ser divergente o
converger hacia un valor diferente de f(z).

Definicién 2.2. Se dice que una funcion f es continua a trozos sobre un intervalo [a,b] si
f es continua en todas partes con la excepcion de un conjunto finito de puntos en |a,b] donde
posee discontinuidades de salto, es decir, en cualquier punto de discontinuidad x donde la
funcion posee limites por la derecha y por la izquierda, denotados por

flo) = lim £(6), fla—) = lim £(¢),
> <z

respectivamente, diferentes (f(z+) # f(xz—)). Si ambas funciones f y f' son continuas sobre
la,b], entonces se dice que [ es suave sobre [a,b]. Si por lo menos una de las funciones f
y ' es continua a trozos sobre |a,b], entonces se dice que f es suave a trozos sobre [a,b].

Comentario 2.1. Si f es continua a trozos sobre [—L, L], entonces los valores de f en los
puntos de discontinuidad no afectan la construccion de su serie de Fourier. Precisamente, la

integral
L
| s
-L

existe para una funcion de este tipo y es independiente de los valores asignados en uno de
sus puntos de discontinuidad (cuya cantidad es finita, segin hipdtesis).

Teorema 2.1. Sea [ suave a trozos sobre un intervalo [—L, L]. Entonces su serie de Fourier
(completa) converge puntualmente a

(i) la extension periddica de f a R en todos los puntos x donde esta extension es continua,
(ii) 2(f(z—) + f(z+)) en aquellos puntos x donde la extension periddica de f posee una
discontinuidad de salto.

Esto significa que para cada x € (—L, L) donde f es continua, la suma de la serie en (2.2)
es igual a f(z). También, si f es continua sobre [—L, L] y tal que f(—L) = f(L), entonces
la suma de (2.2) es igual a f(z) en todo punto = € [—L, L].

Ejemplo 2.2. Consideremos la funcion definida por

r+2 para —2< <0,
flz) =
0 para 0 < x < 2

(ver Figura 2.2 (a)) y su extension periédica con un periodo de longitud 4 (ver Figura 2.2 (b)).
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(a) (b)

/@) f(@)
| / /QT /
* mall/ f ¢ f * f +
-2 0 2 —6 —4 -2 0 2 4

Ficura 2.2. Ejemplo 2.2: (a) funcién f(z) para —2 < x < 2, (b) funcién
periédica con f(z +4) = f(z) para todo = € R.

2_ T Ik:]-|7.'.’5l T T T T T T
= N k=0 N N
/ N— N I\

F1GURA 2.3. Ejemplo 2.2: aproximaciones S,’;(x) parak =0,...,5y extension
4-periddica de f(x) (linea negra sélida).

Utilizando (2.7)—(2.9) con L = 2 e integracion por partes obtenemos

2 0
ao:1 f(a:)dx:%/(ijQ)dx:l;

-2

I 2
/ f(x cos@dx—z/ (x+2)cos%dx:(1—(—1)”)

2 n2mw2’

1[0 2
/ f(z sen@dm— /(m+2)senmdm———; neN,
A 2 nm

luego a partir de (2.2) obtenemos la serie de Fourier

2 nmT 2 nmwT
N__'_Z(l— — nQﬂ_QCOST—ESGDT).
En virtud del Teorema 2.1, para —2 < x < 2,
r+2 para —2< <0,

(serie) = < 1 para x = 0,
0 para 0 < x < 2,
es decir la serie converge a f(z) para —2 <z <0y 0 < x < 2, donde la extension periddica

de f es continua (ver Figura 2.2 (b)), en el punto x = 0, donde esta extension posee una
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FIGURA 2.4. (a) Una funcién impar, (b) una funcién par.

discontinuidad de salto, la seria converge hacia

%(f(o-) + f(0+)) = %(2+0) =1.

Podemos también ilustrar la forma en la que la serie aproxima la funcion f. Para tal
efecto definimos la sucesion de sumas parciales

k
1 w2 nwx 2 nwT
=57 an (<1 — () mes 5 o Se“T>

(notar que S(J; = 1/2). La Figura 2.3 muestra estas aproximaciones para k =0,...,5.

2.2. Series de Fourier de senos
Para ciertas clases de funciones la serie (2.2) posee una forma mas simple.

Definicién 2.3. Sea una funcion f definida sobre un intervalo I simétrico con respecto al
origen x = 0. Entonces esta funcion se llama impar si f(—z) = —f(x) para todo x € I, y
par si f(—x) = f(z) para todo x € I.

Ejemplo 2.3.

(i) Las funciones sen(nmx/L), n € N son impares. Las funciones cos(nmxz/L), n € N son
pares.

(ii) La funcion en la Figura 2.4 (a) es impar (su grafo es simétrico con respecto al origen).
La funcién en la Figura 2.4 (b) es par (su grafo es simétrico con respecto al eje y).
Las funciones en las Figuras 2.1 (a) y 2.2 (a) son ni impares, ni pares.

Comentario 2.2.

(i) Se puede verificar facilmente que el producto de dos funciones impares es par, que el
producto de dos funciones pares es par, y que el producto de una funcion impar con
una funcion par es impar.

(ii) Si f es impar sobre [—L, L], entonces

/f dx—/f /f
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(a) (b)
f(x) f(x)

N NN
_\\:L _\;‘ L\_Q@L 3L

Ficura 2.5. (a) La funcién f(z), 0 < x < L, (b) extension 2L-periddica de
la extensién impar de f.

luego

/LLf(ZE)dJU:/()Lf(x)dx+/0Lf(x)dx:

Si f es par sobre |[—L, L], entonces

/ flz dx—/f x)_/OLf(gc)dx
/_LLf(x)dm:/_()Lf(x)der/OLf(x)dx:2/0Lf(x)dx

(iii) Si f es impar, entonces también f(x)cos(nmx/L) es impar, luego en virtud de (2.7),
(2.8) e item (ii), a, = 0 para todo n € Ny, es decir la serie de Fourier de una funcion
impar sobre [—L, L] contiene sélamente los términos de senos. Andlogamente, si f es
par, entonces de acuerdo al item (i), f(x)sen(nmx/L) es impar, luego (2.9) implica que
b, = 0 para todo n € N, es decir la serie de Fourier de una funcidn par sobre [—L, L]
contiene solamente los términos de cosenos, incluido el término constante.

luego

El item (iii) del Comentario 2.2 implica que si f es definida sobre [0, L], entonces puede
ser expandida en una serie de Fourier de senos. Consideremos la funcién f cuyo grafo es
mostrado en la Figura 2.5 (a). Construimos la extensién impar de f desde (0, L] a [—L, L]
definiendo f(—x) = —f(x) para todo z € [-L,L], = # 0, y f(0) = 0. El resultado es
la funcién mostrada en la Figura 2.4 (a). Luego construimos la extensién periédica del
periodo 2L de esta funcién impar desde (—L, L] a todo R, exigiendo que f(z + 2L) = f(x)
para todo x € R (ver Figura 2.5 (b)). Finalmente, construimos la serie de Fourier (de senos)
de ésta ultima funcién, la cual es de la forma

> nmx
I’) ~ E bn sen T,
n=1
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(a) (b)
f(x) f(x)

NN N

Ficgura 2.6. Ejemplo 2.4: (a) la funcién f(z), 0 < =z < 1, (b) extension
2-periédica de la extensién impar de f, (c¢) aproximaciones S!(z) para k =
1,...,5 de esta extension impar (linea negra sélida).

donde de acuerdo a los itemes (ii) y (iii) del Comentario 2.2 y (2.9), los coeficientes estan
dados por

/f senmdx n € N. (2.10)

Ejemplo 2.4. Consideremos la funcion

flz)=1—2, 0<z<1, (2.11)
graficada en la Figura 2.6 (a). Construimos la extension impar de esta funcion al interva-
lo [—1,1] definida por f(—x) = —f(x) para todo x € [—1,1], x < 0, y f(0) = 0. Luego se
define la extension a R, del periodo 2L = 2, definida por f(z + 2) = f(z) para todo x € R
(Figura 2.6 (b)). Finalmente, utilizando (2.10) e integrando por partes, obtenemos

1

2
bn:2/(1—x)sen(nﬁx)dx:—, n €N,
0

nm
luego

)
2
~ E — en mrx
nm
n=1
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/me

—-3L 2L 0 L 2L 3L

Ficura 2.7. Extension periddica de la extension par de la funcién definida
sobre [0, L] graficada en la Figura 2.5 (a).

En virtud del Teorema 2.1 se obtiene para 0 < x < 1

. 0 para x = 0,
(serie) =
1—2 paral <z <1,

es decir la serie converge a f(x) para 0 < x < 1 cuando n — 0o, es decir en aquellos puntos
donde la extension periodica de f a R es continua, y a

%(f(o-) + f(0+)) = %(—1 +1)=0

en x =0, donde la extension periodica posee una discontinuidad de salto.

2.3. Series de Fourier de cosenos

A raiz del item (iii) del Comentario 2.2, una funcién definida sobre [0, L] también puede
ser expandida en una serie de Fourier de cosenos. La construccién es similar a la construccion
de una serie de Fourier de senos. Para tal efecto consideremos una funcién f definida sobre
un intervalo [0, L], por ejemplo la funcién graficada en la Figura 2.5 (a). Entonces esta
funcién puede ser extendida a una funcién par definida sobre el intervalo [—L, L] mediante
f(—=z) = f(z) para todo x € [—L, L], lo que en este caso entrega la funcién graficada en
la Figura 2.4 (b). Luego construimos la extension 2L-periddica de esta funcién desde el
intervalo [—L, L] a todo R, ver Figura 2.7. Finalmente, notamos que la serie de Fourier (de
cosenos) de esta funcién es de la forma

—|— Z ap, COS @,
(2.8), e item (ii) del Comentario 2.2,

(2.
o L
/f an——/ f(x)cosmdx, n € N. (2.12)
L/, L

(La férmula para ag estd incluida en la féormula para a,, para n = 0.)

donde de acuerdo a (2.7

Ejemplo 2.5. Consideremos nuevamente la funcion f dada por (2.11). La extensién par
de f a [—1,1], definida por f(—x) = x para todo x € [—1,1], es

142z paraxe|—1,0|,
fla) = -
1—a parax € (0,1].
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o NN N

-3 -2 -1 0 1 2 3
X
FIGURA 2.8. Ejemplo 2.5: aproximaciones S,f(a:) para k = 0,...,5 de la ex-

tensién par y periédica (linea negra sélida).

La extension periddica de esta funcion con periodo 2L = 2 es definida por f(x +2) = f(x)
para todo x € R. Finalmente, podemos utilizar (2.12) con L = 1 y aplicar integracion por
partes para obtener

a0:2/01f(:1:)dx:2/01(1—1:)dx:1,
a, = 2/01f(:1:) cos(nrx)dr = 2/01(1 — z)cos(nmz)der = (1 — (-1)") ——

o n €N,

es decir la serie de Fourier estd dada por

F@) ~ g+ (- (1)

n2m?

cos(nmz).

A partir del Teorema 2.1 se obtiene
(serie) =1 —x para 0 <z <1,

ya que la extension periodica de f a R es continua en todas partes. La Figura 2.8 muestra
las aprorimaciones obtenidas por las sumas parciales fo, ..., fs correspondientes.

2.4. Convergencia y diferenciacién

Hay algunos puntos importantes que comentar en esta etapa.

Comentario 2.3.

(i) Es obvio que una funcion f definida sobre el intervalo [0, L] puede ser expandida en
una serie de Fourier completa, o en una serie de senos, o en una seria de coSeNos.
Mientras que éstas dos ultimas son unicas para la funcion dada, la primera no lo es:
como la serie de Fourier completa no requiere simetria, podemos extender f desde [0, L]
a [=L,L] en un nimero infinito de formas. Normalmente se escoge el tipo de serie
mds apropiado para el problema bajo consideracion. Una funcién definida sobre [—L, L]
puede, en general, ser expandida solo en una serie de Fourier completa.



22

(i)

2. SERIES DE FOURIER

Ya vimos que no podemos automdticamente suponer igualdad entre una funcion f y
su serie de Fourier. De acuerdo al Teorema 2.1, para una serie de Fourier completa
dicha igualdad es valida en todos los puntos en [—L, L] donde f es continua; también
es valida en x = —L yx = L si f es continua en estos puntos desde la derecha y
desde la izquierda, respectivamente, y f(—L) = f(L). Para una serie de senos esta
consideracion es valida en © = L si en este punto f es continua desde la 1zquierda y
f(L) = 0. Para una serie de cosenos esto siempre es posible si f es continua desde
la izquierda en x = L. Podemos utilizar argumentos similares para las series de senos
y de cosenos en x = 0. En lo siguiente trabajaremos exclusivamente con funciones
suaves a trozos; por lo tanto, para evitar notacion complicada y eventual confusion,
utilizaremos la igualdad en todas las circunstancias, donde se supone implicitamente
que la igualdad es entendida en el sentido del Teorema 2.1, del Comentario 2.1, y de
los presentes comentarios.

En las aplicaciones préacticas frecuentemente habra que diferenciar una serie de Fourier
término por término, por lo tanto es importante saber cuando esta operaciéon puede ser
realizada.

Teorema 2.2.

(i)

Si f es continua sobre [—L, L], f(—L) = f(L), y f" es suave a trozos sobre [—L, L],
entonces la serie de Fourier completa de f puede ser diferenciada término por término
y la serie que resulta es la serie de Fourier de f', la cual converge a f'(x) en todos los
puntos x donde f"(x) eziste.

Si f es continua sobre [0,L], f(0) = f(L) =0, y [’ es suave a trozos sobre [0, L],
entonces la serie de Fourier de senos de f puede ser diferenciada término por término
y la serie que resulta es la serie de Fourier de cosenos de f’, la cual converge a f'(z)
en todos los puntos x donde f"(x) existe.

Si f es continua sobre [0, L] y f" es suave a trozos sobre [0, L], entonces la serie de
Fourier de cosenos de f puede ser diferenciada término por término y la serie que
resulta es la serie de Fourier de senos de f', la cual converge a f'(x) en todos los
puntos x donde f"(x) eziste.

En los problemas de EDPs a ser discutidos en el resto de estos apuntes las condiciones del
Teorema 2.2 siempre estaran satisfechas y formalmente diferenciaremos las series de Fourier
correspondientes término por término sin explicitamente mencionar estas condiciones.



Capitulo 3

Problemas de Sturm-Liouville

Existe una clase de problemas que involucran EDOs de segundo orden que juegan un
rol importante para la solucién de EDPs. Aqui discutiremos los resultados mas importantes
en torno a estos problemas, los cuales generan el fundamento del método de separacion de
variables y la expansién en funciones propias.

3.1. Problemas de Sturm-Liouville regulares

Para evitar notaciéon complicada denotaremos un intervalo siempre por /, independien-
temente de si se trata de un intervalo cerrado, abierto o semi-abierto, acotado o infinito.
Intervalos especificos seran identificados por sus extremos o en términos de desigualdades.
Se supone que las funciones definidas sobre tales intervalos son integrables sobre los intervalos
respectivos.

Definicién 3.1. Sea X un espacio de funciones definidas sobre un intervalo I. Un operador
lineal diferencial L actuando sobre X se llama simétrico si para cualquier fi, fo € X,

[ R - peEnw) =0

Ejemplo 3.1. Sea X el espacio de las funciones dos veces continuamente diferenciables
sobre [0,1] y que se anulen enx =0 yx = 1. Sea L = d?/dz?. Entonces mediante integracion
por partes obtenemos que para cualquier par de funciones fi1, fo € X,

[ (e - pwsya = [ - ftyas

= [fifalaz /fldex [f2f1x0+/f1f2dx_0

luego L es simétrico sobre X .

Comentario 3.1. Un operador puede ser simétrico sobre un espacio de funciones pero no
sobre otro. Si no se impone ninguna restriccion con respecto a los valores en x =0 yx =1
de las funciones del Ejemplo 3.1, entonces L no es simétrico sobre el espacio X nuevo.

Definicién 3.2. Sea o una funcion definida en I con o(x) > 0 para todo x € 1. Si fi y fa
son dos funciones definidas también en I, entonces éstas se llaman ortogonales con peso o

sobre I si
/Ifl(w)fz(m)a(x) dz = 0.

23
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En el caso 0 = 1 las funciones f1 y fo se dicen simplemente ortogonales. Un conjunto de
funciones ortogonales por pares se llama conjunto ortogonal.

Ejemplo 3.2. Las funciones fi = 1 y fo(x) = 92—5 son ortogonales con el peso o(x) = x+1
sobre [0, 1] porque

A%%HﬂXx+de:A%%%%M—5Mx:0

Alternativamente podemos decir que las funciones fi(x) = z+ 1 y fo(x) = 92 — 5 son
ortogonales sobre [0, 1].

Ejemplo 3.3. Las funciones sen(3z) y cos(2x) son ortogonales sobre el intervalo [—m, ]
porque

™ s 1
/ sen(3x) cos(2z) dz = / §(sen(5x) + senz) dz = 0.

Definicién 3.3. Sea L un operador lineal actuando sobre un espacio X de funciones definidas
sobre (a,b). Una ecuacion de la forma

(Lf)(z) + Ao(z)f(x) =0, a<x<b, (3.1)

donde X es un parametro (real) y o es una funcion dada tal que o(x) > 0 para todo x € (a,b),
se llama problema de valores propios. Los nimeros A para los cuales (3.1) posee soluciones
no nulas en X se llaman valores propios, y las soluciones correspondientes no nulas se llaman
funciones propias.

Teorema 3.1. Si el operador L del problema de valores propios (3.1) es simétrico, entonces

(i) todos los valores propios \ son reales,
(ii) los walores propios forman una sucesion infinita Ay < Ay < -+ < A\, < --- tal que
Ap — 00 cuando n — o0,
(iii) las funciones propias asociadas con valores propios distintos son ortogonales con peso o

sobre (a,b).
Definicién 3.4. Sea [a, b] un intervalo finito, seanp, q y o funciones reales, y sean Ky, . .., Ky €
R tales que

(i) la funcion p es continuamente diferenciable sobre [a,b],
(i) las funciones q y o son continuas sobre [a,b] y o(x) > 0 para todo x € [a,b),
(iii) k1 y Ko no son ambas cero, y K3 y k4 no son ambas cero.

Entonces un problema de valores propios de la forma

(p(2)f'(x)) + qlz) f(z) + Ao(z) f(z) =0, a<z<b (3.2)

con las condiciones de frontera
k1f(a) + k2 f'(a) =0, (3.3)
k3f(b) + ke f'(D) =0 3.4

se llama problema de valores propios de Sturm-Liouville regular.
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Ejemplo 3.4. Parap=1,q=0,0=1, ki =1, ke =0, k3 =1,k =0,a=0yb=1L
obtenemos el problema de Sturm-Liouville reqular

f'(@)+ A f(2) =0, 0<z<L; f(0)=0, f(L)=0.

Ejemplo 3.5. Sip, q, 0, a y b son como en el Ejemplo 3.4 pero k1 =0, ko =1, k3 =01y
ks = 1, entonces obtenemos el problema de Sturm-Liouville reqular

")+ Af(x)=0, O0<axz<L; f(0)=0, f(L)=0.

Ejemplo 3.6. Eligiendo p, q, o, a y b como en el Ejemplo 3.4 pero k1 =1, ko =0, k3 =h
y kg = 1, entonces obtenemos el problema de Sturm-Liouville reqular

() +Mf(x)=0, 0<xz<L; f(0)=0, f(L)+hf(L)=0.
Ejemplo 3.7. El problema de valores propios
() +2f(x) + A\f(x) =0, 0<xz<1; f(0)=0, f(1)=0

es, efectivamente, un problema de Sturm-Liouville reqular. Utilizando una técnica de “factor
integrante” y el coeficiente de f’, podemos elegir las funciones

(@) = o(x) = exp (/2@) —e g=0.

Estas funciones satisfacen los requerimientos de la Definicion 3.4 y tal como podemos veri-
ficar facilmente, la identidad

(> f'(x)) + X f(z) =0, O<z<l
es equivalente con la ecuacion dada.
Teorema 3.2. FEl operador
Lf=@®f) +af (3.5)

definido por el lado izquierdo de (3.2) y que actia sobre un espacio de funciones que satisfagan
(3.3) y (3.4) es simétrico sobre X .

Demostracion. Supongamos, por simplicidad, que k1 # 0 y k4 # 0. Entonces, debido a (3.3)
y (3.4), cualquier funcién f € X satisface

fla) = =2 (@), f'(b)=~2F(b)

Por lo tanto, utilizando (3.5) y una integracién por partes, vemos que para cualquier par de
funciones fi, fo € X,

/ab(fl(LfQ) — fo(Lf1)) da
_ /ab (fl((pfé)’ +qfa) — f((f) + qf1)> de

b b
~ e8]~ [ ehifide— (RGO + [ pfifss
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= 0(0) (1) 106) — BO) ) — pla) () 2(0) ~ i)
=0 (-2 AL+ ZEOAD ) -l (L@@ + 2@ ) o

de acuerdo a lo pedido. Todas las deméas combinaciones de constantes k1, ..., k4 diferentes
de cero se tratan en forma similar. [ |

Corolario 3.1. Los valores propios y funciones propias de un problema de Sturm-Liouville
reqular poseen todas las propiedades listadas en el Teorema 3.1.

Antes de calcular los valores propios y funciones propias de problemas de Sturm-Liouville
especificos desarrollaremos una formula muy 1util que relaciona estas cantidades. Multipli-
cando (3.2) por f e integrando el resultado sobre (a,b) obtenemos

b b
02/(f(pf’)'+qf2)daj+)\/ of?dx
b b
- / (FF) = p(F) +af?) do + A / o da

b b
P [ G af)dee [opa

Como f es una funcién propia (solucién no nula) y o(z) > 0 para a < x < b, el coeficiente
de A en el tultimo término es diferente de cero. Por lo tanto podemos despejar A como sigue:

() U - af?) do - wirt) /] Cofde. (36)

Esta expresiéon es conocida como cociente de Rayleigh.

Ejemplo 3.8. Para el problema de Sturm-Liouville reqular del Ejemplo 3.4 obtenemos

b L
/ ((f')? — af?) do = /0 (F)2(x) dz > 0,

z=L .

Iz = @) f (@), =0,
/ andx:/O f(z)dx >0,

es decir a partir de (3.6),

A= /j(f/)?@) do //OL £(z) dz > 0. (3.7)

Obviamente, A\ = 0 si y sélo si f' = 0 sobre [0, L], es decir f = const. Pero esto no es
aceptable ya que de acuerdo a las condiciones de borde, la unica solucion constante es la
solucion nula. De acuerdo a lo anterior, X > 0, y la solucion general de la ecuacion del
Ejemplo 3.4 es

f(x) = Cy cos(VAz) + Cysen(VAz), Cy, Cy = const. (3.8)
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Utilizando la consdicion f(0) = 0 obtenemos C; = 0. A su vez, la condicion f(L) = 0 entrega
Cysen(VAL) = 0.

El caso Cy = 0 estd excluido, ya que Cy = 0 implicaria que f = 0 y estamos buscando
soluciones no nulas. En virtud de lo anterior, necesariamente se debe satisfacer

sen(VAL) = 0,

2
An:(%>, n € N.

Estos son los valores propios del problema, ya que las funciones propias correspondientes
(soluciones no nulas) son

es decir VAL = nw, n €N, o

fn(z) =sen ?, n € N.

Por conveniencia elegimos Cy = 1; cualquier otro valor Cy # 0 simplemente produciria un
multiple de sen(nmz/L).

Podemos verificar facilmente que las propiedades del Teorema 3.1 estan satisfechas. La
ortogonalidad de las funciones propias sobre [0, L] sigue inmediatamente a partir de (3.5)
porque el integrando es una funcion par.

Ejemplo 3.9. Aplicamos la misma técnica para calcular los valores propios y funciones
propias del problema de Sturm-Liouville del Ejemplo 3.5. La desigualdad (3.7) sigue vdlida,
pero ahora no podemos rechazar el caso A = 0 porque las funciones f = ¢ = const. (corres-
pondientes a A = 0) satisfacen ambas condiciones de borde. Eligiendo, por ejemplo, ¢ = 1/2
podemos decir que el problema posee el par valor propio-funcion propia dado por

Xo=0, folz)=1/2.
Tal como en el Ejemplo 3.8, para A > 0 la solucion general de la ecuacion es (3.8), luego
f(z) = —=CyV Asen(VAz) + Cov/ A cos(VAx).
La condicion f'(0) = 0 inmediatamente entrega que Co = 0; por lo tanto f'(L) = 0 implica
CiVAsen(VAL) = 0.
Como nos interesan sélo las soluciones no nulas, se sigue que
sen(VAL) = 0,

lo que significa que VAL = nm, n € N, es decir a partir de (3.8) con Co =0 y Cy =1, los
pares valor propio-funcion propia estan dados por

2
An = (%) . fa(z) = cos ?, n € N.

Comentamos que el conjunto completo de valores propios y funciones propias del problema
puede ser escrito como arriba, pero con n € Ny.
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Ficaura 3.1. Ejemplo 3.10: grafos de y = tan( (azul) e y = —(/(hL) (rojo),
para hlL = 2.

Finalmente, comentamos nuevamente que los valores propios y funciones propias satis-
facen las propiedades del Teorema 3.1. La ortogonalidad de éstas tultimas sobre [0, L] sigue a
partir de la primera formula en (2.3) y (2.4).

Ejemplo 3.10. Supongamos que h > 0 en el problema de Sturm-Liouville del Ejemplo 3.6.
Entonces, escribiendo la sequnda condicion de borde de este problema como f'(L) = —hf(L),
obtenemos

@) f @) @)].2, = [f@)f @] = FDFL) = F0)f/(0) = ~hf>(L),

luego (3.6) implica que

a= (@ )// File

donde A = 0 si y solo si f'(x) = 0 sobre [0,L] y f(L) = 0. Pero esto implica que f = 0,
lo que no es aceptable. Por lo tanto, los valores propzos de este problema de Sturm- Lzoumlle
son positivos. Para hallarlos, notamos que la solucion general de la ecuacion nuevamente es

dada por (3.8) y que la condicion f(0) =0 entrega Cy = 0. Utilizando la seqgunda condicion
de borde f'(L)+ hf(L) =0 obtenemos

Co (VA cos(VAL) + hsen(VAL)) =
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Para soluciones no nulas se debe tener Cy # 0; en otras palabras,
VAcos(VAL) + hsen(VAL) = 0.

Como cos(VAL) # 0 (en caso contrario, sen(v/AL) seria igualmente cero, lo que es imposi-
ble), podemos diidir esta igualdad por cos(v'AL) y concluimos que \ debe ser solucidn de la
ecuacion trascendente

tan(VAL) = —\/TX = —hiL(\/XL)

Sea ¢ := /AL, entonces ¢ estd dado por los puntos de interseccion de las funciones y = tan ¢

ey =—C/(hL).
Tal como ilustra la Figura 3.1, existe una cantidad numerable C, de tales puntos, luego
este problema de Sturm-Liouville posee una sucesion infinita de valores propios positivos

2
)\n:<%>, neN; )\, - 00 cuandon — o0

con funciones propias correspondientes (dadas por (3.8) con C;1 =0y Cy =1)

fulx) = sen(y/Anz) = sen %” neN.

En virtud del item (iii) del Teorema 3.1 el conjunto { fn}nen es ortogonal sobre [0, L].

Ejemplo 3.11. Para el problema de Sturm-Liouville del Ejemplo 3.7 se utiliza un procedi-
miento ligeramente modificado. Aqui las raices de la ecuacion caracteristica s> +2s+ X =0
son

81:—1+\/1—)\, SQ:—]_—\/]_—/\.

Como la naturaleza de estas raices cambia de acuerdo a st A < 1, A =1, o A > 1, conside-
raremos estos tres casos separadamente.

(i) Si A < 1, entonces 1 — X\ > 0, luego s1,82 € R y s1 # s9, y la solucion general de la
ecuacion es

f(x) = Cre™" 4+ Cye™*, (1, Cy = const,.
Utilizando las condiciones f(0) =0 y f(1) =0 llegamos a
Cl + 02 = 0, C’lesl + 02682 = 0.

Como s1 # so, este sistema solo posee la solucion Cy = Cy = 0, luego f = 0, entonces
concluimos que no existen valores propios A < 1.
(i) Si A =1, entonces

f(z) = (Cy 4+ Cex)e™™, (C4,Cy = const.

La condicion f(0) = 0 entrega Cy = 0, mientras que f(1) = 0 implica Coe™ = 0, es
decir Co = 0. Asi obtenemos f =0, por lo tanto A\ =1 no es un valor propio.
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(iii) Si A > 1, entonces la solucion general de la ecuacion es
flx)=e" <01 cos(VA — 1z) + Cysen (VA — 1x)), C4, Cy = const.

Como f(0) = 0, obtenemos Cy = 0, y a partir de la otra condicién, f(1) = 0, se
obtiene

Coe Psen vV —1=0.
Para soluciones no nulas esto implica que
senvA—1= 0,
es decir
VA—1l=nn, neN,
por lo tanto los valores propios del problema son
A =012+ 1, neN,

con las funciones propias correspondientes

fa(z) = e "sen(y/A, — 1z) = e “sen(nmz), neN.

Los problemas de Sturm-Liouville regulares poseen dos propiedades adicionales impor-
tantes.
Teorema 3.3.

(i) Para cada valor propio \,, n € N, existe solamente una funcion propia linealmente
independiente f,.

(il) El conjunto {f,}nen de las funciones propias es completo, es decir cualquier funcion
suave a trozos u definida sobre [a,b] posee una expansién en serie de Fourier generali-
zada (0 expansion en funciones propias) unica dada por

u(z) ~ icnfn(a:), a<x<b, (3.9)

la cual converge puntualmente a %(U(IE—) + u(z+)) para a < x < b (en particular a
u(zx) siu es continua en x).

Comentario 3.2.

(i) Los coeficientes ¢, se calculan a partir de las propiedades mencionadas en el item (i) del
Teorem 3.3 y del item (iii) del Teorema 3.1. Es decir, si tratamos (3.9) formalmente
como una igualdad, la multiplicamos por fn(x)o(x) e integramos el resultado sobre
[a,b], obtenemos

b 00 b b )
[ u@ @@ =3 [ fi@ i@t dr = [ (o) o) ds
@ n=1 a a
Reemplazando m por n podemos escribir

Cn = /abu(a:)fn(x)a(x) dx//ab(fn(x))%(x) dz, neN. (3.10)
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El denominador en (3.10) no puede ser cero para cualquier n ya que las funciones f,
son soluciones no nulas de (3.2)~(3.4) y o(x) > 0.

(ii) En el caso de los problemas de Sturm-Liouville discutidos en los Ejemplos 3.4 y 3.8, y
en los Ejemplos 3.5 y 3.9, la expansion (3.9) coincide, respectivamente, con las series
de Fourier de senos y de cosenos de u, y (3.10) entrega las formulas (2.10) y (2.12).
(Para los problemas de los Ejemplos 3.5 y 3.9, n € Ny.)

(iii) Utilizando el método del Ejemplo 3.11 podemos demostrar que los valores propios y las
funciones propias del problema de Sturm-Liouville reqular mds general

(@) +af(x) +bf(x) + Acf(z) =0, 0<az<L; f(0)=0, f[f(L)=0,
donde a, b, y ¢ > 0 son constantes, estdn dados por las respectivas formulas

1 (4n27r2

" 4e\ L2

nmwx

+a2—4b), fn(x):e_(“/z)xsenT, n € N.

Ejemplo 3.12. Supongamos que deseamos expandir la funcion +u(z) =x+1,0 < x < 1, en
las funciones propias del problema de Sturm-Liouville reqular discutido en los Ejemplos 3.6
y 3.10 con L = h = 1. Las primeras cinco raices positivas de la ecuacion tan( = —(
mencionada en el Ejemplo 3.10 son (aprozimadamente)

G1=2,0288, (=49132, (3="79787, (4=11,0855, (5= 14,2074.
Luego, utilizando (3.10) con o = 1 obtenemos los coeficientes aproximados
cp =19184, ¢, =0,1572, ¢35 =0,3390, c4=0,1307, ¢5=0,1696,
es decir (3.9) asume la forma

u(z) ~ 1,9184 sen(2,0288z) + 0,1572sen(4,91322) + 0,3390 sen(7,9787x)
+ 0,1307 sen(11,0855z) + 0,1696 sen(14,2074x) + . . ..

Ejemplo 3.13. Consideremos la funcion u(x) = e para 0 < x < 1. Si f,, son las funciones
propias del problema de Sturm-Liouville reqular discutido en los Ejemplos 3.7y 3.11, es decir

falz) =e “sen(nmzx), n €N,

entonces (3.10) con o(x) = e** entrega los coeficientes
= (1- (—1)”)i n €N
nﬂ_? 7
luego la expansion (3.9) estd dada por
u(x) ~ i(l — (-1 le’x sen(nmzw).
nm

n=1
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3.2. Otros problemas

Una cantidad importante de problems de Sturm-Liouville no son regulares.

Definicién 3.5. Consideremos la notacion de la Definicion 3.4. Un problema de valores
propios que consiste en resolver la ecuacion (3.2) con las condiciones

fla)=f(b), f'(a)=f(b) (3.11)
se llama problema de Sturm-Liouville periédico.

Comentario 3.3. Se puede demostrar que el operador diferencial introducido en (3.5) tam-
bién es simétrico sobre el nuevo espacio de funciones definido por las condiciones de frontera
(3.11), es decir el Teorema 3.1 nuevamente es aplicable. Sin embargo, al contrario de los
problemas de Sturm-Liouville requlares, aqui se pueden presentar dos funciones propias li-
nealmente independientes para el mismo valor propio. No obstante, siempre podemos elegir
un par de funciones propias que sea ortogonal sobre [a,b] con respecto al peso o. Para una
eleccion de este tipo, el item (ii) del Teorema 3.3 sigue siendo vdlido.

Ejemplo 3.14. Consideremos el problema de Sturm-Liouville periodico donde p =1, ¢ = 0,
c=1l,a=—-Lyb=1L con L >0, es decir,

f'(@) +Af(x) =0, —L<xz<L; f(-L)=f(L), f(=L)=f(L)
Utilizando el argumento del cociente de Rayleigh y las condiciones de borde indicadas arriba
obtenemos nuevamente la desigualdad (3.7). Aceptamos el caso A = 0 dado que, tal como en
el Ejemplo 3.9, las funciones constantes correspondientes satisfacen ambas condiciones de
borde, por lo tanto el problema posee el par valor propio-funcion propia

1

)\0 = O, fo(l’) = 5

Para A > 0 la solucion general de la ecuacion es
flz) =Cy cos(\/Xx) + (% sen(\/Xm), C1, Cy = const.
con la derivada

fl(z) = —01\/XSGH(\/X96) + Cg\/Xcos(\/X:c).

A partir de las condiciones y de las identidades cos(—a) = cosa y sen(—a) = —sena
obtenemos que Cy y Cy satisfacen el sistema

(@) COS(\/XL) — (Y sen(\/XL) = cos(\/XL) + Cy sen(\/XL),
C, sen(\/XL) + O,y COS(\/XL) = —-C} sen(\/XL) + O, cos(\/XL),
el cual se reduce a
(& sen(\/XL) =0, Cy sen(\/XL) =0.

Como estamos buscando soluciones no nulas, no se puede admitir sen(\/XL) = 0 porque esto
implicaria Cy = Cy =0, es decir f = 0. Por lo tanto, sen(\/XL) =0, lo que tal como en los
ejemplos anteriores implica los valores propios

)\n—<%>2, neN.
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Como C y Cy pueden ser elegidos arbitrariamente, a partir de la solucion general podemos
extraer (escogiendo C1 =1, Cy = 0 y luego C; = 0, Cy = 1) las funciones propias linealmente
independientes

nmwr nmw
fin(x) = cos —,  fou(z) =sen——, n €N,
L L
la cuales, tal como discutimos en el Capitulo 2, son ortogonales sobre [—L, L]. En el presente

caso, la expansion (3.9) es de la forma

U(JZ) ~ % + Z(Clnfln(ﬂf) + Can2n(x))

o
Co n Z nmwx N nmwx
= — C1p, COS —— + Ca,, SEN ——
2 “ L L )’
n=

la cual es, precisamente, la serie de Fourier completa de u. Los coeficientes Con, Cin Y Con,
calculados mediante (3.10) con 0 =1, a = —L, b = L yn € Ny (para incluir la funcion
propia adicional fy), coinciden con los coeficientes dados por (2.7)—(2.9).

Definicién 3.6. Un problema de valores propios basado en (3.2) se llama problema de
Sturm-Liouville singular si posee una o mds de las siguientes propiedades:
(i) p(a) =0 o p(b) =0,
(ii) cualquiera de las funciones p(x), q(z) o o(x) tiende a infinito cuando x — a+ o
xr — b—,
(i) a = 00 0 b = 0.

Comentario 3.4. En el caso de un problema de Sturm-Liouville singular hay que redefinir
las condiciones de borde para asegurar la simetria del operador L definido por (3.5). Por
ejemplo, si p(a) = 0 pero p(b) # 0, hay que exigir que f(x) y f'(x) permanezcan acotadas
cuando © — a+ y que deben satisfacer (3.4). Si el intervalo donde la ecuacion es vdlida es
(a,00), entonces posiblemente hay que exigir que f(x) y f'(x) permanezcan acotadas cuando
x — o0 y que deben satisfacer (3.3). Otras condiciones de borde impuestas por necesidades
analiticas o fisicas también pueden ser consideradas.

Ejemplo 3.15. El problema de valores propios

(2 + 1) f"(z) +22f () + (N —2)f(z) =0, x>1;
f'(1)=0, f(x), f'(z) acotadas cuando x — oo

es un problema de Sturm-Liouville singular: la EDO puede ser escrita en la forma (3.2) con
plx)=2*+1, g(x) = —x, 0 =1, y (a,b) = (1,00). Las condiciones de borde son del iltimo
tipo mencionado en el Comentario 3.4.

Un numero de problemas de Sturm-Liouville singulares que se presentan en el estudio de
modelos matematicos dan origen a clases de funciones importantes. Discutiremos algunas de
éstas en forma explicita.
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3.3. Funciones de Bessel
Consideremos el problema de Sturm-Liouville singular
2 f"(x) +xf (x) + A\ —m?) f(z) =0, 0<z<a (3.12)
f(x), f'(z) acotadas cuando = — 0+, f(a) =0, (3.13)

donde a > 0 es un nimero dado y m € Ny. Escribiendo (3.12) en la forma

(@ @) =" (@) + A f(@) =

podemos verificar que se trata de una ecuacién del tipo (3.2) con p(z) = z, q(z) = —m?/x
y o(z) = x. Consideremos primero el caso m = 0, cuando ¢ = 0 y (3.12) se reduce a

zf"(x)+ f(z) + Axf(x) =0, 0<z<a.
Considerando (3.13) obtenemos
p@)(f)* (@) = a(x) f*(2) = 2(f)*(z) 20, 0<z<a,
) f@) f@)], 2y = [#f @) f @], = af(a) f'(a) = lim 2f(2)f'(z) =0,

por lo tanto, de acuerdo al cociente de Rayleigh (3.6),

/\_ dx//xf

Efectivamente, tal como ilustra esta férmula, se tiene A = 0 si y sblo si f/(z) = 0 para
0 < x < a; es decir, si y s6lo si f = const. Pero esto es imposible, ya que la condicién de
borde f(a) = 0 implicaria f = 0, lo que se contradice con la definicién de una funcién propia.
Por lo tanto, concluimos que A > 0.

Sea ahora m > 1. Multiplicando (3.12) por f(x) e integrando de 0 a a, obtenemos

/a(x2f"(x)f(x) +af(z)f(z) + Ma® f2(x) — mzfz(x)) dz = 0. (3.14)

0
Integrando por partes e interpretando f(x)y f/(x) en z = 0 en el sentido de limites mencio-
nado arriba, y utilizando (3.13) obtenemos

/Oaxf/(JT)f(J?)dx:/Oag(f2(x))/dx_ [fo __/ f2
- _%/Oan(x)dx
/oa 2 f" (@) (@) do = [22]' (@) f(@)] .= - / (2(7/(@))* + 20 f (@) () ) o
= [P0 - pw)a

Reemplazando esto en (3.14) obtenemos

- /Oa(x2(f/<x))2+ <m2 - %)fz(x)) dx//oaxf2(x) dr > 0
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El mismo argumento utilizado para m = 0 excluye el valor A = 0, por lo tanto A > 0.
Sea & : =V Az y f(z) = f(£/V)) = g(€). En virtud de la regla de la cadena,

fll@)=VAd(©€), f'(x)=Ag"(©),
luego (3.12) se convierte en

€29"(§) +€4'(§) + (€2 —m?)g(§) = 0. (3.15)

Esta ecuacién se llama ecuacion de Bessel del orden m. Dos soluciones linealmente indepen-
dientes de esta ecuacién se llaman funciones de Bessel de primera y de sequnda especie del
orden m, denotadas por J,, e Y,,.

Comentario 3.5.

(i) Para m > 1 las funciones J,, satisfacen las relaciones de recursion

2m
Jm—l(x> + Jm-i—l(x) = 7Jm(x)v Jm—1<w) - Jm-i—l(x) = QJ;@(x%
lo que tmplica que
(SEme(ZL'))/ =" Jm-1(x).

Las funciones'Y,, satisfacen identidades similares.
(ii) Las funciones Jy,, e Y, tambien pueden ser calculadas mediante las llamadas integrales

de Bessel:
1 T 1 " —i(mr—zsenT)
Im(x) == [ cos(mt —xsent)dr = — e dr,
T Jo 2m J_,
1 " 1 - mT m_—mt) ,—xsenh 7T
Yo(z) == [ sen(zsent —m7)dr — = (€™ 4+ (=1)™e ™ )e dr.
T Jo T Jo

(ili) Cuando x — 0+,

Jo(z) =1, Ju(z) =0, meN; Y,(r)— —oco, meN,.
(iv) La funcion J,, posee la expansion en serie de Taylor
x)2k+m

— (=1
Im() = ]; Kk +m)! (5

(v) Las funciones de Bessel pueden ser definidas para cualquier orden m € R (e incluso
cualquier m € C). Por ejemplo, si el orden es un entero negativo —m, ponemos

Tom() = (—=1)™ T ().

(vi) St m es un entero, las funciones J,, son generadas por la funcion

o5 1)) = 5 sute
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(a) (b)
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FI1GURA 3.2. Las funciones de Bessel (a) de primera especie J,,, m =0,...,5,

(b) de segunda especie Y,,, m =0,...,5.

La Figura 3.2 muestra las funciones Jy,...,Js e Yy, ..., Y5.
Regresando a (3.15), podemos escribir la solucién general de esta ecuaciéon como

g(&) = C1Jn (&) + CY,,(§), Ch,Cy = const.,
es decir
f(x) = C1Jn (VAz) + CoYi (VIAZ).

A raiz del item (iii) del Comentario 3.5, la primera condicién (3.13) implica que Cy = 0.
La segunda entonces entrega Cy.J,,(vAa) = 0. Como nos interesan soluciones no nulas, se
debe satisfacer .J,,(vAa) = 0. La funcién .J,, posee un niimero infinito de ceros positivos, los
que forman una sucesion {&,, tnen tal que &, — 0o cuando n — oo para cada m € Ny,
por lo tanto el problema de Sturm-Liouville singular (3.12), (3.13) posee los pares valor
propio-funcién propia

2
Ay = (57”—”) o Fon(@) = T (gm;x) . neN.

a

Resulta que efectivamente { f,., }nen €s un sistema completo para cada m € Ny ya que

/a Im (Emnx) Im (Em_px) rdr = {0 para 1 7 p. m € Ny.  (3.16)
0 a a

(a%/2) 541 (§mn)  para n =p,

Estas relaciones de ortogonalidad (con peso o(z) = x) nos permiten expandir cualquier
funciéon u apropiada en una serie de Fourier generalizada de la forma

u(z) ~ i Connom (5’””””) (3.17)

a
n=1
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para cada m € Ny. Para determinar los coeficientes ¢, seguimos el procedimiento del item (i)
del Comentario 3.2 con (a,b) reemplazado por (0,a), ¢, por ¢mn, fo(x) por Jo(&mnx/a), y

o(z) por z. Utilizando (3.16) obtenemos, finalmente,
Coin = ———————— w(x)J, | —— | rdr, neN. (3.18
(émn) 0 ( ) a )

2 72
a Jm—f—l

Comentario 3.6. La serie (3.17) converge a u(z) en todos los puntos x donde u es continua
en el intervalo (0,a). Sim = 0, el punto x = 0 también estd incluido. Si m > 0, entonces
x =0 estd incluido si u(0) = 0. El punto v = a estd incluido para todo m > 0 si u(a) = 0.

Ejemplo 3.16. Sea u(x) = 2x — 1, y sea a = 1 y m = 0. Limitando la aproximacion
computacional a cuatro digitos decimales, obtenemos los primeros cinco ceros de Jo(&):

Co1 = 2,4048, &g = 5,5201, o3 = 8,6537,  &ou = 11,7915, &os = 14,9309.
Utilizandolos en (3.18) obtenemos los coeficientes

co1 = 0,0329, oo = —1,1813, o3 = 0,7452, oy = —0,7644, co5 = 0,6146.
En virtud de lo anterior, a partir de (3.17) obtenemos la expansion aproximada

u(z) ~ 0,0329.Jy(2,4048z) — 1,1813.Jy(5,5201z) + 0,7452.J5(8,6537x)
—0,7644J5(11,79152) 4+ 0,6146.J5(14,9309x) + . . ..

Construiremos una seqgunda expansion para u utilizando m = 1. Utilizando el mismo tipo de
aproximacion obtenemos los ceros de Jy

£ =3,8317, & =T,0156, &3 =10,1735, &= 13,3237, &5 = 16,4706,

(3.19)

es decir mediante (3.18) llegamos a los coeficientes
cip = 0,3788, c1o = —1,3827, 13 =0,4700, c14 = —0,9199, ¢35 =0,4248
y a la expansion aproximada
u(x) ~ 0,3788.,(3,8317x) — 1,3827.J,(7,0156x) + 0,4700.J;(10,1735x)
—0,9199./;(13,3237z) + 0,4248.J,(16,4706x) + . . ..

En la Figura 3.3 graficamos las aprorimaciones definidas por los primeros cinco términos de
(3.19) y (3.20), respectivamente.

(3.20)

3.4. Polinomios de Legendre
Consideremos el problema de Sturm-Liouville singular
(1 =B f"(x) = 2zf (z) + M\ f(x) =0, —-1l<uw<l, (3.21)
f(x), f'(z) acotadas cuando r — —1+ y = — 1—. (3.22)
Como la EDO (3.21) puede ser escrita como
(1= 2*)f' (@) + Af(z) =0,
queda claro que p(z) =1 —2% ¢q(z) =0,y o = 1.
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(a) (b)
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F1auraA 3.3. Ejemplo 3.16: aproximacién de u(z) = 2z —1 (linea negra sélida)
(a) mediante la funcién Jy (3.19), (b) ediante la funcion J; (3.20), considerando
en cada caso los primeros cinco términos de la expansion.

Un anélisis detallado del problema (3.21), (3.22) (fuera del enfoque del presente texto)

muestra que sus valores propios son A\, = n(n+ 1) para n € Ny, y que la solucién general de
(3.21) con A = )\, es de la forma

fa(z) = C1Py(2) + CoQy(x),  C1,Cy = const., (3.23)

donde las funciones P, son polinomios del grado n, los polinomios de Legendre, dados por

S

1 Sa (C1)F @n—2k)
P”(I):Z_”g om0 ENe s=1n/2).

Las funciones @), las funciones de Legendre de sequnda especie, poseen la representacion

dz
@) = P.0) [ T—pary

n e No.
Comentario 3.7.
(i) Los polinomios P, estin dados por la férmula de Rodrigues

1 d i
Pn(x) = 2nn'@(1}2 — 1) s n e NO,

P@) =1, Pi(z) =z, Pg(x):%(—l—l—?)xz), Pg(x):%(—?)m—i—f)x?’),

1 1
Py(z) = §<3 — 3027 + 352%), Ps(z) = §(15x — 702 + 6312°).
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FicurA 3.4. (a) Polinomios de Legendre P,(x), n = 0,...,5; (b) funciones

de Legendre de segunda especie Q,(z), n =0,...,5.
(ii) Los polinomios P, también pueden ser calculados mediante la funcidn generadora
L—to+)2 =3 "Pa)t", |a|<1, [t|<1.
n=0

(iii) Los polinomios P, satisfacen la relacion de recursion
(n+1)Pyi(x) — 2n+ DzP,(z) + nPy1(x) =0, neN.
iv) El sistema { P, }nen, €s ortogonal sobre |—1,1]; especificamente,
0

! )0 para n # m,
/_1 Po(2) Pon(x) da = {2/(2n Ly LT (3.24)

(v) El sistema { P, }nen, €s completo.
(vi) Las funciones Q,(x) son no acotadas cuando x — —1+ y x — 1—.
(vii) Las funciones Q,(x) estdn dadas por la férmula recursiva de Bonnet:

1. 1+=2

§ln1_x paran =0,
Qn(x) = ¢ Pi(2)Qo(z) — 1 paran =1,
2n — 1 -1
t TQn_1(x) — n Qn_2(x) paran > 2.
n n
La Figura 3.4 muestra los polinomios de Legendre P,(z), n =0,...,5 y las funciones de

Legendre de segunda especie Q,(x), n=0,...,5.
A raiz del item (vi) del Comentario 3.7 las funciones f, dadas por (3.23) satisfacen las
condiciones de borde (3.22) sélo si Cy = 0; por lo tanto, las funciones propias del problema

de Sturm-Liouville (3.21), (3.22) son f,(z) = P,(z), n € Ny.
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Ficura 3.5. Ejemplo 3.17: aproximacién de la funcién (3.27) mediante la

expansién en polinomios de Legendre (3.28), considerando los primeros seis
términos de la expansion.

Tal como antes, el item (v) del Comentario 3.7 nos permite expandir cualquier funcién
apropiada u en una serie de la forma

u(z) ~ Y e Py(), (3.25)
n=0
donde aplicando la técnica del item (i) del Comentario 3.2 y considerando (3.24), vemos que
los coeficientes ¢,, son calculados a través de la férmula

2n+1 (!
Cp = n2+ / u(z)P,(z)dz, n € Ny. (3.26)
-1

Comentario 3.8. Si u es suave a trozos sobre (—1,1), entonces la serie (3.25) converge
a u(x) en todos los puntos x donde u es continua, y a %(f(x—) + f(z+)) en los puntos x
donde u posee una discontinuidad de salto.

Ejemplo 3.17. Consideremos la funcion

{Qx—i— 1 para —1 <
u(r) =

<0,
- § (3.27)
3 para 0 <z < 1.

En virtud de (3.26) y las expresiones de P, en el item (i) del Comentario 3.7, obtenemos

3 5 5 3 1
00_27 61_27 Co = 87 04_167 05—16,
luego a partir de (3.25) obtenemos la expresion
3 > S 7 3 11

La Figura 3.5 muestra el grafo de u y de la funcion definida por los primeros seis términos
en el lado derecho de (3.28) (la aproxzimacion de u).
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3.5. Armonicos esféricos

Una forma més general del problema de Sturm-Liouville singular (3.21), (3.22) es obtenida
si (3.21) es reemplazada por la ecuacidn de Legendre asociada

1 — 22

(1= 2)f'(x)) + ()\ oo )f(x) 0, —l<z<l, (3.29)

donde m € Ny. Obviamente, aqui p(z) = 1 — 22, ¢(z) = —m?/(1 — 2?) y 0 = 1. Se puede
demostrar que los pares valor propio-funcién propia de del problema (3.22), (3.29) estan
dados por

A=nn+1), n=mm-+1,...,

dm
_ pm o .2 \m/2
falz) = P(2) = (1 = 2%)"™ 2 Pu(2) (3.30)
_ (_1)m 2\m/2 drem 2 n
R )
Para cada m = 0,1,...,n, las funciones P’*, llamadas funciones de Legendre asociadas,

satisfacen la férmula de ortogonalidad

P (z) P (z)dx = 2(n +m)!

n

! (2n+1)(n —m)!

(3.31)

/1 0 para n # k,

para n = k.

La definicién de las funciones P puede ser extendida a indices negativos enteros m mediante
la dltima expresién del lado derecho de (3.30). Una computacién directa entrega

2

(n—m)! .
— TPy, (3.32)

(n+m)! "

PymM(x) = Uy )

" 2!

(@ =1)") = (=)™

Los armodnicos esféricos son funciones complejas que se presentan en el contexto de pro-
blemas formulados en términos de coordenadas esféricas, las cuales estan conectadas a las
coordenadas cartesianas z, vy, z a través de

x=rcosfsenp, y=rsenfseny, 2z =r1rcosyp.

Aqui r > 0 es el radio, 6 € [0,27) es el dangulo azimutal, y ¢ € [0, 7] es el dngulo polar. Los
armonicos esféricos estan definidos por

Y0, ) = PM(cos )™, n e Ny,

n

donde m = 0,1,...,n y de acuerdo a la férmula de Euler, ™’ = cos(m#) + isen(mf). En
virtud de (3.31) se puede verificar que
o 4w (n +m)!
| ] e onie.psenpdeds = § o+ 1= m)
o Jo

0 en otro caso,

sim=I[1yn=k,
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donde a denota el conjugado complejo de a. Esta igualdad nos permite normalizar las fun-
ciones Y, escribiendo
(2n+1)(n — m)!

Yom(0, ) = < 47t (n 4+ m)!

Es en esta forma que los armonicos esféricos normalmente estan conocidos.
Las funciones Y, ,, satisfacen la férmula de ortonormalidad

1/2 .
) P™(cos p)e™. (3.33)

1 sim=1 =k
SmeELy = (3.34)
0 en otro caso.

2T s
/ / Yom (6, (p))_/k,l(e, v)sen pdpdf = {
o Jo

Connsiderando (3.32) también podemos definir
Yo —m(0,0) = (=1)"Y,.m(0, 0). (3.35)
Ejemplo 3.18. A partir de la seqgunda formula en (3.30), (3.2), y (3.35) podemos deducir

ol0.) = 2y /1,

Yi-1(0, ) = % %e‘e Sen ¢ = % %x _r 1y7
Vio(0.) = 5y [Zeosip = 1122,

Vo) = —o [ E e seny 1 [EEED,

Voalbp) = 2o/ ety = 1 [ W)

Yo _1(0,p) = % %ew sen  cos @ = % g(x_r%)z’
Ya0(0. ) = i ;(3C082g0 —1) = % ;W’
Ya1(0,¢) = _%\/geie sen @ cos p = —% g(mt—;y)z’
Ya2(0, ) = i gemsen%p — i ;W;—;ZJ)Q

Comentario 3.9. En la literatura se encuentran ilustraciones de los armonicos esféricos
similares a la Figura 3.6.

Comentario 3.10. Cualquier funcion u apropiada definida sobre una esfera puede ser ex-
pandida en una serie de armonicos esféricos de la forma

U(Q, @) ~ Z Z Cn,mYn,m(‘ga 90)7 (3.36)

n=0 m=—n
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Degree (m)
3 -2 i 0 1 2 3

C
&
¢

Order (n)

o ¢ and

F1GURA 3.6. Partes reales de los arménicos esféricos Y, (0, ¢) hasta tercer
orden (n = 0,...,3) para el grado —3 < m < 3, con l6bulos en color claro
(cyan) indicando valores positivos y en color oscuro (rojo) indicando valores
negativos. Para cada n dado, cada fila en la tabla contiene 2n + 1 modos [15].

la cual converge a u(f,¢) en todos los puntos donde u es continua. Para determinar los
coeficientes ¢, multiplicamos cada término en (3.36) por Yi.(0, ) sen ¢, integramos sobre
[0,27] x [0, 7], y consideramos (3.34). Después de reemplazar k,l por n,m obtenemos

/ / 0,0)Yn.m(0, ) sen pdpdb. (3.37)

Ejemplo 3.19. Sea la funcidon v(x,y,z) = 2 + 2y definida sobre la esfera con el centro
(0,0,0) y radio uno. En términos de coordenadas esfericas se tiene

u(0, p) = cos® fsen’p + 2sen f sen .

Utilizando (3.37) y las expresiones explicitas de Y, , dadas en el Ejemplo 3.18 obtenemos

2/ 2V2r,
17

Co,0 = —3 y  C10= 0, Ciq1=C,—1= 3
2 I 2
Co—1 = C21 = 0, Co0 = —§ ga Coo = Co 2 = 1—5,

luego de acuerdo a (3.36),

24T 24/ 2T, 2/ 2T, 2
u<97 (;0) = \3/_)/0,0(9a 90) + 3 1}/1,—1(9a 90) + 3 1}/1,1(97 30) + 1_5}/2,—2(9a @)
2 | 2T
-5 _3/2,0(97 90) + _}/2,2(97 90)

15
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Esta es una serie finita porque f es una combinacion lineal de los armdonicos esféricos listados
en el Ejemplo 3.18.

Ejemplo 3.20. Si la funcion del Ejemplo 3.19 es reemplazada por

{x para z = 0,
v(x,y,z) =
yz para z <0,

entonces su equivalente en coordenadas esféricas es

(0, 0) = cosfsen ¢ para 0 < ¢ < 7/2,
)= senfsenpcosy para /2 < @ < 7.
En este caso (3.37) entrega los coeficientes
s 3
cop=cl0=0, cp1=—-C_1=—4/=(2+=1],
0,0 = C1,0 1,1 1,-1 5 ( 3 )
0 _ ™ (15 .
Co0=1Coa=0, g1 =-—Co 1=—4/—(——1],
2,—2 = €22 2,1 2,—1 30\

luego la expansion (3.36) asume la forma

w(,0) ~ \/2(2 - gl) Vi 1(0, ) — \/g(z + gl) Yia(0,)

T (15 . T (15 .
%<Z+1)Y2,1<‘9a90)— %(Z—l)ym(ea@‘i‘----

Comentario 3.11. Una clase muy general de lo que llamamos funciones “apropiadas” en
este capitulo son las funciones cuadrdticamente integrables, es decir funciones u tales que

/ ‘u(a:)fdx < 00,
D

donde D es su dominio de definicion, x es un punto genérico en D y dx es el elemento de
longitud, drea, o volumen. Si escribimos todas las series (3.9), (3.17), (3.25) y (3.36) como
u(@) ~ 3 enfal@),
n=1

entonces éstas convergen en el sentido de

2
lim dx = 0.

N—o0 D

u(@) = 3 eafile)

Tal como ya comentamos, si u es suficientemente suave, esta serie también converge a u(x)
en el sentido puntual cldsico en cada x € D donde u es continua. Para simplificar la nota-
cion, y como las funciones de interés para nosotros satisfacen el requerimiento de suavidad,
a partir de ahora usaremos el simbolo de igualdad entre estas funciones y sus respectivas
representaciones como serie de Fourier, aunque rigurosamente la igualdad es vdlida solo en
sus respectivos puntos de continuidad.



Capitulo 4

Algunas ecuaciones fundamentales de la fisica matematica

La mayoria de los procesos y fenémenos en el mundo real son estudiados mediante modelos
matematicos. Una investigacion de este tipo generalmente comprende tres etapas:

(i) El modelo es formulado en términos de expresiones matematicas que describen las
relaciones cuantitativas entre las cantidades fisicas involucradas.
(ii) Las ecuaciones del modelo son resueltas mediante varios métodos matematicos.
(iii) Los resultados matematicos son interpretados desde un punto de vista fisico en relacién
con el proceso original.

En este capitulo demostraremos como tres modelos matematicos simples, pero fundamenta-
les, que involucran ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) son derivados. Estos modelos
son importantes porque cada uno de ellos es representativo de una clase de EDPs lineales de
segundo orden.

Definicién 4.1. Una ecuacién diferencial parcial (EDP) es una ecuacion que contiene una
funcion incognita de varias variables y una o mds de sus derivadas parciales.

Para simplificar la notacién utilizaremos para u = u(z,t)

ou 0%u ou d%u

—, Uy = =, Uy = —, Ugy = —, etc.
675 tt 8t2 T 8x TT

oz’

Ut ‘=

4.1. La ecuacion del calor

Consideremos la conduccién del calor en una barra en la forma de un cilindro delgado
descrito por los siguientes parametros fisicos: su longitud L, su area de seccién transversal A
(supuesto constante), la densidad de energia térmica (energia térmica por volumen unitario)
E(z,t), el flujo del calor (energia térmica por area unitaria, fluyendo hacia la derecha, por
tiempo unitario) p(z,t), y las fuentes o sumideros del calor (energia térmica por volumen
unitario, generada o perdida dentro de la barra por volumen unitario) ¢(z,t).

En lo siguiente supondremos que la superficie lateral (cilindrica) de la barra est4 aislada,
es decir no ocurre intercambio de calor a través de ella. También utilizaremos el término
“fuentes” para referirnos tanto a fuentes como a sumideros. La ley fisica en la que estd
basado el modelo matemaético es la ley de conservacion de energia térmica, es decir

tasa de cambio de la energia térmica en el cuerpo
= flujo del calor por las fronteras por tiempo unitario

+ calor generado por fuentes por tiempo unitario.

45
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Para una barra de longitud arbitraria obtenemos a lo largo del eje x, entre z = ay x = b > a,
b

b
@), E(z,t)Adz = (p(a,t) — ¢(b1))A —|—/a q(x,t)Adx

b b
——/ SOm(l’,t)Adx—l—/ q(z,t)Adz, t>0.

Dividiendo por A obtenemos que para ¢t > 0 y cualquier subintervalo (a,b) C (0, L),

b
/ (Bi(z,t) + pu(z,t) — g(z,1)) dz = 0.
En virtud de la arbitrariedad de a y b, esto significa que
Ey(x,t) = —pp(z,t) + q(z,t), 0<az<L, t>0. (4.1)

Introduciremos ahora paramétros fisicos adicionales para describir la barra, a saber: la
temperatura u(x,t), el calor especifico (la energia térmica que eleva la temperatura de una
masa unitaria en una unidad) c¢(x) (esta cantidad se supone independiente de la temperatu-
ra), la conductividad térmica Ky(z) (también considerada independiente de la temperatura),
y la densidad de masa o(z). Entonces la energia térmica total en el segmento (a,b) de la
barra estda dada por

b b
/ E(x,t)Adx = / c(x)o(x)u(z,t)Adx, t>0.
Utilizando el razonamiento anterior podemos deducir que
E(z,t) = c(x)o(x)u(z,t), 0<ax<L, t>0. (4.2)
Por otro lado, de acuerdo a la ley de Fourier de la conduccion del calor,
o(x,t) = —Ko(x)uz(z,t), 0<ax <L, t>0. (4.3)

A partir de (4.2) y (4.3) podemos ahora escribir la conservacién de energia expresada por
(4.1) como

c(x)o(x)u(z,t) = (Ko(x)ux(a:,t))x +q(z,t), 0<az<L, t>0. (4.4)

Suponiendo que la barra es uniforme (¢, o y Ky son constantes) y que no existen fuentes de
calor internas (¢ = 0), vemos que (4.4) se reduce a

ur(z,t) = kuge(z,t), 0<ax <L, t>0, (4.5)

donde k = Ky/(co) es la difusividad térmica de la barra. La ecuacion (4.5) se llama ecuacion
(de difusion) del calor.

Si hay fuentes en la barra, entonces esta ecuacién es reemplazada por su versiéon no
homogénea

ur(z,t) = kg, (z,t) + q(x,t). 0<az <L, t>0,

donde ¢ ahora incorpora la constante 1/(cp).
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Como (4.5) es una ecuacién de primer orden con respecto al tiempo, se necesita sélo una
condicién inicial, la cual normalmente se elige como

u(z,0) = f(z), O0<az<L,

es decir se prescribe la distribucién inicial de la temperatura en la barra.

Como la ecuacién es de segundo orden con respecto a la variable espacial se requieren dos
condiciones de borde. Existen tres tipos principales de condiciones de frontera fisicamente
relevantes que usualmente se especifican para los extremos ¢ =0y x = L.

(i) La temperatura puede estar dada en un extremo, por ejemplo
u(0,t) = at), t>0.

(ii) Sila barra estd aislada en un extremo, entonces la condicién de frontera debe indicar
que en este extremo se anula el flujo del calor. En virtud de (4.3) esto significa que la
derivada u, debe ser cero; por ejemplo,

uz(L,t) =0, t>0.

Mas generalmente, si el flujo del calor por el extremo x = L estd dado, entonces esta
condicién asume la forma

up(L,t) = B(t), t>0.

(iii) Si un de los extremos conecta con otro medio utilizamos la ley del enfriamiento de
Newton, la cual establece que la tasa de pérdida de calor de un cuerpo es proporcional
a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y sus alrededores. En este caso, por
ejemplo,

Koug(0,t) = H(u(0,t) — U(t)), t>0,

donde U(t) es la temperatura (dada) del medio externo y H > 0 es el coeficiente de
transfer de calor. A raiz del convenio con respecto a la direccién del flujo del calor, en
el extremo x = L este tipo de condicion de frontera asume la forma

—Koug(L,t) = H(u(0,t) — U(t)), t>0.

Comentario 4.1.

(i) Se prescribe solo una condicion de frontera en cada extremo.
(ii) La condicion de frontera en x = 0 puede ser diferente de la condicion en x = L.
(iii) Se puede verificar facilmente que la ecuacion del calor es lineal.
(iv) La ecuacion del calor uni-dimensional es el ejemplo mds simple de una ecuacion pa-
rabdlica.

De acuerdo a lo anterior, el modelo matematico de la conduccién del calor consiste
en varios elementos. Una ecuacién diferencial parcial (EDP) y las condiciones iniciales y
de frontera asociadas forman un problema de valores iniciales y de frontera (PVIF). Si se
contemplan solamente condiciones iniciales o de frontera, entonces se habla de un problema
de valores iniciales (PVI) o de un problema de valores de frontera (PVF), respectivamente.
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Ejemplo 4.1. El PVIF que describe la conduccion del calor en una barra uni-dimensional
uniforme con fuentes, superficie lateral aislada y temperatura dada en ambos extremos estd
dado por

w(z,t) = kg (x,t) + q(x,t), 0<zx <L, t>0,
uw(0,t) = a(t), u(L,t)=p5(t), t>0,
u(z,0) = f(z), O<z<L,
donde q, o, By f son funciones dadas.
Ejemplo 4.2. Si el extremo x = 0 estd aislado y el extremo x = L estd conectado con un

medio de temperatura constante cero, y si la barra no contiene fuentes, entonces el PVIF
correspondiente es

ur(z,t) = kg, (z,t), 0<zxz <L, t>0,

ur(0,t) =0, wu,(L,t)+ hu(L,t)=0, t>0,

u(w,0) = f(), 0<aL,
donde f es una funcion dada y h > 0 es una constante dada.
Definicién 4.2. Una solucién clasica de un PVIF es una funcion u = u(z,t) que satisface
la EDP vy las condiciones iniciales y de frontera puntualmente en todas partes donde el
problema esté formulado. Brevemente, nos referiremos a tales funciones simplemente como

“soluciones.” Obviamente, un PVIF posee soluciones en este sentido solo si las funciones
que describen los datos poseen cierto grado de suavidad.

Ejemplo 4.3. Sean las funciones q, o, f y f del Ejemplo 4.1 continuas. Entonces una
solucion de este PVIF tiene las siguientes propiedades:

(i) La solucion es continuamente diferenciable con respecto a t y dos veces continuamente
diferenciable con respecto a x en todos los puntos del dominio del plano (x,t) definido
por

G:={(z,t)|0<az <L, t>0}.
(ii) La continuidad es extendida a las fronteras “espaciales” de G, es decir a
0G, ={(z,t) |z =0,t>00z =L, t >0},

y la solucion satisface las condiciones de frontera apropiadas en cada punto sobre 0G,.
(iii) La continuidad también se extiende a la frontera “temporal” de G,

0G :=={(z,t) |0 <z < L, t =0},
y la solucion satisface la condicion inicial en todos los puntos de 0Gy.

Comentario 4.2.

(i) El Ejemplo 4.3 no dice nada sobre el comportamiento de u en los puntos “esquina”
de G, a saber: (0,0) y (L,0). Por ejemplo, si

limu(0,1) = lim u(z, 0),
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es decir, Si
iy (1) = lim (o),
entonces u puede ser definida en (0,0) por el valor comun de estos limites. Por otro
lado, si estos limites son distintos, entonces u no puede ser definida en (0,0) en el
sentido cldsico. En las siguientes aplicaciones dejaremos estos puntos de “esquina”
fuera de consideracion.

(ii) Supongamos que f posee una discontinuidad de salto en (x¢,0) € 0G:. En este caso es
imposible encontrar una solucion que satisfaga la condicion inicial en este punto en el
sentido clasico; sin embargo podriamos hallar un tipo de solucion que lo hace en algun
sentido “promedio.”

(iii) La definicion de una solucion puede ser generalizada en forma obvia a PVIFs con mds
de dos variables independientes.

Teorema 4.1. Si las funciones o, B y f son suficientemente suaves para garantizar que u,
Ut, Ugy Y Ugy SON continuas sobre Gy hasta la frontera de G, incluyendo los puntos (0,0)
y (L,0), entonces el PVIF del Ejemplo 4.1 posee a lo mds una solucion.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones, u; y us, del problema en cuestién.
Entonces debido a la linealidad, v := wu; — us es una solucién del PVIF completamente
homogéneo, es decir para cualquier 7" > 0 fijo, la funcién u satisface

up(x,t) = kug.(x,t), 0<x <L, 0<t<T,
u(0,t) =0, w(L,t)=0, 0<t<T,
u(z,0) =0, 0<z<L.

Multiplicando la EDP por u, integrando el resultado sobre [0, L] y utilizando las condiciones
de frontera, las propiedades de suavidad de las soluciones para 0 < e < Ly 0 <t < T, e
integrando por partes obtenemos

L
0= / (wuy — kutty,) do
0

= [ (3 k) e = izt = [ (0 b)) a

por lo tanto

es decir la funcién
L
W(t) := / u (z,t)de, 0<t<T
0

es no creciente. Como W(t) > 0y W(0) = 0 (debido a la condicién inicial de u), esto sélo
es posible si W(t) = 0 para 0 < t < T. Debido a la no-negatividad del integrando en la
definicion de W y la arbitrariedad de T" > 0 concluimos que u = 0, es decir las soluciones u;
y U coinciden. [ |
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Comentario 4.3.

(i) El Teorema 4.1 afirma que si el PVIF del Ejemplo 4.1 posee una solucion, entonces
esta solucion es unica. Bl problema de la existencia de una solucion es tratado en el
Capitulo 5, donde efectivamente construiremos la solucion.

(ii) Las propiedades requeridas de la solucion del Teorema 4.1 son mds fuertes que aquellas
mencionadas en el Fjemplo 4.5.

(i) La unicidad también puede ser establecida para soluciones de PVIFs con otros tipos
de condiciones de frontera.
(iv) Se puede demostrar ficilmente que el cambio de variables
2

T k Lt

62 za T = ﬁt U(ZE,t) :U(Lf, T) :U(gaT)

reduce la ecuacion del calor a la forma

v (6, 7) =vge(€,7), 0<E<L, T7>0,

es decir sin pérdida de la generalidad podemos considerar esta forma mds simple,
utilizando x, t y w en lugar de &, T y v, respectivamente.

4.2. La ecuacion de Laplace

Consideremos ahora la ecuacién del calor en un nimero superior de dimensiones, donde
por simplicidad nos limitamos a dos dimensiones espaciales. Supongamos que un cuerpo
conductor de calor ocupa una regién D en el plano (z,y), y que este cuerpo esté delimitado
por una curva suave, simple y cerrada dD. Sea R un subconjunto de D con una frontera
suave JR. Utilizamos la misma notacién para los pardmetros que en la Seccién 4.1.

El flujo del calor depende de la direccién, es decir aqui el flujo del calor es un vector ¢
que podemos escribir en la forma

(p = componente normal + componente tangencial
=(@-n)n+(p-7)7, |n|=|7|=1,
donde m y 7 son los vectores unitarios normales y tangenciales a OR, respectivamente,
donde n apunta hacia afuera. Claramente, la componente tangencial no contribuye nada al
intercambio del calor entre R y el resto del cuerpo.
Tal como en el caso de una barra, la conservacion de la energia térmica constata que
tasa de cambio de energia térmica
= flujo del calor a través de la frontera por tiempo unitario

+ calor generado por fuentes por tiempo unitario.

Matematicamente,

4 By, A = — / o,y 1) - nlz,y) ds + / a(w,y,1) dA,
dt Jg OR R
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donde dA y ds son los elementos de area y longitud de arco, respectivamente. Considerando
(4.2) y aplicando el teorema de divergencia, es decir

[ v eenndd= [ ple.pt) - ni)ds

OR

podemos reescribir esta igualdad como

/ (c(a,y)o(x, y)us(w, y, t) + (div ) (z,y, t) — q(2,y,1)) dA = 0.
R
Como R es arbitrario, concluimos que para (x,y) € Dy t > 0,

c(z,y)o(x, y)u(z,y,t) = —(dive) (2, y, t) + q(z, y, ). (4.6)

Nuevamente podemos utilizar la ley de Fourier de conduccién del calor, la cual en dos di-
mensiones es

p(x,y,t) = —Ko(x,y)(grad u)(z, y, t);
luego (4.6) se convierte en
w(z,y,t) = k(divgrad u)(z,y,t), k= }C(—QO = const.,
o bien
uy(z,y,t) = k(Au)(x,y,t), (r,y)e D, t>0, (4.7)

donde definimos el operador diferencial A para funciones suaves v = v(z,y) por

(Av)(2,y) = vaa(@,Y) + vyy(2,Y).

Este operador se llama Laplaciano de v. La ecuacién (4.7) es la ecuacién (de la difusion) del
calor bi-dimensional.
Si el cuerpo contiene fuentes, entonces (4.7) es reemplazada por su versién no homogénea

w(z,y,t) = k(Au)(x,y,t) + q(z,y,t), (z,y) €D, t>0, (4.8)

donde tal como antes, ¢ incorpora el factor 1/(cp).
La condicién inicial de (4.7) o (4.8) es

u(z,y,0) = f(z,y), (v,y) €D,

y representa la distribucion inicial de la temperatura en el cuerpo.
Las condiciones de frontera pueden ser elegidas en forma similar a las condiciones para
una barra, a saber:

(i) Sila temperatura esté prescrita sobre la frontera,
U(I7 y’ t) = a(x’ y? t)7 (CE, y) E 8‘D7 t > O’

entonces se habla de una condicion de frontera de Dirichlet.
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(ii) Si el flujo del calor por la frontera estd prescrito,
(gradu)(z,y,t) - n(z,y) = B(z,y,t), (v,y) €90D, t>0,
o equivalentemente
Un(z,y,t) = B(x,y,t), (xr,y)€0D, t>0,

donde m es el vector normal unitario exterior de D y u, = Ju/On = gradu - n,
entonces este caso se llama condicion de frontera de Neumann. En particular, si la
frontera esta aislada,

un(z,y,t) =0, (x,y)€0D, t>0.
(iii) La ley del enfriamiento de Newton asume la forma
—Koun(z,y,t) = H(u(:p,y,t) —U(x, y,t)), (x,y) € 0D, t>0.

Esto es una condicion de frontera de Robin.

Puede ocurrir que un tipo de condicion de frontera es especificado sobre una parte de la
frontera y otro tipo sobre otra.

Una temperatura de equilibrio o temperatura estacionaria es una solucién u = u(zx,y) de
(4.7) independiente del tiempo; en otras palabras es una funcién que satisface la ecuacion
de Laplace

(Au)(z,y) =0, (x,y) €D,
y una condicién de frontera independiente del tiempo, por ejemplo
u(z,y) = a(z,y), (z,y)€oD.

Si el cuerpo incluye fuentes estacionarias ¢(z,y), entonces la temperatura de equilibrio sa-
tisface la ecuacion de Poisson

(Au)(e,y) = —7a(e.y), (.9) €D. (4.9

En lo siguiente, al discutir la ecuacién de Poisson (la versién no homogénea de la ecuacién
de Laplace) omitiremos el factor (—1/k) en el lado derecho, considerandolo incorporado en
el término fuente q.

Una temperatura de equilibrio puede existir o no existir.

Comentario 4.4.
(i) Podemos formular problemas en tres variables espaciales en forma similar, donde u =

u(z,y, z,t).
(ii) En coordenadas polares x = rcosf, y = rsenf, se tiene para u = u(r,0)

1
Au = —(ru,), + —Ugg = Upy + ~U + —5Ugp.
T T r r

(iii) En coordenadas cilindricas x = rcosf, y = rsen6 y z el Laplaciano de uw = u(r,0, z)
asume la forma

1 1
Au = —(ru,), + —Ugp + Uz
r r
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(iv) Para problemas axisimétricos la funcion u es independiente de 0, luego
1
Au = _(Tur)r + Uz = Upp + —Up + Uy,
r r
(v) En coordenadas esféricas x = rcosfseng, y =rsenfseny y z = rcosy tenemos

1( U,y + + !
—(r*u,), U
r2 r2sen?y b0 12 sen ¢

Au =

((sen 90)“¢)¢'

(vi) Las ecuaciones de Laplace y de Poisson son obviamente lineales.
(vii) La ecuacion de Laplace es el ejemplo mdas simple de una EDP eliptica.

Ejemplo 4.4. La temperatura de equilibrio en una placa delgada uniforme y finita con fuente,
superficies superior e inferior aisladas y temperatura dada en la frontera puede ser modelada

por el PVF

(Au)(z,y) = q(z,y), (z,y) €D,
u(r,y) = ar,y), (v,y)€ oD,

donde 0D es una curva simple cerrada conexa. El Laplaciano se escribe o en coordenadas
cartesianas, o en coordenadas polares, dependiendo de la geometria de la placa. Si se estdn
utilizando coordenadas polares, la naturaleza de la EDP resultante puede requerir especificar
condiciones de “frontera” adicionales, dependiendo de la fisica del proceso.

Comentario 4.5. Una solucion (cldsica) del PVF del Ejemplo 4.4 tiene las siguientes pro-
piedades:
(i) es dos veces continuamente diferenciable en D y satisface la EDP en cada punto en D,

(ii) es continua hasta la frontera 0D de D y satisface la condicion de frontera en cada
punto de 0D.

Tal como mencionamos en el item (ii) del Comentario 4.2, una funcion de datos de frontera
con discontinuidades puede generar una solucion con propiedades de suavidad inferiores.

Teorema 4.2. Si u es una solucion del PVF
(Au)(z,y) =0, (z,9) € D; ulz,y)=alzy), (z,y) €D, (4.10)
entonces u asume sus valores mdximo y minimo sobre la frontera 0D de D.

Demostracion. Estamos anticipando un resultado establecido en la Seccién 5.3, de acuerdo
al cual (ver Comentario 5.4) la temperatura en el centro de un disco circular es igual al
promedio de la temperatura sobre la circunferencia que es la frontera del disco.
Supongamos que el maximo de la solucién u es asumido en un punto P € D. Consideran-
do P como centro de un pequeno disco contenido en D, concluimos que u(P) es el promedio
de todos los valores de u sobre la circunferencia frontera de este disco, por lo tanto no puede
ser mayor que todos estos valores. Llegamos a una contradiccion, la cual implica que u debe

asumir su maximo sobre la frontera dD. Considerando v = —u concluimos también que
u debe asumir su minimo sobre 0D. Este enunciado es conocido como principio del mdximo
para la ecuacion de Laplace. [ |

Corolario 4.1. Si una solucidn u del PVF (4.10) es idénticamente cero sobre 0D, entonces
u también es idénticamente cero en D.
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Demostracion. De acuerdo al Teorema 4.2, el maximo y el minimo de u son cero porque
ocurren en puntos de 9D. Luego u es cero en D. [ |

Teorema 4.3. El PVF del Ejemplo 4.4 posee a lo mas una solucion.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones u; y us. Debido a la linealidad de la
EDP y de las condiciones de frontera, la diferencia u = u; — us es una solucién del PVF
completamente homogéneo

(Au)(z,y) =0, (z,y) €D; u(z,y) =0, (z,y)€ID,
luego de acuerdo al Corolario 4.1, u = 0, es decir u; y us son la misma funcién. [ |

Definicién 4.3. Se dice que la solucion de un PVF (o PVI, o PVIF) depende en forma
continua de los datos (o es estable) si una pequena variacion de los datos (condiciones de
frontera o iniciales, o el término no homogéneo de la EDP) causa solamente una pequeria
variacion de la solucion del problema.

Teorema 4.4. La solucion del PVIF del Ejemplo 4.4 depende en forma continua de los
datos de frontera.

Demostracion. Consideremos el PVF
(Au)(z,y) = q(z,y), (=,y) € D; u(z,y)=a(z,y), (z,y) €D,

y el siguiente PVF con una pequena perturbacién ¢ = e(z,y) de la funcién de frontera a:

(Av)(z,y) = q(z,y), (z,y) €D; wv(x,y)=oalz,y) +e(@,y), (z,y)€dD.
Considerando la linealidad de la EDP y de las condiciones de frontera obtenemos que w =
u — v satisface

(Aw)(z,y) =0, (z,y) € D; w(z,y) =¢e(z,y), (2,y)€ID.
De acuerdo al Teorema 4.2,

min €(&,n) <w(z,y) =u(z,y) —v(r,y) < max (&,n),
Qo e(&m) < w(w,y) = ulz,y) —v(z,y) < max e n)

por lo tanto la perturbaciéon de la soluciéon u igualmente es pequena. [ |

Comentario 4.6. Se dice que un PVF (o PVI, o PVIF) es bien puesto si posee una solucion
unica que depende en forma continua de los datos del problema. En los siguientes capitulos
construiremos una solucion del PVFE del Ejemplo 4.4. De acuerdo al Teorema 4.3 ésta sera
la solucion iunica del problema. Ademds, de acuerdo al Teorema 4./, esta solucion depende
en forma continua de los datos del problema. Concluimos que el problema de Dirichlet para
la ecuacion de Poisson es bien puesto.

4.3. La ecuacion de la onda

Consideremos el movimiento de una cuerda eldstica estirada en la que el movimiento
horizontal de los puntos es despreciable (ver Figura 4.1). Para esta cuerda definimos los
siguientes pardmetros: su longitud L, es desplazamiento vertical u(z,t), la densidad de masa
(masa por longitud unitaria) go(x), la tensién F'(z,t), y la componente vertical de la fuerza
de cuerpo por masa unitaria g(z,t).
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u(x,t)
F(z + Az, t)
— O(x + Ax,t)
/ O(x,t)
F(x,t)
r x+ Az ’

FiGURA 4.1. Segmento pequeno de una cuerda elastica.

Suponiendo que el desplazamiento vertical a partir de la posicién de equilibrio (el seg-
mento [0, L] a lo largo del eje x) es pequeno y escribiendo la segunda ley de Newton

fuerza = masa X aceleracién

en una proyeccion vertical para el segmento [z, x + Ax] de la cuerda, obtenemos la igualdad
aproximada

o0(z) Azuy(z,t) = F(x + At,t)sen(0(z + Az, 1)) — F(z,t) sen(0(z,t)) + oo(z)Azq(z,t).
Dividiendo por Az y considerando Az — 0 obtenemos la igualdad
oo(x)uy(z,t) = (F(z,t) sen(&(m,t)))x + oo(7)q(x,t). (4.11)

Para dngulos 6 pequenos, la pendiente de la cuerda satisface

sen 6 sen 6
U, = tanf = 0= 1 1 ~ senf,
coS 2 4
1— =60+ —0*+---
2 * 24 *

luego podemos reescribir (4.11) en la forma
oo(z)ug(z,t) = (F(z,t)uy(z, t))m + 0o(7)q(x, t). (4.12)

Suponiendo que la cuerda es perfectamente eldstica (es decir suponiendo que si 6 es pequenio,
entonces F'(x,t) = Fy = const.) y homogénea (9o = const.), y que la fuerza de cuerpo es
despreciable en comparacién con la tensién (¢ = 0) notamos que (4.12) se convierte en

Uy (z,t) = Cuge(2,t), 0<x <L, t>0, (4.13)

donde ¢* = Fy/oo. Esta es la ecuacién de la onda uni-dimensional, en la que c¢ es una
velocidad. Si la fuerza de cuerpo no es despreciable, entonces (4.13) es reemplazada por

Uy (2,1) = Cuge(z,t) + q(z,t), 0<x <L, t>0.

Como (4.13) es una ecuacién de segundo orden con respecto al tiempo, se requieren dos
condiciones iniciales. Estas normalmente se eligen como

u(z,0) = f(x), wuz,0)=g(x), 0<zx<L,

es decir se especifican la posicién y la velocidad inicial de cada punto de la cuerda.
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Tal como en el caso de la ecuacién del calor, existen tres tipos principales de condiciones
de frontera para (4.13) que son fisicamente relevantes.

(i) El desplazamiento puede ser especificado en un extremo; por ejemplo,
u(L,t) = B(t).

(ii) Un extremo puede estar libre (sin tensién vertical):

Fysenf ~ Fytan 6 = Fyu, = 0,

lo que implica una condicién de frontera de la forma
uz(0,¢) =0, t>0.
(iii) Un extremo puede tener un anexo eldstico descrito por
Fou,(0,t) = ku(0,t) o Fou.(L,t) = —ku(L,t), t>0.

Comentario 4.7.

(i) Existe una analogia entre las condiciones de fronteras asociadas con la ecuacion de la
onda y aquellas consideradas para la ecuacion del calor.
(ii) Ewidentemente la ecuacion de la onda es lineal.
(i) La ecuaciéon de la onda uni-dimensional es el ejemplo mds simple de una ecuacion
hiperbdlica lineal de sequndo orden.

Ejemplo 4.5. El PVIF de una cuerda vibrante con extremos fijos y considerando el efecto
de la fuerza del cuerpo es de la forma

U (7,1) = gy (z,t) +q(z,t), 0<z <L, t>0,
uw(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,
u(z,0) = f(x), w(x,0)=g(x), 0<z<L,
donde q, f y g son funciones dadas.
Ejemplo 4.6. Si la cuerda del Ejemplo 4.6 tiene un anexo eldstico en su extremo cercano, un

extremo lejano libre, y una fuerza de cuerpo despreciable, entonces el PVIF correspondiente
esta dado por

Uy (7,t) = Cuge(z,t), 0<ax <L, t>0,
uz(0,t) — ku(0,t) =0, wu,(L,t)=0, t>0,
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(z), 0<z<L,
donde q, [ y g son funciones dadas y k > 0 es una constante dada.
Comentario 4.8. Sean el dominio G y sus curvas de frontera 0G, y 0G; definidos como

en el Ejemplo 4.3. Entonces una solucién (clasica) u del PVIF del Ejemplo 4.5 tiene las
siguientes propiedades:

(i) es dos veces continuamente diferenciable con respecto a x yt en G y satisface la EDP
en cada punto de G,
(ii) es continua hasta OG, y satisface las condiciones de frontera en cada punto de 0G,,
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(iii) es continua conjuntamente con su primera derivada parcial con respecto a t hasta 0Gy
y satisface las condiciones iniciales en cada punto de 0G;.
Tal como en los casos de las ecuaciones del calor y de Laplace la presencia de discontinuidades
de salto en los datos del problema causa una solucion con suavidad reducida.

Teorema 4.5. Sean las funciones q, f y g elegidas tal que u y todas sus derivadas parciales
de primer y sequndo orden son continuas hasta la frontera de G, incluyendo los puntos de
“esquina” (0,0) y (L,0), entonces el PVIF del Ejemplo 4.5 posee a lo mds una solucion.

Demostracion. Sean uy y us dos soluciones del PVIF dado, entonces su diferencia u = uq — us
satisface el PVIF completamente homogéneo

(7, t) = Cuge(z,t), 0<z <L, t>0,
u(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,
u(z,0) =0, wu(z,0)=0, 0<z<L.

Multiplicando la EDP por wu, integrando el resultado con respecto a = sobre [0, L] y con
respecto a t sobre [0,7], donde T" > 0 es un numero arbitrario fijo, utilizando integracién
por partes y considerando las condiciones de frontera y la suavidad de u obtenemos

T L
0= / / (uguty — Cugguy) dz dt
/ / UgUy + CUgtiyg) dz dt — ¢ / (g “=5 dt
) dz dt = L 22217 da;
ut—l—cu vdt =5 | [ut—l—cux}tzo ;

luego para cualquler T > O,

/0 (uf(:p,T) + *ul(x, T)) dx :/0 (uf(a:,()) + *ul(x, 0))(1

lo que implica que
L
V(t) == / (uj (z,t) + ul(z,t)) do = k = const. > 0, t > 0.
0

A partir de las condiciones iniciales y las propiedades de suavidad de u sabemos que V' (0) = 0,
luego k = 0; en otras palabras, V' = 0. Como el integrando en V' es no negativo, esto es
posible si y sélo si

u(z,t) =0, wux(x,t)=0, 0<zx<L, t=0.

Por lo tanto, u es constante en GG y sobre sus fronteras. Como u es cero a lo largo de las
fronteras, concluimos que u = 0, luego u; y us coinciden. [ |

Comentario 4.9.

(i) Tal como para las ecuaciones del calor y de Laplace, en lo siguiente construiremos una
solucion del PVIF del Ejemplo 4.5. En virtud del Teorema 4.5 ésta serd la solucion
unica del problema.
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(ii) La unicidad puede ser demostrada también para soluciones de PVIF con otras condi-
ciones de frontera.
(iii) La sustitucion
T L
£ = %, T= %, u(z,t) =u (Lf, ?T) =v(,T)

reduce la ecuacion de la onda a la forma mds simple
V- (&,7T) =vee(§,7), 0<&E<1, T7>0,

la que es la forma preferida a ser utilizada en las aplicaciones.

4.4. Otras ecuaciones

Revisaremos un niimero de EDPs lineales que aparecen en algunos modelos matematicos
importantes. Su clasificaciéon segin tipo (parabdlico, hiperbdlico o eliptico) sera explicada
mas adelante.

Para describir el fenémeno de movimiento browniano se busca determinar la funcién
u(z,t) que especifica la probabilidad con la que una particula sujeta a movimiento uni-di-
mensional en un fluido se encuentra en la posicién x en el instante ¢. Dicha funcion satisface
la EDP de segundo orden parabdlica

u(z,t) = aug,(z,t) — bug(z,t),

donde los coeficientes a, b > 0 estéan relacionados al desplazamiento en promedio de la particu-
la por tiempo unitario y a la varianza del desplazamiento alrededor del promedio observado.

El caso uni-dimensional de problemas de conveccion-difusion esta descrito por la EDP de
segundo orden parabdlica

ug(,t) = kg (z,t) — aug(z, t) + bu(zx, t),

donde u(z,t) es la temperatura y los coeficientes k,a > 0 y b son expresados en términos de
las propiedades fisicas del medio, de la tasa del flujo del calor, y de la fuerza de la fuente.
Para a =0y b > 0 la ecuacion de difusion describe un proceso de difusion con reaccion.

Consideremos un ejemplo de una ecuaciéon usada en matematica financiera. El precio
V(S,t) del valor de una opcién de compra de una accién en un mercado financiero (bolsa)
es la solucion de la EDP parabdlica de segundo orden

Vt<S, Zf) + %UQSZV55<S, t) + TSVS(S, t) - TV(S, t) = O,

donde S es el precio de la accion, o es la volatilidad del precio, r es la tasa de interés anual
para una inversion sin riesgo, y el tiempo ¢ se mide en anos. Esta ecuacién es conocida como
ecuacion de Black-Scholes.

En la mecédnica cudntica, la funcién de onda (x,t) caracteriza el movimiento uni-
dimensional de una particula bajo la influencia de un potencial V'(z). Esta funcién satisface
la ecuacion de Schrodinger

2

by (2,1) = (1) + V(@) )
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Esta es una EDP de segundo orden parabdlica donde A es la constante de Planck reducida,
m es la masa de la particula, e i? = —1.
En la mecédnica cudntica relativista la funcién de onda 1 (z,y, z,t) de una particula que
se mueve libremente es la solucién de la ecuacion de Klein-Gordon
2.4

m-c
wtt(xa:%Z?t) = 62A¢($7y72?t) - h2

1/}(33, y’ Z? t)’

donde ¢ es la velocidad de la luz. Esta es una ecuacién hiperbdlica de segundo orden. Su
version uni-dimensional es de la forma

2

U (2, 1) = gy (z,t) — au(z, t).

La ecuacion telegrdfica describe el voltaje y corriente en una linea de transmision eléctrica,
dependiendo de la distancia y el tiempo. Estas cantidades satisfacen la EDP lineal hiperbdlica
de segundo orden

auy(x,t) + bu(z, t) + cul(x, t) = ugy(2, ),

donde los coeficientes a,b > 0 y ¢ > 0 son expresados en términos de la resistencia, la
inductancia, la capacitancia y la conductancia de la linea de transmision.

En el caso uni-dimensional, la propagacion de ondas disipativas es gobernada por una
EDP hiperbélica de segundo orden de la forma

ug (2, 1) + aug(z,t) + bu(z,t) = g (2, 1) — dugy(z,1),

donde los coeficientes a, b, d > 0 no son todos cero y ¢ > 0.
La deflexién u(x,t) de un punto genérico en una barra satisface la EDP de cuarto orden

Ut (fﬂ, t) + Cquxzx (.I', t) = 07

donde ¢ es una constante fisica relacionada con la rigidez del material de la barra.
La ecuacion de Helmholtz

Au(z,y,z) + k2u(a:, y,z) =0,

donde k es una constante, juega un rol importante en el estudio de dispersion (scattering)
de ondas acusticas, electromagnéticas, y elasticas. Es una EDP eliptica de segundo orden.
La ecuacién

AU(Z‘, Y, Z) - ]CQU(ZE, Y, Z) =0

se llama ecuacion de Helmholtz modificada.
En el caso bi-dimensional la distribucién de la temperatura bajo el proceso estacionario
de conveccion del calor satisface una EDP eliptica de segundo orden de la forma

Au(x,y) — aug(z,y) — buy(v,y) + cu(z,y) =0,

donde los coeficientes a,b > 0, no ambos cero, y ¢ estan relacionados a las propiedades
térmicas del medio, las tasas del flujo del calor en las direcciones z e y, y la potencia de la
fuente del calor.
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La ecuacion biarmdnica es una ecuacién diferencial en derivadas parciales de cuarto
orden que se plantea en el area de la mecanica de medios continuos, incluyendo la teoria de
la elasticidad lineal y la solucién de flujos de Stokes. Se escribe como

AAU(ZL‘, y) = uxxmc<x> y) + 2uxxyy(xa y) + Uyyyy(l', y) = 0

Finalmente, comentamos que el flujo transénico de un gas compresible esta descrito por
la ecuacion de Euler-Tricoms

u:ca:(xa y) = xuyy<x7 y)7

donde u(z,y) es una funcién de la velocidad. Esta es una EDP de segundo orden de tipo
mixto: es hiperbdlica para x > 0, eliptica para x < 0, y parabdlica para x = 0.



Capitulo 5

El método de separacién de variables

La separacion de variables es una de las técnicas mas antiguas y mas eficientes para cierta
clase de problemas de EDPs. Aqui la demostraremos aplicandola a problemas de valores
iniciales y de frontera (PVIFs) de las ecuaciones del calor y de la onda, y a problemas de
valores de frontera (PVFs) de la ecuacién de Laplace.

5.1. La ecuacién del calor

Consideremos el caso de una barra con temperatura cero en sus extremos, descrita por
el siguiente PVIF de la ecuacién del calor:

wp(z,t) = kuge(x,t), 0<ax <L, t>0,
u(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<L,
donde f # 0. Notamos que la EDP y las condiciones de frontera son lineales y homogéneas.

Buscamos una solucién de la forma wu(z,t) = X (x)T(t). Insertando este planteo en la EDP
obtenemos la igualdad

X (2)T'(t) = kX" (2)T(¢). (5.1)

Claramente ni X, ni T puede ser la funcién nula. Si alguna de estas fuera la funcién nula,
entonces u seria la funcion nula, lo que es imposible dado que v = 0 no satisface la condi-
ci6n inicial no homogénea. De acuerdo a lo anterior, podemos dividir la igualdad (5.1) por
kX (z)T(t) para obtener

17'(t)  X"(x)

ETt)  X(z)
Como el lado izquierdo es una funcién solamente de t y el lado derecho es una funcién
solamente de x, esta igualdad es posible si y s6lo si ambos lados son iguales a la misma

constante, denotada, por ejemplo, por —\. Entonces las identidades

1T X'
k T(t) X(x)
deben ser validas. Esto implica las siguientes ecuaciones separadas para las funciones X y 7"
X"(z)+ XX () =0, 0<x<L, (5.2)
T'(t)+ N\eT(t) =0, ¢>0. (5.3)

La primera condicién de frontera implica
u(0,t) = X(0)T'(t) =0 para todo t > 0.
61
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Como T # 0 se sigue que

X(0)=0. (5.4)
Anélogamente, la segunda condicién de borde implica
X (L) =0. (5.5)

Podemos ahora determinar X y 7. Nos interesan funciones X # 0 que satisfagan el
problema de Sturm-Liouville regular (5.2), (5.4), y (5.5). En otras palabras, nos interesan
las funciones propias X,, correspondientes a los valores propios \,, ambos calculados en el
Ejemplo 3.8:

nm\ 2

nmx
An = (T) s Xn<l') = Sen T, n € N. (56)

Para cada A, obtenemos a partir de (5.3) el componente temporal correspondiente

T (t) = exp <—/<; (%)Zt) | (5.7)

Aqui se eligié la constante de integracion arbitraria igual uno ya que estas funciones se
utilizan en el siguiente paso con coeficientes numéricos arbitrarios.
Combinando (5.6) y (5.7) concluimos que todas las funciones de la forma

2
up(z,t) = X, ()T, (t) = sen ? exp (—k <n%> t>, neN

satisfacen la EDP y las condiciones de frontera. A raiz del principio de superposicién, también
toda combinacion lineal finita

N N
anun(q:,t) = an senn—zxexp<—k’ (%)215) (5.8)
n=1 n=1

satisface la EDP y las condiciones de frontera, donde b,, son niimeros arbitrarios. Tal expre-
sion satisface, ademas, la condicion inicial si

N
NI

— 3 by sen .
f(z) 2 sen 7

Pero esto imposible a menos que f sea una combinacién lineal de las funciones propias lo
que, en general, no es el caso. Esto implica que (5.8) no es una buena representacién de
la solucién u(x,t) del PVIF. No obstante, recordamos (ver Seccién 2.2) que si f es suave
a trozos, entonces la funcion puede ser escrita como una combinacion lineal infinita de las
funciones propias, es decir como serie de Fourier de senos:

= nmx
=3 busen 5, 0 L 5.9
f(2) 2 sen — <z< (5.9)
donde en virtud de (2.10),

o L
bnzz/o f(:p)sen?dx, n € N. (5.10)
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Por lo tanto la solucién esta dada por la serie infinita

> 2
u(z,t) = an sen n_7[r/x exp <—k: (%) t) (5.11)
n=1

con los coeficientes b, calculados a partir de (5.10).

Ejemplo 5.1. Consideremos el PVIF
ur(z,t) = uge(x,t), 0<z<l, t>0,
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,
u(z,0) = sen(3rx) — 2sen(brz), 0<z < 1.
Aquik =1, L =1, y la funcion en el lado derecho de la condicion inicial es una combinacion
lineal de las funciones propias. Utilizando (5.9) y la parte (ii) del Teorema 3.3 concluimos
que b3 =1, bs = =2, y b, =0 para n # 3,5. De acuerdo a (5.11), la solucién estd dada por
u(z,t) = sen(3rz)e "t — 2sen(5ra)e 2L,
Este resultado también puede ser obtenido a partir de (5.10) y (5.11).

Ejemplo 5.2. Para determinar la solucion del PVIF
up(x,t) = Uge(,t), O0<z <1, t>0,
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,
u(z,0) =z, O0<zx<l
utilizamos primero (5.10) con f(x) = x y L =1 e integramos por partes para obtener
b, = 2/1msen(n7rx) do = (—1)"*11, n € N.
0 nw

Luego, a través de (5.11), obtenemos la solucion

- 2 >
u(z, t) = —1)" = sen(nma)e” ™,
(2:6) = (-1 o sentoms)
Consideremos ahora la conduccién del calor en una barra con extremos aislados. Este

problema esta descrito por el PVIF

up(z,t) = kuge(x,t), 0<ax <L, t>0,

u(0,t) =0, wu,(L,t)=0, >0,

u(z,0) = f(z), 0<z<L.
Como la EDP y las condiciones de frontera son lineales y homogéneas, buscamos nuevamente
una solucion de la forma u(z, t) = X (x)7T'(t). Tal como en el caso de la barra con temperatura
cero en ambos extremos encontramos a partir de la EDP y las condiciones de frontera que X
y T satisfacen

X"(z)+ XX () =0, 0<x<L,
X'(0)=0, X'(L)=0;
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T’(t) =kXT(t) =0, t>0,

donde A es la constante de separacion.
Las soluciones X no nulas son las funciones propias del problema de Sturm-Liouville
calculadas en el Ejemplo 3.9:

nm 2 nmwT
Ay = <T> . Xal@) =cos ==, neN. (5.12)

Integrando la ecuacién para T' con A = A, obtenemos los componentes temporales asociados

T (t) = exp <—k (%”)%) (5.13)

A partir de (5.12), (5.13), y el argumento utilizado en el caso anterior esperamos que la
solucion del PVIF tenga la representacion en serie

__+Zancos_exp< H(F)"). (5.14)

donde cada término satisface la EDP y las condiciones de frontera. La condicién inicial esta
satisfecha si

u(z,0) = +Zancos , O0<zxz<L.

Esto muestra que ag/2 y a, son los coeficientes de la serie de Fourier de cosenos de f dados
por (2.12), es decir

o L
:z/ f(x)cosn—?dx, n € Ny. (5.15)
0

De acuerdo a lo anterior, la solucién del PVIF estd dada por (5.14) con los coeficientes a,,
determinados por (5.15).

Ejemplo 5.3. La solucion del PVIF
u(x,t) = uge(,t), 0<z <1, t>0,
u(0,) =0, wu,(l,t)=0, t>0,
u(z,0) =2z, 0<z<l
es obtenida a partir de (5.14) y (5.15) con L =1 y f(x) = z. Especificamente,
! 2

1
a0:2/ vdr=1; a,=2 [ zcos(nrz)ds = ((-1)"—-1)—
0

R n €N,
0

luego tal como en el Ejemplo 5.2,

1 2 2 2
t) = 5t Z((—l)" —1) 5 cos(nwz)e ™ L,

El método de separacion de variables también puede ser utilizado en el caso donde un
extremo es mantenido en temperatura cero mientras que el otro esta aislado.
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Ejemplo 5.4. Consideremos el PVIF
u(z,t) = uge(z,t), 0<z <1, >0,
u(0,t) =0, wu,(l,t)=0, t>0,
u(z,0) =1, 0<z<l.

Como la EDP y las condiciones de borde son lineales y homogéneas, buscamos una solucion
en la forma u(x,t) = X (x)T'(t). Procediendo como en los casos anteriores, encontramos que
X y T satisfacen, respectivamente,

X"(2)+AX(x) =0, 0<z<1; X(0)=0, X'(1)=0, (5.16)
T'(t)+ AT(t) =0, >0,

donde X es la constante de separacion. Para determinar X, consideremos el cociente de Ray-
leigh (3.6) para el problema de Sturm-Liouville reqular (5.16). Tal como en el Ejemplo 3.8,

x=b =1
@) (@) f(@)],-, = [X(@)X'(2)],2, =0,
y obtenemos la desigualdad (3.7), a partir de la cual, considerando las condiciones de frontera

(5.16), podemos deducir que A > 0. De acuerdo a lo anterior, la solucion general de la
ecuacion diferencial en (5.16) estd dada por

X(z)=C cos(\/X:v) + C% sen(\/Xx), C1, Cy = const.

Como X (0) =0, concluimos que Cy = 0. Utilizando la condicion X'(1) = 0 obtenemos ahora
que

cos VA = 0,

por lo tanto

2n—1
V= n2 m, neN

y los pares valor propio-funcion propia de (5.16) estan dados por

2n — 1)*n? 2n—1
%7 Xn<x>=senw,

con los componentes temporales dados por

An =

10 - -2

Concluimos que las funciones

un(z,t) = Xp(2)To(t) = sen@exp (—%t), neN

satisfacen la EDP vy las condiciones de frontera. Considerando la combinacion lineal habitual
de todas las funciones u, (su cantidad es numerable), es decir,

u(z,t) = chun(x,t) = ch senwexp (—@t), (5.17)

n=1 n=1
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obtenemos que la condicion inicial estd satisfecha si
- (2n — 1)z

u(x,O)zlchnsen 5

n=1

(5.18)

En otras palabras, (5.17) es la solucion del PVIF dado si los coeficientes ¢, son los coeficientes
de la serie de Fourier generalizada para la funcion f = 1. Estos coeficientes son calculados
a través de (3.10) donde de acuerdo a (5.18),

(2n — e

u=1l o=1, fu(z)=sen 5

Un cdlculo directo muestra que

1
on—1 1
/senzwdxzﬁ, —
0

2
luego
1
2n — 1 4
cn:2/ senMdazz—, n € N.
0 2 (2n —1)m
De acuerdo a lo anterior, la solucion del PVIF posee la representacion como serie
= 4 (2n — )7z (2n — 1)272
t) = ).
u(z,t) ; @n—1)n sen 5 exp< 1

Ejemplo 5.5. La solucion del PVIF
up(z,t) = uge(z,t), 0<z <1, t>0,
u(0,8) =0, wu,(l,t)=0, t>0,
u(z,0) =z, O0<az<lLl

puede ser construida tal como en el Ejemplo 5.4 con la excepcion de que aqui las condiciones
de frontera y el cociente de Rayleigh entregan los pares valor propio-funcion propia

on — 1)%72 2n —1
4 2
Como
! o2n —1 1
/COSQMdQZ:—, n €N,
0 2 2

los coeficientes de la serie de Fourier generalizada, dados por (3.10) con u(x) =z, 0 = 1,
k=1yL=1, son

! 2n — 1 4(=1)m* 8
cn:2/ ICOSMdJIZ (=1) — , neN.
0 2 2n—1)m  (2n—1)%x2
Entonces la solucion del PVIF esta dada por

w(e.t) = i<4(—1)n+1 8 )COS (2n — 1) eXp(_Mt)

—\(2n—1r  (2n—1)*n 2 4
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Podemos considerar, ademas, una barra con un extremo en un medio de temperatura
cero.

Consideremos el problema del flujo del calor en una barra uniforme sin fuentes internas
cuando el extremo “cercano” estd mantenido a temperatura cero y el extremo “lejano” esta
ubicado en el “aire libre” a temperatura cero. En este caso el PVIF correspondiente (ver
Seccién 4.1) es

ur(z,t) = kuge(z,t), 0<z <L, t>0,

w(0,t) =0, wug(L,t)+ hu(L,t)=0, t>0,

u(z,0) = f(z), O0<z<L,
donde h = const. > 0. Como la EDP y las condiciones de borde son lineales y homogéneas,
podemos nuevamente aplicar el método de separacion de variables y buscamos una solucion

de la forma u(z,t) = X (x)T(t). A partir de la EDP y las condiciones de frontera deducimos
que X satisface el problema de Sturm-Liouville regular

X"(x)+ XX (z)=0, 0<x<L; X(0)=0, X'(L)+hX(L)=0, (5.19)
mientras que T es la solucién de
T'(t)+ kXT(t) =0, ¢>0.
Calculamos los pares valor propio-funcién propia de (5.19) en el Ejemplo 3.10:
2
P — (%) , Xp(x) =sen QLTQC, neN,

donde ¢, son las raices positivas de la ecuacién tan{ = —(/(hL). Luego

e - (- ()'0)

es decir esperamos que la solucion del PVIF tenga una representacion como serie de la forma

w8 = 3 e X @T(0) = 3 eysen C”Tx exp (—k <%)2t) (5.20)

n=1 n=1

Los coeficientes ¢, son determinados a partir de la condiciéon inicial, de acuerdo a la cual

o0

u(z,0) = f(z) = ch sen Canl?

n=1

Como las funciones propias son ortogonales sobre [0, L], los coeficientes ¢, son calculados a

partir de (3.10):
L
:/ f(z sen—dx// f(z)sen? dx n € N. (5.21)

La solucién del PVIF esta dada por (5.20) con los coeficientes ¢,, dados por (5.21).
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Ejemplo 5.6. Consideremos el PVIF
u(z,t) = uge(z,t), 0<az <1, ¢>0,
w(0,t) =0, wug(l,t)+u(l,t)=0, t>0,

(2,0) 0 para0<z<1/2,
u(x,0) =
’ 1 paral/2<z<1.

A partir de los Ejemplos 3.10 y 3.12 con L = h = 1 sabemos que los pares valor propio-
funcion propia de este problema son

A=, X,(2) =sen(¢,z), n€EN,
donde hasta cuatro decimales
G1=2,0288, (=49132, (3="79787, (4=11,0855, (5= 14,2074.
Utilizando (5.21) y

0 paraO <z <1/2,
fx) = /
1 paral/2<xz<1

calculamos los coeficientes ¢, con la misma precision:
cp = 0,8001, ¢ =—-0,3813, ¢3=—0,1326, ¢4 =0,1160, c5=0,1053.
De acuerdo a (5.20), obtenemos la solucidn aproximada

u(z,t) = 0,8001 sen(2,0288x) exp(—4,1160t) — 0,3813 sen(4,9132z) exp(—24,1395t)
—0,1326 sen(7,9787x) exp(—63,6597t) + 0,1160 sen(11,0855x) exp(—122,8883t)
+ 0,1053 sen(14,2074x) exp(—201,8502t) + . . ..
Consideremos, finalmente, el problema de conduccién del calor en un anillo circular uni-

forme. Este anillo puede ser descrito por una barra de longitud 2L donde la misma tempera-
tura y el mismo flujo de calor estan presentes en cada uno de los extremos x = —L y v = L.

Esto motiva el PVIF
u(z,t) = kuge(x,t), —L<ax<L, t>0,
u(—L,t) =u(L,t), wu.(—L,t)=u.(L,t), t>0,
u(z,0) = f(z), —L<z<L.
La EDP y las condiciones de frontera son homogéneas, entonces tal como en los casos ante-
riores buscaremos una solucién en la forma u(z,t) = X (x)T'(t). Aplicando los argumentos
estandar obtenemos a partir de la EDP y las condiciones de frontera
X"(x)+ XX (z)=0, —-L<z<L; X(-L)=X(L), X'(-L)=X'(L), (5.22)
T'(t)+ N\eT(t) =0, ¢>0. (5.23)
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Para una solucién no nula del PVIF, X debe ser una soluciéon no nula del problema de
Sturm-Liouville periédico (5.22), el cual discutimos en el Ejemplo 3.14. Los valores propios
de este problema de Sturm-Liouville son

nm 2
N=0, A= ("), neN
con las funciones propias correspondientes
1
Xo(x) = 5 Xin(z) = cos ?, Xon(z) = sen ?, n € N.
De acuerdo a lo anterior, los componentes temporales dados por (5.23) con A = A, son
2
T.(t) = C'exp (—k (%) t), C = const.,
por lo tanto consideramos una solucion en la siguiente forma de serie:
o
a
u(z,t) = ?0 + Z(anXln(x) + angn(x))Tn(t)
e (5.24)

i 2
= % + ;(an cosn—zx + b,, sen ?) exp(—k (n%) t).

La condicién inicial requiere que

u(x,0) = f(z) = %jL;(ancos?%—bnsen?), —L <x< L.

Tal como comentamos en el Ejemplo 3.14, los coeficientes de esta serie de Fourier completa
de f se calculan mediante las férmulas (2.7)—(2.9):

1 L
ay = —/ f(x) cos@dx, n € Ny,
L), L
o (5.25)
b, = E/Lf(x)sen?dx, n e N.
De acuerdo a lo anterior, la solucién del PVIF estd dada por (5.24) y (5.25).
Ejemplo 5.7. Para el PVIF
u(z,t) = uge(z,t), —l<az<l, t>0,
u(—1,t) = u(l,t), wu.(—1,t) =u,(1,t), t>0,
wz,0)=z+1, —-l<zx<l
se tiene L =1y f(x), luego a partir de (5.25),
1 1
ag :/ (x+1)de=2; a, :/ (x + 1) cos(nrz)de =0, n €N,

1 1

1
2
b, = / (x +1)sen(nrx)dr = (—=1)""'—, n €N,

1 nmw
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por lo tanto en virtud de (5.24) la solucién del PVIF estd dada por

2

C 2
u(w,t) =1+ Z(—l)”“a sen(nmz)e L,
n=1

5.2. La ecuacién de la onda

En términos generales el método de separacion de variables es aplicado a PVIFs de la
ecuacion de la onda en forma muy similar a la solucion de PVIFs de la ecuacion del calor.
No obstante, aqui el componente temporal satisface una EDO de segundo orden, lo que
introduce una segunda condicién inicial.

Para una cuerda con extremos fijos, sabemos a partir de la Seccién 4.3 que el PVIF
correspondiente esta dado por

Uy (1,t) = Fuge(z,t), 0<z <L, t>0,

u(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,

u(z,0) = f(x), wuz,0)=g(x), 0<x<L.
Tal como en los problemas anteriores, la EDP y las condiciones de frontera son lineales y
homogéneas, luego estamos buscando una solucién en la forma u(x,t) = X (z)T'(t) donde tal

como en el caso de la ecuacion del calor, ni X, ni T" puede ser la funcién nula. Reemplazando
este planteo en la EDP, obtenemos

X(2)T"(t) = X" (2)T(2).
Dividiendo esto por ¢*X (x)T(t) obtenemos

iT//(t) B X//(ZE)
2 Tt)  X(x)

donde A\ = const. es la constante de separacién. Por otro lado, las condiciones de frontera
implican X (0) =0y X (L) = 0; luego X satisface

X"(z)+AX(z)=0, 0<zxz<L; X(0)=0, X(L)=0.

Y (5.26)

Este problema de Sturm-Liouville regular fue resuelto en el Ejemplo 3.8, donde demostramos

que sus pares valor propio-funciéon propia son
2
Ap = (%) , X,(z) =sen n_zx} n € N. (5.27)

A partir de (5.26) concluimos que para cada valor propio A, se obtiene una funcién T,, que
satisface la ecuacion

T'(t) + AN T, (t) =0, t>0,
cuya solucién general (como A, > 0) estd dada por

t t
nme + by, sen m;c . bin, by, = const. (5.28)

T, (t) = by, cos



5.2. LA ECUACION DE LA ONDA 71

En virtud de (5.27) y (5.28) suponemos que la solucién del PVIF posee la representacién de
serie

= Z Xn(2)T,(t) = sen ? (bln cos m;c + boy, sen m;c ) : (5.29)

n=1

Cada término de esta serie satisface la EDP y las condiciones de frontera. Para satisfacer
las condiciones iniciales insertamos t = 0 en (5.29) y en la expresién de u(x,t) obtenida
diferenciando (5.29) término por término:

u(x,0) Z bin Sen —,  uy(z, Z bgn sen ﬂ

Los ntimeros by, y bgnmrc/ L son los coeficientes de la serie de Fourier de senos de f y g,
respectivamente; luego, de acuerdo a (2.10),

o L
/ f(z)sen w dz, by =— [ g(x)sen ? de, neN. (5.30)

nmce Jo

De acuerdo a lo anterior, la solucién del PVIF estd dada por (5.29) con los coeficientes by,
y by, calculados a partir de (5.30).

Comentario 5.1. Los términos en la expansion de u se [laman modos normales de vibracién.
Las soluciones de este tipo se llaman ondas estacionarias.

Ejemplo 5.8. En el PVIF
Ut (2, 6) = uge(x,t), 0<z <1, t>0,
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,
u(z,0) = 3sen(mx) — 2sen(3mx),
uy(x,0) = 4dwsen(27x), 0<z <1,

las funciones f y g son combinaciones lineales de las funciones propias. Poniendo ¢ =1 y
L =1 en sus expansiones en funciones propias arriba, a partir del item (ii) del Teorema 3.3
concluimos que

b11 = 3, b13 = —2, bln =0 (TL 75 1, 3), b22 = 2, bgn =0 (n 7é 2)
De acuerdo a lo anterior, en virtud de (5.29) obtenemos la solucion del PVIF
u(z,t) = 3sen(mx) cos(nt) — 2sen(3mx) cos(3mt) + 2 sen(27wx) sen(27t).

Ejemplo 5.9. Si reemplazamos las condiciones iniciales del PVIF del Ejemplo 5.8 por

0 1/2
u(z,0) = v para 0 <z < 1/2, w(z,0) =0, 0<x<l,
l—xz paral/2<zx<]1,

entonces utilizando (5.30) (con ¢ =1y L = 1) e integrando por partes obtenemos

1/2 1
bin = 2( f(z)sen(nmx) de + f(z)sen(nmzx) dx)
0

1/2
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1/2 1 4
=2 (/ xsen(nmx)dr + / (1 — z)sen(nmx) dx> = sen %,
0

2.2
1/2 n=m

9 1
bon = — | g(x)sen(nmz)dz =0, n €N,
nt Jo

luego de acuerdo a (5.29), la solucion del PVIF estd dada por

o0

4
u(z,t) = Z 55 Sen %T sen(nmx) cos(nmt).
n’m

n—

Una cuerda vibrante con extremos libres (ver Seccién 4.3) puede ser descrita por el PVIF

Uy (r,t) = Fuge(z,t), 0<z <L, t>0,
u(0,t) =0, wu,(L,t)=0, t>0,
u(z,0) = f(x), w(z,0)=g(x), 0<z<L.

Separando las variables obtenemos los pares valor propio-funcién propia
nm 2 nwT
)\n:<—>, Xp(r) =cos—, n € Nj.
L ( ) L 0

Para \g = 0, la solucién general de la ecuacion para T es

a
To(t) = ;0 + 5 t, a19, Az = const.,

mientras que para \,, n € N, las funciones T,, estan dadas por (5.28). Por lo tanto esperamos
encontrar una soluciéon del PVIF de la forma

t t
u(z,t) = % + @t + Z (aln cos m;c -+ a9, sen mzc ), (5.31)

donde los coeficients ay,, y as,, n € N son constantes. Cada término en (5.31) satisface la
EDP y las condiciones de frontera.
Para satisfacer las condiciones iniciales se requiere que

a T
u(z,0) = = 10+Za1ncos—, u(z,0) = :70—1-“ 1a2n —,
por lo tanto, de acuerdo a (2.12),
a0 = — / f(z / f(z cos@dx n €N,
(5.32)
Qg0 = L/o g(x)dx; ag, = n_7rc i g(m) cos%dx n € N.

Concluimos que la solucién del PVIF esta dada por (5.31) con los coeficientes ay,, y ag, dados
por (5.32).
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Ejemplo 5.10. Consideremos el PVIF

U (2, 1) = Uge(x,t), O<ax <1, t>0,
uz(0,t) =0, wu.(l,t)=0, t>0,
u(z,0) = cos(2mz), wui(z,0) = —2mwcos(mzx), 0<z <Ll

Aquic =1y L =1, y las funciones f y g que describen los datos iniciales son combinaciones
de las funciones propias, luego

ap =1, a,=0 (n#2), ayn=-1, ay=0 (n#1),
por lo tanto, de acuerdo a (5.31), la solucion de PVIF es
u(z,t) = —2cos(mx) sen(nt) + cos(2mx) cos(2nt).
Ejemplo 5.11. Consideremos el PVIF

u(x,t) = uge(x,t), 0<zx <1, t>0,
u(0,8) =0, wu,(1,¢t)=0, t>0,

—1 sil1/4<x<3/4,
0 en otro caso.

u(x,0) =0, wuz,0)= {

Aqui nuevamente c =1 y L = 1; luego, de acuerdo a (5.32),

ai, =0, n € Np;

1/4 3/4 1 3/4
agy = 2(/ g(x)dx +/ g(x)dx —|—/ g(x) da:) = 2/ (—1)dz = —1,
0 1/4 3/4 1/4

Agn = 2 (/01/4 g(x) cos(nmx) dx + /13/49(3:) cos(nmx)dz + /1 g(x) cos(nmx) dx>

nm /4 3/4
2 [ 4

= — (—1) cos(nmz) dr = ——— sen I s n_7r’ n € N.
nw J1/4 n?m 4 2

De acuerdo a (5.31), la solucion del PVIF estd dada por

oo

t 4 nm nm
t)=—5— E ——COS —~ t).
u(x,t) 3~ 2 i sen — = €08 sen(nmz) sen(nmt)

Comentario 5.2. Problemas de valores iniciales y de fronteras con condiciones de frontera
mixtas pueden ser tratados en forma similar.

5.3. La ecuacién de Laplace

En lo siguiente discutiremos la solucion de dos tipos de problemas: un tipo formulado en
coordenadas cartesianas, y otro donde el uso de coordenadas polares es mas apropiado.
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5.3.1. La ecuacién de Laplace sobre un rectangulo. Consideremos ahora la tempera-
tura de equilibrio en un rectangulo D := [0, L] x [0, K], donde L y K son constantes, en la
ausencia de fuentes y con la temperatura dada sobre la frontera. De acuerdo a la Seccién 4.2,
el problema de valores de frontera (PVF) correspondiente es

Uy (T,y) + uyy(z,y) =0, 0<z<L, 0<y<K,
u(oay):fl(y)a U(Lay):fZ(y)a O<y<K7
u(z,0) = gi(z), w(z, K)=ga(r), 0<z<L
A pesar de ser un PVF| resulta que podemos resolver este problema mediante separacion de
variables. No obstante, como aqui las condiciones de frontera son no homogéneas, hay que
hacer un andlisis preliminar adicional. En virtud del principio de superposicién (Teorema 1.1)
podemos buscar la solucién del PVF en la forma u(x,y) = ui(x,y) + uz(z,y), donde ambas
funciones wu; y uy satisfacen la EDP, u; satisface las condiciones de frontera con fi(y) =0y
fa(y) = 0, y us satisface las condiciones de frontera con g;(x) = 0y go(z) = 0. Entonces el
PVF para u; es
(UJl)rz(xay)—i_(ul)yy(may) :Ou O<I<L’ O<y<K7
u(0,9) =0, wi(L,y) =0, 0<y<K,
ur(z,0) = gr1(x), w(z,K)=go(x), 0<zx<L.
Se busca una solucién del tipo uy(z,y) = X (2)Y (y). Tal como en los casos de las ecuaciones

del calor y de la onda, ni X; ni Y puede ser la funcién nula. Insertando este planteo en la
EDP, obtenemos
X"(@)Y (y) + X(2)Y"(y) = 0.
Dividiendo por X (z)Y (y) obtenemos
X"(z) _ Y"(y)
X(x) Yy

donde A es la constante de separacion.
Las dos condiciones de borde homogéneas entregan

X0)Y(y) =0, X(L)Y(y) =0, 0<y<K.

Como Y # 0 concluimos que X (0) = 0y X(L) = 0. Por lo tanto, X es la solucién del
problema de Sturm-Liouville regular

X"(z)+ XX () =0, 0<xz<L; X(0)=0, X(L)=0.

=),

A partir del Ejemplo 3.8 sabemos que los pares valor propio-funcién propia de este problema
son
nm 2 nwr
M= () XKa(@) =sen ™, e, 5.33
7 (x) = sen 7 n (5.33)
Ahora para n € N buscamos funciones Y,, que satisfagan

nm

Y (y) — <T>2Yn(y) =0, 0<y<K.
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De acuerdo al Comentario 1.1, la solucién general de la ecuacién para Y, puede ser escrita
como

- K
Y, (y) = Cy, senh % + Oy, senh %, Cin, Cs, = const. (5.34)

A raiz de (5.33) y (5.34) es razonable suponer que u; es de la forma
n=1

0 % (5.35)
= nz:; sen n_zx (C’ln senh % + (5, senh %) ,

donde cada término satisface la EDP y las dos condiciones de frontera. Para que las condi-
ciones de fronteras restantes (no homogéneas) estén satisfechas exigimos que

= nr K nwx > nwT
ur(z,0) = g1(x) = El (—Cm senh 7 ) sen < = El by, sen —
[e.e] K oS
SEEEDS (Cansenh 2 ) en 22 = > hosen

en otras palabras, se necesitan las series de Fourier de senos de g; y g2. De acuerdo a (2.10),

nrliK B 2 nwT

L
b1, = —C1, senh 7 E/o g1(x) sen A dux,

K 2 [F
bgn:ansenhm; :Z/O gg(x)sen?dx, n €N,

por lo tanto

bin 2 nr K L nwx
n= oy = | T esch " da, ,
@ senh(nmK/L) ( [ > /0 g1(z) sen . @ (5.36)
ban 2 nm K L nmwx
= oy = | 7 esch " daz. ,
Con senh(nTK /L) (L esell—r ) /0 g1(z) sen [ (5.37)

Esto significa que la funcién u(x,y) estd dada por (5.35) con los coeficientes Cy,, y Cop,
dados por (5.36) y (5.37). La procedura para determinar uy es similar, con modificaciones
obvias.

Ejemplo 5.12. Para el PVF
Upe (T, y) +uyy(z,y) =0, 0<z<1l, 0<y<2,

u(0,y) =0, wu(l,y)=0, 0<y<2,
uw(z,0) =z, wu(z,2)=3sen(rz), 0<z<l1
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tenemos L =1, k =2, fi(y) =0, fo(y) =0, g1(z) = = y go(x) = sen(wx). Integrando por
partes obtenemos

(-1

1
/ xsen(nrz)dr = ———,
0

nm

luego de acuerdo a (5.36),
2
Cin = (—1)" == csch(2n7), N.
= ( )mrcsc(mr) n e
Ahora, utilizando (5.37), obtenemos

021 = 3CSCh(27T); Ogn = 07 n = 2, 37 e
En virtud de (5.35), la solucion del PVF dado estd dada por

e}

u(z,y) = Z(—l)"% csch(2nm) sen(nrz) senh (nw(y — 2))

+ 3 csch(27) sen(mz) senh(my).

Comentario 5.3. La solucion general de'Y,, debe ser expresada en la forma mds conveniente
para las condiciones de frontera no homogéneas dadas.

(i) En el caso (u1)y(z,0) = g1(x), (u1)y(x, K) = g2(x), conviene

— K
Ya(y) = Ciy cosh %) + Cs,, cosh %
(i) En el caso ui(z,0) = gi(z), (u1)y(z, K) = ga(x), conviene
— K
Y, (y) = (', cosh % + (Y, senh %
(iti) En el caso (u1),(2,0) = g1(2), w1 (x, K) = go(x), conviene
— K
Yn (y) = Cln cosh n_zy + an senh %

5.3.2. La ecuacién de Laplace sobre un disco circular. Consideremos la temperatura
de equilibrio sobre un disco circular uniforme

D:z{(r,@):0<r<a, —7r<9<7r}
sin fuentes, bajo la condiciéon de temperatura prescrita sobre la frontera r = a = const.
Debido a la geometria del cuerpo es aconsejable re-escribir la ecuacion en términos de las

coordenadas polares r y # con el polo en el centro del disco. Recordando la forma del Lapla-
ciano en coordenadas polares dada en {tem (ii) del Comentario 4.4, obtenemos

1 1
U (1, 0) + ;ur(r, ) + ﬁuee(r, =0, 0<r<a -—-mT<l<m,

u(a,0) = f(0), —-m<O<m.

Al contrario del PVF discutido arriba en términos de coordenadas cartesianas, donde los
valores de frontera de la solucién son suficientes para que podamos resolver el problema,
la forma de la EDP en coordenadas polares nos exige considerar condiciones de “frontera”
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adicionales. Estas condiciones se imponen en los extremos restantes de los intervalos donde
las variables r y 0 son definidas, es deciren r = 0, § = —m, y § = 7. Su forma es sugerida por
requerimientos analiticos basados en consideraciones fisicas: se supone que la temperatura u
y el flujo del calor, es decir u, y ug, son funciones continuas (y por lo tanto acotadas) en una
region acotada con datos de frontera que “se comportan razonablemente”. En virtud de lo
anterior, los requerimientos adicionales pueden ser formulados como:

u(r,0), u,(r,0) acotadas cuando r — 04+, —7w <0<,
u(r,—m) =u(r,m), ug(r,—m)=ug(r,m), 0<r<a.
La EDP y todas las condiciones de borde con la excepcién de u(a, 8) = f(6) son homogéneas,
por lo tanto parece razonable buscar una solucion de la forma
u(r,0) = R(r)0(0). (5.38)
Ahora las tultimas dos condiciones de borde (periddicas) se convierten en
O(—m)R(r) = O(m)R(r), O (—m)R(r)=6'(m)R(r), 0<r<a,
a partir de lo cual, para evitar la solucién idénticamente cero (inaceptable), deducimos que
O(—m) =0O(n) y ©'(—7) = ().
En virtud de (5.38), la EDP puede ser escrita como
R R
(R/’(m + ﬂ) 00) + EWer gy — o

r r2

Dividiendo esta ecuacién por R(r)©(6)/r?, obtenemos de acuerdo al argumento usual
0"(0) r*R"(r) + rR(r)
o@) R
donde A\ = const. es la constante de separacion. Luego © es una solucién del problema de
Sturm-Liouville periédico

O"(0)+X0(0) =0, —-w<O<m O(-7w)=06(r), O(-7)=06'(n).
Discutimos este problema en el Ejemplo 3.14. Por lo tanto, para L = 7 los valores propios y
funciones propias correspondientes son

M=0, =1, N\, =n? 061,(0)=cos(nd), ©y,(0) =sen(nd), necN.
A partir de la segunda igualdad en (5.39) obtenemos que la componente radial R,, satisface
r?R'(r)+ R, (r) —n*R, =0, 0<r<a, nécN,. (5.40)

Esto es una ecuacién del tipo Cauchy-Euler para la cual (para n # 0) buscamos soluciones
en la forma (ver Seccién 1.4) R, (r) = r?, p = const. Reemplazando esto en (5.40) obtenemos
que

=, (5.39)

(plp—1) +p—n®)r* =0

o p?> —n? =0, con las rafces p; = n y p» = —n. Por lo tanto, la solucién general de (5.40) en
este caso es

R.(r)=Cir" + Cyr™, (Cy,Cy = const. (5.41)
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Sin =0, entonces (5.40) se reduce a (rRj(r)) = 0, luego rR(r) = Cy = const.; esto, a su
vez, implica R{(r) = Cy/r y la solucién general

Ro(r) = Oy + Cylnr, (4, Cy = const. (5.42)
A partir de (5.38) y la condicién de acotacién en r = 0 deducimos que todos los nimeros

R, (0) deben ser finitos. Tal como (5.41) y (5.42) indican, esto sucede sélo si Cy = 0y Cy = 0;
en otras palabras,

RO(T) - Cly Rn(r> = 017‘”, n € N.
Eligiendo la constante arbitraria igual a 1, podemos expresar esto por la férmula tnica
R.(r)=7r", n €Ny

De acuerdo al procedimiento de la separacion de variables, nos esperamos una solucién
del PVIF de la forma

u(r, ) = —RO ) + ZR ) (2,01, (0) + 5,02, (0))
(5.43)
+ Z ay, cos(nb) + b, sen(nb)),

donde cada término satisface la EDP y las tres condiciones de frontera homogéneas. Los
coeficientes numéricos incégnitos ag/2, a, y b, son determinados a partir de la condicién
restante (no homogénea)

u(a,0) = f(0) = % + Za” (an cos(nb) + b, sen(nf)), —m <60 <. (5.44)

n=1

Esto es la serie de Fourier completa para f con L = 7 y los coeficientes ag/2, a™a, y a"b,,
luego a partir de (2.7)-(2.9),

/ f( a, = mi” /7T f(0)cos(nh)df, neN,
b, = / f(0)sen(nf)df, n e N.

o

(5.45)

Por lo tanto, la solucién del PVF esta dada por (5.43) con los coeficientes ao, a,, y b, dados
por (5.44).

Comentario 5.4. A partir de (5.43) y (5.45) obtenemos

u(0,0) = f( )6

2 T on
en otras palabras, la temperatura en el centro del disco es igual al promedio de la temperatura
en la circunferencia de frontera. Este resultado, el cual ya utilizamos en la demostracion del
Teorema 4.2, es llamado propiedad del valor medio de la ecuacion de Laplace.
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Ejemplo 5.13. Consideremos el problema
(Au)(r,0) =0, 0<r<2, —-w<l<m,
u(2,0) =1+ 8senf — 32cos(40), —mw <l <.

Aqui tenemos o =2 y f(0) = 1+ 8senf — 32cos(40). Como f es una combinacion lineal de
las funciones propias asociadas al problema, utilizamos (5.44) e item (ii) del Teorema 3.3
para deducir que

1
50 = 1, 2%, =-32, 2b =S8,

mientras que los demds coeficientes son nulos; por lo tanto
ap=2, ay=-2, a,=0 (n#0,4), by=4, b,=0 (n#1),
lo que significa que de acuerdo a (5.43), la solucion del PVF viene dada por
u(r,0) = 14 4rsend — 2r* cos(46).

5.4. Otras ecuaciones

El método de la separacion de variables también puede ser aplicado a problemas involu-
crando algunas de las ecuaciones discutidas en la Seccion 4.4.

Ejemplo 5.14. Consideremos el problema de valores iniciales y de frontera de conveccion-
difusion

ur(z,t) = 2ugy (2, t) —uz(x,t), 0<z<l1l, t>0, (5.46)
w0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0, (5.47)
u(z,0) = —2"4sen(3rz), 0<z < 1. (5.48)

Aplicando argumentos desarrollados anteriormente en este capitulo buscamos la solucion en
la forma u(z,t) = X(x)T(t), y a partir de (5.46) y (5.47) deducimos que X y T satisfacen

2X"(x) — X'(x) + A X () =0, O0<z<1l; X(0)=0, X(1)=0 parat>0 (549)

T'(t)+ \T'(t) =0 parat>0. (5.50)

El problema de Sturm-Liouville regular (5.49) es resuelto por el método utilizado en el Ejem-
plo 3.11. Sus valores propios y funciones propias son

1
An = §(16n27r2 +1), X,(z)=e"*sen(nmz), neN.
Ahora (5.50) se convierte en
1
T'(t) + é(16n27r2 + D)T,(t) =0

con la solucion general

T,(t) = e P T D8 o congt,
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Combinando X,, y T, en la forma habitual obtenemos que la funcion

= 16n°m? 4 1
u(z,t) = ch exp(% - n++t) sen(nmx) (5.51)

n=1

satisface la EDP (5.46) y las condiciones de borde (5.47). Los coeficientes ¢, son determi-
nados a partir de la condicion inicial. Para t =0 se debe tener

Z cne®*sen mrx) —2e"*sen(37x),

lo que implica que c3 = —2 y ¢, = 0 para n # 3. Por lo tanto la solucion del problema, dada
por (5.51), es
14472 + 1
u(z,t) = —2 exp(% — 7TT—i_t) sen(3mx).

Ejemplo 5.15. Consideremos el problema de propagacion de onda disipativo
(2, 1) + 2up(x, 1) = uge(x,t) — Bug(x,t), 0<z <1, t>0,
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,

u(z,0) = =32 sen(2nz), uy(z,0) = 2632 sen(rz), 0<z < 1.

(=,
Escribiendo u(x,t) = X (x)T'(t) y procediendo tal como en el Ejemplo 5.14 obtenemos
X"(x) =3X'(x) + \X(z) =0, 0<z<1l; X(0)=0, X(1)=0; (5.52)
T"(t) + 27" + \T'(t) = 0. (5.53)
El problema de Sturm-Liouville reqular (5.52), resuelto tal como en el Ejemplo 5.14, posee
los valores propios y funciones propias
n?m? +9 32/2

)\TL = —4 y Xn<3j) = e

luego a partir de (5.53) con A reemplazado por A\, obtenemos

sen(nmz), n €N,

T.(t) = e t/? (cln cos(at) + cap sen(ant)), Cln, Cop, = coONSst.,
donde

1
an =g n?m?2+5, neN.

Combinando X,, y T, obtenemos que la funcion

u(z,t) = Z exp (3; - %) sen(nm) (1, cos(aut) + can sen(apt)) (5.54)

n=1

satisface la EDP y las condiciones de borde. Reemplazando t = 0 en (5.54) y su derivada
con respecto a t obtenemos

u(z,0) = Z 1% sen(nmz) = ¢/ sen(2mx),

n=1
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o)
1
w(z,0) = Z (—§cln + ozn@n) e**/? sen(nmx) = 2e37/2 sen(mx),

n=1

luego
c Cin
Cl2 = —]., cln:() (n#?), —%—l—alcgl :2, —%4—06”02”:0 (n;é 1)

A partir de estas identidades obtenemos

2 1
[ — = —=— n = O 1, 2 3
C21 L €22 20y’ C2 (n # )
por lo tanto la solucion del PVIF, obtenida a partir de (5.54) es
(Bz—t)/2 2 1
u(z,t) =e — sen(ait) sen(mz) — cos(at) sen(2mx) — . sen(agt) sen(27x) |,
(%1 (&%)

donde
1 1
051:§V7TQ+5, &225\/471'2—'—5.

Ejemplo 5.16. Consideremos el problema de conveccion-difusion bidimensional estacionario

Uz (T, Y) + Uyy(T,y) — 2uz(x,y) =0, 0<z<l1l, 0<y<2, (5.55)
uw(0,y) =0, wu(l,y)=—3sen(ry), 0<y<2, (5.56)
w(z,0) =0, wu(z,2)=0, 0<z<l. (5.57)

Buscando la solucion en la forma u(z,y) = X (2)Y (y), a partir de (5.55) y las condiciones
de borde homogéneas (5.57) obtenemos

X"(z) —2X'(z) = A\X(z) =0, 0<z<]1, (5.58)

Y'())+ MY (y) =0, 0<y<2 Y(0)=0, Y(1)=0.

El problema de Sturm-Liouville reqular para Y se resolvio en el Ejemplo 3.8 y da origen a
los valores propios y funciones propias

)
An = nr . Ya(y) zsen@, neN,
4 2
por lo tanto (5.58) se convierte en
n?m?

Xn(w) —2X,(x) —

con la solucion general
Xn(x) = 1% + 96”277,

donde

1 1
Sip =1+ 5\/ n2m2 +4, Sy, =1-— 3 n2m2 +4, ¢y, Coy = const.
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En virtud de lo anterior, la funcion

u(z,y) =) sen Ty(clnesl"x + con€®%) (5.59)
n=1
satisface la EDP (5.55) y las condiciones de borde homogéneas (5.57). Insertando x = 0 y
después x =1 en (5.59) obtenemos

o

nm
Z(Cm + o) sED Ty =0,
n=1
= n
Z(clnesln + con€”") sen %y = —3sen(my),
n=1
luego
Cln+C2n =0, neEN; 9™ 4 990" = =3, ¢, + ™" =0 (n #2).
Esto implica que
3
Cig = —C92 = Clp = Cop = 0 (n 7£ 2)

es22 — esi2’
Insertando esto en (5.59) obtenemos la solucion del PVIF dado:
3

@s22 — @S12 (681296 - 88223:) Sen(ﬂ-y)’

u(z,y) =
donde
812:1+V7T2+1, 822:1—V7T + 1.

5.5. Ecuaciones en mas de dos variables

En la Seccién 4.2 desarrollamos un modelo de la conduccién del calor en una placa uni-
forme, donde la temperatura incoégnita depende del tiempo y de dos variables espaciales.
Aqui consideraremos el andlogo bi-dimensional de la ecuacién de la onda y lo resolvere-
mos mediante el método de separacién de variables en coordenadas tanto cartesianas como
polares.

5.5.1. Membrana rectangular vibrante. Una membrana rectangular vibrante con fuer-
za de cuerpo despreciable y bordes fijados es modelado por el PVIF

uy(z,t) = FAu(z,y) = A (Use(z,y) + uyy(z,y)), 0<z<L, 0<y<K, t>0,

(5.60)
u(0,y,t) =0, wu(L,y,t)=0, 0<y<K, t>0, (5.61)
w(z,0,t) =0, wu(z,K,t)=0, 0<z<L, t>0, (5.62)
u(z,y,0) = f(x,y), w(x,y,0)=g(z,y), 0<z<L, 0<y<K. (5.63)

Como la EDP y las condiciones de borde son lineales y homogéneas, se busca la solucién
como el producto de una funcion de las variables espaciales con una funcién del tiempo:

u(z,y,t) = S(z,y)T(t). (5.64)
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Razonando como en situaciones similares previas, a partir de (5.60), (5.61) y (5.62) obtene-
mos que 7' satisface la EDO

T'(t) + \*T(t) =0, t>0,
y que S es una solucién del PVF

Sex(T,y) + Syy(x,y) + AS(z,y) =0, 0<zxz<L, 0<y<K,
S(0,y) =0, S(L,y)=0, 0<y<K, (5.65)
S(z,0)=0, S(z,K)=0, 0<zx<lL,

donde A = const. es la constante de separacién.

Como la EDP y las condiciones de borde para S son, a su vez, lineales y homogéneas,
podemos utilizar la separacién de variables una vez mas y buscamos una solucién de (5.65)
de la forma

S(a,y) = X(2)Y (y)- (5.66)
La EDP en (5.65) ahora se convierte en
X'(@)Y (y) + X(2)Y"(y) = —AX(2)Y (y),
es decir, dividiendo por X ()Y (y) obtenemos
X// Y//
(), Y

- - ,LL,
X(x) Y(y)
donde p = const. es una segunda constante de separacion.
A partir de las igualdades anteriores y las condiciones de borde en (5.65) obtenemos
por el camino habitual que X e Y son soluciones, respectivamente, de los problemas de
Sturm-Liouville regulares

X"x)+pX(x)=0, 0<z<L; X(0)=0, X(L)=0, (5.67)
Y'(y)+ (A —p)Y(y) =0, 0<y<K; Y(0)=0, Y(K)=0. (5.68)

La soluciones no nulas que necesitamos para (5.67) son las funciones propias de este problema
de Sturm-Liouville regular, las que calculamos en el Ejemplo 3.8 conjuntamente con los
valores propios correspondientes:

2
nm nmx
=11, X.zr)= —_—, e N.

L ( 7 ) (x) = sen 7 n
Para cada n fijo la solucién Y satisface el problema de Sturm-Liouville regular (5.68) con
i = . Como este problema es similar a (5.67), sus valores propios y funciones propias
(soluciones no nulas) son

mi mmy

2
Anm — Hn = <?) ) Ynm<y) - sen7, m € N.
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Comentamos que (5.65) puede ser considerado como un problema de valores propios bi-
dimensional con los valores propios

2 2 2
mm nm mim

y las funciones propias correspondientes

Sum(@,y) = Xa(@)Yam (y) = sem = sen 7,

Considerando la ecuacién para T', obtenemos para A = A,,, las funciones
Tom(t) = apm cos(\/ )\nmct) + by, sen(\/ )\nmct), (pmy bpm = const.

A partir de esto, (5.64), y (5.66) concluimos ahora que la solucién del PVIF original debe
poseer una representacion de la forma

'ryv Zzsnmxy nm()

n,m € N.

n=1m=1
(5.69)
= Z Z sen @ sen Kﬂy (anm COS(\/ )\nmct) + by sen(\/ )\nmct)>.
n=1 m=1

Cada término en (5.69) satisface la EDP y las condiciones de borde. Para satisfacer la primera
condicién inicial, se debe satisfacer

u(z,y,0) = f(x,y) = Z ( QA SEN ?) sen m;y‘

m=1

n=1

Multiplicando la segunda igualdad por sen(pry/K), p € N, integrando el resultado con
respecto a y sobre [0, K| y tomando en cuenta la férmula (2.5) con K en lugar de L obtenemos

/ f(z,y) sen— Zanpsen

Multiplicando esta nueva igualdad por sen(qmz/L), ¢ € N e integrando con respecto a z
sobre [0, L] obtenemos

LK
//fxysen—sen?dydx:Taqp,

es decir, reemplazando ¢ por n y p por m, obtenemos

mmny
Ay, = LK/ / flz,y) sen 22 sen 7 dydz, n,m e N. (5.70)

La segunda condicion inicial esta satisfecha si

ut<x7y70) _g T y Z(Z V nmenmsen ) s€n %a

m=1
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como arriba, esto entrega

b 4 /L /K (2, 1) se nwr . mry
nm = T A~ I? n—- n
LE e Jo Sy T L

En conclusién la solucién del PVIF es dada por la serie (5.69) con los coeficientes apy, ¥ bum
calculados a través de (5.70) y (5.71). Otras condiciones de bordes homogéneas pueden ser
tratadas en forma similar.

Ejemplo 5.17. En el PVIF
U (2, Y, 1) = U (2, Y, 1) +uyy(z,y,t), 0<z<l, 0<y<2, t>0,
uw(0,y,t) =0, wu(l,y,t)=0, 0<y<2, t>0,
u(z,0,t) =0, u(z,2,t)=0, 0<z<l1l, t>0,

dydz, mn,m € N. (5.71)

u(z,y,0) = sen(2mx) (sen% - 2sen(7ry)), 0<z<l 0<y<2,

ui(z,y,0) = 2sen(27x) sen%, 0<zr<l O<y<2

tenemos c =1, L =1, y K = 2; luego, comparando las funciones de los datos iniciales con
las expansiones en serie de Fourier doble de f y g obtenemos

a1 =1, axp=-2, ay, =0 (m #* 172); VA21bor =2, v/ Aopbay =0 (m #* 1)-
Como Ag1 = (2m)% + (7/2)* = 1772 /4, la férmula (5.69) entrega la solucion

Y V1Trt
2

u(z,y,t) = sen(27x) sen 5 cos — 2sen(27z) sen(my) cos(vV/5mt)

Y \/ﬁ 7t

N A ( 5 )
— SENn X ) Sen — Sen
17 T 2 2

5.5.2. Membrana circular vibrante. Un cuerpo bi-dimensional de este tipo es definido
en coordenadas polares 0 < r < a, —7 < 8 < 7, t > 0. Si la fuerza de cuerpo es despreciable y

la frontera r = 0 es fijada, entonces las vibraciones verticales de la membrana estan descritas
por el PVIF

uy(r,0,t) = Au(r,0,t), 0<r<a, -nm<6<m, t>0, (5.72)
u(a,0,t) =0, wu(r,0,t), u.(r,0,t) acotados cuando r — 04, —w<O<m, >0,

(5.73)

u(r,—m,t) =u(r,m,t), wug(r,—m,t) =ug(r,mt), 0<r<a, t>0, (5.74)

u(r,0,0) = f(r,0), u(r,0,0)=g(r,0), 0<r<a —-7m1<60<m. (5.75)

Tal como en la Seccién 5.3, las condiciones de borde en r = 0y 6 = —7, ™ expresan la

continuidad (y por lo tanto la acotacién) del desplazamiento u y de la tensién (u,, ug) de la
membrana para funciones f y g “razonables.”

Como la EDP y las condiciones de borde son lineales y homogéneas, tratamos el método
de separacion de variables y buscamos una solucion de la forma

u(r,0,t) = S(r,0)T(t). (5.76)
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Siguiendo el procedimiento estandar, a partir de la EDP y las condiciones de borde conclui-
mos que S es una solucién del problema

AS(r,0) + AS(r,0) =0, 0<r<a, -w<0<m,
S(a,0) =0, S(r,0), S.(r,0) acotados cuando r — 0+, —7w <0<, (5.77)
S(r,—m) = S(r,m), Sp(r,—m)=Sp(r,m), 0<r<a,
donde \ = const. es la constante de separacién, mientras que 1" satisface
T"(t) + \*T(t) =0, t>0.

Como la EDP y las condiciones de borde para S son lineales y homogéneas, buscamos S en
la forma

S(r,0) = R(r)0(0). (5.78)

Acordandonos de la expresién del Laplaciano en coordenadas polares (ver item (ii) del Co-
mentario 4.4) podemos escribir la EDP en (5.77) como

(R”(r) + %Pam) 0(0) + %R(r)@”(@) L AR(1)O(8) = 0.

Dividiendo esto por (1/7?)R(r)©(f) obtenemos
") _ r*R'(r)+rR(r)

o) ~ R(r)
donde p = const. es una segunda constante de separacién.
Aplicando el argumento habitual a las condiciones de borde, concluimos que Ry ©
son soluciones de problemas de Sturm-Liouville. Primeramente, © satisface el problema de
Sturm-Liouville periédico

0"(0)+u0) =0, —-mT<b<m O(—m)=06(r), O'(-7) =06 (n),

- )\TZ = —H,

cuyos valores propios y funciones propias, calculados en el Ejemplo 3.14, son
1
o =0, ©Og(0) = 5 Hn= n?,  O1,(0) = cos(nh), O,(0) =sen(nd), n e N.

Para cada n fijo calculamos una solucién R,, del problema de Sturm-Liouville singular
r?R!(r) +rR. (r) + (M —nP)R,(r) =0, 0<r<a,
R,(a) =0, R,(r), R,(r) acotados cuando r — 0+.

Este es el problema de Sturm-Liouville singular (3.12), (3.13) (con m reemplazado por n)

discutido en la Seccion 3.3, el cual posee una cantidad numerable de valores propios y un
conjunto completo de funciones propias correspondientes

Am = ~— 1, Run(r)=Jp o) neNyg, meN,

«

donde J, es la funcién de Bessel de primera especie del orden n y &, son los ceros de J,,.
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Para la EDO satisfecha por T obtenemos para A = A, = (&um/a)? las soluciones

ct ct
Enm + B,,, sen Enm . Apm, Bum = const.
a o

Tom(t) = Ay cos

Supongamos, por simplicidad, que g = 0, luego es evidente que el término seno en 7}, debe
anularse. Por lo tanto, si combinamos las diferentes componentes de u de acuerdo a (5.76)
y (5.78), entonces la solucién del PVIF debe ser de la forma

u(r,0,t) =Y Y (apmO1n(0) + bum©20(0)) R (r) Trum (1)

n=0 m=1
— Z Z (anm cos(nd) + bum sen(ne)) J, (fn(;nr> cos fnzct‘
n=0 m=1

Cada término en esta suma satisface la EDP, las condiciones de borde, y la segunda condicién
inicial. Para satisfacer la primera condicion inicial se debe satisfacer

u(r,0,0) = f(r,0) = Z (Z (@nm cos(nf) + by, sen(n@))) J,, (fnmr)

(6%
m=1 \n=0

Los coeficientes a,,,, v b,, se calculan ahora, tal como en otros problemas de este tipo, a
través de las propiedades de ortogonalidad de cos(nf), sen(nf), y J,(&wmr/c) expresadas por
(2.4)—(2.6) y (3.16).

Comentario 5.5. En el caso con simetria circular (es decir, cuando las funciones de datos
son independientes de 6) utilizamos el planteo u(r,t) = R(r)T(t). En este caso el problema
se reduce a resolver la ecuacion de Bessel del orden cero. Terminamos obteniendo

u(r,t) = i (am cos(\/ﬂct) + b, sen(mct) ) Jo (mr) :

donde A, es lo mismo que Aoy, = (fom/a)2 y los coeficientes a,, y b,, son determinados a
partir de la propiedad de ortogonalidad (con peso r sobre [0,a]) de las funciones Jo(v/Amr).

Ejemplo 5.18. Cona=1,c=1, f(r,0) =1y g(r,0) =0, la formula en el Comentario 5.5
entrega

u(r,0) = ZamJo(\/Er) =1, w(r,0)= Z b/ A Jo (V/ Amt) = 0,

luego los coeficientes a,, son los coeficientes de la expansion de la funcion constante 1 en
términos de las funciones Jo(v/ A1) sobre (0,1) y b,, = 0. Con una aproximacion compu-
tacional de cuatro digitos

1 =1,6020.J5(2,4048r) — 1,0463.J5(5,5201r) + 0,8514.J5(8,6537r) + . . .,
se tiene que

a1 = 1,6020, as = —1,0463, a3 =0,8514,...,
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luego la solucion del problema es
u(r,t) = 1,6020 cos(2,4048t).Jy(2,4048r) — 1,0463 cos(5,5202t).J5(5,52017)
+ 0,8514 cos(8,6537t) Jo(8,6537r) + .. ..

5.5.3. Temperatura de equilibrio en una bola sélida. La distribucién estacionaria del
calor en el interior de una bola homogénea del radio o cuando la temperatura (estacionaria)
es dada sobre la superficie y no existen fuentes es dada por la solucién del PVIF

Au(r,0,0) =0, 0<r<a, 0<60<2m, 0<@<m, (5.79)
u(a,0,0) = f(0,0), u(r,0,¢), u.(r,0,¢) acotados cuando r — 0+,
0<f<2m, O<p<m, (5.80)

u(r,0,0) = u(r,2m, @), ug(r,0,0) =up(r,2m, ), 0<r<a, 0<p<m, (5.81)
u(r, 8, ¢), uy(r,0, ) acotados cuando ¢ — 0+ y ¢ — 71—,

donde f es una funcién dada. La condicién de borde (5.80) representa la temperatura de
superficie dada. Las condiciones (5.81) y (5.82) se agregaron por argumentos similares a los
que utilizamos en el caso de un disco circular uniforme.

En términos de las coordenadas esféricas r, 6 y ¢, y considerando el item (v) del Comen-
tario 4.4, la EDP (5.79) puede ser escrita como

1

1
E(TQUT)T +

7o U T 5
r2sen? o r2sen ¢

((sen %O)Usa% = 0.

Como la EDP y dos de sus condiciones de borde son homogéneas, tratamos encontrar una
solucién de la forma

u(r,0,¢) = R(r)0(0)2 ().
Tal como en ejemplos anteriores, la condiciéon de borde no homogénea implica que ninguna
de las funciones R, © y ® puede ser la funcion nula. Reemplazando este planteo en la EDP
y multiplicando cada término por (r?sen? )/(RO®) obtenemos
o (r*R') ((sen )®")
R

_ = 2 J— -
5 (senyp) (sen ) q) :

donde el lado izquierdo es una funciéon de 6 y el lado derecho es una funciéon de r y ¢, por
lo tanto ambos lados deben ser igual a una y la misma constante, la cual por conveniencia
denotamos por —pu. Esto entrega el par de ecuaciones

O"(0) +uO(H) =0, 0<6<2m, (5.83)
2R/ ! 1 (D/ /

(r )-i— ((sen o) )— o =0, O0<r<a, 0O0<¢p<m, (5.84)
R sen ¢ ) sen?p

donde en el caso de (5.84) también dividimos por sen? .
Para evitar la solucién idénticamente nula, a partir de las dos condiciones de periodicidad
en el problema de valores de frontera deducimos por argumentos estandar que

0(0) = O(21), ©y(0) = Op(2n). (5.85)
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El problema de Sturm-Liouville regular (5.83), (5.85) para © es el mismo que en el caso de
la membrana circular; posee los valores propios u = m?, m € Ny y las funciones propias
correspondientes

Om(0) = Cyyp, cos(mb) + Copp, sen(m),
las cuales, utilizando la férmula de Euler, podemos reescribir como
On(0) = C}, ™ + Oy e ™. (5.86)
Aplicaremos una segunda separacién de variables, esta vez en (5.84):
1 ((sen¢)®') m? (r’R’)

sen ¢ o}  sen?p - R —A = const.,
lo que entrega las ecuaciones
1 / 2
o’ A— O(p) = :

() + (A= o Jal) =0, 0<p<n (5.57)

(rP*R)Y —AR=0, 0<r<a. (5.88)
En (5.87) insertamos

d 1 d
€= cosp, dE=—senpdp, =~

sen’p =1 —cos’p =1-¢, ®(p) =V(E),

luego (5.87) asume la forma
2

(1— () + (A - 171’—52)\11(5) —0, —l<e<l. (5.89)

Las condiciones de borde para W son obtenidas a partir de aquellas en ¢ = 0y ¢ = 7 del
problema original si nos acordamos de que ® no puede ser la funciéon nula:

U(g), W'(€) acotados cuando & — —1+y £ — 1—. (5.90)

Comentamos que (5.89), (5.90) es el problema de Sturm-Liouville singular asociado a la
ecuacion de Legendre mencionada en la Secciéon 3.5 con los valores propios y funciones
propias asociadas

An=n(n+1), ¥E =P"E), n=mm+1,...,
donde P son las funciones de Legendre asociadas; por lo tanto,
D, (¢) = P*(cos ). (5.91)

Para la ecuacién de Cauchy-Euler (5.88) con A = n(n + 1) encontramos que de acuerdo

a la Seccion 1.4, su solucién general viene dada por
Ry (r) = Cyr™ + Cor~ ™D Oy, O, = const.

Aplicando la condicién de que R(r) y R'(r) deben ser acotados cuando r — 0+ (la cual sigue
a partir de la segunda condicién de borde del PVF dado), obtenemos que Cy = 0, luego

R.(r)=1", (5.92)
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donde como siempre elegimos C; = 1.
Finalmente combinamos (5.86), (5.91), (5.92), (3.32) y (3.33) para escribir la solucién del
problema original en la forma

u(r,0,¢) = Z Ry (r)©:m (0) P ()

m=0,1,2...
n=m,m+1,...

_ Z r ( ! 1m6’ +Cé _lme)P;”(cosgo)

m=0,1,2...
n=m,m+1,...

— i z": Crome™ P™(cos ¢)

n=0 m=—n

= i i Cnm?"Yom (0, 0), (5.93)

donde Y, ,, son los arménicos esféricos definidos por (3.33).
De acuerdo a las condiciones de borde no homogéneas del problema original, se debe
tener

Oé 9,@0 Z Z Cané nm @):f(‘gvgp)

n=1 m=—n

Los coeficientes ¢, ,,, son determinados por el procedimiento estdndar a través de las relaciones

de ortogonalidad (3.34):
/ / (0 L) dedo. (5.94)

Ejemplo 5.19. Consideremos la bola unitaria (a« = 1) centrada en el origen. Supongamos
que la temperatura de los hemisferios superior e inferior se mantienen a la temperatura
constante 2 y —1, respectivamente. Entonces

£0.0) = 2 para0<@<2m 0<p<m/2
R I para 0 < 0 <27, /2 < p <,

es decir, utilizando (5.94) obtenemos que los primeros dos coeficientes diferentes de cero ¢, m,
son cop = /T Y10 = 3V3m/2. En virtud de (5.93) y las expresiones de los armdnicos esféri-
cos dados en el Ejemplo 3.18 obtenemos como solucion del problema

3 19
u(r, 0, ¢) = V7Y00(0,0) + 5\/371’7’}/1,0(9790) 4= 3 + qrcosy +....



Capitulo 6

Problemas lineales no homogéneos

El método de separacion de variables puede ser aplicado solamente si la EDP y las
condiciones de borde son homogéneas. No obstante, un modelo matematico puede presentar
términos no homogéneos (es decir, términos que no contienen la funcién incégnita o sus
derivadas), y/o puede contemplar datos no homogéneos (no nulos) especificados en sus puntos
de frontera. Demostraremos ahora como en ciertos casos tales problemas pueden ser reducidos
a sus versiones homogéneas correspondientes.

6.1. Soluciones de equilibrio

Ya discutimos soluciones de equilibrio (o estacionarias, o independientes del tiempo)
para la ecuacién del calor en dimensiones mayores (ver Seccién 4.2). Consideremos ahora
distribuciones de temperatura de equilibrio para una barra uniforme.

6.1.1. Temperatura prescrita en los extremos. El PVIF general de una barra con
fuentes internas es de la forma

ur(z,t) = kg, (z,t) + q(x,t), 0<xz <L, t>0,
u(0,t) = a(t), wu(L,t)=p3(t), t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<L,

donde «a, B, y f son funciones dadas. Si o y /3 son constantes y ¢ = ¢(z), entonces puede
existir una solucién de equilibrio uy = u(z) que satisface el PVF

ul () +q(x) =0, 0<z<L; uo(0)=a, ux(l)=7p,

donde ¢ incorpora el factor 1/k. Evidentemente, aqui la condicién inicial no juega ningin rol
para la computacién de u,. Para un problema independiente del tiempo, parece razonable
fisicamente suponer que si una solucién de equilibrio existe, entonces

1i = )

M w(z, t) = ueo(2)

Esto justifica el uso del indice oo para denotar la solucién de equilibrio.
Ejemplo 6.1. La temperatura de equilibrio del PVIF

u(x,t) = dugp(z,t) + 20 -1, 0<z <2, t>0,
w(0,t) =1, w(2,t)=-2, t>0,

u(x,()):sen%, 0<z<2,

91
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es obtenida a partir de la solucion del PVF

qull () +2x—1=0, 0<z<2; ux(0)=1, wux(2)=-2.
Integrando la EDO dos veces obtenemos la solucion general

1 1
Uso(T) = —1—2x3 + §x2 + Cix + Cy, (4, Cy = const.

Las constantes Cy y Cy pueden ser determinadas a partir de las condiciones de borde. La
solucion de equilibrio es

6.1.2. Flujo prescrito en los extremos. El PVIF general es de la forma
ur(z,t) = kg (z,t) +q(x,t), 0<x <L, t>0,
w(0,8) = at), ua(L,t) = B(t), t>0,
u(z,0) = f(z), 0<xz<L.

Como arriba, una solucién de equilibrio us, = us () puede existir si a y § son constantes.
Tal solucién satisface el PVF

ul (z) +q(x) =0, 0<x<L; u (0)=a u (L)=72,

o0

donde ¢ incorpora el factor 1/k y si existe, nuevamente puede ser considerada el limite,
cuando t — oo, de la solucién u(x,t) del PVIF. En este caso no podemos descartar la
condicién inicial. Efectivamente, esta condicién juega un rol esencial para la computacién de
la temperatura de equilibrio. Su aporte entra a través de la ley de conservacion de la energia
del calor en el problema que depende del tiempo completo, la cual es equivalente a la misma
EDP. Por lo tanto, bajo la hipdtesis formulada arriba con respecto a ¢, «, y 3, integrando
la EDP término por término sobre [0, L] y utilizando las condiciones de borde obtenemos

a4 [r L L
d_/ u(z,t) dx:k/ Uz (T, 1) dx—i—/ q(z) dx
t Jo 0 0

= k(u.(L,t) — u(0,t)) +/0 q(z) dx (6.1)

=k(B(t) — a(t)) —i—/o q(z) dx.

Como la superficie lateral (cilindrica) de la barra esta aislada, una temperatura de equilibrio
no puede existir fisicamente a menos que la contribucion total de las fuentes en la barra y
del flujo del calor a través de sus extremos sea nula, es decir

E(B() — alt)) + /0 o(x) dz = 0.

Si esto ocurre, tal como (6.1) muestra,

L
/ u(zx,t) dz = const.
0
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para todo t > 0, luego

L L
/ u(z,0)dr = lim u(z,t) dx;
0

t—o00 0

en otras palabras,

L L
/0 Uso(x) do = /0 f(z)dx. (6.2)

Ejemplo 6.2. La temperatura de equilibrio del PVIF

u(z,t) = duge(z,t) +yx+24, 0<x <2, t>0,

ur(0,t) =2, wu(2,t) =14, t>0,

u(z,0) :ﬂsenW—; +1, 0<z<2,
donde v = const., satisface el PVF

dul () +vx+24=0, 0<x<2; u(0)=2, u (2) =14

Esta EDO entrega

1
ul (z) = —gva — 6z 4+ Cy, Cy = const.,

y a partir de las condiciones de borde, C7 = 2 y v = —48. Este es el tnico valor de v para
el cual existe una temperatura de equilibrio. Integrando nuevamente obtenemos

Uoo () = 22° — 322 + 20 + Oy, Cy = const.

L 2
/ f(z)dz = / (7r sen - | 1) dz,
0 0 2
L 2

/ u(x)dx:/(2x3—3x2+2x+02)dx:202+4,
0 0

Como

obtenemos Cy =1 a partir de (6.2), luego
Uoo (7) = 22 — 32 + 22 + 1.

Se verifica facilmente que como se esperaba, la contribucion total del término fuente yr—+24 =
—A48x 4 24 a lo largo de la barra y del flujo del calor en los extremos es cero.

6.1.3. Condiciones de borde mixtas. El mismo método puede ser aplicado para calcular
la solucion de equilibrio en el caso de condiciones de borde mixtas.

Ejemplo 6.3. Para hallar la temperatura de equilibrio del PVIF
up(x,t) = dug,(z,t) — 16, 0<x <2, t>0,
u(0,t) = =5, w.(2,t) =4, t>0,

u(x,()):sen%, 0<z<2,
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hay que resolver el PVF
ul (z) —4=0, 0<z<2; uxo(0)=-5 u.(2)=4
La integracion directa muestra que us(z) = 2z* — 4x — 5.
Ejemplo 6.4. La temperatura de equilibrio del PVIF
w(x,t) = duge(z,t) +32, 0<x<2, t>0,

1
w(0,1) = 2<u(0,t) _ 73) W2, =1, t>0,

u(x,O):sen%—i-l, 0<z<2

satisface el PVFEF
13
us () +32=0, 0<z<2 u_(0)= 2<uoo(()) — —), Uso(2) = 1,

luego us(x) = —4a* + Tz + 3.

6.1.4. Anillo circular con temperatura prescrita en la frontera. En virtud de la
geometria de este problema se recomienda utilizar el Laplaciano en coordenadas polares (ver
item (ii) del Comentario 4.4).

Ejemplo 6.5. El PVIF
k
u(r,t) = k(Au)(r,t) = —(rur(r, t))
r

u(l,t) =3, wu(2,t)=-1, t>0,
u(r,0) = f(r), 1<r<2

l<r<2, t>0,

r’

modela la conduccion del calor en un anillo circular sin fuentes si los circulos de borde
interior (r = 1) y exterior (r = 2) son mantenidos en dos temperaturas diferentes y la
condicion inicial depende solamente de r. (Como el cuerpo y la condicion inicial poseen
simetria circular, podemos suponer que la solucion u es independiente del dngulo polar 0.)
Entonces la temperatura de equilibrio us(r) satisface el PVF

(rulo(r) =0, 1<7r<2 ux(l)=3, ux(2)=-L
Integrando la EDP una vez, obtenemos
ru. (r) = Cy = const.,
mientras que una sequnda integracion entrega la solucion general
Uso(r) = CiInr + Cy,  Cy = const.
Utilizando la condicion de borde en r = 1 obtenemos Cy = 3, luego la condicion en r = 2

implica Cy = 4/In2, por lo tanto

4
Uso(T) = Elnr + 3.
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6.2. Problemas no homogéneos

6.2.1. Condiciones de borde independientes del tiempo. Consideremos el PVIF
ug(x,t) = kuge(z,t), 0<x <L, t>0,
uw(0,t) =«, u(L,t)=p, t>0, (6.3)
u(z,0) = f(z), 0<z<L,
donde k, o, y B son constantes y f es una funcién dada. Para poder utilizar el método de
separaciéon de variables hay que hacer las condiciones de borde homogéneas mientras la EDP
es mantenida homogénea igualmente.

Procediendo tal como en la Seccién 6.1 podemos ver facilmente que la solucién de equi-
librio de este problema es

b —«
L
luego la funcién v = u — uy es una solucién del PVIF

v(x,t) = kvge(z,t), 0<xz <L, t>0,
v(0,t) =0, wo(L,t)=0, t>0,
u(z,0) = f(r) —ux(r), 0<z<L.

El PVIF para v se resolvié en la Seccién 5.1, y en virtud de (5.11), su solucién es dada por

z, 0<z<lL, (6.4)

Uso(T) = a +

donde, tomando en cuenta (5.10) con f reemplazada por f — U,

2

b, = Z/o (f(z) — uso(z)) sen? dr, neN. (6.5)

Por lo tanto, la solucién de (6.3) es

> kn2m2
w(x,t) = us () + v(x,t) = uso(x) + an senmexp (— nr t)

con U, y los coeficientes b, dados por (6.4) y (6.5), respectivamente.
6.2.2. Fuentes y condiciones de borde independientes del tiempo. El método des-
crito arriba también funciona para un PVIF de la forma

ur(z,t) = kg (z,t) +q(x), 0<z <L, t>0,

uw(0,t) =, u(L,t)=p, t>0,

u(z,0) = f(x), 0<z<L,
ya que tal como vimos en la Seccion 6.1, la computacién de la distribucion de la temperatura
de equilibrio toma en cuenta el término fuente.

Otros tipos de condiciones de borde pueden ser tratados en forma similar siempre que
exista una solucion estacionaria.
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Ejemplo 6.6. La solucion de equilibrio us, del PVIF
ue(2,1) = Uge (2, 1) + 2 sen(rz), 0<x <1, t>0,
uw(0,t) =1, wu(l,t)=-3, t>0,
u(z,0) =2, 0<z<l,

satisface

u’ (z) +7msen(rr) =0, 0<2<1; uxo(0)=1, wux(l)=-3.

o0

La solucion de este PVE es ux(x) = sen(mz) — 4x + 1, luego la sustitucion v(z) = u(x) —
sen(mx) + 4x — 1 reduce el PVIF dado a

v (,t) = vge(2,t), O0<ax<l, t>0,

v(0,t) =0, o(l,t)=0, t>0,

v(2,0) = 2> + 4z — 1 —sen(rx), 0<x <1,
el cual puede ser resuelto por el método de separacion de variables.

Ejemplo 6.7. Si el PVIF
u(z,t) = Ugp(z, )+ —7, O0<zxz <1, t>0,
u(0,8) =0, wu,(l,¢t)=0, t>0,
1, 1.,

1
u(x,O):—§+x+Zx2—6x, 0<x<l,

donde v = const., posee una solucion estacionaria us,, entonces esta solucion debe satisfacer
ul(z)+x—v=0, 0<z<l; u_(0)=0, wu,(l)=0.

o o0

Integrando esta ecuacion una vez obtenemos
oo

1
ul (x) = _51,2 +yx + Cy, C) = const.

FEsta funcion satisface ambas condiciones de borde sdlo siy = 1/2 y Cy = 0. Otra integracion
entrega

1 . 1
Uso (1) = —=2° + ~2® + Cy, Cy = const.

6 4
Siguiendo el procedimiento del Ejemplo 6.2 concluimos que Co = 0. Ahora la sustitucion
1 1
v(z) = u(z) + gm?’ - Zx2

reduce el problema original al PVIF
v(x,t) = vge(x,t), O<ax <1, t>0,
v:(0,8) =0, wv,(1,¢£) =0, >0,
1
v(:c,O):x—§, 0<z<l,

al cual podemos aplicar el método de separacion de variables.
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6.2.3. El caso general. Consideremos el PVIF
ur(z,t) = kg, (x,t) + q(x,t), 0<ax <L, t>0,
u(0,t) = a(t), wu(L,t)=p(t), t>0, (6.6)
u(z,0) = f(z), 0<z<L,
donde «, 8, f,y q son funciones dadas. Ademas, sea
p(x,t) = Cy(t) + Ca(t)x

un polinomio lineal en z que satisfaga las condiciones de borde, es decir p(0,t) = a(t) y
p(L,t) = p(t). Entonces C; = ay Cy = (8 — a)/L, y la sustitucién u = v + p reduce el
problema dado al PVIF

vp(z,t) = kvge(x,t) + q(x,t) — pe(2,t), 0<z <L, t>0,
v(0,t) =0, wo(L,t)=0, t>0,
v(z,0) = f(z) —p(x,0), 0<z<L,

el cual posee condiciones de borde homogéneas pero una EDP no homogénea. Tales proble-
mas, y problemas similares con otros tipos de condiciones de borde, se resuelven mediante
el método de expansién en funciones propias (ver Capitulo 7).

Ejemplo 6.8. El PVIF
u (2, t) = uge(x,t) +2t, 0<z<1, t>0,
u(0,t) =1—1t, wu(l,t)=1t> >0,
u(z,0) =z, O0<z<l

es de la forma (6.6) con L = 1, a(t) = 1 —t, B(t) = t?, y q(x,t) = xt, por lo tanto
p(z,t) =1—t+ (*+t— 1)z. La sustitucion

u(z,t) =v(x,t) +1—t+ 2+t —1a
reduce el PVIF dado al problema
v(x,t) =vgp(z, )+ 1 —at—2z, O0<z<l1l, t>0,
v(0,t) =0, o(1,t)=0, t>0,
v(r,0)=2r—-1, O0<z<l1
con condiciones de borde homogéneas.
Ejemplo 6.9. El PVIF
u(z,t) = uge(x,t) +2t, 0<z<l1, t>0,
uy(0,t) =t, wu.(l,t)=1> t>0,
wz,0)=z+1, O0<zx<l

require un tratamiento ligeramente diferente. Aqui se toma p, (en lugar de p) como polinomio
lineal en x satisfaciendo las condiciones de borde, es decir

pe(z,t) = Ci(t) + Co(t)z, pa(0,t) =t, pu(1,t) =1t
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Es decir, py(x,t) =t + (t* — t)x, a partir de lo cual, mediante una integracion, obtenemos
1
p(z,t) = ot + §x2(t2 —t).

(Como se necesita sola una funcion p de este tipo, se eligid la constante de integracion cero.)
Ahora la sustitucion

1
u(z,t) = v(z,t) + xt + §l‘2<t2 —t)
reduce el problema original al PVIF

v(2,1) = Vg (2, 1) + 1% — t + 2t — %a:Q(Qt— 1)—z, O<zx<l1l, t>0,

v:(0,8) =0, v, (1,¢)=0, t>0,

v(z,0)=x+1, O0<az<l.
Comentario 6.1. Esta técnica también puede ser aplicada para reducir otros tipos de PVIF's
a versiones mas simples donde la EDP es no homogénea pero las condiciones de borde son

homogéneas. En el caso de PVFs, podemos en en forma similar hacer dos de las condiciones
de borde nulas mediante un polinomio lineal apropiado.



Capitulo 7

El método de expansion en funciones propias

La separacién de variables no puede ser aplicada si la EDP y/o las condiciones de borde
no son homogéneas. Tal como vimos en el Capitulo 6, en particular existen situaciones en
las cuales podemos reducir el problema a un problema equivalente con una EDP homogénea
y condiciones de borde homogéneas, pero esto no siempre es posible. En el caso general,
a lo mejor podemos hacer las condiciones de borde homogéneas. El método de expansién
en funciones propias ha sido disenado para PVIFs con una EDP no homogénea pero con
condiciones de borde homogénea.

7.1. La ecuacién del calor

Consideremos el PVIF

ur(z,t) = kg, (z,t) +q(x,t), 0<xz <L, t>0, (7.1)
u(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0, (7.2)
u(z,0) = f(z), 0<a<L. (7.3)
Los valores propios y funciones propias del problema homogéneo correspondiente (¢ = 0)

son, respectivamente,

nmwx
L Y

nm\ 2

Ap = (—) . X,(z) =sen

7 neN

(ver Seccién 5.1). Como {X,}neny es un conjunto completo, podemos considerar para la
solucién una expansién de la forma

= c(t) Xp(x). (7.4)

n=1

Diferenciando la serie (7.4) término por término y recordando que X/ + A, X,, = 0 para todo
n € N obtenemos a partir de la EDP

ic;(t) —chn X" () + q(x,t) = —chn DA X (2) + q(,t)
n=1

& D () + k(1) Xolx) = q(z,1).

99
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Multiplicando la tltima igualdad por X, (), integrando el resultado sobre [0, L] y utilizando
la ortogonalidad de las funciones X, sobre [0, L] (ver item (iii) del Teorema 3.1), obtenemos

(c'm(t)—l—k/\mcm(t))/o Xi(x)dxz/o q(z,t) X, (z) da,

a partir de lo cual, con m reemplazada por n, obtenemos las ecuaciones

¢ (1) + khnen(t) = /0 )Xo () da / /0 "X2(w)dr. 120, neN.  (15)

Las condiciones de borde ya estan satisfechas considerando que cada una de las funciones X,
en (7.4) las satisface.
A partir de (7.4) y la condicién inicial obtenemos

u(z,0) = f(z) = Y a(0)Xn(2).
n=1
Procediendo como arriba, llegamos a las condiciones iniciales

en(0) = /O C )X () da / /0 " X2(w)dr, neN. (7.6)

Evidentemente, esto es lo mismo que encontrar expansiones formales
o0 oo

q(z,t) = ZQn(t)Xn(x)7 flz) = Z faXn(2),
n=1 n=1

donde las funciones g¢,(t) y los coeficientes f,, estdn dados por los lados derechos de (7.5)
y (7.6), respectivamente. Entonces la solucién del PVIF es de la forma (7.4) con los co-
eficientes ¢, (t) calculados a partir de (7.5) y (7.6). En el caso de nuestro problema, estas
identidades se reducen a

2 2 [F nmx
() + k(”—”) ) =aalt) = 2 [ gl 1) sen "Z e,
L 4 L/O L (7.7)
cn(O):fn:z/f(x)sen?dx, n € N.

PVIF's con otros tipos de condiciones de borde pueden ser tratados en forma similar.

Ejemplo 7.1. Los valores propios y funciones propias del PVIF
w(2,1) = ugy (2, 1) + e 2 tsen(5rz), O<az <1, t>0,

u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,

u(z,0) = 3sen(4drz), 0<z <1,
son A\, = n*7? y X, (r) = sen(nmz), n € N, respectivamente (considerando que aqui k =1 y
L=1). Como q(z,t) = n2e 2" tsen(5mx) y f(x) = 3sen(4dnx) coinciden con sus respectivas
expansiones propias, las formulas (7.7) entregan los PVIs

2 ,—24n%t

p— 5

e para n D a0 e0) =
0 para n # 5,

3 paran =4,

/t 22nt:
cull) +mmealt) 0 paran # 4.
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Por lo tanto, para n = 4 tenemos
d(t) +16m%cy(t) =0, t>0; c¢4(0)=3

con la solucion cy(t) = 3e 167"t (obtenida, por ejemplo, mediante el factor integrante e
mientras que para n =5,

A(t) + 257%c5(t) = w2 >0, ¢5(0) =0
con la solucion cs(t) = e 257 He™t — 1) y para n # 4,5,
c,(t) +nP*re,(t) =0, t>0; c,(0)=0
con la solucion ¢, = 0. Por lo tanto, la solucion del PVIF es
w(z,t) = ca(t) Xa(z) 4 c5(t) X5(x) = 3¢t sen(drz) 4+ e 27 (™t — 1) sen(5mx).
Ejemplo 7.2. El PVIF
u(2,t) = Upe(x,t) +26, O0<z <1, t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,
ulz,0)=z—-1, 0<z<l

posee los mismos valores propios y funciones propias que el problema del Ejemplo 7.1. Aqui
q(z,t) =ze ' y f(x) =x —1. De acuerdo a (7.5), (7.6) y (2.5), y utilizando integracién por
partes, obtenemos los PVlIs

1672t )
)

1
2
c,(t) +n*rie,(t) = Qe_t/ rsen(nrz)dr = (1) et t>0, (7.8)
0 nw
! 2
cn(0) = 2/ (x —1)sen(nrz)de = ——, neN. (7.9)
0 nw

Utilizando el factor integrante €™ para (7.8), obtenemos la siguiente solucion de (7.8),

(7.9):
e = (—1)1 2 <;et + ((-1)“ _ ;>e”2ﬂzt>, nen.

nm\n?*n?—1 n’r? —1
En virtud de (7.4), la solucion del PVIF es

= a1 2 1 _ . 1 22
u(z,t) = Z(—l) HE (me = ((—1) - m)e t) sen(nmx).

n=1
Ejemplo 7.3. Los valores propios y funciones propias del PVIF
(T, 1) = uge(x,t) + 2t + cos(27m;), O<zxz<l t>0,
uz(0,t) = O, ur(1,t) =0, t>0,

(1,
u(z,0) = —cos(27m:) 0<z<l,

son A\, = n’w% y X,,(z) = cos(nmx), n € Ny (ver Seccidn 5.1). (Por conveniencia elegimos
aqui \g = 1 en lugar de 1/2.) Razonando como en el caso de las funciones propias dadas
por senos, concluimos que las identidades (7.4)—(7.6) siguen vdlidas con la excepcion de que
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ahora n € Ny y las funciones X,, son cosenos. Como q(x,t) = 2t + cos(2mz) y f(x) =
(272) 7! cos(27mx) son combinaciones lineales de las funciones propias, a partir de (7.5) (con
k=1)y (7.6) obtenemos los PVIs

2t paran =0, 1 e — 2
() +nme,(t) =41 paran=2, >0 c,(0)=4 22 " ’

0 paran#0,2, 0 para n # 2.
De acuerdo a lo anterior, para n = 0 tenemos
oty =2t, t>0; ¢c(0)=0

con la solucion co(t) = t2; para n = 2,

Gt Haret) =1, >0 o0)=55

con la solucion cy(t) = (472) (1 + e 4™1); y para n # 0,2,
c,(t) +n’*re,(t) =0, t>0; c,(0)=0
con la solucion c,(t) = 0. Concluimos que la solucion del PVIF dado es
1
u(z,t) = co(t) Xo(w) + co(t) Xo(z) = 2 + E(l + e ) cos(27z).
7r

Ejemplo 7.4. De acuerdo a la Seccion 5.1, los valores propios y funciones propias del PVIF
ur(x,t) = uge(x,t) — sen?me —i—tsenEme, O<az<l1l, ¢>0,
w(0,t) =0, wu.(l,t)=0, t>0,
u(z,0) = sen% +2sen37rTx, 0<zr<l1

vienen dados por

2n — 1)2*r? 2n — 1)mx

_ e
An = 1 ,  Xp(x) =sen i

Aplicando un cdlculo directo podemos demostrar que el método general también funciona en
el caso presente, con k =1, L = 1, y los valores propios X\, y funciones propias X,, indicados.
Podriamos determinar las ecuaciones y condiciones iniciales para las funciones ¢, a partir

de (7.5) y (7.6). No obstante, observamos que las funciones
3 5} 3
q(z,t):—sen%w~l—tsen%x Y f(x):sen%x+2sen%x

ya son combinaciones lineales de las funciones X,,; por lo tanto concluimos que

, nelN.

9 o —1 paran =2, 1 paran=1,
(2n —1)°m
o (t)+ Tcn(t) =<t  paran =3, t>0; ¢,(0)=<2 paran=2,
0 para n # 2,3, 0 paran#1,2.
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Entonces, para n =1 tenemos

2
AW+t =0, t>0; c(0)=2

4
con la solucion c1(t) = e ™ Y4: para n = 2,
9
(w+{}@@ “1, t>0; c(0)=2
con la solucion
4 —972t/4 4 .
Cg(t): (2‘{‘%)6 / _ﬁa
para n = 3,
257>

con la solucion

16 pspryy 4 16
es(t) = G5 2572 62574
y paran #1,2,3,
2 _ 1 2,2
T 20, 1500 e(0)=0

4
con la solucion ¢, = 0. De acuerdo a (7.4), la solucion del PVIF es

et T (18T gy A s
u(z,t) =e sen —i—( o2 0.2 ) 560 5
4 16 16 2 STX
p —25m2t/4 oML
(257r2 62571 | 625t T

7.2. La ecuacién de la onda

Consideremos el PVIF
Uy = CUge(z,t) +q(w,t), 0<x <L, t>0,
uw(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,
u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(x), 0<z<L.

De acuerdo a la Seccion 5.2, los valores propios y funciones propias asociados a este problema
son

2
Ap = <n%) ,  Xp(z) =sen ?, n € N.

Empezando por una expansién del tipo (7.4) y siguiendo el mismo procedimiento general
que para la ecuacion del calor (ver Seccién 7.1), esta vez incluyendo también la segunda
condicién inicial, obtenemos que la identidad (7.5) es reemplazada por

() + A (t) = / q(z, dx// X2(z)dr, t>0, necN, (7.10)

0
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que (7.6) sigue vélida sin ningin cambio, y que

c;(()):/OLg(x)Xn(x)dx//oLXg(x)dx, t>0, neN. (7.11)

Entonces la soluciéon del PVIF viene dada por (7.4) con las funciones ¢, determinadas
por (7.10), (7.6), y (7.11); estas identidades asumen aqui la forma

2 L
2

at)+c <n_7r> cn(t) = —/ q(z,t) Sen@dm,
LJ, L

/ f(z sen@dx c;(O):%/OLg(x)sen%dx n e N.
Otras ecuaciones pueden ser tratadas en forma similar.
Ejemplo 7.5. Consideremos el PVIF
Uy = Uge(2,t) + T sen(nz), 0<z <1, t>0,
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,
w(z,0) =m, w(x,0)=27sen(27z), 0<x <.
Las férmulas arriba entregan con ¢* = 1, L = 1, q(z,t) = w?sen(nz), f = 7, y g(x) =

2msen(27mzx) los PVIs

2 paran=1
)+ n2rte,(t) =4 P C >0,
(t) ®) 0 paran #1,

! 2 2 =2
cn(0) = 2/0 msen(nrz)de = (1 — (—1)”)5, ¢ (0) = OW iZiZ Z 4 2: n € N.

Entonces, paran =1,

) +m%c(t) =72 t>0; c(0)=4, c(0)=0
con la solucion ci(t) = 3cos(mt) + 1; para n = 2,

A(t) +4mcy(t) =0, t>0; c(0)=0, c(0)=2n
con la solucion co(t) = sen(27t); y para n # 1,2,

) +n’me,(t) =0, t>0; c,(0)=(1—(-1)")=, ,(0)=0
con la solucion
ealt) = (1 - (—1)”)%cos(mns).

De acuerdo a (7.4), obtenemos como solucion del PVIF

u(xz,t) = (3cos(mt) + 1) sen(mz) + sen(2t) sen(2mz)

2
+ Z (1-(-1)")= cos(mrt) sen(nmx).
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Ejemplo 7.6. Consideremos el PVIF
Ut = Uge(T,t) + 1+ tcos(mz), O0<ax<l, t>0,
uz(0,8) =0, wu,(l,¢)=0, ¢t>0,
w(z,0) =2, w(z,0) =—2cos(2mz), 0<zx <l
De acuerdo a la Seccion 5.3, este problema genera los valores propios y funciones propias
2.2

An =1 X,(x) = cos(nmx), n € Ny.

Las férmulas arriba entregan con ¢ = 1, L = 1, q(x,t) = 1 + tcos(nz), f = 2, y g(z) =
—2cos(2mx) los PVIs

1 paran =0,
() +n’rc,(t) =t paran=1, t>0,
0 paran #0,1,

en(0) = 2 paran =0, ¢ (0) = —2 paran =2, neN
)0 paran#£0, ™7 )0 paran # 2, o

Entonces, paran =0,
con la solucion
paran =1,

con la solucion

paran = 2,

con la solucion
sen(27t)

Cg(t) = E——

T
y paran #0,1,2,

() +nP*rle,(t) =0, t>0;¢,(0)=0, ,(0)=0

n

con la solucion ¢, = 0. De acuerdo a (7.4), obtenemos como solucion del PVIF

t  sen(mt) sen(27t)

u(w,t) = g +2+ (— —) cos(mz) -

5 2 cos(2mz).
7r m
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7.3. La ecuacién de Laplace
Consideremos el PVF
Uy (T, y) + uyy(z,y) = ¢(z,y), 0<z <L, 0<y<K,
u(0,y) =0, u(L,y)=0, 0<y<K,
u(@,0) = fi(z), u(@, K)=faz), 0<z<L,
donde por conveniencia el término fuente ha sido movido hacia el lado derecho de la EDP.

Los valores propios y funciones propias asociados a este problema para la ecuacion de Laplace
no homogénea (ecuacién de Poisson) se determinaron en la Seccién 5.3:

2
Ap = <%> ,  Xp(x) =sen %, n € N.

Buscando una solucién del tipo

o
nmwT
E cn(y sen—

n=1
deducimos tal como en las Secciones 7.1 y 7.2 que los coeficientes ¢,, n € N, satisfacen los
PVFs

A(y) —n*rien(y) = 2 /L q(z,y) sen de, 0<z <K,
L L
(7.12)
/ filz Sen@dm Cn / fo(z senmdx
Ejemplo 7.7. En el PVF
Up (7, Y) + Uyy(2,y) = T sen(rr), O<z <1, 0<y<2
uw(0,y) =0, u(l,y)=0, 0<y<2,
u(z,0) = 2sen(3rx), wu(z,2)=—sen(rx), 0<z<I1,
tenemos L = 1, K = 2, q(x,y) = w%sen(wz), fi(z) = sen(3wx) y fo(r) = —sen(nz).

Como q, fi1 y fo son combinaciones lineales de las funciones propias, podemos evitar (7.12)
y deducir directamente que ¢, satisface

2 — 1
Ai(y) — n*rie,(y) = {W PAaT =" g<y<2,

" 0 paran#1,
en(0) = 2 paran =3, en(2) = —1 paran =1,
0 paran # 3, 0 paran #1,
luego para n =1,
d(y) —meily) =7% 0<y<2; c(0)=0, c(2)=-1

~— ~—

con la solucion ¢;(y) = — csch(27) senh(w(y — 2)) — 1; para n = 3,

Aly) —9m%cs(y) =0, 0<y<2 ¢(0)=2, ¢3(2)=0
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con la solucion c3(y) = —2 csch(6m) senh(37(y — 2)); y para n # 1,3,
A(y) —n’rlea(y) =0, 0<y<2; c,(0)=0, cu(2)=0

con la solucion c, = 0. Concluimos que la solucion del PVF es dada por
u(z,y) = —(csch(2m) senh(m(y — 2)) + 1) sen(rz) — 2 csch(67) senh(37(y — 2)) sen(3mz).

El mismo método puede ser aplicado a la ecuacién de Laplace no homogénea en coorde-
nadas polares.

Ejemplo 7.8. En la Seccion 5.3 demostramos que los valores propios y funciones propias
de un PVF tal como

U (1, 0) + %ur(r, 0) + %U@g =4, 0<r<l, —-7m<fl<m,
u(1,0) =2cosf —sen(20), —rm<O<m
son
M=0, =1, N\, =n% 0p,(0) =cos(nf), ©,,(0) =sen(nf), neN.

Buscando una solucion de la forma
u(r,0) = co(r) + Y _ (c1n(r)O14(0) + c2n(1)02,(0))
n=1

y razonando tal como en el Ejemplo 7.7 obtenemos que los coeficientes g, ¢in, Y Con (N € N)
satisfacen

1
ar)+=cy(r)=4, 0<r<1; c(1)=0,
r

1 n2 2 paran=1
c(r)+ =, (r)— —=c(r) =0, 0<r<1; c,(1)= 7
1n(7) rln() r21(> n(1) {0 para n # 1,

1 n2 —1 paran =2,

o (1) + ;c%(r) — ﬁc%(r) =0, 0<r<l; cp(l)= {0 para n # 2

De acuerdo a lo explicado en la Seccion 5.3, u(r,0), u.(r,0), y ug(r,0) deben ser continuas (y
por lo tanto acotadas) para 0 < r < 1, —w < 0 < w. Por lo tanto, buscamos soluciones co(r),
c1n(r), y can(r) que sean acotadas cuando r — 0+.

La EDO para n = 0 es integrada notando primeramente que después de multiplicarla
por r, el lado izquierdo puede ser escrito como (rcy)’; obtenemos la solucion acotada deseada
co(r) =r*—1.

Multiplicando las EDOs para n > 1 por r? obtenemos PVFs para ecuaciones de Cauchy-
FEuler. Paran =1,

r) —c(r) =
r) — cop(r) =

con las soluciones acotadas c11(r) = 2r y co1(r) = 0; para n = 2,

P2, (r) +rdy(r) —dep(r) =0, 0<r<1; cp(l)=0,

r2cly (r) +rd)y 0, 0<r<l; en(l)=2,
0 =0

o~ o~

7”20,2/1(7") + TC,21 ., 0<r<1; en(l)
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120 (1) +1chy(r) —dege(r) =0, 0<r<1; cpl)=—1

con las soluciones acotadas cio = 0 y cyo(r) = —r?; y paran = 3,4,. ..,
r2c] (r) +rcy, (1) —nPe,(r) =0, 0<r<1; cp,(1)=0,
2.1

r2cy (r) +1ch, (1) —nPeo(r) =0, 0<r<1; c(1)=0

con las soluciones acotadas ci, =0, ca, = 0. Concluimos que la solucion del PVFE es
u(r,0) = co(r) + c1n(r)O1,(0) + 20 (r)O2,(0) = 72 — 1 + 27 cos § — 1% sen(26).

7.4. Otras ecuaciones

El método de expansién en funciones propias también puede ser aplicado a PVIFs o
PVF's de EDPs mas generales, tales como aquellas mencionadas en la Seccion 4.4.

Ejemplo 7.9. Consideremos el PVIF
ur(2,t) = Uge (2, 1) — 2uy(x,t) + u(x, t) + 2te” sen(27z), 0<ax <1, t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,
u(z,0) =0, 0<uxz<l.

Separando las variables del PVIF homogéneo asociado en forma conveniente, vemos que las
funciones propias satisfacen el problema de Sturm-Liouville regular

X"(x) - 2X'(2) + AX(z) =0, O<z<1; X(0)=0, X(1)=0,

luego en virtud de las formulas del item (iii) del Comentario 3.2 con a = —2, b =0, ¢ =1,
yL=1,

Mo =012+ 1, X, (z) =e"sen(nmz), n€N.

En virtud de lo anterior buscamos una solucion del PVIF no homogéneo dado en la forma
u(z,t) = Z cn(t)e” sen(nme).
n=1

Siguiendo el procedimiento de los ejemplos anteriores, concluimos que los coeficientes c,(t)
son las soluciones de los PVlIs

2t =2
() + (M — D)enlt) = PATAT= % 450, €,(0) =0.
0 paran # 2,
Paran = 2,
Ay(t) +4miey(t) =2t, t>0; c(0)=0

con la solucion

1
co(t) = @(G_ZM% + 47t — 1),

Para n # 2 obtenemos ¢, = 0. Concluimos que la solucion del PVIF dado es

1
—(e™*™"t 4 47% — 1)e” sen(27x).

u(w, t) = S
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Ejemplo 7.10. Aplicando el mismo procedimiento al PVIF
U (2, 1) + 2ug (2, 1) = U (2, 1) — Uy (2, t)
1
+ (2 + (9#2 + Z) t) ¢*?sen(3rx), 0<x <1,
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,

w(x,0) =0, wuz,0)=e"?sen(3rz), 0<z<1

obtenemos
1
Ap = n?m? + 7 X, (z) = e %sen(nmz), neN,

lo que sugiere buscar soluciones de la forma

o0

u(z,t) = Z cn(t)e®? sen(nmz),

n=1

donde los coeficientes ¢, satisfacen

1
) + 20 (1) £ Anen(t) =47 T ( T+ 4> para n = 3,

0 para n # 3,
1 =3
ea(0) =0, ¢ 0) =< PR
0 paran # 3.

Resolviendo los casos n = 3 y n # 3 por separado, obtenemos

{t paran = 3,

n(t) =
cn(t) 0 paran#3

y la solucion del PVIF

u(x,t) = te®?sen(3rx).

t >0,

t>0,

Ejemplo 7.11. El método de expansion en funciones propias aplicado al PVF

U (T, Y) + Uy (2, y) — dug(z,y) = (¥

u(0,y) =0, wu(l,y)=0, 0<y<2,
u(z,0) = 2e** sen(27x), w(r,2)=0, 0<z<l1
tiene como valores propios y funciones propias asociadas
A =n?m? +4, X, (v) =e*sen(nmz), n €N,
por lo tanto buscamos soluciones de la forma

u(z,y) = Z cn(y)e*” sen(nma)

n=1

—y)e*sen(nz), 0<z <1,

0<y<?2,

109
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donde los coeficientes ¢, (y) son soluciones de los PVFs

y? —y paran=1,

n(y) = Ancaly) = {0 paran £ 1 0<y<2,
2 =2

cy(0) =42 PHETTS 9y =0
0 paran # 2,

Paran =1,
Aly)— (@ +Daly) =y’ -y, 0<y<2; (0)=0, c(2)=0

con la solucion

1 N2 2 /2
cl(y):m(chch(Q 72+ 4) <(7r +5) senh (V@2 + 4y)

- senl (VA (y — 2)) + (7 + iy - 17) - 2);

para n = 2,

Aly) —4(m* +1ea(y) =0, 0<y<2; (0)=2, c(2)=0
con la solucion

co(y) = =2 csch(4\/7r27+1) senh(2\/7r27—|—1(y -2));

y paran # 1,2,

Ay) + (P2 +4)c,(y) =0, 0<y<2; c,(0)=2, ¢,(2)=0
con la solucion ¢, = 0. Concluimos que la solucion del PVIF puede ser escrita como

u(z,y) = er(y)e

con las funciones c¢1(y) y c2(y) determinadas arriba.

sen(7mx) + co(y)e** sen(27x)



Capitulo 8

Las transformaciones de Fourier

Algunos problemas de importancia practica estan fuera del alcance del método de expan-
sion en funciones propias. Esto sucede, por ejemplo, cuando la variable espacial es definida
sobre el eje real total y en consecuencia no existen puntos de frontera. Esto puede causar
que el problema bajo estudio tiene un continuo de valores propios en lugar de un conjunto
numerable. En tales situaciones se requieren otras técnicas de solucion. Las transformaciones
de Fourier — desarrolladas a partir de la representacién de funciones como series de Fourier
— son herramientas particularmente 1tiles para tratar dominios espaciales infinitos o semi-
infinitos porque han sido desarrolladas precisamente para este tipo de escenario, ademas
cuenta con la ventaja adicional de que reducen en uno el nimero de variables “activas” de
un problema.

8.1. La transformacion de Fourier completa

8.1.1. Construccién de la transformacién. Consideremos, por simplicidad, una fun-
cién f continua y periédica con periodo 2L sobre R. De acuerdo al Capitulo 2, tenemos la
representacion

T nwx nmx
:? g( cos—+b SenT), (8.1)

donde

1 [r 1 L
:E/_Lf(x)cos?dx, n € Ny; bnzz/_Lf(x)sen$dx, neN. (8.2)

Utilizando la férmula de Euler,
e = cosf +isend, i = -1,

y su alternativa con 6 reemplazado por —6, obtenemos
Lo i VR BT
0059—2(6 +e7), senf = 21(e e ),
por lo tanto, (8.1) con § = nmz/L asume la forma

OOO
232

lb m7rx/L+Z CLn—f—lb ) —nmn/L.

l\i)lr—A

111
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Reemplazando n por —n en la primera sumatoria y notando a partir de (8.2) que a_, = a,

y b_, = —b, obtenemos a partir de la dltima identidad
f(x) = L + i 1(an + ibn)e_i"”/L + f: l(an + ibn)e—inm/L7
2 23 23
es decir
)= 3 et

donde en virtud de (8.2),

1 1 [F nmx nmwr
(it et _ 1n7rw/L
Cn = 5 —(a, +1b,) = Y / f(x) (cos 7 + isen )dx / f(x dz

(con by = 0), luego

f(l‘) _ (2L/ f 1n7r§/L dg) —mTrx/L (83)

n=—oo

Si f no es periddica en el sentido estricto de la palabra, la podemos considerar “peridédica”
con un “periodo infinito.” Utilizando argumentos del calculo avanzado obtenemos que cuando
L — o0, la representacién (8.3) de una funcién de este tipo asume la forma

fo = [ Z (% / Z F(€)e df) e du, (3.4)

Definimos la transformada de Fourier (. completa) de f por

FIfw) = F) = o= / F(2)e da. (8.5)

A partir de (8.4) queda claro que la transformada inversa de Fourier de F' es

FAF)) = S e d (5.6)

= L

Los operadores integrales F y F~! se llaman transformacion de Fourier y transformacion
inversa de Fourier. La variable w se llama pardmetro de transformacion.

Comentario 8.1.
(1) Las formulas (8.5) y (8.6) son vdlidas si

/_Oo|f(a:)‘da:<oo,

es decir, f es absolutamente integrable sobre R. No obstante, la transformada de Fou-
rier también puede ser definida para algunas funciones que no posean dicha propiedad.
Esto se hace en un sentido generalizado mediante un proceso de limite que involucra
transformadas de funciones absolutamente integrables.
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(ii) La construccion de la transformada de Fourier completa puede ser extendida a funcio-
nes f continuas a trozos. En este caso, f(x) debe ser reemplazado por 5(f(x—)+f(x+))
en (8.4) y (8.6).

Ejemplo 8.1. La transformada de Fourier de la funcion

1 para —a <z < a,
flz) =
0 en otro caso,

donde a > 0 es una constante, es

1 e , 1 .. 1 1, » 2 sen(aw)
F — ’med — 'L(JJ.’,Ud — — lwa o wa — \/j .
(w) ——277 /OO f(x)e x —_27T /ae x _—27r D (e e ) .

Definicién 8.1. Sean f y g absolutamente integrables sobre R. La convolucion de f y g es
la funcion f * g definida por

(f * 9)(z) = \/% / Z - £)g(6) e, —00 < < o0,

Comentario 8.2. Efectuando el cambio de variable x — & = n y luego reemplazando n por &
nos podemos facilmente convencer de que

1 o0
(f % g)(x) = E/_wf(w)g(w &) de = (g% ().

Teorema 8.1.

(i) La transformacion F es lineal, es decir
Flerfi + eafo] = arFIfi] + o F [ f2]

para cualquier par de funciones f1 y fo (a las cuales F pueda ser aplicada) y nimeros ¢

Y Co.
(i) Siu=wu(z,t) conu(x,t) — 0 cuando x — oo y Flu|(w,t) = U(w,t), entonces

Flug)(w, t) = —iwlU(w, t).
(iii) Si adicionalmente u,(x,t) — 0 cuando v — Fo00, entonces
Fltge](w, t) = —w?U(w,t).

(iv) La diferenciacion con respecto al tiempo y la transformacion de Fourier con respecto
a x conmutan, es decir

Flug)(w, t) = (F[u])t(w,t) =U'(w,t).
(v) La transformada de Fourier de una convolucién es dada por
FIf + 9] = FIf1Flg]

Comentario 8.3.

(i) En general, F[fg] # F[f]Flg].
(i) Es obvio (a partir de su definicidn) que también F~' es lineal.
(iii) El Cuadro 8.1 informa las transformadas de Fourier de algunas funciones elementales.
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CUADRO 8.1. Transformadas de Fourier de algunas funciones elementales

f(z) = FF](x) F(w) = F[f](w)
(1) f(x) —wF(w)
(2) f'(x) ~w?F(w)
(3) flax+b) (a>0) %ei(b/a)‘“F(w/a)
4) (f*g)(z) F(w)G(w)
6) o) =
(6) e“rf(x) Flw+a)
(7) e \/_%e—w/ma?)
(8) re—a’? (a > 0) 2\/%@3 ~w?/(4a?)
2 —a2xz? 1 2 _w2 e—w2 4a?
(9) z% (a>0) ow (2a Je~w?/(4a?)
1 Tl ..
(10) o (a>0) \/;ae o
T ol L
(11) o (a>0) —iy /55 !

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Hia— |2]) 1 para |z| < q,
a—|z]) =
0 para |z| > a

r para |z| < a,

fEH(a—!wl):{

0 para |z] >a
—alz]

e

e—(z+b)2/(4a) + e—(x—b)Q/(Zla)

erf(ax)

,\/Esen(aw) — aw cos(aw)
WV w?
\/5 a

Ta? + w?

2v/2ae~*" cos(bw)

i\/gle—ﬁ/(w)
W

Las propiedades de la transformacién de Fourier listadas en el Teorema 8.1 juegan un rol
esencial para la solucién de ciertos tipos de problemas para ecuaciones diferenciales parciales.
[lustraremos la estrategia de soluciéon mediante un niimero de ejemplos.



8.1. LA TRANSFORMACION DE FOURIER COMPLETA 115

8.1.2. El problema de Cauchy para una barra infinita. La conduccién del calor en
una barra uniforme muy larga, donde la actividad de difusién disminuye hacia sus extremos,
puede ser descrita por el problema de valores iniciales (PVI) (o problema de Cauchy)

u(z,t) = kuge(z,t), —oco<zx<oo, t>0,

u(z,t), uy(x,t) - 0 cuando x — +oo, t >0,

u(z,0) = f(z), —oo<z<o0.
Adoptando la notacién Flu|(w,t) = U(w,t), F[f](w) = F(w), utilizaremos las propiedades
de F expuestas en el Teorema 8.1 para reducir el PVI dado a un problema de valores iniciales

para una EDO en el dominio de transformacién. Este nuevo PVI, donde w es un pardmetro
“pasivo”, es

U'(w,t) + kw?U(w,t) =0, t>0; U(w,0)=F(w)
con la solucion
Uw,t) = Fw)e ™. (8.7)

Para determinar la soluciéon del PVI original hay que calcular la transformada de Fourier
inversa de U. Sea P(w,t) := e " Utilizando la férmula (7) del Cuadro 8.1 (con a =
(4kt)~'/2) obtenemos

— 1 _aj
FHP)(z,t) = p(a,t) := %e 2/(akt)

En virtud del item (v) del Teorema 8.1 podemos escribir (8.7) como
Flul(w, t) = Ffl(w)Flpl(w,t) = FLf * pl(w,1),

luego u = f * p, o en virtud de la Definicién 8.1,

uf (2=8)/(4kt) q¢

1 © 1 B
= o [ 1O e

Una forma alternativa de escribir esto es
uwt) = [~ Glotg0)ule, 006 (8.5)
donde la funcién

1 2
G(x,t;£,0) .= = o (@=)?/(4kt)
( &0 2V kt

es conocida como la funcion kernel de Gauss- Weierstrass o funcion de influencia. La formula
(8.8) muestra como la distribucién inicial de la temperatura u(z,0) influye la evolucién de
la temperatura a lo largo de la barra. Este tipo de férmulas de representacion sera discutido
con mas detalle en el Capitulo 10.

Ejemplo 8.2. Para el PVI
u(z,t) = 2uge(x,t), —00o<x<oo, t>0,
u(z,t), uy(x,t) - 0 cuando x — +oo, t >0,
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—3 para |z| <1,
u(r.0) = f(x) = !

0  para |z| > 1,
tenemos k = 2, luego

o (2-6)2/(81)

G(x,t:€,0) = Wore:

Reemplazando esta funcion en (8.8) obtenemos

3 ! >
u(z,t) = — e~ @=87/( g
( ) 24/ 27t /1 :

Utilizando en lugar de (8.8) la formula (12) del Cuadro 8.1 para calcular

2
F(w):_g\/isenw
T W

y resolviendo el problema transformado

2
U'w,t) + 202U (w,t) =0, t>0; Ulw,0)= —3\ﬁsenw
s

2
Ulw,t) = _3\/j_senwe_2w2t’
T w

lo que mediante una combinacion de las formulas (3) y (16) del Cuadro 8.1 entrega
r—1 z+1

3
— erf ——= — erf —— |.
2<r N m_t)

La funcion y = erfx se llama funcién error y la funcion y = erfcx se llama funcién error
complementaria. Estas funciones son definidas por

2 [ e 2 [ e
_ - —£ _ - —£ _
y=-erfx:= e s d§, y=erfcx:= et dé=1—erfux,
ver Figura 8.1.

W

obtenemos

u(z,t) = FHU|(z,t) =

8.1.3. Vibracion de una cuerda infinita. Las vibraciones de una cuerda muy larga
inicialmente en reposo con una fuerza de cuerpo despreciable y donde los efectos de la
actividad mecanica en los extremos son insignificantes pueden ser modeladas por el PVI

Uy (1,1) = g, (2,t), —00 <z <00, t>0,
u(z,t), uy(z,t) -0 cuando x — +oo, ¢ >0,
u(z,0) = f(z), w(z,0)=0, —oo<z<o0.
Tal como arriba, sea Flu|(w,t) = U(w,t) y F[f](w) = F(w). Aplicando F a la EDP y las
condiciones iniciales obtenemos el problema (de una EDO)
U'(w,t) + wU(w,t) =0, t>0; Uw,0)=Fw), U'(w,0) =0
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—y=erf(x) ||
——y=erfc(x)

Ficura 8.1. Las funciones y = erfx e y = erfcx.

con la solucién general U(w,t) = Cy(w) cos(cwt) + Ca(w) sen(cwt), donde C(w) y Co(w) son
funciones arbitrarias del parametro de transformacion. Utilizando las condiciones iniciales,
obtenemos U(w,t) = F(w) cos(cwt). A partir de la férmula de Euler,
1 . .
cos(cwt) = E(em‘t +e ),
luego (8.6) implica que si f es continua, entonces

u(z,t) = FHU(z,t) = /00 F(w) cos(cwt)e ™ dw

—00

1 [ : :
— 5/ F(w)(eilw(mict) _'_eflw(achct))dw (89)

[e.9]

= %(f(a: —ct) + f(z +ct)).
Este problema sera considerado desde otro punto de vista en el Capitulo 12.
Ejemplo 8.3. En el PVI

U (,t) = Uge(2,t), —00 < < 00,

u(x,t), ugy(x,t) - 0 cuando v — too, t >0,

w(z,0) = e, uy(z,0) =0, —oo <z <00

tenemos ¢ = 1 y f(x) = e ", es decir en virtud de (8.9),

1
u(z,t) = 5(67(93775)2 +e @),

8.2. Transformaciones seno y coseno de Fourier

Las transformaciones seno y coseno de Fourier generalizan las series de Fourier de senos
y cosenos, respectivamente, y son definidas para funciones f continuas a trozos sobre 0 <
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x < 00 por
Flfw) = Flw) = @ / " f(w) sen(we) d,
Felfl(w) == F(w) == \/g/ooo f(z) cos(wx) dz.

Se puede demostrar que estas transformadas existen si f es absolutamente integrable so-
bre (0, 00), es decir,

/Ooo|f(x)}dx<oo.

Las transformadas inversas correspondientes son
2 o
FoUF)(x) = f(x) = \/j/ F(w) sen(wz) dw,
T™Jo
1 2 [
Fo [Fl(z) = flx) =4/ = F(w) cos(wz) dw.
T Jo

Los operadores Fy y F. se llaman transformacion seno de Fourier y transformacion coseno
de Fourier, respectivamente, mientras que F, ' y F. ! son sus transformaciones inversas. El
comentario final del item (ii) del Comentario 8.1 también aplica aqui.

Ejemplo 8.4. Las transformaciones seno y coseno de Fourier de la funcion

1 para0 <z <a,

flz) = { a = const.,

0 parax > a,

Fslfl(w) = \/%/000 f(x) sen(wz) dz = \/g/oa sen(wz) dz — \/gl - CZS(W)’
RN =2 | @) costury o - /2 [ eosny s - [Emies)

Comentario 8.4. La transformacion Fs (F.) también puede ser definida para funciones
sobre R si estas son impares (pares).

son

Teorema 8.2.

(i) Los operadores Fs y F. son lineales.
(ii) St u = u(z,t) con u(x,t) — 0 cuando x — 0o, entonces

Filugl(w,t) = —wF[ul(w,t), Felug](w,t) = —\/gu(o,t) + wF[u)(w, t).

(iii) Si adicionalmente u,(x,t) — 0 cuando x — oo, entonces

Fultigs] (w, t) = \/gwu(O,t) — W F[u](w, 1),



8.2. TRANSFORMACIONES SENO Y COSENO DE FOURIER 119

Feltizz](w, t) = —\/gux(O,t) — W Fo[u)(w, t).

(iv) La diferenciacion con respecto al tiempo conmuta con ambas transformaciones seno y
coseno de Fourier:

Fuug](w, t) = (Fs[u])t(w,t), Felug](w, t) = (Fc[u])t(w,t).

De acuerdo al item (iii) del Teorema 8.2, la eleccién entre el uso de la transformada seno
o coseno de Fourier para resolver un PVIF dado depende del tipo de la condiciéon de borde
especificada en z = 0.

Los Cuadros 8.2 y 8.3 informan las transformadas seno y coseno de Fourier, respectiva-
mente, algunas funciones elementales.

8.2.1. Conduccién del calor en una barra semi-infinita. La conduccién del calor en
una barra larga para la cual la temperatura en el extremo cercano estd prescrita mientras

que los efectos de las condiciones en el extremo lejano son despreciables es modelada por el
PVIF

up(x,t) = kug,(x,t), x>0, t>0,

u(0,t) = g(t), t>0,

u(z,t), uy(z,t) -0 cuando x — oo, ¢ >0,
u(z,0) = f(z), z>0.

A raiz de la condicion de borde dada, usamos la transformacion seno de Fourier, es decir,
consideremos

]:s[u](wvt) :U(w7t)7 Fs[f](w):F(w)

Aplicando F; a la EDP y la condicién inicial y utilizando las propiedades del Teorema 8.2,
llegamos al problema de EDO

U(w,t) + kw®U(w, t) = \/gk:wg(t), t>0; U(w,0)=F(w).

Después de encontrar U en el dominio de transformacién, obtenemos la solucién del PVIF
original como u(z,t) = F, ' [U](z, ).
Ejemplo 8.5. El PVIF

w(z,t) = uge(x,t), x>0, t>0,

uw(0,t) =1, t>0,

u(z,t), ugy(z,t) = 0 cuando z — oo, t >0,

u(z,0) =0, x>0

requiere utilizar la transformacion seno de Fourier ya que es la temperatura que estd pres-
crita mediante la condicion de borde. En virtud del Teorema 8.2, la transformada U(w,t) =
Filul(w, t) satisface

2
U'(w,t) + w?U(w,t) = \/jw, t>0; U(w,0)=0.
T
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CUADRO 8.2. Transformadas seno de Fourier de algunas funciones elementales

f(@) = FF)(=) F(w) = F[fl(w)
(1) f'(2) —wl[f](w)
(2) f'(z) \/gwf(o) —w?F(w)
(3) flar) (a>0) Fw/a)
(4)  flaz)cos(bz) (a,b > 0) %(F(“:b) +F(“;b>>
(6) e (a>0) \E#
(7) 2o (a > 0) \/g (a22+“°:2)2
(8) aZe= (a>0) 2\@%
©) ﬁ \/geaw

(10) H(a—2)—{> Padszsa 21 — cos(aw)

——
3 |
&

0 paraz>a

(11) zH(a— |z|) = {x para [z] < a, \/gsen(aw) — aw cos(aw)

0 para|z| >a T w?
21 2 /042
12) erfi >0 21— e/t
(12) erfe(az) (a > 0) \/;w( e )
2 .2 1 1 2 2
13) ze @7 e W /(4%
(13) N
Tl _
(14) arctan(z/a) (a > 0) 55¢ a
w

La solucion del problema transformado es

Ulw, ) = \/%(1 e,
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CuUADRO 8.3. Transformadas coseno de Fourier de algunas funciones elementales

fl@) = FF)(x) F(w) = Fe[fl(w)
(1) f(z) —\/gf(o) + wF[f](w)
2) f(z) - %f’(()) — W F(w)
() flaz) (@>0) ~F(w/0)
(4)  f(az)cos(bz) (a,b > 0) %(F(”a“? +F(“’;b))
(5) e (a>0) \Eﬁ
(6) we ™™ (a>0) \Eﬁ
(7) 2% (a>0) 2\@%
(8) e @ %ﬁcﬁ —?/(4a?)
9) g (a>0) Ve
(10) (g (0> 0) \/g a*w? 2 sgw +3
(11) m (a>0) \/g —CLQwQ;g@w 1w
(12) ﬁ (a>0) \/g a’w? —Siaw +3
1) o~} 0SS et

14 {(1/b)e—bw cosh(ab) para z > a, (a.b>0) \/gcos(aw)

(1/b)e= cosh(bx) paraz < a

de acuerdo a la formula (12) (con a = 1/(2v/t)) del Cuadro 8.2,

u(z,t) = F U (x,t) = erfe W
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8.2.2. Vibraciones de una cuerda semi-infinita. El método aplicado en este caso es
similar al método utilizado arriba.

Ejemplo 8.6. La solucion del PVIF

U (x,t) = duge(x,t), x>0, t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(z,t), ugy(z,t) = 0 cuando z — oo, t >0,
u(z,0) =e*,  wu(x,0)=0, x>0
es obtenida mediante la transformacion coseno de Fourier ya que la condicion de borde pres-

cribe la x-derivada de u en x = 0. De acuerdo a la formula (5) (con a =1) del Cuadro 8.3,

la transformada coseno de Fourier de la funcion e™® es \/2/7(1 + w?)™1; luego, de acuerdo
al Teorema 8.2, U(w,t) = F.u|(w,t) satisface

2 1
U'(w,t) + 40U (w,t) =0, t>0; U(w,0)= \/j

1+ w?
2 cos(2wt)
W%”:V;Tzﬁ*

Ahora, de acuerdo a la formula (14) del Cuadro 8.3 encontramos la solucion del PVIF:

con la solucion

e "cosh(2t) parat < xz/2,
e ?coshz  parat > z/2.

u(z,t) = F U] (x, 1) :{

8.2.3. Temperatura de equilibrio en una franja semi-infinita. La distribucion esta-
cionaria de la temperatura en una franja semi-infinita 0 < z < L, y > 0 es modelada por el
PVF
Uz (2, Y) + uyy(z,y) =0, 0<z <L, y>0,
u(0,9) = o), w(Ly) = 0), ¥>0, ) e(y) =0 cuandoy— oo,
u(z,0) = f(z), O0<x<L,
u(z,y), uy(r,y) -0 cuandoy — oo, 0<z < L.
Utilizando el principio de la superposicién, escribimos la solucién en la forma wu(z,y) =
uy(z,y) + us(x,y), donde u; satisface el PVFE dado con g1 =0y go =0, y us lo satisface con
f = 0. Por lo tanto, el primer PVF es
(ut)za (@, y) + (ur)yy(z,y) =0, 0<z <L, y>0,
ul(O,y) = 07 ul(Lay> = 07 Yy > 07
uy(z,0) = f(z), 0<zxz<L,
up(x,y), (u1)y(z,y) =0 cuandoy = oo, 0<z < L.
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Este problema es resuelto por separacion de variables. Procediendo tal como en la Seccion 5.3,
a partir de la EDP y las condiciones de borde en x = 0 y x = L obtenemos

uy(z,y) = sen ? (An cosh % -+ B,, senh %) = sen ﬂ;(anemyﬂ + bne””y/L).

n=1 n=1

Como uq(z,y) — 0 cuando y — oo, se debe satisfacer a,, = 0 para n € N, luego
= nmx
u(z,y) = nz; b, sen Te_””y/L. (8.10)
Ahora de acuerdo a la condicién de borde en y = 0,
. nmwx
ur(x,0) = f () = Z bn sen ——,
donde en virtud de (2.10),
9 L
bn——/ f(x)sen@dx, n € N. (8.11)
L J, L

Concluimos que la solucién del primer PVF viene dada por (8.10) con los coeficientes b,
dados por (8.11).
El segundo PVF es

(u2):r:as(xay) + ("@)yy(%?/) = 07 O <z < La y > 07

u2(07 y) = gl(y>7 u2(L7y) = g?<y)7 y > O) gl(y)792(y) — 0 cuando Yy — o0,
uz(z,0) =0, 0<x<L,
us(x,y), (u2)y(x,y) = 0 cuandoy — oo, 0<z < L.

A raiz de la condicién de borde en y = 0, utilizamos Fg con respecto a y, utilizando la
notacion

Flusl(,0) = Ulw,w), Flalw) = Giw), Flglw) = Ga(w).
Entonces el PVF arriba se reduce a
U'(r,w) —w(z,w) =0, 0<z<L; UOw) =G(Ww), ULw)=Gw).
La solucion general de esta ecuacion puede ser escrita como
U(z,w) = Cy(w) senh(wz) + Cy(w) senh(w(L — z)),

donde C y C5 son funciones arbitrarias de w. Utilizando las condiciones de borde en z =0
y © = L obtenemos

U(x,w) = csch(wL) (Gg(w) senh(wz) 4+ G (w) senh(w(L — x))) (8.12)

La solucién uy es obtenida aplicando F, ! a esta igualdad.
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Ejemplo 8.7. Para el PVF
Uga (2, Y) + 1y (z,y) =0, 0<z<l1, y>0,
w©,y) =0, u(l,y) =g(y), y>0,
u(z,0) =0, 0<z<l,
uw(z,y), uy(r,y) -0 cuandoy — o0, 0<z <1,
donde

9ly) = 0 paray > 2

{1 para 0 < y < 2,
tenemos L =1, g1(y) = 0 y 92(y) = g(y), luego G1(w) = 0 y a partir de la formula (10) (con

a = 2) del Cuadro 8.2,

21— cos(2w 2 2sen? w
) [Tt [T

™ w ™ w

por lo tanto, en virtud de (8.12),

22
U(r,w) = \/j—seHQw cschw senh(wz),
T

w
luego

4 [*1
u(z,y) = F. U] (2, y) = ;/0 ;sengw csch w senh(wz) sen(wy) dw.

8.3. Otras aplicaciones

La transformacion de Fourier mencionada también puede ser aplicada a otros problemas
apropiados, por ejemplo aquellos mencionados en la Seccion 4.4 incluyendo algunos con EDPs
no homogéneas.

Ejemplo 8.8. El PVI (problema de Cauchy)
U (2, 1) = ugg (2, 8) + 2u(z, ) + (1 — 42’)e™, —oo <z <o0, >0,
u(x,t),u(x,t) = 0 cuando z — £oo, >0,
u(z,0) =0, —oo<z <00

describe un proceso de difusion con una reaccion en cadena y una fuente en un medio uni-
dimensional. Considerando las formulas (8) y (10) (con a = 1) del Cuadro 8.1, tenemos

> 2t 4+1 _ o
V2

luego poniendo Flul(w,t) = U(w,t) y utilizando la formula (2) del Cuadro 8.1, obtenemos
que U es solucion del problema transformado

(CL)Q — 2)t + 1e_w2/4

U(w,t) + (w? = U (w,t) = 7 :

t>0; U(w,0)=0.
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Un cadlculo directo muestra que

1
Uw,t) = —=te™"/%,

V2
por lo tanto de acuerdo a la formula (8) del Cuadro 8.1,
u(z,t) = FHU|(z,t) = te™™.
Ejemplo 8.9. El PVIF
Uy (2, 1) + 2wy (2, 1) = Uge (2, 1) + (2 + 4t — 4%)e ™, >0, t>0,
u(0,t) =12, t>0,
u(z,t), up(z,t) -0 cuando x — o0, t >0,
w(z,0) =0, w(z,0)=0, >0

describe la propagacion de una onda disipativa a lo largo de una cuerda semi-infinita ini-
cialmente en reposo bajo la accion de un desplazamiento prescrito del extremo cercano y
una fuerza externa. Considerando la condicion de borde utilizamos la transformacion seno
de Fourier para hallar la solucion. Primeramente, utilizando la formula (6) (con a = 2) del
Cuadro 8.2 notamos que

2w
F. (2 + 4t — 4t?)e 2 :2\/j 1+ 2t — 2t%):
[(2+ Jo ] =2\~ 51+ )

luego, a partir del Teorema 8.2 y las condiciones iniciales, la transformada U(w, t) = Fs[u](w, t)
de u satisface

2 2 w
2 2 2
U'w,t) 4+ 2U" (w,t) + w U(w,t):\/;wt +2\/;4+w2(1+2t_2t ), t>0,
U(w,0)=0, U'(w,0)=0.

Resolviendo este problema de EDO en forma estdndar, obtenemos

2w
Uw,t) = \/;4+w2t2,

y utilizando la formula (6) del Cuadro 8.2 llegamos a la solucion

u(z,t) = F, U (w,t) = tPe .

S

Ejemplo 8.10. El PVF
z(y* +8y* — 1)
L+y2)?

um(m,y)—i-uyy(x,y)—i—u(x,y) = 0<z< 17 y>0>

1
U’<O>y> = 07 u(LZ/) = Ty27 y > 07

uy(,0) =0, 0<z<l,
uw(z,y), uy(zr,y) >0 cuandoy — oo, 0<z <1

modela la distribucion en estado estacionario del calor en una franja semi-infinita con una
fuente dependiendo del tiempo y una base aislada. Como la condicion de borde en y = 0
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prescribe la derivada u,, utilizamos la transformacion coseno de Fourier con respecto a y
para hallar la solucion. A partir de las formulas (9) a (12) (con a = 1) del Cuadro 8.3 es
fdcil verificar que

r(yt+ 8y — 1) m oy 1 \/?_
o =4/ - Y, Folt——| =1/5¢
J’:{ TETE 2( wie Yz,  F T 5¢

por lo tanto, de acuerdo al Teorema 8.2, la transformada U(x,w) = F.[u|(z,w) de u satisface

U'(z,w) — (W = DU(2,w) = g(l —we™vr, 0<z<l,

UO,w)=0, U(l,w)= \/ge_w

con la solucion
U(r,w) =/ zxe ™,

luego de acuerdo a la formula (9),

u(z,y) = FU)(z,y) = —

1492




Capitulo 9

La transformacion de Laplace

Las transformaciones de Fourier se utilizan principalmente con respecto a la variable
espacial. Sin embargo, en ciertas circunstancias, es deseable eliminar el tiempo como va-
riable activa. Esto se lleva a cabo mediante la transformacion de Laplace. Los problemas
donde la parte espacial del dominio es no acotada pero no se espera que la soluciéon decaiga
suficientemente rapido lejos del origen son particularmente apropiados para este método.

9.1. Definicién y propiedades
Primeramente introduciremos algunos conceptos matematicos tutiles.

Definicién 9.1. La funcion H definida por

t
H(t) = 0 parat <0,
1 parat>0

se llama funcion de Heaviside. Obviamente, para cualquier ty € R,

0 parat <t,
1 parat > t.

H(t—to):{

Comentario 9.1. La funcion H es continua a trozos. Tal como discutimos en el item (ii)
del Comentario 2.1, nuestro andlisis no es afectado por los valores de una funcion continua a
trozos en sus puntos de discontinuidad. Por lo tanto, para nuestros propdsitos el valor H(0) =
1 es escogido solamente por conveniencia para tener la funcion H definida correctamente a
lo largo del eje real, pero este valor no tiene ninguna otra importancia.

En el modelamiento matematico frecuentemente es necesario acomodar un tipo particular
de datos fisicos tales como impulsos unitarios y fuentes puntuales. Supongamos, por ejemplo,
que un impulso unitario es producido por una fuerza constante de la magnitud 1/e durante un
intervalo de tiempo muy corto (to —e/2,ty +¢/2). Podemos expresar esto mateméaticamente
considerando la fuerza dada por

(1) = 1/e parat e (tg—¢e/2,to+¢/2),
Jtoe\b) = 0 en otro caso

y calculando el impulso total por

) t0+€/2 1 1
/ gto,s(t)dt:/ LV
—00 to—e/2 € €

127
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Notamos que el valor de esta integral es 1 independientemente del valor de . Si ahora
queremos considerar el impulso como siendo producido en el instante singular ¢y, tenemos
que considerar un proceso limitante y definir una especie de limite de ¢, . cuando ¢ — 0, el
cual denotamos por §(t — tg).

Definicién 9.2. FEl objeto matemdtico ¢ definido por
(i) o(t —to) = 0 para todo t # ty,
(ii) [T 6t —to)dt=1

se llama delta de Dirac.

Comentario 9.2.

(i) A partir de la Definicion 9.2 es obvio que a § no se le puede asignar un valor finito
en t =ty porque en tal caso su integral sobre R seria O y no 1. Por lo tanto, 6 no es
una funcién. En el sentido estricto, 0 es lo que llamamos una distribucién (funcion
generalizada) y su tratamiento apropiado requiere de un formalismo especial fuera del
alcance de estos apuntes.

(ii) Para t <ty tenemos
¢ ¢
/ 5(T—t0)d7':/ 0dr =0;

para t >ty podemos encontrar € > 0 suficientemente pequeno para que to+ /2 < t,
luego utilizando la funcion gy, . definida arriba, obtenemos

t t to+e/2
/ (1 —ty)dr = h’r%/ Gto.e(7) d7 = lim —dr =1
o0 e —00

e—0 to—e/2 €

Combinando estos resultados podemos escribir

/t 5(r — to) dr = H(t — 1),

es decir en un cierto sentido generalizado, H'(t — tg) = 0(t — to).
(iii) Si f es continua, entonces en virtud del Teorema del Valor Intermedio, existe t' €
(t—¢e/2,t+¢/2) tal que

0o (9] t+e/2 1
/ f(r)o(t —1)dr = ll_{% f(T)gtye(T)dr = lim f(r)=dr

e—0

“tigz((45) - (-3) ) -0

Efectivamente, en el marco de la teoria de distribuciones ¢ es definido rigurosamente
por una formula de este tipo en lugar de la Definicion 9.2. Tal como la diferenciacion
la wntegracion en el lado izquierdo arriba es entendida en un sentido generalizado
distribuctonal.

(iv) El delta de Dirac también puede ser utilizado para problemas definidos sobre intervalos
semi-infinitos o finitos. En tales casos 6 representa la “restriccion” de esta distribucion
al intervalo correspondiente.
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Definicién 9.3. La transformada de Laplace de una funcion f = f(t), 0 < t < oo, es
definida por

LIfI(s) = F(s) := /0 e dt.

Aqui s es el parametro de la tranformaciéon. La transformada inversa de Laplace, calculada
mediante técnicas de variable compleja, es

CIF|() = f(t) = % / _ T P(s)et ds

(la férmula inversa de Mellin) donde la integracion se realiza a lo largo de la linea vertical
Re s = c en el plano complejo tal que ¢ es mayor que la parte real de todas las singularidades
de F(s). Los operadores L y L' se llaman transformacién de Laplace y transformacion
inversa de Laplace, respectivamente.

Comentario 9.3. La transformacion de Laplace L puede ser aplicada a una clase de fun-
ciones mas amplia que la transformacion de Fourier F.

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para la existencia de la trans-
formada de Laplace de una funcién f dada.
Teorema 9.1. S:

(i) f es continua a trozos sobre [0, 00) y
(ii) existen constantes C' y « tales que |f(t)] < Ce™, 0 <t < oo,

entonces L[f](s) = F(s) existe para todo s > «.

Ejemplo 9.1.

(i) La funcion f(t) = 1, t > 0 satisface las condiciones del Teorema 9.1 con C' =1y
a =0, y en este caso,

o 1 _ 1
Fls)= [ e tat= e izp =1 >0
0 s s
(i) Para f(t) =e*,t >0, el Teorema 9.1 es vdlido para C =1 y a =2, y en este caso

o o 1
F(s) = / e s dt = / et qt = , 5> 2.
0 0 5—2

(iii) La tasa de crecimiento de la funcién f(t) = ¢, t > 0, cuando t — oo excede el
crecimiento exponencial estipulado en el Teorema 9.1. Resulta que esta funcion efec-
tivamente no posee transformada de Laplace.

Teorema 9.2.

(i) La transformacion L es lineal, es decir para cualquier par de funciones fi y fo a las
cuales la transformacion L puede ser aplicada y constantes ¢ y ca,

Lleifi + cafo] = alLlfi + caL[fo].
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(i) Siu=u(z,t) y Llul(z,s) =U(z,s), entonces
Llug(z,s) = sU(x,s) —u(z,0),
Lluy)(z,s) = s*U(z, s) — su(x,0) — u(x,0).

(iii) Para el mismo tipo de funcion u, la diferenciacion con respecto a x y la transformacion
de Laplace conmutan, es decir

Llug)(x,s) = (L[u]) (x,s) = U'(z, s).

(iv) Utilizando una definicion de la convolucion f x g de dos funciones f y g que es lige-
ramente diferente de la Definicion 8.1, a saber:

(f % g)(t) = / f()glt —7)dr = / £t — 7)g(r) dr = (g% £)(1), 9.2)
entonces

L[f = g] = L]f]L]g].
Comentario 9.4.

(i) Tal como en el caso de las transformaciones de Fourier, en general L[fg] # L[f]L[g].
(ii) Claramente, L™ también es lineal.

El Cuadro 9.1 lista las transformadas de Laplace de algunas funciones frecuentemente
usadas.

Ejemplo 9.2. Para hallar la transformada inversa de Laplace de la funcion 1/(s(s* 4+ 1)),
obtenemos a partir del Cuadro 9.1 que 1/s es la transformada de funcién constante 1 y que
1/(s*> + 1) es la transformada de la funcion sent. De acuerdo al item (iv) del Teorema 9.2
podemos escribir simbolicamente

1 1 1

5(52+1)—g82+1:

L[1]L[sent] = L[1 * (sent)],

luego

1 t
L L(sz n 1)} * (sent) i senTdr cos

Alternativamente, podemos particionar la funcion dada en fracciones parciales como
1 1 S

s(s2+1) s s2+1
y luego utilizar la linealidad de L7 para llegar al mismo resultado.

Ejemplo 9.3. Efectivamente, la forma mds simple de encontrar la tranformada inversa
de Laplace de (3s* + 2s + 12)/(s(s* + 4)) por computacion directa consiste en utilizar la
descomposicion en fracciones parciales

3 +2s+12 3 2

s(s2+4) 5+52—|—22
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CuADRO 9.1. Transformadas de Laplace de algunas funciones elementales

f(t) = L7YF]()

F(s) = L[f1(s)

f™(t) (n-ésima derivada)

H(t—a)f(t—a)
e f(t)
(f*9)(®)

1

t" (n € N)

eat

sen(at)
cos(at)
senh(at)

cosh(at)
d(t—a) (a=0)

e’ erfe(ay/t) (a > 0)
PN

erfc — (a>0)

2Vt

2
T 2

t73/2efa2/(4t) (CL > 0)

s"F(s) —s"1f(0)— ...
o= sf72(0) — fO=1(0)
e F(s)

F(s—a)

F(s)G(s)

s+ ay/s

y luego aplicar las formulas (5) y (8) del Cuadro 9.1 para obtener

= 3s% 4+ 25+ 12
s(s?2+4)

} — 34 sen(21).
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El siguiente teorema proporciona dos propiedades ttiles adicionales de la transformacién

de Laplace.
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Teorema 9.3. Si L[f](s) = F(s), entonces

(i) L[e™f](s) = F(s —a), s > a = const.;
(i) L[H(t—b)f(t —b)](s) = e " F(s), b = const. > 0.

Ejemplo 9.4. Como

2 s 9 2
Lhen0] = 5o £leos@0] = 5og A=)
a partir del Teorema 9.3 concluimos que
2 — 4
L[e "sen(2t) + € cos(3t) — 2(t — 2)°H(t — 2)] = +— > —e %,

(s+1)24+4  (s—52+9 s
Ejemplo 9.5. Andlogamente,

s—1 1 s—1 1
‘Cfl o —s :Efl o —s
2—25+10 s2+4° } [(3—1)2—1—32 222"

= e’ cos(3t) + %H(t — 1)sen(2(t — 1)).

9.2. Aplicaciones

9.2.1. El problema de la senal para la ecuacién de la onda. Consideremos una cuerda
elastica muy larga con peso despreciable inicialmente en reposo donde el desplazamiento
vertical (la senal) es prescrito en el extremo cercano y la actividad mecédnica disminuye
considerablemente hacia el extremo lejano. Tal problema es modelado matematicamente a
través de un PVIF de la forma

Uy = Cugy(z,t), >0, t>0,

uw(0,t) = f(t), t>0,

u(z,t) acotada cuando x — oo, ¢ >0,

w(z,0) =0, w(z,0)=0, x>0.
Introduciendo la notacion

Llul(z,s) = U(z,s), L[f](s) = F(s),

aplicando £ a la EDP y las condiciones de borde y utilizando las propiedades de L del
Teorema 9.2 obtenemos el problema transformado

s*U(x,s) = U (x,8), x>0; U(0,s)=F(s), U(x,s)acotada cuando z — oc.
Re-escribiendo la EDO en la forma
U(z,s) — (s/c)*U"(z,5) =0
obtenemos la soluciéon general

Uz, s) = C1(s)e®/97 4 Cy(s)e~ /)7,
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donde C'(s) y Cy(s) son funciones arbitrarias del pardmetro de transformacién. Como U (z, s)
debe ser acotada cuando © — o0, se debe tener C(s) = 0. La condicién de borde entrega

Cs(s) = F(s), luego
U(xy S) = F(s)e*(s/c)x = F(S)e*(x/c)s.
De acuerdo al item (ii) del Teorema 9.3, la solucién del PVIF original es

para 0 <t < x/c,

0
1) = L7YF(s)e”@9%) = H(t — t— =
) = €7 [Fl)e” ) = B =/ f(t—afe) = P
Esta solucion también puede ser expresada como

(. t) = f(t—=x/c) parax < ct, 9.3)
’ 0 para x > ct. '

Observamos que u(z,t) es constante cuando x — ¢t = const. Fisicamente esto significa que la
solucién es una onda de forma fija (determinada por la funcién f de la condicién de borde)
que viaja a la velocidad dz/dt = c. La férmula (9.3) indica que al instante ¢ la senal que
emana desde x = 0 no ha llegado a los puntos x > ct, los cuales auin se encuentran en reposo.

Comentario 9.5. El mismo resultado de inversion también puede ser obtenido mediante
convolucion. Como de acuerdo a la formula (12) del Cuadro 9.1,

e~ @/e)s = LIf*6(t—z/c),
podemos escribir
Uz, s) = F(s)e”@/)s = LIfIL[6(t —x/c)] = L[f *6(t — z/c)],

lo que implica que

u(m,t)zﬁ_l[U](x,t):f*é(t—x/c):/o f(r)o(t —x/c—T)dr

Sit < x/c, entoncest —x/c—T1 <0 para 0 < 7 < t, por lo tanto §(t — x/c — 1) = 0; luego
u(z,t) =0 parat < x/c o equivalentemente, para x > ct. Sit > x/c, entoncest—x/c—1 =0
en0<7T=t—x/c<t, luego en virtud de (9.1), para x < ct,

u(z,t) /f (t—x/c—T) dT—/ f(r)o(t —x/c—T1)dr = f(t —x/c).

FEste resultado es el mismo que (9.3).

9.2.2. Conduccién del calor en una barra semi-infinita. Consideremos una barra
muy larga sin fuentes con el extremo cercano mantenido al aire libre con temperatura cero,
con actividad térmica despreciable en el extremo lejano, y una distribucién inicial de la
temperatura constante. La conduccién del calor en esta barra es modelada per el PVIF
up(x,t) = Uge(z,t), >0, t>0,
u.(0,) —u(0,t) =0, ¢>0,

u(z,t) acotada cuando x — oo, ¢ >0,
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u(z,0) = ug = const., x> 0.

Sea Llu|(z,s) = U(x,s). Aplicando £ a la EDP y las condiciones de borde llegamos al
problema transformado

U'(z,s) — sU(x,s) +ug=0, x>0,
U'(0,s) —U(0,s) =0, U(x,s) acotada cuando x — oo.

La solucién general de la ecuacion es
1
Uz, s) = C1(s)eV® + Cy(s)e™V* + —uy,
s

donde C(s) y Cy(s) son funciones arbitrarias del pardmetro de transformacién. Como U debe
ser acotada cuando & — oo, concluimos que C; = 0. Luego, diferenciando U y utilizando la
condicién de borde en z = 0 vemos que

—Ch(s)v/5 — Cls) — éuo 0,

lo que implica que

J— uO .
CQ(S) S(\/§+ 1)’
por lo tanto
1 1
- - Vs
Uz, s) u0< s(\/§+1)e —i—s).

Después de algunas manipulaciones (y utilizando una tabla de transformadas de Laplace
méas completa que el Cuadro 9.1) se puede demostrar que la solucién del PVIF original viene
dada por

(e, t) = L7YU (2, 1) = up (1 _ erfe gi\/g - erfc(\/l_f + %)&H).

Otros PVIF para una barra semi-infinita pueden ser resueltos por el mismo método.
Ejemplo 9.6. Consideremos el PVIF

up(z,t) = Uge(z,t) +senz, x>0, t>0,

w0,t) =2t —1, t>0,

u(z,t) acotada cuando x — oo, t >0,

u(z,0) =1, x>0.
Sea Llul(xz,s) = U(x,s). Aplicando L a la EDP y las condiciones de borde llegamos al
problema transformado

U'(z,s) — sU(x,s) = —1— ésenx, x>0,
2 1

U,s)=——~-, >0, U(z,s) acotada cuando z — oo.
52 s
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La solucion general de la ecuacion, escrita como suma de la funcion complementaria y una
integral particular, es

1 1
U = Vs “Vemo o Z o4 &
(x,s) = Ci(s)eV*® + Cy(s)e + S + S+ 1) sen .

Como U debe ser acotada cuando x — o0, concluimos que Cy = 0. Luego, utilizando la
condicion de borde vemos que

2 2
C = — — -
5(5) 2 5
lo que en virtud de
1 1 1

implica que

2 2 1 1 1
Ulz,s) == —=)e V-4 (-— senz.
s2 s S s s+1

A raiz de las formulas (5)-(7), (15), y (16) del Cuadro 9.1) obtenemos que la solucion del
PVIF original viene dada por

t 2
u(z,t) = L7 U] (x,t) = —2x\/;e_x /40 4 (22 + 2t — 2) erfe QL\/% +1+4+(1—e")senz.

9.2.3. Barra finita con temperatura prescrita en la frontera. El PVIF

we(z, 1) = wee(x,t), 0<z <1, ¢>0,

w(0,t) =0, w(l,t)=1, t>0,

w(z,0)=0, 0<zx<l1
es de un tipo que ya hemos conocido. La solucién de equilibrio en este caso, calculada tal como
en la Seccién 6.1, es wy () = z. Utilizando esta soluciéon podemos reducir este problema a
un problema similar donde ambas condiciones de borde son homogéneas y que por lo tanto

puede ser resuelto mediante el método de separacion de variables. Combinando todos los
resultados obtenemos

= 2
w(x,t) =x+ Z(—l)"n—ﬂ sen(nmz)e Tt (9.4)
n=1

Este mismo PVIF también puede ser resuelto mediante la transformacién de Laplace con
respecto a t. Si escribimos L[w](z, s) = W (z, s), entonces a partir de la EDP y las condiciones
de borde obtenemos que W es la solucién del PVF

1
W"'(z,s) —sW(z,s) =0, 0<z<1l; W(0,s)=0, W(l,s)=-.

s
La solucion general del problema transformado puede ser escrita en la forma

W (z,s) = Cy(s) cosh(y/sz) + Cy(s) senh(1/sx)
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(ver Comentario 1.1), donde las funciones C;(s) y Ca(s) deben ser determinadas desde las
condiciones de borde. Aplicando estas condiciones obtenemos

C; =0, Cy(s)senhy/s = %,

lo que implica que
1

Cals) = ssenh /s’

luego

Wix,s) = %.

Utilizando la transformacion inversa y comparando con (9.4) obtenemos

B 1 senh(y/sx) a2
w(x,t) =L L senh /5 ] T+ Z —Sen (nmx)e :

Consideremos ahora el PVIF mas general
u(z,t) = uge(x,t), 0<z<1, t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t)=f(t), t>0,
u(z,0) =0, 0<z<l,

y sea Llu|(z,s) = U(x,s) y L[f](s) = F(s). Aplicando £ a la EDP y las condiciones de
borde obtenemos

U'(x,s) —sU(z,8) =0, 0<x<1; U,s)=0, U(ls)=F(s).

Procediendo como arriba obtenemos

Ues) = PO 8 = o) (s () ) = P (W ). (09

Como w(x,0) = 0 en el PVIF para w obtenemos

Llw](x,s) = sW(z,s) —w(z,0) = sW(x,s),
por lo tanto, en virtud de (9.5) e item (iv) del Teorema 9.2,

Llu] =U = F(sW) = L[f]Lw] = L[f * wy].

Utilizando (9.2) e integrando por partes obtenemos ahora

u(z, t) = (f xwy)(z,t) = /0 ft— 71w, dr = [f(t — T)w(SC,T)]:zg - /0 w(z,7)f'(t —7)dr

0w, ) — f(t)uw(e, 0)+/0w($,t—T)f’(T)dT

7
/ (5,8 = 7)f'(7) dr + F(O)w(z, ),
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¢ t=xa/v
i
u(x’ t) = %
oo

u(0,t) = « t> /v u(z,t) =0
t<ax/v
0 x
0 u(z,0) =0

FicuraA 9.1. ITlustracion de la solucion del PVIF para conveccion.

donde utilizamos la condiciéon w(z, 0) = 0y la conmutatividad de la operacién de convolucién.
Este resultado muestra como la solucién de un problema con condiciones de borde mas
generales a veces puede ser obtenida a partir de la solucién de un problema con condiciones
mas simples.

Comentario 9.6. Si reemplazamos la condicion de borde w(1,t) = 1 por w(1,t) = (1),
entonces la formula arriba asume la forma

u(z,t) = /0 w(z,t —7)f(1)dr.

9.2.4. Problemas de conveccidon-difusiéon. Supongamos que se esta echando una sus-
tancia quimica a una tasa constante a un rio largo, angosto y limpio a una tasa constante,
y supongamos que el rio fluye a velocidad constante. Entonces la concentracién u = u(z,t)
de la sustancia a una distancia x “aguas abajo” en el instante ¢ es la solucién del PVIF

ur(z,t) = ougy (2, t) —vug(z,t), x>0, t>0,

u(0,t) = o = const., ¢ >0,

u(xr,0) =0, x>0,
donde o es el coeficiente de difusion, v = const. > 0 es la velocidad del rio, la constante
a = const. > 0 es relacionada a la tasa de descarga de la sustancia, y el segundo término del
lado derecho de la EDP modela el efecto de conveccion del flujo del agua sobre la sustancia.

Si el rio es lento, entonces el término de conveccion es mucho mas pequeno que el término
de difusién y la EDP asume la forma aproximada

up(z,t) = ougy(z,t) x>0, t>0,

la cual es la ecuacion de difusién. Por otro lado, si el rio es rapido, entonces la aproximacién
viene dada por la ecuacién de conveccién

u(z,t) = —vug(z,t), x>0, t>0.

Como ya hemos estudiado la ecuacién de difusién (la ecuacién del calor), nos concentraremos
ahora en los casos de conveccién y combinados.
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(i)

(i)
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El PVIF para conveccién pura es
ur(z,t) = —vuy(z,t), x>0, t>0,
u(0,t) =a, t>0,
u(z,0) =0, x>0.
Sea L[u](x,s) = U(x,s). Aplicando L a la EDP y las condiciones de borde obtenemos
wU'(z,s) + sU(x,8) =0, z>0; U(0,s)= %

con la solucién
Uz, s) = —e~ /e = Lo=(e/v)s,
s
Como L7 '[e™/s] = H(t — a), ponemos a = x/v para encontrar la siguiente solucién
del problema original:

u(,t) = L7 U)(o,1) = £ Ee—wws}

0 for0<t<uz/u,
a fort>x/v.

=aH(t —x/v) :{

De acuerdo a lo anterior, la sustancia alcanza una posicién fija x en el instante t = x/v;
después de eso, la concentracién de la sustancia en x permanece constante (igual a la
concentracién de la sustancia en el punto de descarga en el rio). La recta t = x/v en
el plano (x,t) es el frente de onda avanzando de la sustancia (ver Figura 9.1).
Consideremos ahora un rio muy largo suponiendo que la sustancia ya se encuentra
distribuida uniformemente en él desde la fuente hasta el punto de observacion x = 0.
Supongamos que ambos efectos de conveccién y difusion sean significativos. Este pro-
blema mixto de conveccién-difusién en un medio uni-dimensional infinito es modelado
por el PVI

ur(z,t) = ouge(x,t) — vuy(z,t), —oo <z <oo, t>0,

u(z,t), uz(xz,t) - 0 cuando z — +oo, t >0,

u(z,0)=1—H(z), —oo<ax<o0.
Ya conocemos dos métodos posibles para resolver este problema: podemos aplicar la
transformacién de Laplace con respecto a t o la transformacion (completa) de Fourier
con respecto a . A raiz de la discusién del item (i) arriba queremos proponer un tercer

método, el cual consiste en cambiar la coordenada x conectandola al frente de onda
mediante la combinacion

=z —ut. (9.6)
Claramente, £ = 0 significa que el punto (z,t) pertenece al frente de onda, £ > 0

significa que (x,t) estd delante del frente de onda, y & < 0 significa que (z,t) esta
detras del frente de onda. También escribimos

u(z,t) = u(€ +vt,t) =w(&,t),
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luego de acuerdo a la regla de la cadena,
Up = W&y + Wy = —VWe + Wy, Uy = Wby = We,  Ugy = (We) ey = Wee.
Como t = 0 entrega x = &£, el PVI arriba se convierte en
we(€,t) = owee(€,t), —oo<E<o0, t>0,
w(&,t), we(§,t) - 0 cuando & — o0, t >0,
w(&,0)=1—H(§), —oo<E<oo.

Este problema ya lo resolvimos mediante la transformacién de Fourier (ver Seccién 8.1).
Su solucién es
1

T 1 = Hu)) o2 /6et) g
e / OO( (v)) y
1

0
—(€-y)?/(ot) 4
e .
2v/ ot /oo Y

Luego, utilizando (9.6), obtenemos la siguiente solucién del PVI en términos de las
variables originales x y t:

w(é;t) =

1 0 2
—(z—vt—y)?/(4ot)
e dy.
2/ ot /_OO 4

9.2.5. Linea de transmision con pérdidas. Problemas de este tipo también pueden ser
tratados mediante el método de la transformaciéon de Laplace.

Ejemplo 9.7. Consideremos el PVIF
up(x,t) + dug(x, t) + du(z, t) = uge(x,t) =1, x>0, t>0,
u(0,t) =0, wu(x,t) acotada cuando x — oo, t >0,
u(z,0) =1, w(z,0)=0, z>0.

u(z,t) =

FEscribiendo, como siempre, L[u](x,s) = U(z,s) y aplicando la transformacion de Laplace a
la EDP y las condiciones de borde, obtenemos el problema EDO
1~ 4s — 82
U'(z,s) — (s +2)°U(z,s) = ST s,
s
U(0,s) =0, U(x,s) acotada cuando z — oo,

con la solucion general

2
+4s -1
U —C (s+2)x C —(s+2)z 8—
(x,s) 1(s)e + Cy(s)e + S5t 2
El requerimiento de acotacion implica que C7 =0, y a partir de la condicion de borde,

s +4s—1
Uz, s) = s(s+2)?

Esto lo podemos escribir también en la forma

U(x,s) = F(s) — F(s)e *%e ", (9.7)

(1 . ef(s+2):1:)'
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donde, utilizando fracciones parciales,

os(s+2)2 0 4s 4(s+2)  2(s+2)%
A partir de las formulas (3) y (5)-(7) del Cuadro 9.1 obtenemos
1 1
ft)=L7'F|(t) = -7 Ze—” + gte—% = Z(5(21t +1)e > —1).

Aplicando la formula (2) del Cuadro 9.1 a (9.7) obtenemos
ul,t) = LU) ) = F() — £t — 2) H(t — 2)e

_ 3(5(275 e —1) - };(5(% —2v+1)e”™ —e ) H(t — z).



Capitulo 10

El método de las funciones de Green

Los tipos de problemas que hemos considerado hasta ahora para las ecuaciones del calor,
de la onda, y de Laplace poseen soluciones determinadas tinicamente por sus datos (condi-
ciones de frontera, condiciones iniciales, y cualquier término no homogéneo en la ecuacién).
Es muy natural buscar una férmula que entregue la solucién directamente en términos de
los datos. Tales soluciones en forma cerrada son construidas mediante la llamada funcion de
Green del problema dado, y son de gran importancia en aplicaciones practicas.

10.1. La ecuacién del calor

10.1.1. El problema de equilibrio. La distribucién de equilibrio de la temperatura en
una barra finita con fuentes internas y temperatura cero en sus extremos es modelado por
el siguiente PVF (ver Seccién 6.1):

u'(z) = —%q(m), O<ax<L; u0)=0, u(L)=0. (10.1)

(Por conveniencia omitimos el indice oo para denotar la solucién de equilibrio, pero mante-
nemos el factor —1/k porque més adelante compararemos las soluciones de los problemas de
equilibrio y transientes.) Si tenemos solamente una fuente unitaria localizadaen £, 0 < £ < L,
entonces ¢(z) = d(z — £) y la solucién G(z,§) del problema dado arriba satisface

Goa(7,8) = —%5@ —-¢§), 0<z<L; G(0,§) =0, G(LE) =0. (10.2)

La funcién G(x,&) puede ser calculada explicitamente. Como H,(x — &) = d(z — &) (ver
item (ii) del Comentario 9.2), a partir de (10.2) obtenemos

. C1(§) para x < ¢,
Go(z,€) :—EH(:C—S)—I—CH(S) = 1
ot Ci(§) parazx>¢,
lo que implica que
zC1(§) + C2(8) para x < ¢,
G(z,8) = 10.3
I o000 1) e parse "

donde C4, Cy vy C3 son funciones arbitrarias de £. Utilizando las condiciones de borde en
(10.2) obtenemos
1

¢y =0, L(Cl(ﬁ) - %> + C3(8) =0,

141
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luego C3(§) = —L(C1(§) — 1/k) y (10.3) se convierte en
zC1(€) para r < &,

(x— L) (cl(g) - %) para > £,

Si G(z, &) tuviera una discontinuidad de salto (del tipo H) en x = &, entonces G, tendria
una singularidad del tipo d en z = £. Como ésto no es el caso, debemos concluir que G(z, §)
es continua en x = &; en otras palabras, G({—,¢) = G(&+,€). En virtud de (10.4), esto
implica que

G(z,6) = (10.4)

Cil6) = (€~ (o) - 7).

por lo tanto C1(§) = (L — &)/(kL) y (10.4) implica que

x
~ (L — <
kL(L §) parax <€,

£
kL

Gz, §) = (10.5)

(L—z) paraz>¢.

Claramente, G(z,€&) = G(&, x).
Utilizando integracién por partes obtenemos que dos funciones suaves u y v sobre [0, L]
satisfacen

/0 (u"v —v"u) dz = [u'v — v'u]*=h — /0 (u'v" —v'u") dz
= u'(L)v(L) — v'(L)u(L) — («'(0)v(0) — v'(0)u(0)).

Esta identidad es conocida como férmula de Green. Ahora, si u es la solucién de (10.1)
y v = G es la solucién de (10.2), entonces el lado derecho en (10.6) se anula y podemos
escribir

(10.6)

[ @ite 9 - 6w 4(a)) @z~ 0.

En virtud de (9.1), intercambiando = con ¢ y recordando que G(x,&) = G(§, x) obtenemos

@) = [ Glaoute) e (10.7)

La funcién G(z,€), llamada la funcidn de Green del PVF (10.1), es la temperatura en x
debido a la fuente de calor unitaria concentrada en &. La férmula (10.7) muestra la influencia
agregada de todas las fuentes ¢(£) en la barra con respecto a la temperatura en z.

Una férmula de representacién similar a (10.7) también puede ser derivada para proble-
mas con condiciones de borde no homogéneas. Si reemplazamos las condiciones de borde
en (10.1) por u(0) = a y u(L) = b, entonces (10.6) con la misma eleccién de u y v que arriba
se convierte en

=L

/0 (u(2)d(x — €) — G, O)q()) d = —K[u(x)Cn(r, )] ="
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luego

u(w) = /0 Gz, €)q(€) dé — k(bGe(z, L) — aGe(x, 0)).
En virtud de (10.5),

-7  baraz <,

Gf(xvf): r— L

kL

por lo tanto la férmula de representacion deseada es

para x > &,

u(z) = /OL G(x, €)q(€) d£+b% +a<1 - %) (10.8)

Ejemplo 10.1. Para calcular la solucion estacionaria del PVIF
u(z,t) = uge(z,t) +2—1, 0<z<l1, t>0,
uw(0,t) =2, wu(l,t)=-1, t>0,
w(z,0) = f(z), 0<z<l
utilizamos (10.8) conk =1, L=1,a=2,b=—1, y q(z) =z — 1. En virtud de (10.5),
g = {129 TS Gng={T, s

luego
1

/0G(azf)q(i)dé:/Ozf(l—fc)(é—l)d&r/ (1 - €)(€ — 1) de

v ! 1 1 1
= (1—95)/ (52—§)dg—x/ (€ —-1)2d¢ = -2 + =2° — -
; i 6" T2t T3
Como
bx x
f+a(1_Z) =—z+2(1—-2z)=2- 3z,
la solucion estacionaria (10.8) del PVIF dada es dada por
1, 1, 10
S B S}
u(x) 7 + 5% 37 +

Ejemplo 10.2. En el caso del PVIF
u(x,t) = uge(x,t) +q(z), 0<z <1, t>0,
uw(0,t) =1, wu(l,t)=3, t>0,
u(z,0) = f(z), O<z<l1
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con

2  para0<z<1/2
q(z) =
—1 paral/2 <z <1,

notamos que la funcion G es la misma del Ejemplo 10.1, mientras que a =1 y b = 3. Dado
que las expresiones de q y G cambian en x = 1/2 y x = &, respectivamente, dividimos la
computacion de la solucidn de equilibrio (10.8) en dos partes.

(1) S0 < x < 1/2, el primer término del lado derecho de (10.8) se escribe como suma
de tres integrales, una para cada uno de los intervalos 0 < £ < z, x < £ < 1/2, y
1/2 < £ < 1. Por lo tanto, a partir de (10.8) obtenemos

x 1/2 1
u(x):/o 25(1—x)d§—|—/ 2x(1—f)d§—|—/I/Q—x(l—ﬁ)dﬁ—i-%v—l—l

, 21
= —XI +§$+1.

(i1) Si 1/2 < x < 1, las tres inlegrales son sobre cada uno de los intervalos 0 < § < 1/2,
1/2< &<z, yx <& < 1. Porlo tanto, a partir de (10.8) obtenemos ahora

1/2 x 1

u(ac):/0 25(1—ac)df—l-/l/Q—f(l—95)d£+/aC —z(l—=¢)d¢+ 22+ 1
1 9 11
=37 Tty

Se puede verificar facilmente que
1 B 1+ 33 Al oy 1+ 13
27T eT) T "\2T) T\t T
1 1
" - — _2 " - — 1
“(a) =2 ae) -

lo que reconfirma que tal como se esperaba, la discontinuidad de q en x = 1/2 ha reducido
la suavidad de la solucion.

pero que

Comentario 10.1. Comentamos que la funcion de Green puede ser expandida en una serie
de Fourier doble. Considerando las funciones propias del problema de Sturm-Liouville aso-
ciado con (10.1) (ver Seccion 5.1), la continuidad de G, y la simetria G(x,&) = G(&,x), es
razonable buscar una expansion en series de la forma

G(z Z (Z by SETL w) sen m;rﬁ. (10.9)

Diferenciando (10.9) término por término con respecto a x e insertando el resultado en la
EDO en (10.2) obtenemos

0o 0 2
Z (Z (n%r) b SEL n_;r;v) sean7T£ = %(5(3: — ).

m=1 \n=1
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Multiplicando esta identidad por sen(prx/L), p € N, integrando sobre [0, L], y utilizando
(2.5) y (9.1) obtenemos

2 00

kL

(%) -5 E bynp sen m;rﬁ = senp%g, peN
m=1

Ahora el item (i) del Teorema 3.3 implica que los unicos coeficientes diferentes de cero son
bpp = 2L/ (kp*n?), luego la serie (10.9) asume la forma

=, 2L nmx nmé
G(z,€) = a2 SeR T sen——.

n=1

10.1.2. El problema transiente. Una barra finita con fuentes internas y temperatura
cero en sus extremos es modelada por el PVIF

ur(z,t) = kg (x,t) + q(x,t), 0<ax <L, t>0,
uw(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<L.

(De acuerdo a los argumentos presentados en el Capitulo 6, podemos considerar condiciones
de borde homogéneas sin pérdida de generalidad.) Este problema puede ser resuelto mediante
el método de expansién en funciones propias (ver Seccién 7.1), por lo tanto supongamos que

nww nwx nww
E U (¢ sen—, E qn(t Sen— E fnsen—,

donde

nnx

L
qn(t) = z/ q(z,t) sennLLxdx, = / flx sen— dz. (10.10)
0

Reemplazando estas series en la EDP obtenemos por argumentos estandar que los coeficien-
tes u,, n € N deben satisfacer

up (t) + k(ﬂ> un(t) = qn(t), t>0; u,(0) = f,.

Este problema puede ser resuelto, por ejemplo, mediante el factor integrante

2
exp </k<%> dt) = ek(nﬂ*/L)Qt.

Por lo tanto, considerando las condiciones iniciales para u,,,

t
U (t) = e Fm/L)% (/ G (7)F T 47 4 C)

0

t
= fne_k(mr/l‘)% + e_k(nﬂ/L)Qt/ qn(’r)ek(mr/L)% dT,
0
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luego en virtud de (10.10),

o0 t
Z (fnek(mr/L)Qt 4 ek(mr/L)Qt/ qn(T)ek(nﬂ/L)QT dr) sen ”z$
0

=1

Z(( / (&, 7) sen—€d§> k(nm /L)%t
n=1
t 2 L
+ e_k(””/L)2t/o (Z/o q(&, 7) sen nTﬂf df) eFnm/L)* d7'> sen _mgx

L )
:/ f(g)(2:%Sen$sennz§ —k(nm/L)? >d§

1

/ / &, ( —sem?ﬂbll_j[:sennzf —k(nm/L)? tT)def

Definiendo la funcién de Green de este problema por

u(z,t)

3

Gz, t;€,7) Z — sen @ sen nTﬂgek(””/L) = r <t (10.11)
podemos escribir la solucion del PVIF en la forma

u(:c,t):/o G(x,t;é,O)f(é)df—i—/O /OtG(:c,t;g,T)q(f,T)def. (10.12)

El primer término en esta férmula describe la influencia de la temperatura inicial en la barra
a la temperatura siguiente en cualquier punto x y cualquier instante ¢. El segundo término
representa la influencia de todas las fuentes en la barra en todos los tiempos 0 < 7 < ¢
a la temperatura en x en el instante ¢t. Esto expresa lo que es conocido como principio de
causalidad.

Ejemplo 10.3. Queremos utilizar (10.11) y (10.12) para determinar la solucion del PVIF
u(,t) = Uge(x,t) +t(x —1), 0<zxz<1l, ¢>0,
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0,
u(z,0) =z, 0<z<lLl

Aqui k=1, L =1, q(z,t) =t(x — 1), y f(z) = x, luego

Gz, t;€,7) Z 2sen(nmx)sen(nal)e ™ ™D <t

n=1

por lo tanto,

1 1 gt
u(ac,t):/o G(x,t;{,O)ﬁd{—F/o /0 Gz, t;¢,7)T(§ —1)dr d¢
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i 2sen(nmx </ ¢ sen(nmf) dﬁ) -’
+ Z 2sen(nmx) (/0 (& — 1) sen(nmé) df) (/0 re (=) d7'>.

Integrando por partes obtenemos

( )n+1 1 1
/ ¢sen(nmf)d : / (& —1)sen(nnf)d§ = ——,
0 nm
—n2r3t
—n272(t—7) 3 o l—e
/0 Te dr = 32 e
por lo tanto obtenemos la solucion del PVIF en la forma
> 2 2 2 t 1— einzﬂ_zt
. n+1l _—n<m“t
u(z,t) = ; — <(—1) e ~ 5 + oy ) sen(nmx).

Comentario 10.2. Las funciones de Green y formulas de representacion en términos de
tales funciones también pueden ser construidas para PVIFs con otros tipos de condiciones
de frontera y para PVIFs donde la variable espacial asume valores en un intervalo semi-
infinito o infinito (ver, por ejemplo, (8.8)).

10.2. La ecuacién de Laplace

La temperatura de equilibrio en una placa delgada, uniforme y rectangular con fuentes
independientes del tiempo y temperatura cero en la frontera es la solucién del PVIF

(Au)(z,y) =q(r,y), 0<z<L, 0<y<K,
w(z,0) =0, wu(z,K)=0, 0<zx<lL,
u(0,y) =0, y(L,y)=0, 0<y<K.

Tal como en la Seccién 10.1, G(z,y; &, n) denota el efecto en (z,y) generado por una fuente
unitaria localizada en el punto (£,7), 0 < { < L, 0 < n < K. Entonces G es la solucién del
PVF

A, y)G(z,y:6n) = oz =&y —n), 0<z<L 0<y<K,
G(x,0,6,m) =0, G(x,K;§n) =0, 0<xz<L,
G(0,y:&m) =0, G(L,y:&m) =0, 0<y<K,

donde 6(x — &,y —n) = d(x — §)d(y —n) v A(z,y) indica que el Laplaciano es aplicado con

respecto a las variables x e y. Sea, ademas, D el rectangulo sobre el cual el problema es
formulado, es decir D = (0, L) x (0, K), y sea 0D la frontera de D.
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Como 0D es suave a trozos, utilizamos el teorema de divergencia para reconfirmar que
para dos funciones suaves u y v,

/ (uAv — vAu)dA
D

= / (udivgradv — v div grad u) dA
" (10.13)

= / (div(ugradv) — (grad u) - (grad v) — div(v grad u) + (grad v) - (grad u)) dA
D

= / ((ugradv) -m — (vgradu) - m) ds = / (uvy, — vuy) ds,
oD oD

donde dA y ds son los elementos de drea y longitud de arco, respectivamente, y el indice n
denota la derivada en la direccion del vector normal unitario exterior sobre la frontera 0D.
(Este vector no es definido en los cuatro puntos de esquina, pero esto no influye el resultado.)

La identidad (10.13) es la formula de Green para funciones de dos variables espaciales.
Si u es la solucién del PVF dado y la funcién v es reemplazada por GG, entonces debido a las
condiciones de borde homogéneas satisfechas tanto por v como G anula el lado derecho de
(10.13) y esta férmula es reducida a

/D(U(»’v, y)o(z —&)d(y —n) — q(z,y)G(z,y;€,1)) dA(x,y) =0,

donde la notacién dA(z,y) indica que la integracién es realizada con respecto a = e y. En
virtud de (9.1) esto entrega

u@mzéaw%mmmwmmw. (10.14)

Por otro lado, aplicando (10.13) con u(z,y) reemplazado por G(z,y;&,n) v v(x,y) reempla-
zado por G(z,y; 0,0) y utilizando (9.1) una vez més llegamos a la simetria

G(&,m;0,0) =G(0,0;8,m).

Luego un intercambio de variables simple muestra que (10.14) se convierte en la férmula de
representacion

umw:LGm%QM@mmmm, (10.15)

donde G(x,y; &, n) se llama funcion de Green para el PVF dado. La férmula (10.15) muestra
el efecto de todas las fuentes en D sobre la temperatura en el punto (z,vy).

Comentario 10.3. Para hallar una representacion de G como serie de Fourier recordemos
que el problema de valores propios bi-dimensional (5.65) asociado a nuestro PVF posee los
pares valor propio-funcion propia

nm mim nmwx mm

2 2
_ (T mnr — o X TVTY
Anm = (L) +<K> . Sum(z,y) = sen 7 sen n,m € N.
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Por lo tanto, es razonable buscar una expansion del tipo

G(z,y;€,n) = chnmfﬁ (T, Y) Zchmfnsenwseanﬂy.

n=1m=1 n=1m=1

St insertamos esta serie en la ecuacion satisfecha por G, entonces

oo o0

Az, y)G(,y;:6m) = D cum (&) (ASum) (2, y)

n=1 m=1

== > MmCamSum(z,y) = 6z — )y — n).

n=1m=1

Multiplicando ambos lados por Sy(z,y), integrando el resultado sobre D y considerando (9.1)
obtenemos

4
cpg(§5m) = _mqu(§7 n)

pq
De acuerdo a lo anterior la serie de Fourier doble de G es

Z Z sen(nw&/L) sen(mmn/K) son TE o Y. (10.16)

(nm/L)? 4+ (mm/K)? L K

Gz, y;€,m) =

Ejemplo 10.4. Para calcular la solucion del PVF
Up (7, Y) + Uyy(2,y) = =572 sen(nz)sen(2my), 0<x <1, 0<y<2
u(z,0) =0, wu(x,2)=0, 0<z<I,
u(0,y) =0, wu(l,y)=0, 0<y<2

notamos que aqui L =1, K = 2 y q(z,t) = —5n? sen(wx) sen(27y). Por lo tanto, de acuerdo
a (10.16),
Glo.y:€, 5 Z Z sen(nmf) sen(mmn/2) (nrz) mmy
x sen(nmz) sen .
Y36 7) b L pir? 4 mPn? /4 2
A partir de (10.15) y ) obtenemos ahora
mmy

sen(nmx) sen ——

u(z,y) / / 4sen(n7r§) sen(mmn/2)

72(4n? + m?)
n= 1m 1

x (=5m?) sen(n&) sen(27n) dé dn
0o 00 1 1
=40 ; ; prec (/0 sen(7€) sen(nmf) d§>
Y

2
X ( / sen(27n) sen m;m dn) sen(nmx) sen m2
0

40 1
= (m bl 1) sen(mx) sen(2mwy) = sen(mwx) sen(27my).
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10.3. La ecuacién de la onda

Las vibraciones de una cuerda infinita pueden ser descritas por el PVI
Uy (7,t) = Cuge(z,t) + q(w,t), —0c0<x <00, t>0,
uw(z,t), uy(z,t) = 0 cuando z — +oo, t >0,
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(x), —oo<z < 00.
Si tenemos una fuerza unitaria actuando sobre un punto £ en el instante 7 > 0, entonces su

influencia G(z,t; £, 7) sobre la vibracién vertical de un punto z en el instante ¢ es la solucién
del PVI

Gu(z,t:6,7) = PG, t;6,7) +0(x — 6t —7), —c0o<x <00, t>0,
G(z,t;€,7), Go(z,t;6,7) = 0 cuando © — +oo, t >0,
G(z,t;€,7) =0, —oco<zx<oo, t<T,
donde 6(x — &, t —7) = d(x — £)0(t — 7) y la condicién inicial refleja la realidad fisica de que
el desplazamiento del punto z no es afectada por la fuerza unitaria en £ antes de que esta
fuerza haya actuado en el instante 7.
Tal como lo hicimos en el Capitulo 8 para el caso del problema de Cauchy para la

ecuaciéon del calor, determinamos la funcion G mediante la transformacién completa de
Fourier. Primeramente notamos que en virtud de (9.1),

Flo(z—¢)] = #/m §(z — &)e“ dx = \/%eiw{

Por lo tanto, si escribimos F[G](w,t:€,7) = G(w,t;:€,7) y aplicamos F a la EDP y las
condiciones iniciales satisfechas por G, llegamos al problema transformado

3 3 1 . 3
CGu(w, t;6,7) + APCG(w, t;6,7) = —e*5(t — 1), t>0; Gw,t:;¢,7)=0, t<T.

V271

(10.17)
Como 6(t — 1) = 0 para t # 7, la solucién de (10.17) es
~ 0 parat < T,
Glw, t:€,7) = 10.18
(,8:6,7) {C’1 cos(cw(t — 7)) + Cysen(cw(t — 7)) parat > T, ( )

donde C y (5 son funciones arbitrarias de w, &, y 7. Requiriendo que G sea continuaen t = 7
implica C; = 0. Para determinar C5 consideremos un intervalo |71, 73] tal que 0 < 7 < 7 < 75
e integramos (10.17) con respecto a t sobre este intervalo:

G, 726, 7) — G, 71: €, 7) + 2 / G, 1€, 7) dt

1
1 ., [ 1 ., [ 1.
= ——et S(t—7)dt lwg §(t —7)dt = we,

= ——e = ——e¢
V2T " s oo V2
En virtud de (10.18),

ét(w771;§77—> =0; ét(w77-2§§77-) = awCs COS(CW(T2 - T))
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t

b =¢—c(t—7) x=E+c(t—71)
E—clt—T)<xz<&+c(t—T)
G =1/(2c)
r<&—clt—7) T>E+c(t—71)
G=0 G=0
t=r
G=0
OO x;g >

Ficura 10.1. Valores de la funcién G(z,t;&, 7) dada por (10.19).

Considerando ahora 7,7 — t, obtenemos que la continuidad de G en t = 7 implica que
Cy = e“¢ /(v/2mew); por lo tanto

0 parat < T,
Gw, t;€,7) = 1 jesen(cw(t — 7))
e

V2T
De acuerdo a las férmulas (12) y (3) del Cuadro 8.1,

parat > T.

w

P [\@ Sen(a@} — H(a—|ef), FF[f)(w)] = f(z - a).

es decir poniendo a = ¢(t — 7) y a = &, respectivamente, obtenemos

Glo, t:6,7) = %H(c(t )~ Je—g]). (10.19)

El diagrama de la Figura 10.1 ilustra los valores de G en la parte superior (¢ > 0) del
plano (z,t), calculados a partir de (10.19). Un diagrama similar ilustra que (10.19) también
puede ser escrito en la forma

1
Glo,t:6,7) = o (H((x — O tet—71)) - H((x— &) —ct — T))). (10.20)

Un procedimiento analogo a, pero mas involucrado que, aquello utilizado en el caso
de la ecuacién de Laplace también puede ser desarrollado para la ecuacién de la onda para
obtener una relacion de simetria para GG y una férmula de representacion para una solucién u
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(a) (b)

T T
| =147 | =1
| | | |
12T (3,2) 12T (2,2)
| | 625—7' | 5:4—7’
| | | |
: . : .y : — .y v : .
-1 0 1 3 5 -1 0 1 2 4 -2 -1 0 1 4

F1Ggura 10.2. Ejemplo 10.5: El dominio de integracién (tridngulo marcado
en rojo) para (a) (z,t) = (3,2), (b) (z,t) = (2,2) y (¢) (z,t) = (1,3).

en términos de GG. Entonces, en su forma mas general esta tltima viene dada por

t b b
ula,t) = / / Gl ;€. 7)q(€, 7) dé dr + / (Gl 1€, 0)ur (€,0) — G (1€, 0)u(€, 0)) dé

- 02 / [GE(Ia t; 57 7—)“(57 T) - G(CL’, t; 57 T)u5<§7 7—)} Eiz dT:
’ (10.21)

donde ¢ es el término de fuerzas exteriores y a y b son los puntos donde las condiciones de
borde estén prescritas. En este caso, G(z,t;&, 7) se llama funcidn de Green para la ecuacién
de la onda. Si —oco < x < oo, tal como en nuestro problema, la formula correspondiente es
obtenida a partir de la férmula arriba dejando a — —oo y b — oo y tomando en cuenta que
G(z,t;&,7) = 0 si |z| es suficientemente grande.

Ejemplo 10.5. Consideremos el PVIF
U (2, 1) = Uge (2, ) + q(2,t), —00 <z <00, t>0,
u(z,t), ugy(z,t) = 0 cuando x — +oo, ¢ >0,
u(z,0) =0, wu(z,0)=0, —oo0<z <00,

donde

t para—l<z<1,t>0,
q(z,t) =
0 en otro caso.

A partir de las formulas (10.21) y (10.20) con ¢ = 1 podemos calcular la solucion de este
problema como

u(x,t) // Gz, t;¢,7)q(&, 7)dEdT

// E+t—1)—H@x—&—t+71))q(& 7)dedr

-5/ /o: Tq(ém)dédf— [ [ denacan
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THt—7
/ / 7)d€ dT.
r—t+T7

Supongamos que queremos evaluar la solucion en (z,t) = (3,2), es decir

// q(&,7)de dr.

Para evaluar esta integral, dibujamos las rectas &€ = 1+ 717 y & =5 — 7 en el sistema de
coordenadas e identificamos el dominio de integracion. Tal como ilustra el diagrama (Figu-
ra 10.2 (a)), ¢ = 0 dentro del dominio, por lo tanto u(3,2) = 0.

Utilizando el mismo procedimiento y tomando en cuenta la interseccion del dominio de
integracion con la franja semi-infinita donde q # 0 (ver Figura 10.2 (b)), obtenemos para

:%/02[4_Tq<§,7>d5dr
:%/Ol/TleédTZ;/ [rélez 1CIT—;/;T“_T)C“:T;‘

Finalmente, para calcular
/ / q(&,7)dedr

tomamos en cuenta el diagrama de la Figura 10.2 (c) para obtener

1/1/1 1/3/1 13
= — Tdédr + = T7dédr = —
2Jo J 2J1 Joays 6
1 [t et 1 /! 13
S drdé == 2)%d¢ = —.
2/1/0 rdrdg 4/1(€+ ) 6

Comentario 10.4. En la ausencia de una fuerza externa (@ = 0) en el PVF general con
—00 < x < 00 la formula de representacion (10.21) se reduce a

uwt) = [ (Gl t€.0)ur(€.0) = Gl 1€, 0)u(€,0) de. (10.22)

o0

es decir,

el valor

o alternativamente,

Esta formula puede ser simplificada atin mds st utilizamos la forma explicita de G. En virtud
de (10.20) y el item (ii) del Comentario 9.2, de acuerdo a lo cual H' (T — a) = 0(T7 — a),
obtenemos

G (x, t;6,71) = —1<5(x—£+c(t—7)) +5(m—§—c(t—7))>;

2
es decir, de acuerdo a la definicion de 6 y H (ver Seccion 9.1), (10.22) se convierte en

(@, ) = %/_OO (6(z — € — ct) +6(x — £+ ct)) f(€) de

[e.e]
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+2ic - (H(x—f—ct) +H(m—§+0t))g(§>d§
— %(f(:[;—l—ct) + f(z — ct)) +2ic/x:: g9(§) d¢.

Esta solucion es la formula de d’Alembert, la cual revisitaremos en el Capitulo 12, donde
esta formula serda establecida por otro método.



Capitulo 11

EDPs lineales de segundo orden en dos variables independientes

Después de estudiar varios procedimientos de solucién para las ecuaciones del calor, de
la onda, y de Laplace debemos explicar por qué eligimos estos modelos particulares en lugar
de otros. En el Capitulo 4 mencionamos que éstas ecuaciones son ejemplos tipicos de lo que
llamamos ecuaciones parabdlicas, hiperbélicas, y elipticas, respectivamente. En este capitulo
presentaremos una discusién sistematica de EDPs lineales de segundo orden generales en dos
variables independientes y demostraremos como una ecuacion de este tipo puede ser reducida
a su forma méas simple. Veremos que si la ecuacién posee coeficientes constantes, su parte
dominante—es decir, la suma de los términos que contienen las derivadas del mayor orden
con respecto a cada una de las variables—consiste en los mismos términos que una de las
tres ecuaciones mencionadas arriba. Esta observacion es un buen indicador de la técnica de
solucion apropiada en cada caso, y del comportamiento esperado de la solucién.

11.1. La forma canodnica

11.1.1. Clasificacién. La forma general de una EDP lineal de segundo orden en dos va-
riables independientes es

Az, y)uee + B2, y)tay + Oz, y)uyy + D(x,y)us + E(z, y)uy + F(z,y)u = G(z,y), (11.1)

donde u = u(x,y) es la funcién incégnita y A, ..., G son coeficientes dados. (En particular,
algunos o todos de estos coeficientes pueden ser constantes.)

Definicién 11.1.

(i) Si B> —4AC > 0, entonces la ecuacion (11.1) se llama hiperbdlica.
(ii) Si B> —4AC =0, entonces la ecuacion (11.1) se llama parabdlica.
(iii) Si B> —4AC < 0, entonces la ecuacion (11.1) se llama eliptica.

Ejemplo 11.1. Para la ecuacion de la onda uni-dimensional
Uy — gy = 0
tenemos (considerando t en lugar de y)
A=—-¢*, C=1, B=D=FE=F=G=0,

luego B*> — 4AC = 4c®> > 0, por lo tanto la ecuacidon es hiperbdlica en todos los puntos del
plano (z,t).

Ejemplo 11.2. Para la ecuacion del calor uni-dimensional
U — kg, =0

155
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tenemos (considerando t en lugar de y)

A=—-k, EF=1, B=C=D=F=G=0,
luego B* — 4AC = 0, por lo tanto la ecuacidn es parabdlica en todo el plano (z,t).
Ejemplo 11.3. Para la ecuacion de Laplace bi-dimensional

AU = Ugy + Uyy = 0

tenemos

A=1, C=1, B=D=F=F=G=0,
luego B®> — 4AC = —4 < 0, por lo tanto la ecuacion es eliptica en todo el plano (z,vy).

Ejemplo 11.4. Para la ecuacion
Upy — /YUy + TUyy + (22 + y)u, — 3yu, + 4u = sen(z® — 2y), y >0,
tenemos
A=1 B=—-y, C=z D=2x+y,
E=-3y, F=4, G=sen(z*—2y),
luego B* — 4AC =y — 420, por lo tanto
(i) sty > 4z, la ecuacion es hiperbdlica,
(ii) siy = 4z, la ecuacion es parabdlica,
(iii) sty < 4z, la ecuacion es eliptica.
En otras palabras el tipo de esta ecuacion en el punto (x,y) depende de la ubicacion de este
punto en el semiplano y > 0.

11.1.2. Reduccién a la forma candnica. Introducimos coordenadas nuevas
r=r(z,y), s=sy),
o equivalentemente,
r=ux(r,s), y=uy(rs)
y escribimos
u(z(r,s),y(r,s)) = v(r,s).
Mediante la regla de la cadena,
Uy = Uply + VUsSz, Uy = UpTy + UsSy,
luego
Uze = (Uz)z = (UrTe + VsS2)e = (Vr)aTz + 0p(T2)a + (Vs)aSz + Us(82)a
= ((v)rre + (01)580) 70 + Vg + (Vs)rre + (V5)s52) + VsSan
= Urﬂ”i + 20,575 Sz + vsssi + UpTpe + VsSuz
y analogamente

— 2 2
Uyy = UppTy + 20757y Sy + VssSy + UrTyy + UsSyy,
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Uy = VprTyTy + Vps(T2Sy + TySz) + VssSzSy + UpTay + VsSzy.

Reemplazando todas las derivadas en (11.1) y agrupando términos similares obtenemos la
igualdad nueva

A(r, )0 + B(r, 8)vps + C(r, 8)vss + D(r, 8)v, + E(r, 8)vs + F(r, s)v = G(r,s), (11.2)

donde los coeficientes nuevos A, . .., G son relacionados a los antiguos A, ..., G mediante las
férmulas

A= Ar? + Br,r, + Crz, B = 2Ar,s, + B(rys, + rys.) +2Cr,s,,
C = As} + Bsys, + Cs., D = Aryy + Bryy + Cry, + Dry + Er,, (11.3)
E = As;y + Bsyy + Csyy + Ds, + Esy,, F=F, G=G@G.

Debemos elegir r y s en tal forma que A = C = 0. Como ni r = r(z,y) ni s = s(z,y) puede
ser una una constante, por lo menos una de las cantidades r, y r, y una de las cantidades s,
y sy debe ser diferente de cero. Supongamos que r, # 0y s, # 0. Igualando la expresién
de A en (11.3) a cero y dividiendo por 7’5 llegamos a la ecuaciéon

2
A(r—’f) +BE =0 (11.4)
Ty Ty
aplicando un procedimiento similar a la expresién para C' en (11.3) obtenemos
2
A(S—””> +BZ o =0. (11.5)
Sy Sy

A partir de (11.4) y (11.5) obtenemos

r, —B++vB?—-—4AC s, —B-—+vB2?2—-4AC

Ty 24 Tosy 24
Ahora es obvio que la naturaleza de las soluciones de (11.6) depende de si la ecuacién dada
es hiperbdlica, parabdlica, o eliptica.

(11.6)

11.2. Ecuaciones hiperbdlicas

Aqui B2 —4AC > 0, por lo tanto (11.6) son dos ecuaciones distintas. Consideremos las
ecuaciones diferenciales
dy B-+vB*-4AC dy B+ vB?-4AC
dz 2A ©odr 2A ’
llamadas ecuaciones caracteristicas para (11.1), y sean ¢(x,y) = ¢, ¥(x,y) = ¢z, con cons-
tantes arbitrarias ¢; y co las familias de sus curvas de solucién, llamadas caracteristicas. A
lo largo de estas curvas tenemos las respectivas identidades

do + pdz + @, dy =0, dy =,dz + ,dy =0,

(11.7)

lo que entrega

¢, dy -B+VB2—4AC ¢, dy -B-VB2-4AC

Oy de 2A T, da 2A
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Concluimos que las funciones

r=o(y), s=1y) (11.8)
son soluciones de (11.6); es decir, ellas definen el cambio de variables que genera A=C=0.
Utilizando (11.3) y (11.8) calculamos ahora los coeficientes nuevos A, ..., G y escribimos la
forma canénica (11.2) como

B(r,8)v.s + D(r, s)v, + E(r,s)vs + F(r, s)v = G(r, 5). (11.9)

Comentario 11.1. La ecuacion hiperbolica posee una forma candnica alternativa. Introdu-
ciendo variables nuevas o y § mediante las formulas

r+s r—3S8
2 b= 2
y escribiendo v(r(a, B), s(a, B)) = w(a, B), entonces
UT:waar—f_w,Bﬁr:%_’_%y Us:waas+wﬂﬁsz%_%7
1

Urs = (Ur)s = §<(wa + wﬁ)aas + (wa + wﬁ)ﬁﬁs)

- 1/1 1 _ Waa Wpp

=3 (2(waa +Wga) = 5 (Was + wﬁﬂ)) = 4

y (11.9) se convierte en
B(Wao — wpp) + 2(D + E)wy + 2(D — E)wg + 4Fw = 4G.

La ecuacion de la onda uni-dimensional uy — c*ugye = 0 puede ser escrita en esta forma con
coeficientes nuevos D = E = F = G =0 a través de la substitucion T = ct.

Ejemplo 11.5. Los coeficientes de la EDP
YUygy + Syuzy + 3“3: - 07 Yy 7£ Oa

sonA=y, B=3y,C=0,D=3,yE=F=G=0. Como B2—4AC = 99* > 0, la
ecuacion es hiperbdlica en todos los puntos (x,y) con y # 0. Las ecuaciones caracteristicas
(11.7) son y'(xz) = 0 ey/'(z) = 3 con las soluciones generales respectivas y = ¢ € y = 3x +cq,
por lo tanto podemos elegir la transformacion de coordenadas r =y y s =y — 3z, la cual
mediante (11.3) implica que B = -9y = —9r, E = -9, y D = F = G = 0 (ya sabemos que
A= C =0). Reemplazando esto en (11.9) obtenemos la forma candnica

rops + 0, =0, v(r,s) =u(z(r,s),y(r,s)).

Escribiendo esta ecuacion en la forma r(vs), + vy = 0 y utilizando, por ejemplo, el método
del factor integrante obtenemos que vs(r, s) = C(s)/r, donde C(s) es una funcion arbitraria.
Utilizando una sequnda integracion, esta vez con respecto a s, obtenemos v(r,s) = (r) +
©(s)/r, o en términos de las variables x e y originales,

oy — 3x)
Y
donde ¢ y 1 son funciones arbitrarias de una variable.

u(@,y) =v(r(z,y),s(z,y)) = +1(y),
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Ejemplo 11.6. Para la ecuacion
Ugg + Ugy — 2Uyy — U, — 6u, = 182 — Yy
tenemos
A=1, B=1, C=-2, D=-3, E=-6, F=0, G=18z—9%.

Como B?> — 4AC = 9 > 0, esta EDP es hiperbélica en todos los puntos del plano (x,y). En
virtud de (11.7), las ecuaciones caracteristicas son y'(x) =2 e y'(x) = —1 con las soluciones
respectivas y = 2x +c¢; e y = —x + co, donde c; y ¢y son constantes. Por lo tanto, la
transformacion de coordenadas es

r=y—2r, s=y+u.

A partir de (11.3) se tiene que B = -9, E = -9, G = —9r, y D = F = 0; por lo tanto, la
forma canonica (11.9) de la EDP dada es

Ups +us =1, v(rs) = u(as(r, s), y(r, s)),
o (vs)r +vs =1, lo que entrega vs(r,s) =r — 1+ C(s)e™", luego
v(r,s) =s(r—1)+@(s)e™" 4+ (1),
por lo tanto la solucion general de la EDP es
u(z,y) = v(r(z,y), s(z,y)) = (x+y)(y — 20— 1) + oz + y)e** ™ + Y (y — 22),
donde ¢ y 1 son funciones arbitrarias de una variable.

Ejemplo 11.7. Consideremos el siguiente PVI, donde la variable t ha sido reemplazada
por y para facilitar el uso de las formulas generales ya desarrolladas en este capitulo:

2Upy — DUgy + 2uy, = —36x — 18y, —oco <z <oo, y>0,
u(z,0) = 42° + 3z, u,(r,0) =122° +4, —o00 <z < 0.
Aqui
A=2 B=-5 (C=2, D=E=F=0, G=-36x— 18y,

luego B?> — 4AC =9 > 0, es decir la ecuacion es hiperbdlica. A partir de (11.7) obtenemos
las ecuaciones caracteristicas

Y(@)==2, y(z)=—3

con las respectivas soluciones
y=—-2r4+c, y=-—=x+cy, c1,cy=const.,

lo cual implica la transformacion de coordenadas r = 2z +y, s = x + 2y. Utilizando (11.3)
obtenemos B= -9, D =FE =F =0, y G = —18r, luego la forma canonica estd dada por
v =21, v(r,s) = u(:z:(r, s),y(r, s))

con la solucion general

v(r,s) = r%s + @(r) + ¥(s).
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Por lo tanto la solucion general de la EDP dada es
u(w,y) = (2x +y)*(z +2y) + 92z +y) + P(x +2y),

donde nuevamente ¢ y 1 son funciones de una variable. Para aplicar las condiciones iniciales
diferenciamos u con respecto a y para obtener

u, (7, y) =222 + y)(x + 2y) + 22z + y)* + ¢’ (22 + y) + 20/ (z + 2y),
luego insertamos y = 0 en u y u,. Cancelando términos obtenemos el sistema de ecuaciones
o(22) + (x) =3z, ¢'(2z) + 2¢'(z) = 4.
Diferenciando la primera ecuacion con respecto a x obtenemos
2¢'(2z) + ¢/ (x) = 3.

Combinando esta ecuacidn con la sequnda obtenemos ¢'(x) = 5/3, luego

Y(r) = zx +¢, ¢ = const.

3
Ahora
d 2
©(2x) = 3z — YP(r) = 3z — 3= §(2x) —c,
es decir
2
o(x) = 38— ¢

La solucion del PVI dado es

2 5
u(z,y) = 2z +y)*(x +2y) + §(2x +y) + g(x +2y) = (22 +9)*(z + 2y) + 3z + 4y.

11.3. Ecuaciones parabdlicas

Como en este caso B* — 4AC = 0, a partir de (11.6) observamos que r y s satisfacen la
misma EDO, lo que significa que podemos conseguir que sélo una de las cantidades A 'y C
se anule. Supongamos que A = 0. Entonces (11.6) se reduce a

T B

r, 24’
lo que implica que
dy Ty B
dr ~ r, 24
La solucién general de esta ecuacién genera la funcién r(z,y). Ahora B? —4AC = 0 implica

que AC > 0y B=2VAC. Sin pérdida de generalidad también podemos presuponer que
A,C > 0, luego en virtud de (11.3),
B =2Ar,s, + B(rys, + rys:) + 2Crys,
= 2(A7“xsx + \/Z\/a(rxsy +1rySz) + Crysy)

= 2(\/27“55(\/2895 + \/Esy) + \/ary(\/zsx + \/Esy))

(11.10)
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= 2(\/er + \/Ery) (\/st + \/Esy).
Pero, de acuerdo a (11.10),

. _ B _ 2/AVC VO

r, 24 24 VA
luego B = 0. Concluimos que s puede ser elegido arbitrariamente, en cualquier forma que no

se contradiga con r dado por (11.10) (més precisamente, el jacobiano de la transformacién
debe ser no nulo). En este caso la forma candnica es

C(r, 8)vgs + D(r,8)v, + E(r, 8)vs + F(r,s)v = G(r, s). (11.11)
Comentario 11.2. La ecuacion del calor uni-dimensional uy — kugz, = 0 es de la forma
(11.11) conC=—-k, D=1, y E=F =G =0.
Ejemplo 11.8. Los coeficientes de la EDP
Ugy + 2Upy + Uyy = 0

sonA=1,B=2C=1,D=FE=F =G =0. Como b —4AC = 0, la ecuacion es
parabdlica, y su ecuacion caracteristica (11.10) es y/(x) = 1 con solucion general y = = + ¢,
¢ = const. Por lo tanto, tomamos r = y — x; la funcion s puede ser elegida adecuadamente
pero libremente, por ejemplo, s = 1y. Entonces C =1y D =E =F =G =0 (ya sabemos
que A= B =0), lo que debido a (11.11) implica la forma candnica vy, = 0. Integrando dos
veces con respecto a t obtenemos la solucion general

v(r, s) = sp(r) +¢(r)
o en términos de x ey,
u(z,y) = v(r(z,y), s(z,y) = yply — ) + Py — o),
donde ¢ y 1 son funciones arbitrarias de una variable.
Ejemplo 11.9. Para la ecuacion
Qg + 12Uy + Yuyy — 9u =9
tenemos
A=4, B=12, ,C=9, D=FE=0, F=-9 G=09,

luego B*> — 4AC = 0, por lo tanto la EDP es parabélica. En virtud de (11.10) n la ecuacidn
caracteristica es y' (x) = 3/2 con la solucion general y = (3/2)x+c 0 2y—3x = ¢, ¢ = const.
Por lo tanto, podemos escoger r = 2y — 3x y, por ejemplo, s =y, como arriba. Entonces
C =9 F=-9yG =9. Reemplazando estos valores en (11.11) obtenemos la forma
canonica vgs — v = 1 con la solucion general

v(r,s) = ¢(r)cosh s + ¢(r)senh s — 1,
o para la EDP dada,
u(z,y) = v(r(z,y), s(z,y)) = ¢(2y — 3z) coshy + ¥ (2y — 3z) senhy — 1,

donde ¢ y 1 son funciones arbitrarias de una variable.
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Ejemplo 11.10. La EDP
TPt + 20ty + Pty + (14 Yt = 22— 2y, (3,5) £ (0,0),
posee los coeficientes
A=2? B=2zy, C=vy> D=zxz+y, E=F=0, G=2z>-2y.

Como B2 —4AC = 422y?> —42*y* = 0, la ecuacion es parabdlica y su ecuacion caracteristica es
y'(z) = y/x con la solucion y = cx, ¢ = const., por lo tanto podemos usar la transformacion
r=uy/x, s =1y, bajo la cual los coeficientes nuevos, dados por (11.3), son
2
_ _ ~ s
C=s* D=-r—r? E=F=0 G==——2s.
T2

En virtud de (11.11) obtenemos la forma candnica

r’s*ug — (r* + 1), = s = 2r%s, wu(r,s) = u(z(r, s),y(r,s)).

11.4. Ecuaciones elipticas

El procedimiento en este caso es el mismo que para ecuaciones hiperbdlicas, pero como
ahora B? — 4AC < 0, las curvas caracteristicas son complejas. No obstante, todavia una
forma canonica real puede ser obtenida.

Ejemplo 11.11. Los coeficientes de la EDP
Upg + 2Ugy + SUyy + Uy =0

sonA=1 B=2,C=5 D=1, E=F=GG =0, luego B> —4AC = —16 < 0, por lo tanto
la ecuacion es eliptica. A raiz de (11.7) las ecuaciones caracteristicas son y'(x) = 1 — 2i,
y'(z) = 14 2i, con las soluciones generales respectivas

y=(1-20)r+c¢, y=(1+2i)zr+cy, ¢1,c = const.
La transformacion de coordenadas es
r=y—(1-2)z, s=y—(1+2i)x.

Entonces B =16, D = —(1 —2i), E = —(1+2i), y F = G = 0 (ademds de A = C =0
debido a la transformacion), es decir obtenemos la forma candnica compleja

16v,5 — (1 — 2i)v, — (14 20)v, =0, v(r,s) = u(xz(r,s),y(r,s)).
Aplicando la sequnda transformacion

T+ s r—3s
2 P

llegmamos facilmente a la forma candnica nueva (real)

4A(Waa + wag) — Wa + 2wg =0,  w(w, B) =v(r(a, B), s(a, ﬁ))

Comentario 11.3. La ecuacion de Laplace uzy + uyy, = 0 es eliptica, con A = C =1y
B=D=F=G=0.

=



Capitulo 12

El método de caracteristicas

Todas las ecuaciones en los problemas que investigamos hasta ahora son lineales y los
términos que contienen la funcién incégnita y sus derivadas poseen coeficientes constantes.
La tnica excepcion es el tipo de problemas donde hay que utilizar coordenadas polares, pero
para tales problemas el radio polar esta presente en algunos de los coeficientes en forma muy
especifica, lo que no afecta el método de solucién. Aqui discutiremos un procedimiento para
la soluciéon de EDPs de primer orden lineales con coeficientes variables mas generales y para
EDPs de primer orden no lineales de una forma particular. También revisaremos la ecuacién
de la onda uni-dimensional desde la perspectiva de esta técnica nueva.

12.1. Ecuaciones de primer orden lineales

Consideremos el PVI
u(z,t) + cug(z,t) =0, —oco<z<oo, t>0, (12.1)
u(z,0) = f(z), —oo<z <00, (12.2)

donde ¢ = const. Si medimos la tasa de cambio de u desde una posiciéon moévil dada por
x = z(t), entonces de acuerdo a la regla de la cadena,

d /

El primer término en el lado derecho es el cambio en w en una posicién fija x mientras
que el segundo es el cambio en u que resulta del movimiento de la posicién de observacién.
Suponiendo que 2'(t) = ¢ obtenemos a partir de (12.1)

d
au(l'(t)a t) = Ut (CE(t), t) + cuy (l’(t), t) —0;

es decir u = const. como percibido desde el punto de observacion movil. La posicion de este
punto es obtenida por integracién de su velocidad z/(t) = ¢:

r=ct+xz9, x9=2(0). (12.3)

Esta férmula define una familia de curvas en el plano (x,t), las llamadas caracteristicas; en
este caso, se trata de una familia de rectas paralelas (ver Figura 12.1).

Tal como ya comentamos, las caracteristicas poseen la propiedad de que u(z,t) asume
un valor constante a lo largo de cada una (pero, por supuesto, valores constantes diferentes
sobre caracteristicas diferentes). De acuerdo a lo anterior, para hallar el valor de u en (z,1)
consideramos la caracteristica por (x,t) de la ecuacién x = ct + xp, la cual intersecta el eje

163
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¢ €T

(l‘o, O)

FIGUurA 12.1. Rectas caracteristicas (12.3).

(a) (b)

Fiaura 12.2. Ejemplo 12.1: (a) rectas caracteristicas por (0,0) y (m,0), (b)
solucién u = u(x, t).

(t =0) en (z9,0). Como u es constante a la largo de esta recta, su valor en (z,t) es el mismo
que en (xg,0). Pero este ultimo es conocido a partir de la condicién inicial, luego

u(z,t) = u(zo,0) = f(zo). (12.4)

El pardmetro xy ahora es reemplazado a partir de la ecuacién (12.3) de la recta caracteristica:
xo = x—ct. De acuerdo a (12.4), la solucién del PVI dado es u(zx,t) = f(x—ct). Esta férmula
muestra que en un tiempo ¢ fijo, la forma de la solucién es la misma que en t = 0, pero es
trasladada en ct a lo largo del eje x. En otras palabras, la forma de la funcién inicial se
traslada en la direccién positiva (negativa) del eje x con velocidad ¢ si ¢ > 0 (¢ < 0), es decir
la solucién es una onda.

Ejemplo 12.1. Consideremos el PVI

senz para 0 <z <,

2

1
up(z,t) + —ug(z,t) =0, —oco<z<oo, t>0; wu(z0)= {
0 en otro caso.

La EDO de las caracteristicas es x'(t) = 1/2, por lo tanto la caracteristica que pasa por
x = xo en el instante t = 0 posee la ecuacion x = t/2 + o, ver Figura 12.2. Como
du

E:ut—i—uzx':ut—l—iux:O,
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la solucion u es constante a lo largo de las caracteristicas:

senxy para 0 < zg <,

u(z,t) = u(wo,0) = {

0 en otro caso,

por lo tanto, como xog = x — t/2 sobre la caracteristica por (x,t), tenemos

(2, 1) {sen(m —t/2) para0<z—t/2<m, {sen(z —t/2) parat/2<x<t/2+m,
Uu ZL’, — =

0 en otro caso 0 en otro caso.

Ejemplo 12.2. La velocidad del punto de observacion en el PVI
up = 3tug(x,t) =u, —oco<z<oo, t>0; wu(x,0)=coszx, —oo0<z<00,

es ' (t) = 3t, es decir la caracteristica por (x,t) es

3
xr = §t2 +x9, 9 = x(0).
A lo largo de esta caracteristica,
W e+t = g + 31
— =w U =u Uy = U,
1 t t

con la solucion u(z,t) = Ce', C' = const. Como la caracteristica por (x,t) también pasa por
(70,0) y ue™" = C es constante a lo largo de esta curva, utilizamos la condicion inicial para
escribir

C = u(z,t)e" = u(xg,0)e” = u(xg,0) = cos xo.

Pero zo = x — 3t?/2 a lo largo de esta caracteristica; por lo tanto,
3
u(x,t) = Ce' = e’ coszy = €' cos <x — §t2>.

Ejemplo 12.3. En el PVI
u(z,t) + zuy(w,t) =1, —co<z<oo, t>0; wu(r,0)=2° —o00<z<00

la velocidad del punto de observacion satisface x'(t) = x, con la solucidn general x = ce',
¢ = const. Por lo tanto, la caracteristica por (x,t) que también pasa por (xo,0) posee la
ecuacion x = xoet. A lo largo de esta caracteristica,

du
dt
con la solucion u(x,t) =t + C, C = const. Utilizando la condicion inicial obtenemos

C =u(x,t) —t = u(xg,0) — 0 = u(xg,0) = 7.

= + Uyt = up + xuy =1,

t

Ahora la solucion del PVI es obtenida reemplazando xy = xe™" a partir de la ecuacion de la

caracteristica:

u(z,t) =t+C =t+a] =t+a%e .



166 12. EL METODO DE CARACTERISTICAS

(a) (b)

(O,to)'

(x07 0)

Fiaura 12.3. Ejemplo 12.4: (a) rectas caracteristicas en el primer cuadrante,
(b) solucién v = u(x,t).

Ejemplo 12.4. EL PVIF
w(z,t) +ug(z,t) =2, x>0, t>0; u(0,t)=¢t t>0; wu(x,0)=senz, x>0,

necesita un tratamiento ligeramente diferente considerando que aqui x es restringida a valores
no negativos y también tenemos una condicion de frontera en x = 0. En primer lugar,
utilizando el argumento estdndar, vemos que la velocidad del punto de observacion mouvil
satisface o' (t) = 1, por lo tanto la ecuacion de la familia de caracteristicas es x =t + ¢, ¢ =
const. Como este problema estd definido en el primer cuadrante del plano (x,t), notamos (ver
Figura 12.3 (a)) que si el punto (x,t) se encuentra localizado arriba de la linea x = t, entonces
la caracteristica que pasa por este punto nunca llega al eje x, por lo tanto la condicion inicial
no puede ser utilizada para esta caracteristica. No obstante, esta caracteristica llega al eje t,
y podemos utilizar la condicion de borde. Subdividiremos la discusion en tres partes.

(i) Sea x > t. Entonces la caracteristica por (z,t) tambien pasa por (x¢,0), su ecuacion
se escribe en la forma x =t +c =1+ x9, y la EDP muestra que a lo largo de esta
recta,

du

— =y F U = U Fuy, =2 =1+ 20;
dt t t 0

luego
u(z,t) = %tQ +xot +C, C = const.
Por lo tanto,
C =u(z,t) — %tQ — ot = u(z0,0) — 0 — 0 = sen o,
lo cual, sustituyendo xo = x —t a partir de la ecuacion de la caracteristica, entrega

1 1
u(z,t) = Etz + zot + senzy = §t2 +t(zx —t) +sen(x —t)
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L,
=tx — §t + sen(x — t).

(ii) Sea x < t. En este caso la caracteristica por (z,t) también pasa por (0,ty), su ecuacion
se escribe como x =t +c =1t —ty, y sobre la caracteristica,

——r=t—t
a " 0

con la solucion
1
u(z,t) = 5152 —tot+C, C = const.,
es decir, utilizando la condicion de borde obtenemos
L, Lo o L,
C = ulx,t) = 51+ tot = u(0, to) = 515+t = to + 15,

Para hallar la solucion en (x,t) tenemos que reemplazar el pardmetro to =t — z a
partir de la ecuacion de la caracteristica. Esto entrega

1 1 1 1
u(x,t):§t2—t0t+to+§t2:§t2—t(t—x)+t—a:~l—§(t—x)2

1,
= 32 _ t.
Qx T+

(iii) Observamos que cuando el punto (x,t) se acerca a la linea x =t desde cualquier lado,
el valor limite de u es el mismo, u(z,z) = 22 /2.

De acuerdo a lo anterior, la solucion es continua a través de la linea x =t y podemos escribir

1
§x2—x+t para x < t,
u(z, t) =

Lo
xt—§t +sen(z —t) parax >t

(ver Figura 12.3 (b)).

Comentario 12.1. La continuidad de u a través de v =t (en el Ejemplo 12.4) se debe a la
continuidad de los datos en (0,0); es decir

limsenz = lim¢ = 0.
x—0 t—0

St esta condicion no esta satisfecha, entonces la solucion u es discontinua a través de linea de
division correspondiente en el plano (x,t). Las discontinuidades, y en general, perturbaciones
de cualquier tipo, se propagan a lo largo de las lineas caracteristicas.

Ejemplo 12.5. El problema

Uz (@, y) + uy(@,y) + 2u(z,y) =0, —oo <z,y < oo,
u(z,y)=x+1 alolargodelarecta2r+y+1=0
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(a) (b)

(I17y1)

1
_\ 20 +y+1=0

Fiaura 12.4. Ejemplo 12.5: (a) caracteristicas y linea de datos, demostrando
que a (z,y) = (1, %) corresponde (z1,v;) = (—2, —2

—1, _5); (b) solucién u = wu(z,t).

no es ni un PVI, ni un PVF pero si podemos resolverlo mediante el método de caracteristicas.
Suponiendo que v = x(y) podemos escribir

d
a0 W)y) =y (2(0).9) + s (2(9). 9)2' (),
es decir, si x'(y) = 1 (es decir, x =y + ¢, ¢ = const.), entonces la EDP asume la forma
du
— +2u=0
dy e

con la solucion general
u(z,y) = Ce ™, C = const.

La ecuacion de la caracteristica por (x,y) y (x1,y1) (ver Figura 12.4 (a)) es v = y+x1 — 1
y a raiz de los datos prescritos, a lo largo de esta linea tenemos

u(z, y)e%’ = C = u(r, y1>62y1 = (@1 + 1)e2y1-

Como el punto (x1,y1) pertenece a la caracteristica y la linea de datos, sus coordenadas
satisfacen el sistema

rn—y1=r—y, 2rt+y=-1

con la solucion
1 1
I1:§($—y—1)a ylig(—%‘i‘zy—l)-

De acuerdo a lo anterior, la solucion del problema dado es

1 2
u(z,y) = Ce™% = (z; + 1)2¥ v = g(x — Yy +2)exp (—5(237 +y+ 1))

(ver Figura 12.4 (b)).



12.2. ECUACIONES CUASI-LINEALES DE PRIMER ORDEN 169

(a) (b)

u(x,t)

F1gura 12.5. Soluciones u = u(x,t) del Ejemplo (a) 12.6, (b) 12.7.

12.2. Ecuaciones cuasi-lineales de primer orden

Una EDP de la forma
u(z,t) + c(x, t, u)u,(z,t) = q(x, t, u)

se llama cuasi-lineal. Aunque esta ecuacién es no lineal (técnicamente), es lineal en las
derivadas de primer orden de u. Tales ecuaciones se presentan en una variedad de fenémenos,
por ejemplo como modelos de trafico vehicular o de sedimentacion, y pueden ser resueltas
por el método de caracteristicas.

Ejemplo 12.6. Consideremos el PVI
w(z,t) +ud(x, ug(z,t) =0, —oo <z <oo, t>0; wu(z,0)=z"3 —oco<z<oo.
Si x = x(t), entonces la caracteristica por (x,t) y (zo,0) satisface
o' (t) = u?(z(t),t), 2(0) = .
Sobre esta caracteristica,

du
dt

lo que en virtud de la condicion inicial entrega

= wy + upt’ = up + vdu, =0,

u(z,t) = C = u(xg,0) = m(l)/?’.

De acuerdo a lo anterior el problema EDO para la linea caracteristica se convierte en x'(t) =
xo, x(0) = zg, con la solucion x = xot + xo = xo(t + 1). Como xo = x/(t + 1) a lo largo de
esta linea, podemos escribir la solucion del PVI dado como (ver Figura 12.5 (a))

ENSYE
1/3
u(z,t) = JIO/ = <—t+ 1) )
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Ejemplo 12.7. Un procedimiento similar es aplicado para resolver el PVI
w(x,t) + u(z, ug(x,t) =2t, —co<z<oo, t>0; u(r,0)=z, —oo<z<o0.
Si x = x(t) satisface o' (t) = u(x(t),t), x(0) = o, entonces a lo largo de la curva carac-
teristica por (z,t) y (z0,0),
du
dt
por lo tanto u(x,t) = t* + C o u(x,t) —t* = C = u(x0,0) — 0 =z, luego u(z,t) = t* + xo.
Entonces la curva caracteristica satisface x'(t) = t* + xo con x(0) = zg, con la solucidn

= Uy + Uy = Uy + uny, = 2t,

1 1
xr = §t3+$0t+$0 = §t3+x0(t+ 1)

Como sobre esta curva se tiene
1 1 4 3r — 13
To=—— |z —=2") = ,
t+1 3 3(t+1)

3x —t3
3(t+1)

la solucion del PVI es

u(z,t) =t* +
ver Figura 12.5 (b).

12.3. La ecuacion de la onda uni-dimensional

Reconsideraremos ahora la ecuacion de la onda en términos de detalles resultando del
método de caracteristicas.

12.3.1. La férmula de d’Alembert. Formalmente podemos escribir la ecuacion de la
onda uni-dimensional como

9] 9, 0 0
U (1, 1) — gy (2,1) = (E + 6(9_1:) (E — c%>u(:c,t)

(12.5)
= (2 + cﬁ)w(x t) = wy(z,t) + cwy(z,t) = 0.
ot Oz ’ ’ ’
De acuerdo a la Seccién 12.1, la solucion general de la ecuacion satisfecha por w en (12.5) es
w(x,t) =z, t) — cuy(z,t) = Plx — ct), (12.6)

donde P es una funcion arbitraria de una sola variable. Por otro lado, si escribimos la ecuacién
de la onda, alternativamente, como

U (2, 1) — Py (2, 1) = (% — c%) (% + c%)u(m, t)
- (- - c%)v(w,t) = vz, 1) — cvg(z,t) =0,

entonces tal como arriba,

v(x,t) = uy(x,t) + cuy(x,t) = Q(x + ct), (12.7)
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donde @ es otra funcién arbitraria de una sola variable. Sumando (12.6) y (12.7) (lado por
lado), obtenemos

u(x,t) = %(P(a: —ct) + Q(z + ct)).
Integrando esto directamente obtenemos
u(z,t) = Fx — ct) + G(z + ct), (12.8)

donde F'y G son funciones arbitrarias de una sola variable.

De acuerdo a la explicacién dada en la Seccién 12.1, F'(x — ct) es una onda de forma fija
que viaja hacia la derecha con velocidad ¢, y es constante sobre las caracteristicas x — ¢t =
const. Andlogamente, G(x + ct) es una onda de forma fija que viaja hacia la izquierda con
velocidad —c que es constante sobre las caracteristicas « + ¢t = const. Cada punto (x,t) en
el semiplano superior (¢t > 0) es atravesado por dos caracteristicas, una de cada familia.

Consideremos una cuerda vibrante infinita, la cual es modelada por el PVIF

Uy (1,1) = gy (z,t), —00 <z <00, t>0;
w(w,0) = f(z), w(x,0) = glz), —o0 <z < oo

Diferenciando la solucién (12.8) de la EDP con respecto a t y recordando que F'y ) son
funciones de una variable obtenemos

u(z,t) = —cF'(x — ct) + G (z + ct).
A partir de las condiciones iniciales tenemos ahora
f(x) =u(x,0) = F(z) + G(x), g(z) =wu(x,0) = —cF'(z) + ¢G'(x).
Resolveremos estas ecuaciones para F'y G, luego F' = f'— G, por lo tanto g/c = — f'+2G’,

lo que implica que
1 1 1 1
G/:_ f/+_g, F/:_ fl__g;
2 c 2 c

integrando obtenemos

1 1 [ 1 1 [
F(z) = = f(x) — — - - .
(@) = 3@ =5 [ st dn, Gla) = 35@)+ 5 [ )y
A partir de estas expresiones y (12.8) concluimos que
1 1 x+ct
(e, t) = 3 (F(o+ )+ fla—ct)) + o / o(y) dy. (12.9)
T—ct

Esta solucion es la formula de d’Alembert, la cual ya derivamos en la Seccion 10.3 mediante
la férmula de Green para la ecuacién de la onda.

Ejemplo 12.8. Supongamos que en el PVI arriba tenemos
1 para |z| < h,
u(z.0) = () :{ Y

0) = g(z) = 0.
0 para |z| > h, w:(2,0) = g(a)
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F1aurA 12.6. Soluciones u = u(z,t) (a) del Ejemplo 12.8, con ¢ = h = 1,
(b) del Ejemplo 12.9 con ¢ = 1, (c) del Ejemplo 12.10 con ¢ = 1, (d) del
Ejemplo 12.11.

A raiz de (12.9) la solucion es

u(z,t) = = (f(z—ct) + f(z + t)),

N | —

donde

1/2 para|z—ct|<h, 1 1/2 para |z + ct| < h,
/2 para | | Lttty = /2 para | |
0 en otro caso, 2 0 en otro caso.

1
§f(93—0t) =

De acuerdo a lo anterior, la solucion es la suma de dos impulsos con amplitud 1/2, los
cuales se separan con una velocidad de separacion 2c. Como la distancia entre sus extremos
es inicialmente 2h, se separan después de t = h/c (ver Figura 12.6 (a)).
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Ejemplo 12.9. En el caso del PVI

Uy (2,1) = Cuge(z,t), —00<w <00, t>0,
u(z,0) =senzx, wu(r,0)=0, —o0o<x<o00

la solucion de d’Alembert (12.9) entrega
1
u(z,t) = §(sen(a: + ct) + sen(x — ct)) = sen  cos(ct)

(ver Figura 12.6 (b)). Tales soluciones, donde las variables se separan, se llaman ondas
estaclonarias.

Ejemplo 12.10. La solucion del PVI
Uy (2,1) = Cuge(z,t), —0c0 <z <00, t>0,
u(z,0) =0, wuyz,0)=senzx, —o0 <z < 00,
de acuerdo a (12.9), viene dada por

T+ct 1 1
u(z,t) = % seny dy = 2—C(Cos(x — ct) — cos(z + ct)) = - sen x sen(ct)

—ct
(ver Figura 12.6 (¢)). Esta solucion también representa una onda estacionaria.
Ejemplo 12.11. Para el PVI
U (z, 1) = dug,(z,t), —oo<x <oo, t>0;
u(z,0) =z, wu(z,0) =22%, —o00 <z < 00,
la formula de d’Alembert (12.9) con ¢ =2 da origen a la solucion (ver Figura 12.6 (d))
1 v 8
u(z,t) = é(x =2tz +2t)+ Z/x% 22 dy = x + 22°t + gtg.
12.3.2. La cuerda vibrante semi-infinita. La solucién del PVI
uy(z,t) = Cuge(z,t), x>0, t>0,
u(0,t), t>0; wu(x,0)=f(z), w(z,0)=g(z), x>0.
Tal como en el caso anterior, a partir de la EDP obtenemos
u(z,t) = Fx — ct) + G(z + ct),
donde

Pa) = 5@ =5 [ sty 6@ =5/@+ 5 [ s o0

Como x > 0 en este problema, las funciones F' y GG son determinadas solamente para valores
positivos de sus argumentos. Esto no afecta G(z + ct) (ya que t > 0). Pero el argumento de
F(x — ct) es negativo si 0 < x < ct. Para obtener F(x — ct) cuando x — ¢t < 0 utilizamos
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Ficura 12.7. Ejemplo 12.12: solucién u = u(z, ).

la condicién de borde, luego u(0,t) = 0 = F(—ct) + G(ct) para t > 0, es decir para { < 0
tenemos F'(§) = —G(=£), lo que significa que para 0 < z < ¢t,

u(z,t) = F(x —ct) + G(x + ct) = —=G(ct — x) + G(z + ct)

x+ct ct—x
- %(f(m +ot) = flet —x)) + 2% </0 9(y) dy — /0 9(y) dy) (12.10)
= l(f(ct—f-x) — f(et — x))l /Ct+$g(y) dy.
2 c

20 t—x

El término —G(ct — x) es una onda de forma fija que viaja hacia la derecha que se llama
onda reflejada. Para x > ct la solucién del problema es dada por la férmula de d’Alembert
(como antes).

Ejemplo 12.12. Calculamos la solucion del PVIF
ug(x,t) = dug,(x,t), x>0, t>0,
uw(0,t), t>0; wu(z,0)=4x, wuzr,0)=2x+6, x>0

en dos etapas. Primeramente, para 0 < x < 2t utilizamos (12.10) con ¢ = 2 para obtener

1 1 2t+x
u(z,t) = 5(4(275 +x)—4(2t —z)) + 1 / (2y +6) dy = 2t + Tx;
2

luego, en virtud de (12.9) obtenemos para x > 2t

t—x

1 x+2t
u(z,t) = 5(4@ + 2t) + 4(z — 2t)) + 1 / (2y + 6) dy = 2xt + 4x + 6.
r—2t

La solucion es continua a través de la linea caracteristica x = 2t porque

glcli% u(z,0) = 12% u(0,t) = 0.
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Por lo tanto podemos escribir
w(w, ) = {2xt+7:c para 0 < o < 2t,
2zt +4x + 6t para xz > 2t,

ver Figura 12.7.
12.3.3. La cuerda finita. Consideremos el PVIF

Uy (z,1) = Cuge(2,t), 0<z <L, t>0

u(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0,

u(z,0) = f(z), wuz,0)=g(x), 0<zx<L.

Utilizando la separacién de variables obtuvimos en la Seccién 5.2 la solucién

S t t
U(l', t) = Z sen n_;;x (bln COS nzc + b2n sen %) )

n=1

donde los coeficientes by, v bs, son determinados a partir de las expansiones
> nmwx > nmwe nwT
T) = b1, sen —, T) = boy, —— R
f()nz:ll I 9();2LsenL
Supongamos que f # 0y g = 0, entonces by, = 0 para n € N. Utilizando la férmula

sen v cos 3 = %(Sen(a + B) + sen(a — f3))

escribimos la solucién en la forma

u(z,t) = % > b (sen mr(xL+ ) + sen (@ - Ct)) = %(f(x +ct) + f(z —ct)). (12.11)

L

Supongamos ahora que f =0y g # 0, entonces by, = 0 para n € N. Utilizando la férmula

senasen f§ = %(cos(a — ) — cos(a + ﬁ))

escribimos la solucién en la forma

1 & —ct t
u(z,t) = —Zbgn (Cosw — cos W)

Por otro lado,

z+ct 0 z+ct ni nrT
/;5 g(y) dy = ZCbZn/ Tsean.x

—ct n=1 T—ct

- —ct
_ CZ - (COS nw(xL ct) cos mr(a:L—l— ct)) |

n=1

por lo tanto

u(z,t) = — /Hdg(y) dy. (12.12)
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Combinando las dos férmulas separadas (12.11) y (12.12) y utilizando el principio de super-
posicién recuperamos la férmula de d’Alembert (12.9).

12.4. Otras ecuaciones hiperbdlicas

El método desarrollado en la Seccién 12.3 puede ser extendido a ecuaciones hiperbdlicas
mas generales. [lustraremos el procedimiento en dos casos importantes.

12.4.1. Ondas uni-dimensionales. La solucién de problemas del tipo discutido aqui esta
basada en una descomposicién del operador diferencial parcial similar al tratamiento de la
ecuaciéon de la onda.

Ejemplo 12.13. El PVI
U (T, 1) + DUy + Ouge (2, ) =0, —oco <z <oo, t>0,
u(z,0) =z +2, w(z,0)=2x, —oco<z<o00

es hiperbdlico porque B?> —4AC = 25 —24 = 1 > 0. Se puede verificar facilmente que la EDP
puede ser escrita alternativamente como

0 0 0 0 0 0 0 0
(& + 2%) (& + 3%>u(x,t) = (a + 3%) (5 + 2%)u(x, t)=0.

Poniendo u; + 3u, =: w y u; + 2u, =: v tenemos
wy + 2w, =0, v+ 3v, = 0.

A raiz del argumento desarrollado en la Seccion 12.1 las soluciones respectivas de estas
ecuaciones son w(z,t) = P(x —2t) yv(z,t) = Q(x —3t), donde P y Q son funciones de una
variable; luego

up + 3u, = P(x —2t),  wu + 2u, = Q(x — 3t).
Ahora la eliminacion de u, entre estas ecuaciones entrega
ur(z,t) = 3Q(x — 3t) — 2P(x — 2t),
es decir, integrando esta identidad,
u(z,t) = F(x —2t) + G(x — 3t),

donde F' y G son otro par de funciones de una variable arbitrarias. Comentamos que debido
a la regla de la cadena,

ug(z,t) = —2F (x — 2t) — 3G’ (x — 3t). (12.13)
Aplicando las condiciones iniciales llegamos a las ecuaciones
F(x)+G(x) =242, —2F'(z)—-3G(z)=2x.

Diferenciando la primera ecuacion término por término, obtenemos F'(x) + G'(z) = 1.
Combinando esto con la primera ecuacion arriba obtenemos G'(x) = —2x — 2. Esto nos
permite determinar Gy luego F':

G(x)=—2>-2x+c¢, c=const; F(r)=2+2-Gx)=2"+32+2—c
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(a) (b)

u(x,t)

FicurA 12.8. Soluciones u = u(z,t) del Ejemplo (a) 12.13, (b) 12.14.

Reemplazando esto en (12.13) obtenemos la solucion del PVIF deseada (ver Figura 12.8 (a))
u(z,t) = ((z —2t)* +3(x —2t) + 2 — ¢) + (—(z — 3t)* = 2(x — 3t) +¢)
= 22t — 5t + & + 2.

Ejemplo 12.14. Consideremos el PVIF

U (2, 1) — Bug(x,t) — duge(z,t) =0, ¢>0,

u(0,t) =0, t>0; wu(z,0)=1-2% w(z,00=2+2, z>0.
Como B? —4AC =9+ 16 = 25 > 0, la EDP es hiperbélica. Reescribiéndola como

0 0 0 0 0 0 0 0
(53 ) (230 )wen = (230 (3 + s Jrce =0

y procediendo como en el Ejemplo 12.13 obtenemos
w(z,t) = F(x —t) + G(x + 4t), (12.14)
donde las funciones
1

—92% — 41 +10) — ¢, c=const.; G(x)=——(—2*+4z)+c (12.15)

F(z) 10

= 1_0(
son definidas para valores positivos de sus argumentos.
Si x> t, entonces v —t > 0 y reemplazando (12.15) en (12.14) obtenemos

(e, t) = = (<9(z — 1)? — 4(x — £) + 10 — (& + 48 + 4(x + 41))

10
5
:—x2—|—xt—§t2—|—2t—|—1.

S10< x<t, entonces x —t < 0 y utilizamos la condicion de borde:
0=u(0,t) = F(—t) + G(4t) = F(—t) + G(—4(-1)),
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lo que implica que F(z) = —G(—4z2) para z < 0, luego de acuerdo a (12.14) y (12.15),
u(z,t) = —G(—4x + 4t) + G(x + 4t)

1 3
= E((_‘lm +4t)% — A(— Az + 4t) — (z + 40)* + A(z + 41)) = §m2 — 4zt + 2.

La solucion completa del problema puede ser escrita como

3
—x? — Aot + 2z para 0 < x <t
u(z,t) = 2
2 59
—x +xt—§t +2t+1 parax >t

ver Figura 12.8 (b). Esta solucidn es discontinua a través de v = t.

Comentario 12.2. Una formula del tipo de la formula de d’Alembert también puede ser
deriwada para las EDPs del tipo estudiado en los Ejemplos 12.13 y 12.14.
12.4.2. Ondas esféricas. Consideremos la ecuacion de la onda tri-dimensional

uy = Au, (12.16)

donde Au es expresado en términos de un sistema de coordenadas apropiado para la geo-
metria del problema. Si la amplitud de las ondas depende solamente de la distancia r del
frente de la onda desde una fuente puntual, entonces escogimos coordenadas esféricas y en

este caso u = u(r,t). En virtud del item (v) del Comentario 4.4,
1 2ru, + 2, 2
Au= —(r*u,), = ———"" = U + ~u,,
r2( ) r2 r
por lo tanto la ecuacion que describe la propagacion de ondas esféricas es

2
Uy = (uw(r, t) + —u,(r, t)) )
r
Multiplicando esta ecuaciéon por r obtenemos
TUy = 02((7’u,,r +u,) + ur) = 02((ruT)T + uT) = A (ru, +u), = 02((ru)T)T = (1w

La sustitucién ru(r,t) = v(r,t) reduce esta ecuacién a vy(r,t) = c*v,.(r,t), es decir en
analogfa con el argumento desarrollado en la Seccién 12.1, v(r,t) = F(r — ct) + G(r + ct);
por lo tanto la solucién general de (12.16) es

u(r,t) = %(F(r —ct)+G(r+ ct)),

donde F'y G son funciones de una variable.



Capitulo 13

Métodos de perturbacion y métodos asintéticos

Debido a la complejidad de las EDPs que se presentan en algunos modelos matematicos
no siempre es posible hallar una soluciéon exacta a un problema de valores iniciales y de
frontera dado. La mejor opcién en este caso consiste en la computacion de una solucién
aproximada. Esta es la idea detrds del método de expansion asintotica, el cual puede ser
aplicado a problemas que dependen de un parametro positivo pequeno y que esta basado en
la expansién de la solucidn en una serie de potencias de este parametro. Si la serie converge,
entonces la técnica se llama método de perturbacion; si la serie diverge pero es asintética (en
un sentido precisado méas abajo) entonces se trata de un método asintdtico.

En lo siguiente discutiremos solamente la construcciéon formal de la solucién en forma de
serie y obtendremos los primeros términos sin considerar el problema de convergencia.

13.1. Series asintoticas

Para poder discutir el concepto de una serie asintotica necesitamos un mecanismo para
poder comparar la “magnitud” de funciones.

Definicién 13.1. Sean f y g funciones reales de una variable real x.
(i) Se dice que f es del orden g cerca de z = a, es decir
f(z) = O(g(x)) cuando z — a,
st el cociente | f(x)/g(x)| es acotado cuando x — a.
(ii) Se escribe
f(z) =o(g(z)) cuando z — a,
si f(x)/g(x) — 0 cuando x — a.

Ejemplo 13.1.

(i) La funcion senx es del orden = cerca de x =0, es decir
senz = O(z) cuando x — 0,

porque

senx

lim ;

z—0 I

por lo tanto, (senzx)/x es acotado para x cerca de 0.
(ii) Se tiene que *In|x| = o(x) cerca de x = 0 porque

z?Injz|

0.

lim
z—0 xX

179
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(iii) Similarmente, e V/1?l = o(2™) cerca de x = 0 para cualquier n € N ya que

o~ 1/lal

lim =0.

z—0 "

Definicién 13.2. Se dice que una funcion f = f(x,¢), donde 0 < ¢ < 1 es un pardmetro
pequeno, posee la serie (de potencias) asintética

flz,e) = Z fn(x)e™  cuando e — 0+
n=0
st para cualquier N € N,
N-1
f(x,e) = Z fu(z)e™ + O@EY)  cuando € — 0+ (13.1)
n=0

uniformemente para x en algun intervalo.

Comentario 13.1.

(i) La igualdad (13.1) significa que el residuo después de N términos es del orden &V
cuando € — 0+, también podemos escribirla como

N-1
flz,e) = Z fu(@)e™ + 0(eV1)  cuando € — 0+.
n=0

(ii) El lado derecho de (13.1) puede divergir cuando N — oo, pero entrega una buena
aprozimacion de f(x,e) cuando N es fijo y e > 0 es muy pequenio. No necesitamos
convergencia para que el resultado sea aceptable. También puede suceder que la aproxi-
macion no mejore al incluir términos adicionales porque la serie puede ser divergente.

(iii) En una serie asintdtica se supone que los términos que contienen potencias altas de €
son mucho mas pequenos que los términos con potencias bajas.

(iv) En este capitulo se supone que las series asintoticas pueden ser diferenciadas e inte-
gradas término por término.

(v) Si k> 1 es un pardmetro grande, podemos reducir el problema a un problema con un
pardmetro pequeno poniendo k = 1/¢.

Definicién 13.3. Consideremos un PVIF que dependa (suavemente) de un pardmetro e > 0
pequeno. El problema obtenido poniendo ¢ = 0 en la EDP y las condiciones de borde e
iniciales se llama problema reducido (problema no perturbado). Si el problema reducido
es del mismo tipo y del mismo orden que el problema originalmente dado y ambos poseen
soluctones unicas, entonces el problema dado se llama problema de perturbacion regular; en
caso contrario de habla de un problema de perturbacion singular.

Ejemplo 13.2. El PVIF

ur(z,t) = kg (x,t) + cug(x,t), 0<xz <L, t>0,
uw(0,t) =0, wu(L,t)=0, t>0; u(x,0)=f(x), 0<z<L
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es un problema de perturbacion regular porque tanto este PVIF como su version reducida (in-
volucrando la ecuacion del calor) son problemas parabélicos de sequndo orden con soluciones
unicas.

Ejemplo 13.3. ElI PVI hiperbdlico
eun(1,t) — Cuge(z,t) +us(z,t) =0, >0, —o00o<t< oo,
u(0,t) = f(t), —oo<t< o0,

se reduce a un problema parabolico si ponemos € := 0. Por lo tanto, aunque tanto el problema
dado como el problema reducido posean soluciones unicas, el PVI dado es un problema de
perturbacion singular.

Ejemplo 13.4. Sea D una region finita acotada por una curva suave, cerrada y simple 0D
en el plano (x,y), y sea n el vector normal unitario exterior a 0D. El PVF de cuarto orden

(AAu)(z,y) =0, (z,y) €D,
w(z,y) = f(2,y), eunlz,y) +ulz,y) =g(z,y), (z,y)€ oD,
donde u, = 0u/On, se reduce para e =0 al PVF
(AAu)(z,y) =0, (z,y) €D,
u(z,y) = f(z,y), ulz,y)=gz,y), (z,y)€dD.

St f # g, el problema reducido no posee solucion. Por otro lado, si f = g, entonces la
solucion no es unica, ya que perdimos una de las condiciones de borde. Por lo tanto, el PVFE
dado es un problema de perturbacion singular.

Definicién 13.4. Si la solucion u de un problema de perturbacion posee la expansion en

serie asintotica
oo
u g Upe",
n=0

entonces u — ug se llama una perturbacion de la solucion del problema reducido.

13.2. Problemas de perturbacién regulares
Para ilustrar como el método funciona en este caso examinaremos un niimero de ejemplos.

Ejemplo 13.5. Consideremos el disco unitario D y su frontera 0D:
D:{(T,Q):O<T<1, —7r<9<7r}, 8D:{(7“,0):r:1, —7r<9<7r}
y el problema de Dirichlet para la ecuacion de Helmholtz bi-dimensional
(Au)(r,0) + eu(r,0) =0, (r,0)e D, r#0; u(r,d)=1, (r,0) €D,

donde 0 < € < 1, lo que asequra que el PVF arriba posee una solucion unica. El problema
reducido (para e =0) es el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace, el cual igual-
mente posee una solucion unica. Tanto el problema reducido como el problema perturbado
son elipticos y de sequndo orden, por lo tanto el PVF dado es un problema de perturbacion
regular.
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Suponiendo una serie de perturbacion del tipo

u(r,0) ~ Z Up(r, 0)e™
n=0

obtenemos a partir de la EDP

Au+eu ~ Z(Aun)én + Z Upe™ = Aug + Z(Aun +u,_1)e" =0 en D, r #0.

Por otro lado, las condiciones de frontera implican que

U R Uy + Zunsn =1 sobre 0D.

n=1
Igualando los coeficientes de cada potencia de € en ambos lados obtenemos los PVFs
Aug=0 en D, r#0; wuy=1 sobredD,
y paran =1,
Au, = —u, 1 en D, r=#0; u,=0 sobredD.

Como la region en la cual planteamos el problema y las condiciones de borde son inde-
pendientes del dangulo polar 6, podemos suponer que w, = u,(r); a raiz del item (ii) del
Comentario 4.4 podemos escribir el problema para uy como

v ()
(Aug)(r) = ug(r) + =0, 0<r<l; wu(l)=1L1
r
Multiplicando la ecuacion diferencial por r y notando que el lado izquierdo de la EDO nueva

es (rug)’ obtenemos
uo(r) = Crlnr + Cy, 1, Cy = const.

Sabemos (ver Seccion 5.3) que para este tipo de problemas también existen condiciones adi-
ctonales generadas por consideraciones fisicas. Como hemos supuesto que la solucion es
independiente de 6, la unica condicion de este tipo que debe estar satisfecha aqui es que la
solucion y sus derivadas deben ser continuas (y por ende acotadas) en D. FEsto implica que
C1 = 0; el valor de Cy es obtenido a partir de la condicion de borde en r =1, lo que entrega
Uy = 1.

El siguiente paso consiste en la aplicacion del mismo argumento al PVF satisfecho por uy,
es decir

(Aug)(r) = uf(r) + () =—up(r)=-1, 0<r<l1; u(l)=0,

lo que entrega uy(r) = (1 —r?)/4, por lo tanto

u(r) =1+ 2(1 1) 1 O(2). (13.2)
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FEfectivamente para este problema ya podemos evaluar cuan buena es la aprozimacion (13.2).
La ecuacion (perturbada) dada puede ser escrita en la forma

u"(r) + @ +eu(r) =0,

la cual es la ecuacion de Bessel del orden cero (ver (3.12) conm =0, X\ = ¢, y x reemplazado
por ). Su solucion acotada satisfaciendo u(1) =1 es

ulr) = Jo(VEr) /o (VE),

donde Jy es la funcion de Bessel de primera especie del orden cero. Esta formula es razonable
ya que 0 < € < 1, es decir v/ es mds menor que el primer cero (¢ ~ 2,4) de Jy(€). Como
para valores pequenos de &,

2

Io() =1 - + O(€",

utilizamos la formula para la serie geométrica,

1+q+q2+---+q”+---=%_q7 0<lql <1,
para deducir que
Jo(VEr) 1—Zr2+(’)(€2) ) 1—%1”2—1—(’)(52)
WA -Sroe) 1 (CroE)

= (1 - ZrQ + (9(52)) (1 + (i + 0(52)) + (9(52)) =1+ 2(1 —7%) + O(e?).

FEsto significa que la solucion de perturbacion (13.2) coincide con la solucion exacta hasta
los términos O(e) sobre D.

Ejemplo 13.6. El PVF eliptico no lineal
Au(r,0) +eu*(r,0) = 36r, (r,0) € D; wu(r,0) =4, (r,0)¢€dD,

donde 0 < e < 1y D y dD son como en el Ejemplo 15.5, es un problema de perturbacion
reqular. Como nuevamente notamos que la solucion u dependerd solamente de r podemos
suponer una representacion como serie de la forma

u(r) ~ Z un(r)e”.

En la forma habitual tomamos en cuenta la expansion asintética
2
u® = (up +euy + O(e?))” = uf + 2eugus + O(e?)
y recordamos la condicion de acotacion mencionada en el Ejemplo 13.5. Asi vemos que uyg

y uy son soluciones de los respectivos PVFs

!/
ug(r) + ulr) _ 36r, 0<r<1; wup(r),uy(r)acotadas cuando r — 0+, wug(1l) =4,
r
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L ]

uy(r) + 0<r<1; wu(r),uy(r)acotadas cuando r — 04, wui(1) =0,

con las soluciones ug(r) = 4r® y uy(r) = (1 — r®) /4. Concluimos que
u(r) = 4r® + Z(l — %)+ 0(?).

Este ejemplo ilustra que en ciertos casos el método de perturbacion reduce un problema no
lineal a una sucesion de problemas lineales.

Ejemplo 13.7. En el PVI
wy (2, 1) — wep(x,t) + B+ )w(z,t) =0, —oo<x <00, t>0,
w(z,0) =ccosz, wr,0)=0, —o0<z <00,

el pardmetro pequeno 0 < € < 1 aparece no solamente en la EDP pero también en una de las
condiciones iniciales. Tanto el PVI dado como el PVI reducido son problemas hiperbdlicos
de sequndo orden con soluciones unicas, asi que aqui se trata de un problema de perturbacion
reqular.

Como la ecuacion es homogénea y las funciones de datos son uniformemente pequenas,
esperamos que la solucion posea la misma propiedad, por lo tanto buscamos una solucion de
la forma w(z,y) = eu(x,y). Insertando esto obtenemos

U () — Uge (2, 1) + (B3 + )u(z,t) =0, —oco <z <oo, t>0,
u(z,0) =cosz, wu(x,0)=0, —oo <z < o0,

donde el pardmetro pequeno aparece en la EDP solamente. Reemplazando

u(x,t) ~ Z U (z, )™
n=0

en la EDP vy las condiciones iniciales e igualando los coeficientes de potencias iguales de € en
ambos lados obtenemos que las funciones u,, n € Ny, son soluciones de los PVIs respectivos

(wo)p(,t) — (wp)ez(x,t) + Bug(x,t) =0, —oo<z<oo, t>0,

up(z,0) = cosz, (up)y=0, —o0<z <00
(up)e(x,t) — (uq) g (2, t) + Bus(x,t) = —up(x,t), —oo <z <oo, t>0,
u(z,0) =0, (u1);=0, —o0o<z<o0,

etcétera.

Resolvemos el problema para ug por separacion de variables. Buscamos una solucion de la
forma ug(z,t) = X(x)T(t) donde, tal como comentamos en el Capitulo 5, se excluye X =0
o T =0. Reemplazando esto en las condiciones iniciales obtenemos

X(z)T(0) =cosz, X(z)T'(0)=0.

Claramente T(0) # 0. Como X # 0, se sigue que
CoS T
X(x) = T'(0) =0
(0) = T0) =
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luego
CoS T
y la EDP para ug asume la forma
coszx, , cos T cos T
t T(t)+ 3 T(t) =0

es decir T es la solucion del PVI
T'(t)+4T(t) =0, t>0; T(0)=0,
la cual es T'(t) = T(0) cos(2t); luego
up(z,t) = cos(2t) cos x.
La EDP para u, ahora puede ser escrita como
(up)u(z,t) — (u1)zz(x,t) + 3us(x,t) = — cos(2t) cos x. (13.3)

A raiz de la funcidn en el lado derecho buscamos su solucién en la forma ui(x,t) = T(t) cos x,
T # 0. Insertando esto en (13.3), igualando los coeficientes de cosx en ambos lados y
utilizando las condiciones iniciales como arriba, obtenemos que T es la solucion del PVI

T"(t) +4T(t) = —cos(2t), t>0; T(0)=0, T'(0)=0,
la cual es T'(t) = —tsen(2t)/4, luego
uy(z,t) = —;l sen(2t) cos x.
Combinando ug y uy concluimos que
u(z,t) = cos(2t) cosx — Ztsen(Zt) cosz + O(?). (13.4)

Esta serie es una buena aproximacion asintotica de la solucion del PVI dado cuando € — 0
sit es restringido a algin interval fijo [0,to]. Pero en ausencia de una restriccion de este tipo
vemos que cuandot = O(e71), el término (£/4)t sen(2t) cos x es del mismo orden de magnitud
que el primer término cos(2t) cos z que es del orden de magnitud O(1). Tal término se llama
secular, y su presencia significa que la serie de perturbacion no es vdlida para valores de t
muy grandes.

Para extender la validez de la serie a todo t > 0, utilizamos la expansiones de sena y
cos a en series de potencias para escribir

cos <2t + %) = cos(2t) cosgzt — sen(2t) sen%t
= cos(2t) (1 + O(e)) — sen(2t) (%t + 0(83))

= cos(2t) — 8Ztsen(Qt) + O(&?).
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Luego la expansion asintdtica (13.4) puede ser escrita en la forma
et 9
u(z,t) = cosx cos| 2t + 1 + O(e%),
la cual no contiene el término secular identificado anteriormente. No obstante, términos de

orden mayor en € podrian contener términos seculares adicionales.

Ejemplo 13.8. El PVI de primer orden
ur(z,t) +ug(x,t) +eu(z,t) =0, —oco<z<oo, t>0,
u(z,0) =cosz, —o0 <z <00,

donde 0 < ¢ <€ 1, es un problema de perturbacion reqular porque el problema reducido
también es de primer orden y ambos problemas poseen soluciones unicas. Escribiendo

[ee)
u(z,t) ~ Z Up(z,t)e"
n=0

obtenemos la sucesion de PVlIs

(uwo)e(z,t) + (up)x(z,t) =0, —oo <z <00, t>0,
up(z,0) = cosz, —o00<x < 0]

(u1)e(@, t) + (w)e(,t) = —uo(x,t), —oo <w <oo, >0,
ur(z,0) =0, —o0<x <00,

etcétera. Utilizando el método de caracteristicas (ver Seccion 12.1) obtenemos ug(z,t) =
cos(x —t) y ui(x,t) = —tcos(x —t), luego

u(z,t) = cos(x —t) — et cos(z — t) + O(&?).
Tal como explicamos en el Ejemplo 13.7, et cos(x—1t) es un término secular. Como el procedi-
miento para remover este término del ejemplo anterior no funciona en este caso, trataremos
otra técnica el llamado método de escalas multiples, el cual consiste en introducir una varia-

ble adicional T = et. Denotando por v(z,t,T) la funcién incégnita nueva y comentando que
v depende de t tanto directamente como indirectamente a través de T, llegamos al problema

vz, t,7) + evg(x,t,7) + vp (2, t,7) +ev(x,t,7) =0, —oco<x<o00, t,T>0,
v(z,0,0) =cosz, —o0<x < 00.

Ahora poniendo

oo

v(x, t,T) ~ Z Up(z, t, 7)™

n=0
deducimos que vy y v1 son soluciones de los problemas respectivos
(vo)e(x,t,7) + (vo)u(z,t,7) =0, —00o<z<o00, t,71>0,
vo(x,0,0) =cosz, —o0<x < O0;
(v1)e(x, t,7) 4+ (v1) (2, t,7) = —(vo) (2, t, T) — (vo)(2,t,7), —00<ax<o00, t,T1>0,
v1(2,0,0) =0, —oo<zx < o0.
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Buscamos la solucion del problema para vy en la forma vo(x,t,7) = f(x,t)p(T), donde
¢ satisface la condicion p(0) = 1 pero a parte de esto es una funcidn arbitraria. Entonces el
problema para vy se reduce al PVI

filx,t) + fo(z,t) =0, —oco<x<o0o, t>0; f(z,0)=cosx, —o0<z<00

con la solucion f(x,t) = cos(x —t), luego vo(z,t,7) = p(7) cos(x — t). Insertando esto en el
lado derecho de la EDP para vy obtenemos la ecuacion

(v1)e(@, t, 7) + (v1)o(2, 8, 7) = —(¢'(7) 4+ (7)) cos(z — 1),
cuya solucion satisfaciendo la condicion vi(x,0,0) =0 es
vz, t,7) = —(¢'(7) + ¢(7))t cos(w — 1).

Concluimos que la solucion del problema modificado es

v(z,t,7) = (1) cos(z — t) — (' (1) + (7))t cos(z — t) + O(£?).
Para eliminar el término secular en el lado derecho arriba elegimos ¢ en tal forma que
¢ + ¢ = 0. En virtud de la condicion anterior ¢(0) = 1 obtenemos (1) = e 7, luego
v(z,t,7) = e " cos(x — t) + O(e?), lo que en virtud de T = et significa que

u(z,t) = e cos(z — t) + O(?).

Aplicando el método de caracteristicas al problema original obtenemos que su solucion exacta
es, efectivamente, u(z,t) = e ' cos(x — t). El término adicional O(?) representa “ruido”
generado por la naturaleza aproximativa de la técnica de expansion asintotica.

13.3. Problemas de perturbacién singulares

Para este tipo de problemas tenemos que construir soluciones diferentes validas en regio-
nes diferentes. Luego las emparejamos en forma apropiada para genera una solucion vélida
en todas partes.

Ejemplo 13.9. Consideremos el PVI
e(uy(w,t) + 2uy (2, t)) + u(z,t) =sent, —oco<z<oo, t>0,
uw(z,0) =2z, —o0o0<x< 00,

donde 0 < ¢ < 1. Este es un problema de perturbacion singular porque el problema reducido
(no perturbado) no contiene derivadas de u. Siguiendo el procedimiento estandar tratamos
buscar una solucion en la forma

u(z,t) ~ Z U (z, )™,
n=0

Insertando este planteo en la EDP obtenemos
up(z,t) =sent; wu,(x,t) = —(up_1)(x,t) — 2(Up_1)z(x,t), n €N,
A partir de esta relacion de recurrencia obtenemos

1)n+1

Uop = (—1)” Sent, Uop+1 = (— COSt, n e NO,
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luego

u(@,t) = (Z(_l)n€2n> sent — 5(2(_1)716271) cost = %.

No obstante, es obvio inmediatamente que esta funcion no satisface la condicién inicial.
También, sit ~ e, utilizando la expansion en series de cose y sene,

sent —ecost ~ sene —ecose = (e + O(e%)) —e(1+ O(?)) = O(?);

en otras palabras, para t = O(e) los dos términos en u(x,t) son del mismo orden, lo que
no es permitido en una serie asintotica. Concluimos que esta serie no estd bien ordenada
en la region donde t = O(e), por lo tanto no es una representacion vdlida de la solucion
en esta region. Fsto significa que debemos buscar una serie diferente en una capa limite del
grosor O(e) cerca del eje x (t = 0). Para construir esta serie nueva aplicamos un cambio de
variables

T=tle, u(x,t) =u(z,eT)=u(z,T)

que corresponde a un estiramiento del argumento temporal cerca de t = 0. Bajo esta trans-
formacion el PVI asume la forma

u (z,7) 4 2eul(z,7) + u'(z,7) =sen(er) = e7 + O(¢?), —oco<w <00, T>0,
u'(r,0) =2, —o00 <z <00

Para la solucién interior u' de este PVI de capa limite buscamos una expansion asintética de
la forma

[e.e]
u'(z,7) = Z ul (z, 7).
n=0

La EDP y las condiciones iniciales nuevas entregan la sucesion de PVls

(u)+(,7) + up(w,7) =0, —oco<w<oo, T>0,

up(r,0) =2, —o0 <z < 00;

(uil)T(‘r7T) + uil(x77—) = —Z(U:))I(.T,T), —o0o<r< 00, T > 07
ui(r,0) =0, —o0o<m< o0,

etcétera. Restringiendo nuestra atencion a los primeros dos términos obtenemos a partir del
primer problema

ub(x, T)=uze ",

T

y a partir del sequndo problema (buscando una integral particular de la forma ate™™, a =
const. ),

u(z,7)=7—14+(1—=27)",
por lo tanto

uy(z,7) =ze " +e(r—14(1-271)e") + O(e).
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Renombramos la primera solucion como solucion exterior, denotada por u®:
sent — ecost
1+¢e?
Ahora tenemos que emparejar u® (vdlida para t = O(1)) con u' (vdlida para t = O(g) hasta
el orden de € considerado (aqui, O(c)) en alguna region de validez comin. Para tal efecto
escribimos primeramente la solucion exterior en términos de la variable interior T = t/e y

la expandimos para T fijo y € pequeno, listando todos los términos hasta O(e), después de lo
cual revertimos a t:

u(z,t) = =sent —eccost + O(e?).

(u®)' ~ sent —ecost +--- =sen(eT) —ecos(eT) + - =e(r— 1)+ - =t—c+....

Por otro lado, escribimos la solucion interior en términos de la variable exteriort =1 y la
expandimos para t fijo y € pequeno hasta el mismo orden:

. t t
(ul)e:xe_t/8+5(——1~|—<1—2—)e_t/5)+---:t—5+...
£ €

(los demds términos son o(e™) para cualquier n € N). Finalmente imponemos la condicion
(u®)' = (u')® hasta términos O(e). En nuestro caso esto ya estd satisfecho, por lo tanto ambas
soluctones emparejan.

Como la region comun de validez no es obvia, es til considerar una solucién compuesta
de la forma

u = u® +u — (u®) = u ol — (u)
Esto es vdlido uniformemente para t > 0 ya que
(uS)® = (u®)° + (u)° — ((ui)e>e =+ (u)® — ()" = u,
(uc)i _ (ue)i + (ui)i _ ((ue)i>i _ (ue)i 4ol — (ue)i b
Aqui obtenemos
u(x,t) = u(x,t) =sent — ecost 4 (x — 2t +e)e /e ...
Ejemplo 13.10. Consideremos el problema eliptico en una franja semi-infinita
e(Au)(z,y) + ug(z,y) + uy(z,y) =0, >0, 0<y<l,
(z,0)
u(0,y)
donde 0 <e <1y

u e ®, wu(zr,1)=px), z>0,

y, u(z,y) acotada cuando z — oo, 0 <y <1,

1l—2 para0 <z <],
p(r) =
0 para z = 1.

Este es un problema de perturbacion singular porque el PVF perturbado es de sequndo orden
mientras que el PVFE reducido es de primer orden. Para

u(z,y) = >t (z,y)"
n=0
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obtenemos que ug es la solucion del PVF

(u0)x(x7y) + (Uo)y(iﬁ,y) = 07 T > 07 0< y < 17

up(x,0) =e™*, wug(z,1) =p(x), z=>0,
up(0,y) =y, wo(z,y) acotada cuando z — oo, 0 <y <1,

uy es la solucion del PVF

(ul)x(zay) + (ul)y('r? ) = —(AUO)(I',@}), x> 07 0< y < 17

ur(z,0) =0, wu(z,1)=0, x>0,

u1(0,y) =0, w(z,y) acotada cuando x — oo, 0 <y <1,
etcétera.

Podemos hallar uy por el método de caracteristicas (ver Capitulo 12), utilizando y = 1
como linea de datos. Si x = x(y) es una curva caracteristica, entonces sobre ésta,

d

" (), y) = (w0)2(x(y),y) 2" (y) + (uw0)y (2(v), ),

luego x'(y) = 1 implica que dug/dy = 0, por lo tanto
r=y+c, ulr,y)=c, ¢ =const.

La ecuacion de la caracteristica por los puntos (x,y) y (xo,1) esx =y+x9—1, y a lo largo
de esta recta,

uo(7,y) = ¢ = up(x0, 1) = p(w0) = p(x — y + 1);
por lo tanto la solucion del PVF dado es

B B _Jy—2+0(e) paral<z <y,
u(z,y) = uo(z,y) + O(e) = ple —y+1) + O(e) = {O(g) bara T > .
(13.5)

Como esta solucion no satisface las otras condiciones de borde tenemos que introducir dos ca-
pas limites. En la capa limite cerca de y = 0 aplicamos la sustitucion n = y/d(), escribiendo
u(z,y) = u(z,6(e)n) = v(x,n), llegando al PVF nuevo

v
Uy + —= =0, v(z,0)=e". 13.6
nm 5(8) ( ) ( )
La capa limite no especificada del grosor §(g) debe ser escogida en tal forma que el término
con vy, es uno de los términos dominantes en (13.6). Comparando los coeficientes de todos
los términos en (13.6) vemos que existen tres posibilidades:

(1) e/0%(e) ~ e
(i) £/0%(e) = 1; y
(iii) €/6%(e) ~ 1/6(e).

EVgy + _
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No es dificil verificar que los casos (i) y (i) no satisfacen nuestro requerimiento de magnitud,
mientras que (i) si lo satisface. Por lo tanto, podemos (por simplicidad) escoger 0(g) = ¢,
y el PVF se convierte en

821)3;95 + Uy + €V + v, =0, U(;g, ()) — e %

FEscribiendo
v(z,n) = Zvn(x, n)e"
n=0

obtenemos a partir de la EDP y de las condiciones de borde satisfechas por v que
(v0)uy + (v0)n = 0, wo(z,0) = e
con la solucion
vo(z,m) = o) + (7% — avfx))e ™,
donde a es una funcion arbitraria; por lo tanto,
u(z,y) = v(z,y) = vo(z,n) + O(e) = afz) + (7" — afz))e” "+ Ofe). (13.7)

Renombramos (13.5) como solucién exterior u® y (13.7) como primera solucién interior u'!, y
las emparejamos utilizando el método del Ejemplo 13.9. Entonces, expandiendo p en potencias
de £ tenemos

(u)" =p(x —en+1) + O0() = p(z + 1) + O(e) = O(e),

. 13.8
(W) =afz) + (e — ()z(:):))e_y/E + O(e) = alz) + O(e), (13.8)

es decir (u®)"! = (ub1)® hasta términos O(1) si
alz) =0, x>0. (13.9)

La segunda capa limite debe ser construida cerca de x = 0. Procediendo como arriba
(esta vez con el término transformado u,, como uno de los términos dominantes en la EDP
nueva) concluimos nuevamente que el grosor correcto de la capa limite es 0(g) = €, por lo
tanto ponemos £ = x/e. Escribiendo u(x,y) = u(ef,y) = w(&,y) obtenemos el PVF nuevo

wee + €2wyy +we +ecw, =0, w(0,y)=y.

Suponiendo que

wé y) ~ Y wa(€y)e"
n=0

llegamos al problema

(wo)ee + (wo)e =0,  wo(0,y) =y,
con la solucion

wo(&,y) = By) + (v — By))e ™,

donde [ es otra funcion arbitraria; por lo tanto

u(z,y) = w(&,y) = wo(&,y) + Oe) = B(y) + (y — B(y))e * + O(e). (13.10)



192 13. METODOS DE PERTURBACION Y METODOS ASINTOTICOS

Renombramos (13.10) como segunda solucién interior u?, la cual emparejamos con u® hasta

términos O(1). Tal como arriba tenemos
(u)? = p(e€ =y +1) + Oe) = p(—y + 1) + Ofe) =y + O(e),
. ) (13.11)
(u™)" = B(y) + (y = Bly))e™™* + O(e) = By) + Oe),

luego
Bly) =y (13.12)
Se puede verificar que en este caso la solucion compuesta es
u® = u® + ui,l + ui,2 - (ui,l)e o (ui,2)e = u° + ui,l + ui,? o (ue)i,l - (ue)i72’
porque (u"')? = (ub1)® y (ub?)b = (u?)°. Entonces, en virtud de (13.5)—(13.12), la solucién
asintdtica del PVE dado hasta términos O(1) es
u(w,y) = u(z,y) = ple —y+1) (e = ple +1))e ™ + (y = p(1 = y))e ™" + Oe)
B y—x+e Y paral <z <y,
e ¥ 4 O(e) paraz >y.
Comentario 13.2.
(i) No consideramos efectos causados por la incompatibilidad de los valores de frontera en
los puntos “esquina” (0,0) y (0,1).
(ii) Si hubiesemos tratado de construir la primera solucién de capa limite cerca de y =
1 en lugar de y = 0 (y luego utilizar y = 0 como linea de datos para calcular el
primer término en u®) habriamos fracasado. En esta region seria necesario sustituir
n=(1-y)/e, y poniendo u(x,y) = u(z,1 —en) = v(x,n) llegariamos al PVF
Uy + Vpy + €V, — vy =0, v(2,0) = p(z),
a partir del cual

(V0)ny — (Vo) =0,  wo(z,0) = p(x).
Esto entregaria
vo(z,m) = afz) + (p(z) — a(x))e".

Esta férmula no es buena para el emparejamiento ya que ¢" = e¥/¢ — oo cuando
e — 04 con y fijo.



Capitulo 14

Métodos de variables complejas

Ciertos problemas lineales elipticos en dos dimensiones resultan ser dificiles de resolver en
un marco de coordenadas cartesianas. En muchos casos de este tipo es recomendable pasar a
formulaciones en términos de variables complejas, las que pueden ayudarnos a encontrar las
soluciones en forma mucho mas elegante y rapida. Aunque los niimeros complejos ya han sido
mencionados en los Capitulos 1, 3, 8, 9, v 11, presentaremos aqui una breve resena de sus
reglas de manipulacion y algunos resultados esenciales relacionados a funciones complejas.

14.1. Ecuaciones elipticas

Un nmiimero complejo es una expresion de la forma z = z +iy, x,y € R, i = —1, donde x
e y son llamados parte real y parte imaginaria de z, respectivamente. El nimero z = x — iy
se llama complejo conjugado de z y

r= 2] = (22)!? = (a® + ¢
se llama maodulo de z. Un niimero complejo también puede ser escrito en forma polar como

z=re? =r(cosh +isend),

donde el angulo 6 € (—m, 7| se llama argumento de z y es determinado a partir de las
igualdades cos @ = x/r, sen @ = y/r. Obviamente,
Z=r(cosf —isend) = re
La adicién y la multiplicacién de nimeros complejos se llevan a cabo de acuerdo a las reglas
algebraicas habituales para niimeros reales.
Una funcion compleja de una variable compleja posee la forma general

f(z) = Re f)(z,y) +i(Im f)(z,y),
donde Re f e Im f son sus partes real e imaginaria, respectivamente. Una funcién f de este
tipo se llama holomorfa si su derivada f'(z) existe en todos los puntos de su dominio de
definicion. Una funcién holomorfa es analitica, es decir puede ser expandida en una serie de
potencias convergente.

Ejemplo 14.1. Si f(z) = 22, entonces (Re f)(z,y) = 2* — y?, (Im f)(z,y) = 2xy.

Teorema 14.1. Una funcion f es holomorfa si y solo si f satisface las ecuaciones de Cauchy-
Riemann

(Re f)e = (Im f)y,  (Im f)s = —(Re f)y. (14.1)

En este caso, tanto Re f como Im f son arménicas, es decir son soluciones de la ecuacion
de Laplace.
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Comentario 14.1.

(i)

(i)

(iii)

Supongamos que una funcion suave f de variables reales x ey es expresada en términos
de las variables complejas z y Z, es decir f(x,y) = g(z, Z). Entonces a partir de la regla
de la cadena de la diferenciacion se tiene que

fm =g, + 9z,
fy=1(g: — 9z),
faca: =0, t+ 292’2 — Gzz, (142)

fyy = —0:z + 2922 — Gzz,
fxy = fyac = i(gzz - 922)-

La ecuacion de Laplace, la cual no puede ser integrada fdacilmente en términos de
variables reales, posee una solucion muy simple en términos de variables complejas. Si
u(z,y) = v(z, 2), entonces en virtud de (14.2),

AU = Uyy + Uy = 4v,3, (14.3)

luego Au(z,y) = 0 es equivalente con v,z = 0. Es trivial ver que esta tltima ecuacion
posee la solucion v(z, z) = p(z)+(Z), donde ¢ y 1 son funciones arbitrarias analiticas
de z.

Si queremos la solucion general real, entonces se debe tener que v(z,z) = 9(Z, z),

es decir 9(2) + $(Z) = §(2) + (=) 0
p(2) = @(2) = ¥(2) — ¥(2),
es decir Imyp = Im. Utilizando esta igualdad y (14.1) obtenemos que igualmente

Rep = Re, es decir v = ¢; por lo tanto, la solucion general real de la ecuacion de
Laplace bi-dimensional es

v(z,2) = p(2) + ¢(2), (14.4)

donde ¢ es una funcion analitica arbitraria.
Una discusion similar puede ser aplicada a la ecuacion biarmdnica AAu(z,y) = 0. Ya
vimos que Av = 4v,z, donde v(z, zZ) = u(z,y), por lo tanto

AAv(z,y) = 160,,2:(2, 2);
por lo tanto la ecuacion biarmonica es equivalente a
V.z2(2,2) = 0.
Entonces, de acuerdo al item (i),
Av(z,2) = 4v,:(z,2) = B(2) + (2).
Integrando y aplicando el argumento de (ii), llegamos a la solucion real general
v(z,2) = 2®0(2) + 2®(2) + ©(2) + ¢(2),

donde ® y ¢ son funciones arbitrarias analiticas de z.
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Ejemplo 14.2. Consideremos el PVF
Au=8 enD; u=1-—2cosf — cos(20)+ 2sen(20) sobre 0D,

donde D y 0D denotan el disco circular unitario y su frontera, respectivamente, y r y 6 son
las coordenadas polares correspondientes. Sobre 0D se tiene
smdl =g, z—e =gl
1 inf —inf 1 n —-n
cos(nf) = é(e +e ™) = 5(0 +o "), (14.5)

inf __

1 - 1
sen(nf) = —§i(e e ) = —51(0” —o "), neN,

por lo tanto, utilizando (14.3) podemos expresar el PVF en la forma equivalente

1 1
V,; =2 en D, v:—<§—i)a_2—0_1+1—0—<§+i)02 sobre 0D.

FEs facil ver que 2zZ es una solucion particular de la EDP, es decir en virtud de (14.4) la
solucion general de la ecuacion es

v(2,2) = o(2) + @(2) + 22Z. (14.6)

Como la funcion arbitraria ¢ es analitica, permite una expansion en serie de la forma

o(z) = Z anz". (14.7)
n=0
Reemplazando (14.7) en (14.6) y luego v con z =0 yz = 0"
realizando la habitual comparacion de coeficientes obtenemos
1

a0+d0+2:1, CL1:—1, a2:—<§+i), an:O (n;«éO,l,Q)

Por lo tanto, ag + ag = —1, y a partir de (14.6) y (14.7) obtenemos la solucion

en las condiciones de borde y

v(2,2) = ag + Go + a1z + @12 + a9z’ + Gp2* + 222

1 1
=—1—2—7z— (§+i)22— (§—i>22+2z2

En coordenadas cartesianas centradas en el centro del disco esto se convierte en
u(z,y) = —1 — 22 + 2 + 4oy + 392

Ejemplo 14.3. Para resolver el PVF eliptico
3 1 3
Upy — 2Ugy + 22Uy, =4 en D; u= 373 cos(20) + 3 sen(26) sobre 0D,
donde la notacion es la misma que en el Ejemplo 14.2, utilizamos un procedimiento ligera-
mente modificado. En primer lugar, considerando (14.2) vemos que v(z,z) = u(z,y) es la
solucion del problema

1-31 _, 3 1+3i
o+ 5

D.
1 5 1 sobre 0

(14.8)

(14+2i)v,, =60,z + (1 —2i)vzz=—4 enD; v=—
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Aplicaremos ahora una transformacién simple de la forma ¢ = 2z + az, (=z+az, v(z,2) =
w((, (), donde a € C es elegido en tal forma que el lado izquierdo de la EDP para w consiste
solamente en la deriwada de sequndo orden mixta. Mediante la regla de la cadena obtenemos

Uy = Wee + 20weE + oz2wc-<-,
U,z = awee + (1 4+ ad)wes + awg,
Vzz = @Pwee + 2awes + weg.

Reemplazando esto en la EDP en (14.8) obtenemos que los coeficientes tanto de w¢e como
de wez se anulan si « es una raiz de la ecuacion cuadrdtica

(1+2i)a® — 6a+1—2i =0,

es decir si a = (1 —2i) o a = (1 —2i)/5. Eligiendo la primera raiz (por ejemplo) llegamos a
la transformacion

C=2z+(142)z, (=z+(1-2iz, (14.9)
la cual entrega la ecuacion wee = 1/4 con la solucion general
_ 1
w(¢,0) = 0l0) + #(0) + 1¢C (14.10)

donde ¢(C) es una funcion arbitraria analitica. Tal como en (14.7), y considerando (14.9),
escribimos ahora

P(Q) = anl" = an(z+ (1+2i)2)",

es decir en virtud de (14.9) y (14.10),

v(z,2) = Z(an(z +(1+20)2)" +a,(z+ (1 - 2i)z)”) + i(z +(1+2i)2) (2 + (1 —20)2).

(14.11)
Sobre 0D, esta identidad y la condicion de borde en (14.8) implican la igualdad
- n w1
Z(an(a + (14200 )" +a, (o7t + (1 - 2i)0) ) + Z((l +2i)0 2+ 6 + (1 — 2i)0?)
n=0
1—3i 72_1_3 1+31 ,
=— o - —— o°.
4 2 4
Expandiendo los términos del lado izquierdo e igualando los coeficientes de cada potencia
de o en ambos lados, notamos inmediatamente que a, = 0 paran = 3,4,..., y que en este
caso,

i . 3 3
ag + ag + 2(1 + 2i)ag + 2(1 — 2i)ay + 5 =75

a1 + (1 —2i)a; =0, (14.12)
1—2i 1+ 3i

— (3+4i)a = - .
as (+1)a2+ 1 1
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La sequnda y la tercera ecuacion, conjuntamente con sus conjugadas, entregan los sistemas
a; + (1 —=2i)a; =0, (1+2i)a;+a; =0
2+1 2—1i
— -3+ 4i ay = —
T (=3 +4di)ay + a, 1

a partir de los cuales a; = 0 y ay = (2 41)/16. Reemplazando as en la primera igualdad en
(14.12) obtenemos ag + ag = 0, luego a partir de (14.11),

v(z,2) =ao+ ao + a1 (2 + (1 + 21)2) + a1 (z + (1 — 2i)2)

a9 — (3 -+ 41)&2 =

tag(z 4+ (1+20)2)° +as (2 + (1 - 20)z2)°
1+3i,
= — 25+ S22 —

4 2 4

0 en coordenadas cartesianas,

u(z,y) = 2% + 3zy + 2y°.
14.2. Sistemas de ecuaciones

Para ilustrar la eficiencia del método de variables complejas para resolver sistemas lineales
bi-dimensionales de EDPs consideremos el modelo de la deformacion plana de un cuerpo
elastico. Este estado es caracterizado por un vector de desplazamiento u = (uq, uy) definido
en el dominio bi-dimensional ocupado por el cuerpo. En la ausencia de fuerzas de cuerpo, u
satisface el sistema de EDPs

(A+ M)((Ul)m + (UQ)xy) + pAu; =0,
A+ 1) ((u1)ay + (u2)yy) + pAuy = 0,

donde A y p son constantes fisicas y A es el Laplaciano. Se supone que D es acotado,
simplemente conexo (a grandes rasgos, esto significa que D no tiene “hoyos”), y se considera
el problema de Dirichlet para (14.13); es decir el PVF con el desplazamiento prescrito en la
frontera:

(14.13)

U1{8D = J1, U2}8D = /2,

donde f; y fo son funciones dadas. Queremos determinar w en cada punto (z,y) € D.

Ejemplo 14.4. Utilizando la misma notacion que en el Ejemplo 14.2 se considera el PVFEF

2((u1)ze + (u2)ay) + Aur =0,  2((w1)ay + (u2)yy) + Aus =0 en D, (14.14)
1
ul‘aD =3 sen(26), Ug‘aD = cos 6. (14.15)

Para tratar este problema en términos de variables complejas, definimos el desplazamiento
complejo U = uy + iug, observando que

(1) + (u2)y = (u1)s + iz +iug, — iug s = (ug +iug), + (uy — iug); = U, + Us. (14.16)
Luego reescribimos el sistema (14.14) en la forma
2((U1)1« + (Uz)y)z + Aul = 0, 2((?1,1)95 + (Ug)y)y + AUQ = 0,
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donde comentamos que en virtud de (14.2) tenemos la igualdad operacional 0, + 10, = 205.
Multiplicando la sequna ecuacion arriba por i, sumdandola a la primera, y utilizando (14.16)
y (14.3) obtenemos

0=2(0, +19y) ((w1)s + (u2)y) + Alwy + ius) = 40:(U, + Us) + AU = 4((U. + Uz)z + U.z),
o (2U, + Ug)g =0 con la solucion general
_ 1
2UZ + Ug = 50/(2),

donde o/ es una funcion analitica de z. El sistema algebraico formado por esta ecuacion y
su conjugada entrega

1 1
U, =-d(z) — =d/(2); (14.17)
3 6
luego, por integracion,
1 1 _
Uz, 2) = g&(z) — gzo_/(z) + B(2), (14.18)

donde [ es otra funcion analitica de z.
Para investigar la arbitrariedad de o y 3, supongamos que p y q son funciones de z tales

que o+ p y B+ q generen el mismo desplazamiento U que o y 3. Entonces de acuerdo a
(14.17),

1 1 1 1
2(@(2) +1/(2)) = = (@/(2) + 7' (7)) = 20/ (2) — =a'(2),
3 6 3 6
lo que implica que 2p'(z) —p'(2) = 0. Esta ecuacion conjuntamente con su conjugada entrega
P'(z) = 0, luego p(z) = ¢, donde ¢ es un nimero complejo. Utilizando (14.18) obtenemos

ahora

1 1 1 _ 1 1 _
ga(z) +ge- 6za/(z) +B8(2) +q(z) = ga(z) — 62@’(2) + B(2),
es decir q(z) = —¢/3. La arbitrariedad generada por la constante compleja ¢ en las fun-

ciones a y B puede ser eliminada si imponemos una condicion adicional. Por ejemplo, si
D contiene el origen, podemos exigir que

a(0) = 0. (14.19)
Tal como en la seccion anterior, sea o un punto genérico sobre la circunferencia 0D. En-
tonces en virtud de (14.5) y considerando que ¢ = o~ podemos reescribir la condicién de
frontera (14.15) como

i(af2 +207 1 + 20 — 0?);

U|aD = (w1 + iu?”ap 1

por lo tanto, considerando (14.18) se tiene

—a(o) — zod/ (e +B(c ) = i(J_Q +207 1 + 20 — o). (14.20)
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Como D es acotado y simplemente conexo podemos considerar expansiones en series de las
funciones analiticas o y 8 de la forma

a(z) = ianz”, B(z) = ibnzn.
n=0 n=0

Insertando estas series en (14.20) obtenemos

o 1 1 B .
Z (—anan — —na,o "4 bna_") = l(0_2 + 2071 + 20 — o).
e 3 6 4

El paso siguiente consiste en iqualar los coeficientes de cada potencia de o en ambos lados,

y claramente a, = b, = 0 para n = 3,4,.... Por lo tanto, como (14.19) implica que ay = 0,
los unicos coeficientes diferentes de cero son

_ i - i - 1 1 1 i 1 i

bo=—-, bi==, by—=-a2=0, =—a;——-a;==, =—ay=——.

2= L= 5 0 3@2 ) 3CL1 6&1 9 3a2 1

El coeficiente ay es calculado combinando la ecuacion que satisface con su version compleja
conjugada. Finalmente obtenemos los coeficientes

3i i i i
a1 1, a2 4 ) 0 47 1 27 2 47
los cuales generan las funciones
3 . .
a(z) =iz — 2122, B(z) = —i - %z - izQ

y en virtud de (14.18) el desplazamiento complejo
Uz, z2) = i(1+22+22—z2 — 2z + 2%).
En términos de coordenadas cartesianas, la solucion del PVF dado es
uy(z,y) = Re(U(z, 2)) =uzy, us(z,y)= Im(U(Z,Z)) = i(l + 4o — 2% — o).

Comentario 14.2. Si las funciones f1 y fo dadas sobre 0D no son sumas finitas de poten-
cias enteras de o, estas deben ser expandidas en series de Fourier completas. Utilizando un
argumento similar al usado en la Seccion 8.1, podemos escribir una serie de este tipo en la
forma

o0 o0

f(0) = Z cpe M = Z o "

n=—oo n=—oo

(ver Capitulo 8), donde

_ 1 " ind
Cn =5 /_7r f(0)e™” do.
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