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Resumen

En este trabajo de tesis realizamos un anélisis de error a posteriori para ecua-
ciones diferenciales parciales elipticas. Primero, mediante una descomposiciéon de
Helmholtz apropiada, obtenemos un estimador de error a posteriori de tipo resi-
dual de la formulacién mixta dual conforme, para resolver el problema de Poisson
con condiciones de borde Dirichlet no homogéneas. Posteriormente, extendemos el
analisis para el problema con condiciones de borde mixtas, utilizando una técnica
de homogenizacion para tratar los datos de la frontera Neumann. Demostramos la
confiabilidad y eficiencia de los estimadores de error a posteriori obtenidos. Ademés,
desarrollamos un analisis de error a posteriori para el problema de Poisson con condi-
ciones de borde mixtas, cuando el problema se aproxima utilizando una formulaciéon
LDG inusual. Probamos la confiabilidad del estimador y un tipo de eficiencia, donde
el estimador es acotado superiormente por el error una norma distinta a la norma
natural. Finalmente, para todos los casos incluimos ejemplos numéricos, probando
que los algoritmos de refinamiento adaptativos basados en los estimadores de error

a posteriori respectivos, localizan las singularidades de las soluciones exactas.
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Abstract

In this thesis, we study an a posteriori analysis for elliptic partial differen-
tial equations. First, through an appropiate Helmholtz descomposition we derive
a residual a posteriori error estimator for the dual mixed conforming formulation
applied to Poisson problem with non homogeneous Dirichlet conditions. In addition,
we extend the analysis to the problem with mixed boundary conditions, using an ho-
mogenization tecnique in order to approach the Neumann boundary data. We prove
the reliability and local efficiency of this a posteriori error estimators. Furthermore,
we develop an a posteriori analysis for an unusual dual mixed LDG formulation
applied to Poisson problem with mixed boundary conditions. We prove that this
residual estimator is reliable and we prove a type of local efficiency, the estimator is
locally upper bounded by an error measured in another norm. Finally, in all cases,
we include numerical examples showing that the adaptive algorithms, based on this
a posteriori error estimators, are capable of localize the singularities of the exact

solutions.
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Introduccion

La aplicacion de las ecuaciones en derivadas parciales (EDP) abarca una gran
variedad de areas, entre ellas la ingenieria, la biologia, las ciencias fisicas, la economia
y la medicina, lo cual hace sumamente relevante su estudio. Sin embargo, debido a
la complejidad de estos problemas, muchas veces no es posible encontrar soluciones
analiticas y para esos casos el andlisis numérico juega un rol esencial. Entre los
métodos numéricos mas comunes y conocidos para resolver EDP encontramos los
métodos de elementos finitos, de voliimenes finitos, métodos espectrales y métodos
de diferencias finitas. La popularidad que hace prevalecer el método de elementos
finitos por sobre los demas, radica principalmente en el gran desarrollo que alcanzé
su teoria en lo que respecta al analisis de error del mismo. Todo esto gracias a la
introduccion y posterior desarrollo de la teoria de las distribuciones y los espacios
de Sobolev. Esto permite hoy en dia tener una amplia bibliografia del método (por
ejemplo, (32, 43, 56|).

En 1973, Reed y Hill [63], basandose en las ideas de los métodos de elementos
finitos y de volumenes finitos, introdujeron el método de Galerkin discontinuo (DG,
por sus siglas en inglés), con el fin de resolver la ecuacion de transporte de neutrones,
(ecuacion hiperbolica). Simultdneamente, se propusieron y estudiaron distintas ver-
siones de métodos de Galerkin utilizando elementos finitos discontinuos para resolver
ecuaciones elipticas y parabolicas de segundo orden [6, 7, 10, 51, 71|. Estos métodos
de Galerkin discontinuos usualmente son llamados métodos de penalizacién interior
(IP), cuyo desarrollo se considera independiente de los métodos DG propuestos para

resolver ecuaciones hiperboélicas.

Los métodos de Galerkin discontinuos estan basados en aproximaciones polino-
miales discontinuas, lo cual permite disenar esquemas numéricos robustos y obtener

aproximaciones con precision de alto orden. Estos métodos no requieren imponer



continuidad inter-elemento. Para ello se introducen términos de estabilizacion re-
lacionados con los operadores salto y promedio de la soluciéon aproximada, por lo
cual es posible utilizar aproximaciones polinomiales de grado arbitrario, no necesa-
riamente uniformes en todos los elementos de la malla, haciendo que estos métodos
sean aptos para refinamientos hp. Ademas, los métodos de Galerkin discontinuos son
convenientes para aplicarse en geometrias complejas y permiten mayor flexibilidad
en la eleccion de la malla. Se pueden considerar, por ejemplo, mallas que contengan

nodos colgantes.

En este trabajo estamos interesados en el método de Galerkin discontinuo local
(LDG). Este método fue introducido por Cockburn y Shu [49] en 1998, para resolver
sistemas hiperbolicos no lineales. El método LDG ha sido aplicado con buenos resul-
tados a problemas completamente elipticos. Por ejemplo, en el afio 2000, en [42] los
autores probaron la convergencia del método LDG aplicado a la ecuacion de Poisson
con condiciones de borde mixtas, en [46] se probo la superconvergencia del método
LDG para problemas elipticos en mallas cartesianas, mientras que el problema de
Stokes fue tratado en 2002 por Cockburn et al. [48].

Recientemente, en el trabajo desarrollado en [19], se mostré que los operadores
salto y promedio, usados para definir los flujos numéricos en el esquema LDG, son
suficientes para aproximar H(div); lo cual permite reemplazar, por ejemplo, un
espacio local de Raviart-Thomas por un espacio de Lagrange discontinuo. Ademas,
los autores probaron que la tasa de convergencia del método, al utilizar un operador
de interpolacién de Lagrange no conforme, es optimal, como también lo es la tasa

de convergencia del método de elementos finitos mixto clasico.

Altamente motivados por esta alternativa de aproximar H(div), en esta tesis
se busca equipar al esquema con el correspondiente analisis de error a posteriori,
cuyo objetivo principal es dar informacion cuantitativa del error y son la base para
los métodos de refinamiento adaptativo. Como modelo consideramos el problema
de Poisson en 2D, con condiciones de borde de tipo mixtas, aproximada mediante
una formulaciéon mixta dual no conforme utilizando elementos finitos de Lagrange.
Se busca construir un estimador confiable y eficiente, y realizar la correspondiente

validacién numérica del mismo, considerando refinamiento uniforme y adaptativo.

Por otro lado, con el fin de utilizar de manera eficiente los recursos compu-

tacionales y mejorar la calidad de las soluciones aproximadas, que se pueden ver
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deterioradas producto de singularidades locales de la soluciéon real, se utilizan las
técnicas de adaptacion de mallas. Los métodos de refinamiento adaptativos, o sim-
plemente adaptatividad, consisten en refinar principalmente las regiones de la malla
en las que el error es mayor. Es decir, estos algoritmos son capaces de detectar las
zonas en las que la solucion es menos regular, permitiendo generar mallas con un
buen balance entre las regiones refinadas y no refinadas, de modo que la precision
global sea 6ptima.

La base para la adaptatividad consiste en definir una expresion 7 adecuada del
error llamado estimador de error a posteriori, que solamente depende de la soluciéon
aproximada y de los datos del problema, ello debido a que en muchos casos la soluciéon
exacta no se conoce. Los estimadores de error a posteriori se calculan localmente, es

decir, si 7, es una triangulacion del dominio, para cada T elemento de 7Ty, se escribe

n{}jn%}ui

TeT,

donde, nr es el estimador de error a posteriori en el elemento T'.

Supongamos que u corresponde a la incognita del problema, wuy es la solucidon
aproximada y || -|| denota la norma en la cual se desea calcular el error. Con el fin de
garantizar que el estimador 7 represente una medida adecuada del error es deseable
que existan constantes C7,Cy > 0, independientes del tamano de la malla h, tales
que

lu = unl| < Cim, (1)

Conr < ||(u = un)lr]- (2)

La cota superior (1) se conoce como confiabilidad, y es necesaria para garantizar
la proximidad entre la solucién discreta y la solucién exacta, en otras palabras,
asegurar que se conoce una medida fiable del error. Y la cota inferior (2) se conoce
como eficiencia, y nos asegura que el estimador es eficiente en el sentido de que los
elementos marcados por el estimador dado que tienen error grande, efectivamente lo
tienen. Cabe mencionar que no siempre se puede obtener una cota inferior del tipo
(2), sin embargo la cota superior (1) es necesaria.

En estos ultimos anos, se han desarrollado diferentes tipos de anélisis de error

a posteriori para métodos de Galerkin discontinuos (ver, por ejemplo, [30, 38, 59,



61, 64]). En particular, mediante una descomposicion de Helmholtz adecuada, se
han desarrollado anélisis de error a posteriori para problemas lineales [17], para la
ecuacion de Darcy [18] y la ecuacion de Helmholtz [23].

El presente trabajo de tesis est& organizado de la siguiente manera. Usando co-
mo modelo el problema de Poisson 2D con condiciones de borde del tipo Dirichlet
y mixtas, en el Capitulo 1 se introduce el método de elementos finitos mixtos clasi-
co conforme (ver [52]). A fin de contextualizar, utilizamos el caso con condicién de
borde Dirichlet no nula, con el cual damos una revisioén de los resultados existentes
sobre estimaciones del error a posteriori utilizando esquemas conformes. Ademas,
puesto que los esquemas LDG tienen la ventaja de poder tratar de forma sencilla
las condiciones de borde ya sean Dirichlet o mixtas, para el caso conforme presen-
tamos una extension del analisis del error a posteriori para métodos conformes con
condiciones de borde mixtas, para lo cual, sorprendentemente no hemos encontrado
un desarrollo en la literatura. En lo concreto, presentamos una técnica para obte-
ner un estimador confiable y localmente eficiente, para ambas condiciones de borde,
ademas desarrollamos el método adaptativo, incluyendo las validaciones numéricas.

Los contenidos de este capitulo dieron origen a la siguiente publicacion:

[20] T. P. BARrIOS, R. BustiNzA, C. CAMPOS, An a posteriori error
estimator for a non homogeneous Dirichlet problem considering a dual mized

formulation. Trends in Computational and Applied Mathematics, vol. 23,
pp. 549 — 568, (2022).

En el Capitulo 2, describimos y aplicamos el método LDG, desarrollamos el
método adaptativo y su validacion numérica. En este caso, puesto que una ventaja
del método LDG es la simplicidad para imponer las condiciones de borde (Dirichlet

o mixtas), se decidi6 comenzar inmediatamente con condiciones de borde mixtas.



Capitulo 1

Método de elementos finitos mixtos

1.1. Motivacidon

Singularidades locales provenientes, por ejemplo, de esquinas reentrantes, capas
limites, ondas de choque o fenémenos de turbulencia, pueden deteriorar las aproxi-
maciones obtenidas al utilizar un método de elementos finitos. Un remedio a esto,
es refinar la malla completa. Sin embargo, esto puede traer consigo costos compu-

tacionales muy altos.

Los métodos de refinamiento adaptativos basados en estimadores de error a pos-
teriori, ayudan a mejorar la calidad de la solucién aproximada y utilizar de manera
mas eficiente los recursos computacionales, dado que permiten identificar las regio-
nes en las cuales la soluciéon es menos regular, lo cual permite generar mallas con un
buen balance entre las regiones refinadas y no refinadas tales que la precision global

sea Optima.

Este capitulo surge con el fin de introducir y comparar un método de refinamiento
adaptativo basado en un esquema conforme clasico, con el desarrollado al utilizar un
método de Galerkin discontinuo. Cabe mencionar que los resultados son originales,
en el caso de condiciones de borde mixtas, ya que no se encontré literatura con la

técnica utilizada para obtener un estimador de error a posteriori en dicho caso.



1.2. Discusiéon bibliografica

En la actualidad, los métodos de refinamiento adaptativos basados en estima-
dores de error a posteriori, son herramientas indispensables para implementar de
manera eficiente un método numeérico para resolver ecuaciones diferenciales elip-
ticas. Existen distintos tipos de estimadores de error a posteriori para diferentes

ecuaciones y discretizaciones. En 70| se presenta una revision de los mas comunes.

Nuestro objetivo es desarrollar e implementar un método de refinamiento adap-
tativo para un método mixto. En estos métodos de elementos finitos se utilizan
distintos espacios para aproximar las variables de interés. En algunos problemas las
nuevas incognitas deben ser introducidas en la formulacion, como es el caso estudia-
do en este trabajo, mientras que otros problemas poseen de manera natural variables
independientes, por lo cual la formulaciéon mixta surge de manera natural. De esta
manera, utilizar métodos de elementos finitos mixtos evita cualquier postprocesa-
miento numérico de las variables de interés que podria conducir a fuentes de error

adicionales.

Las primeras aplicaciones de los métodos mixtos aparecen en la década de los
setenta. En 1973, se introdujeron ideas fundamentales para el desarrollo de estos
métodos en [9] y [50]. Y al ano siguiente, Brezzi [34] present6 por primera vez un
analisis general para este tipo de métodos. Una revision completa de los fundamentos
matematicos de los métodos de elementos finitos mixtos se proporciona, por ejemplo,
en [35, 56, 66].

Existe mucha literatura sobre anélisis de error a posteriori para métodos mix-
tos (ver por ejemplo, [3, 4, 60, 68, 69]). En particular, debido a nuestro interés en
los métodos de elementos finitos basados en una formulaciéon mixta dual conforme,
mencionamos [5] donde mediante una descomposicion de Helmholtz se deducen es-
timadores de error a posteriori para elementos finitos de Raviart-Thomas (RT) y
Brezzi-Douglas-Marini (BDM). Simultaneamente, en [31] utilizando elementos fini-
tos de RT para aproximar la variable vectorial, se dedujo un estimador confiable
y eficiente utilizando una norma dependiente de la malla y un estimador confiable
utilizando la llamada norma natural, es decir, la norma H(div) para el fujo y la
norma L? para la variable escalar; ambos estimadores asumiendo una hipétesis de

saturacion. En [39], se desarrolldo un estimador confiable y eficiente evitando la hi-
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potesis de saturacion. Afios més tarde, en [54], se introdujo un estimador de error a

posteriori para un método mixto utilizando elementos finitos de Lagrange.

Por otro lado, en el contexto de formulaciones mixtas aumentadas, en [13] se
desarroll6 un estimador de error a posteriori alternativo al introducido en [29], pa-
ra resolver un problema de elasticidad lineal. Mediante una proyeccion de Ritz del
error, en el caso de condiciones de borde Dirichlet homogéneas, se obtuvo un esti-
mador confiable y localmente eficiente, que a diferencia del estimador desarrollado
en [29] para el mismo caso, s6lo requiere el calculo de cuatro términos por elemento.
Similarmente, en [14] se estudié un problema de elasticidad lineal con condiciones
de borde mixtas. Como resultado, se dedujo un estimador de error a posteriori con
siete términos por elemento, reduciendo los trece términos del estimador desarrolla-
do previamente en [12]| para los mismos espacios de elementos finitos. Este tipo de
estimador de error a posteriori ha sido desarrollado con buenos resultados en otras
direcciones, por ejemplo, el problema de Poisson [28], el sistema de Stokes [11, 22|,

el problema de Darcy |25, 26] y las ecuaciones de Oseen [27].

Siguiendo estas ideas, el objetivo de este Capitulo es desarrollar un estimador
de error a posteriori confiable y eficiente, basado en una proyeccion de Ritz del
error, evitando la hipdtesis de saturacion y utilizando la norma natural, incluyendo
condiciones de borde Dirichlet no homogéneas y mixtas. En particular, para las
condiciones de borde mixtas utilizamos una técnica de homogenizacion y seguimos
las ideas descritas en [26] para tratar los datos de la frontera Neumann. Asi, nuestro
enfoque es diferente al presentado en [54], donde las condiciones de borde Neumann
se impusieron de manera débil mediante la introducciéon de un multiplicador de

Lagrange.

El Capitulo se divide en cuatro grandes secciones. Primero introducimos resul-
tados y conceptos necesarios para el estudio de los métodos de elementos finitos.
Posteriormente, presentamos el analisis de error a posteriori para el problema con
condiciones de tipo Dirichlet no homogéneas y para el problema con condiciones de
borde mixtas. Finalmente, incluimos una seccién de ejemplos numéricos, con el fin

de confirmar los resultados tedricos obtenidos.



1.3. Resultados preliminares

En esta seccion introducimos brevemente algunos conceptos béasicos necesarios
para el desarrollo tedrico de los métodos de elementos finitos y de Galerkin discon-

tinuos.

1.3.1. Notacién vectorial y definiciones

Sea n € Z". El operador gradiente de una funcion escalar v : R” — R y el
operador divergencia de una funciéon vectorial 7 : R” — R" se definen, respectiva-

mente, como

ov oT;
Vv = R" = E :
v ( &’L’l) L € y divT: 8331

[ERRE!

Se define la n-upla « := (ay, ..., ;) € (Z7)" como un multi-indice, de longitud

n
la] = Z aj.
j=1

Denotamos por D* v la derivada multidimensional de v de orden |a|, como

Do Y ala‘ v
COxt .. aon

.zl
En lo que sigue, denotamos por €2 a un abierto acotado no vacio de R*, n € N

(en la practica n = 1,2,3), de frontera regular.

Definiciéon 1.3.1 El soporte de una funcion continua v definida en R™, conn € N,
es la clausura del conjunto de puntos en los cuales la funcion es distinta de cero.
Si es acotado y estd contenido en el interior del dominio (), entonces se dice que v

tiene soporte compacto en €.

Denotamos por D(£2) el espacio de funciones C'* con soporte compacto en €. El

espacio dual D'(€2) es llamado espacio de distribuciones.

1.3.2. Espacios de Sobolev

En esta subseccion trataremos de manera general algunos resultados sobre es-

pacios de Sobolev que utilizaremos durante el desarrollo de todo este trabajo. Para



1.3 Espacios de Sobolev 9

més detalles consultar, por ejemplo, [1, 33, 53]. Comenzaremos con la definicion del

espacio de Lebesgue L2,

Definicion 1.3.2 Dado un conjunto medible Lebesque 2 C R™, definimos el espacio

de Lebesque L*()) como el espacio de las funciones medibles u : Q — R, tales que

/ lu? < .
Q

El espacio de Lebesgue L?*(€2) es un espacio de Hilbert con el producto interior
(u,v)r2(0) = (u, )2 = [ uv Yu,v € L*(Q). La norma inducida viene dada
Q

por
1/2
[ull L2 () = (u,uﬁ/f(m = (/Q \u|2> Vu e L*(Q).

En particular, el producto interior y la norma satisfacen la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, es decir
|(u, U>L2(Q)| < ||’LL||L2(Q)||U||L2(Q) ‘v’u,v - L2(Q)

Definicion 1.3.3 (Espacio de Sobolev de orden m) Para cada m € Zg, definimos

el espacio de Sobolev de orden m, denotado por H™(S)), como
H™Q) :={ue L*(Q): D*u € L*(Q), Ya € (Z)", |a| < m},

donde, la pertenencia de D*u a L*(2) es en el sentido distribucional. Es decir, existe
z € L*(Q) tal que

/QUD%:H)@/QW )

El espacio H™({2) esta equipado con la norma

1/2
lallmmy = | D 1D ulBeq) | Vue H(S), (13.1)
la|<m
y la seminorma
1/2
ulgmoy == | D 1Dl 720 Yu e H™(Q). (1.3.2)

|a)=m
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Si m = 0 se identifica H°(Q) := L?(Q). Y ademés, para una funcion vectorial

T = (7—177—2a '-'77—71) € [Hm(Q)]n’ definimos

n 1/2
1 llzrm = (Z Hﬂ-lﬁm(m) :
i=1

El espacio H™({2) es completo respecto a la norma definida en (1.3.1), y puesto

que ésta proviene del producto interno

(w,0) @) = Y (D*u, D*0) 1) Vu,0 € H™(Q),

laf<m

entonces, el espacio H™({2) resulta ser un espacio de Hilbert.

Por ltimo, introducimos el espacio H(div; ).
Definiciéon 1.3.4 Se define el espacio H(div; Q) por
H(div; Q) := {7 € [L*(Q)]" : divT € L*(Q)},

donde, div T € L*(Q) en el sentido distribucional. Es decir, existe z € L*(Q) tal que

n a¢_
;/Qﬂa—xi——/gng V¢ e D).

El espacio H(div; ), dotado con el producto interior

(T,0) H@iv:0) = (T,0) H(giv;0) = /(7’ o +divrdive) V7,0 € H(div;Q),
Q

y norma inducida
17 | aivs ) == {HTH%Q(Q) + ||diV7'||i2(Q)}1/2 VT € H(div; (),

es un espacio de Hilbert.

1.3.3. Teorema de trazas e identidades de Green

A continuacién presentaremos algunos resultados sobre trazas, férmulas de inte-
gracion por partes e identidades de Green en espacios de Sobolev, y en particular

para el espacio H (div; ().
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Trazas en H'(Q)

Dado un abierto acotado €2 de R™ con frontera poligonal I', de acuerdo a la
Definicion 1.3.3, el espacio de Sobolev de orden 1 se define como

HY(Q) = {v e 12(): 2

& € L*(Q) Vie {1,2,...,n}},

ov

5 € L?*(92) se entiende en el sentido distribucional.
T

donde, la pertenencia de

En lo que sigue, denotaremos por D(€2) al espacio de funciones de clase C§° sobre
algtin abierto que contiene a Q. El clasico Teorema de trazas en H'(Q) requiere del

siguiente resultado previo.

Teorema 1.3.1 (Desigualdad de Trazas) Sea 2 un abierto acotado de R™ con fron-

tera poligonal T 5y sea 7y : D(Q) — L*(T') la aplicacion definida por

Yo(p) :==¢lr Vo € D(Q).
Entonces, existe C > 0, tal que
Ivo()llr2y < Cllellm@ Ve € D(Q).
Al operador ~, se le llama operador traza.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Trazas en H'(Q))) Sea Q0 un abierto acotado de R™
con frontera poligonal T'. Entonces, la aplicacion vy : D(Q) — L*(') se extiende
por continuidad y densidad a una aplicacion vy : H'(Q) — L*(T") lineal y acotada,

tal que

w(p) = ¢lr Ve e D).
La funcion yo(p) € L*(T') se llama la traza de ¢ € H'(2) sobre la frontera de Q.

Cuando no exista confusion, se denotara por ¢|r o simplemente por .

El espacio H'/?(T")

Denotamos por HY2(T'), y lo llamamos espacio de trazas sobre la frontera, al
rango de 7o, es decir, H/2(T) := vo(H*(Q)) C L*(T), el cual es provisto de la norma
el gr1/2(ry := f{|Jv]| g1y s v € H'(Q) tal que v(v) = ¢} Vo € Hl/Q(F).

De la definicién anterior, se sigue que

o) ey < llwlla@ — Yw e HY(Q).
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Trazas normales en H (div; Q)

Denotamos por H~'/%(T") al dual de H'/?(T"). Dado un funcional F' € H~'/?(T"),
usualmente su evaluacion en un elemento ¢ € HY2(T") se escribe como (F, ¢), esto

(F,p) :=F(p) YoeHD),

razoén por la cual (-, -) se denomina paridad dual de H~/2(I") y H'/?(T"). Desde ahora

en adelante, denotamos por v al vector unitario normal exterior a la frontera I'.

Teorema 1.3.3 (Traza normal de H(div; Q2)) Sea Q2 un abierto acotado de R™ con
frontera poligonal T'. Entonces, existe un operador lineal, acotado y sobreyectivo
v @ H(div; Q) — H=Y(T) tal que para cada T € [H(Q)]", v (T) se identifica

con Yo(T) - v mediante el producto escalar de L*(T).

Integraciéon por partes e identidad de Green

De la densidad de D(Q2) en H'(Q2) y el Teorema de trazas obtenemos el siguiente

resultado.

Teorema 1.3.4 (Fdrmula de integracion por partes) Sea £ un abierto acotado de

R™ con frontera poligonal T'. Entonces, para todo v,w € H'(Q), se tiene

ow ov
v =— [ w + v w)y; YVie{l,2,...,n},
[vom == [wgm s [ o)t Vie (1,2m)
donde, v; es la componente 1-ésima del vector normal v.

De los resultados anteriores se deduce la identidad de Green en H (div; Q).

Lema 1.3.1 (Identidad de Green en H(div; Q) ) Sea Q un abierto acotado de R"

con frontera poligonal I'. Entonces, se tiene

(w(m) () = [

T-Vv+/vdiv7' Vv e HY(Q), VT € H(div; Q). (1.3.3)
Q Q

1.3.4. Triangulaciones

En esta seccién abordaremos aspectos basicos concernientes a mallas de elemen-
tos finitos e introduciremos notaciones que se utilizaran a lo largo de este trabajo.

Para mas detalles se recomienda consultar, por ejemplo, [43].
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Definicion 1.3.5 (n-simplez) Sea {ay, ..., a,} una familia de (n+ 1) puntos en R",
tales que los vectores {a; —ag, ..., a, —ag} son linealmente independientes. Entonces,
la cdpsula convexa generada por {ay,...,a,}, se llama un n-simplex no degenerado

de R™. Los puntos {ag, ...,a,} son llamados vértices.

En particular, un simplex en R? es un tridngulo y en R? es un tetraedro. Debido
a ello denotaremos un simplex por 7. En lo que resta de la seccion, supondremos
que 2 € R”™ es el interior de un poligono o poliedro, segiin sea n = 2 o n = 3,

respectivamente.

Definicién 1.3.6 Se llama triangulacion (o malla) de Q0 a un conjunto finito de

n-simplex Tp, :== {11, ..., T}, tal que
» T es un poliedro de R™ Vj € {1,...,N}, con interior no vacio.
» Q=U{T:T €T}
» Para cada T;,T; € Ty, coni # j, TZﬂT] =0.

» Toda cara de T es una cara de otro poliedro T; o bien es una parte de la

frontera de Q2. En el primer caso, se dice que T; y T; son adyacentes.

Decimos que una triangulacion es conforme si la interseccion de dos elementos
en Ty es vacia, o un vértice en comun o un lado en comin. Esto no es necesario para
el método de Galerkin discontinuo, en el que incluso se admiten mallas que posean

nodos colgantes.

Denotamos por hr el didmetro del elemento T' € T, y asi, el tamano de la malla
es dado por h := méax{hr : T € T,}. Notamos que h denota simultaneamente un
indice de la triangulacion T;, y el tamano de la malla. Se dice que una familia de
triangulaciones {7 }r>0, es reqular (o shape-regular) si los elementos de cualquier
Tn no se denegeran, es decir, que no se estiran ni se aplastan indefinidamente, esto
es, existe una constante independiente de h, tal que

hr
or

donde, pr es el diametro de la mayor bola n-dimensional inscrita en 7.

<C VT €Ty,
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Dada una triangulacién 7, de Q, se define lado interior de T;, como 0T N OT",
con T, T" € T, elementos adyacentes. Y lado de frontera como 0T N OS). Denotamos

por:

Er: Lista de todos los lados interiores de 7.

&r: Lista de todos los lados de frontera de 7j,.

Ep: Lista de todos los lados sobre la frontera Dirichlet.

Ex: Lista de todos los lados sobre la frontera Neumann.

E = & U &r: Lista de todos los lados, o esqueleto, de los elementos en 7.
Ahora, para cada vértice z; de la triangulacion, se define
wj=U{T eT,:z; €T},
para cada T' € Tp,, se define
w(T) = Hw; 1 z; € T},
y para cada lado e € &, se define

w(e) :=U{w; : x; € e}.

1.3.5. Algunos resultados y desigualdades utiles

Ahora, introduciremos algunos resultados conocidos que serédn de gran utilidad.

Por simplicidad y por tratarse de resultados clasicos, no se incluyen demostraciones.

Funciones Burbuja

Dado un entero [ > 0 y un subconjunto S de R?, denotamos por P;(S) al espacio
de polinomios de grado menor o igual a [ en dos variables, definido en S. Luego,
dado un elemento T' € T, y e € E(T), con E(T) el conjunto de todos los lados de
T, se definen las funciones burbuja de elemento ¥y € P5(T") y de lado 1. € Po(T),

Cco1mo

¢T<x7y) =27 Al(*rvy) )\2($,y) )‘3<x7y) y we(x7y) = 4/\z<x7y) )‘j(x7y)>
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donde, A1, A2, A3 son las coordenadas baricéntricas de T" y (z;,y;), (zj,y;) son los
vértices que definen e. Las funciones burbujas ¢ y 1. satisfacen las siguientes

propiedades:
s 0<Yr<lenT  Ypp=0endT ysopypr CT.
 0< Y <lenw,:=U{T" €Tp:e€ E(T)}, ve=0en dw, y sop e C w.

Dado k € NU{0}, T" € T, y e lado de T, existe un operador de extension
L:C(e) = C(T), tal que para cada p € Py(e),

L(p) € Pe(T) 'y L(p)le =p.
En el siguiente Lema se entregan propiedades adicionales para ¢, ¥, y L.

Lema 1.3.2 Para cada triangulo T existen constantes cy,ca,c3,cq4 > 0, que depen-

den de k y de la forma de T, tal que ¥ q € Pp(T) y p € Pr(e), se tiene

1/2
197 all e < llalZer < enllvr? allZer (1.3.4)
e pll22e) < Ipl22ge) < c2 022 P32 (1.3.5)
cahe D22y < N0Y2 L) 22y < €3 he Ipll2ae) (1.3.6)

donde, h. es la longitud del lado e.

Demostracion. Ver el Lema 4.1 de [69]. O

Las siguientes desigualdades también serdn de gran ayuda.

Lema 1.3.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean {a;}?_, y {b;},, dos sucesio-

nes de numeros reales. Entonces,

n 12 ¢, 1/2
{2 09"
=1 =1

Lema 1.3.4 (Desigualdad inversa) Sea l,m € N U {0} tal que | < m. Entonces,

n

ZCLZ‘ bz

=1

para cada triangulo T, existe Ct > 0, que depende solamente de k,l,m y de la forma
de T, tal que
lalam(ry < Crhy ™ lqlmery V€ Pu(T). (1.3.7)



16

Demostracion. Ver el Teorema 3.2.6 de [43]. O

Lema 1.3.5 (Desigualdad de trazas discretas) Eziste Cp > 0, que depende sola-
mente de la reqularidad de la familia de triangulaciones, tal que para cada T € Ty, y

para cada e € E(T), se tiene
[vliZ2e) < Co e N0lliairy + he [VOlfaye} Vv € HY(T). (1.3.8)

Demostracion. Los detalles se encuentran en el Teorema 3.10 en [2]. a

1.4. Condiciones de borde Dirichlet

En esta seccion abordamos el problema de Poisson con condiciones de borde
Dirichlet no homogéneas. Comenzamos describiendo el problema continuo y dedu-

ciendo el esquema de Galerkin.

1.4.1. Problema continuo y esquema de Galerkin

Sea Q0 C R? un dominio acotado y simplemente conexo con frontera poligonal T'.
Dados f € L?(Q) y g € HY?(T"), consideremos el problema: Hallar u € H'(Q) tal
que:

—Au=f en(
(1.4.1)
u=g¢g sobrel.

Introduciendo una variable auxiliar o := V u en €, el problema (1.4.1) se rees-

cribe como el sistema de primer orden:

o = Vu enf(),
dive = —f en(Q, (1.4.2)
u = g sobre I'.

Para obtener la formulacién variacional mixta dual del problema (1.4.1), proce-
demos de la manera habitual: multiplicamos la primera ecuacién del problema por
un elemento 7 € H(div;?) y aplicamos la identidad de Green (1.3.3), considerando

que u = g sobre la frontera, asi

/Qa~7'+/gudiv'r:<7-.u,g>. (1.4.3)
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donde, (-,-) denota la paridad dual de H=/2(T") y H'/?(T") con respecto al producto

interior de L*(T") y v representa el vector unitario normal exterior a T'.

Por otro lado, multiplicando por v € L?(2) e integrando, la ecuacién de equilibrio

dive = —f en  se escribe como:

/vdiva' = — / fv  YveL*Q). (1.4.4)
Q Q

Asi, de las ecuaciones (1.4.3) y (1.4.4) deducimos que el problema consiste en:
Hallar (o,u) € X := H(div; Q) x L*(Q), tal que

a(lo,T)+b(T,u) = F(t V1 € H(div; Q),
b(o,v) = G(v) Yo e L*(Q),
donde, a : H(div; Q) x H(div; Q) — Ry b: H(div; Q) x L*(Q) — R, son formas

bilineales definidas por

(1.4.5)

a(p,T)r:/p-T,

Q
b(T,v) ::/vdiVT,
Q

y los funcionales lineales F': H(div; ) - Ry G : L*(2) — R quedan dados por

Usando la teorfa de Babuska-Brezzi se puede probar que (1.4.5) es un problema

bien propuesto. Lo cual presentamos en el siguiente resultado.

Teorema 1.4.1 El problema (1.4.5) tiene tnica solucion (o,u) € 3. Mds ain,

existe una constante C' > 0, independiente de la solucion, tal que
o || z(aiv; ) + l[ullzz@) < CLfllz2@) + gl a2y }-

Demostracion. Primero notamos que las formas bilineales a y b son acotadas. Sea
B : H(div; Q) — L*(Q) el operador lineal y acotado inducido por la forma bilineal

b, entonces

V:=N(B)={r € H(div; Q) : b(T,v) =0 Vv e L*(Q)}.
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De la definicion de b tenemos que / vdivr =0 VYo e L*(Q). Por lo cual, dado que
Q

T € H(div; Q) se concluye que divT € L*(Q). En particular, escogiendo v := div 7,

obtenemos

/ div T divr = ||div T||%2(Q) =0,
lo cual, implica que div T i 0, vy asf
V ={r e H(div; Q) : divT =0 en Q}.
Ahora, para todo 7 € V

a(r,T) = / o= 7 l2ae = 7B,

por lo cual, a es V- eliptica, con constante de elipticidad o = 1. Resta probar que b

satisface la condicion inf-sup, es decir, existe 5 > 0, tal que

b
wp M)

T = B||v]|L2(q)-
T eH(div; Q) HTHH(div; Q)

Para ello, definimos el espacio H}(Q) := {w € H(Q) : w =0sobre '} C HY(Q) y
dado v € L*(Q) se introduce un problema auxiliar: Hallar z € H{(£2), tal que
—Az=v en(,
z=0 sobre 09,

cuya formulacion variacional se reduce a: Hallar 2 € H}(Q), tal que

/Vz-Vw:/vw Vw e Hy(9).
Q Q

Por el Lema de Lax-Milgram, sabemos que este problema tiene tnica solucion, la
cual satisface

2]l 1) < cl|v]z2@), para algin ¢ > 0.
Ahora, definiendo T := —Vz, del problema auxiliar se obtiene que divT = v en
Q y dado que v € L*(Q) se sigue que divT € L*(Q), por lo tanto 7 € H(div; Q),

entonces
17|z aivi ) = {||:’:||2L2(Q) + ||CHV?||%2(Q)}1/2

= {HVZ||2L2(Q) + ||U||%2(Q)}1/2
{HZH?Hl(Q) + HUH%%Q)}W

<
< V@D vllzag):
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Luego,
wp T WE)
T eH(div; Q) “THH(div;Q) |

|?||H(diV;Q)
b(T,v)

T llzze
/ vdivT
_p3Ja
0]l 20
= B vl r2@),
con f := 1/4/(c*+1). Asi, se verifican las condiciones de la Teoria de Babuska-

Brezzi, por lo cual el problema (1.4.5) tiene tnica solucion. O

Con el fin de definir la aproximacion por elementos finitos de la solucion (o, u)
de (1.4.5), necesitamos introducir subespacios de dimension finita de H(div; §2) y
L*(Q). En lo que resta de la seccién, se asume que  es una region poligonal y
{Th}n>0 una familia regular de triangulaciones conformes de 2, hecha de tridngulos.
Asi, para cada elemento T' € 7Tj, definimos el espacio local de Raviart-Thomas de

orden r > 0

RTAT) = [PD)? @ 2P(T) € [Py(T)] Ve eT.

Ademas, definimos los espacios de aproximacion

H :={ve L*Q):v|lr € P(T), VT € Tu}, (1.4.6)

HY ={r e H(div; Q) : 7|lr e RT.(T), VT € Ty} (1.4.7)

Asi, el problema discreto consiste en: Hallar (o, up) € 3y, := HJ x H}, tal que

a(dh,Th)—i—b(Th,uh):F(Th) VT}LEH}?,

(1.4.8)
b(O’h,Uh) = G(Uh) Yu, € H};

De acuerdo a lo anterior, se puede probar que el problema (1.4.8) esté bien plantea-

do. Para ello, es necesario introducir el siguiente operador.
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Sea IT}, : [H'(2)]* — HY el operador de interpolacion de Raviart-Thomas (ver
[35, 66]), donde para todo 7 € [H'(2)]?, IT} (7) € HY estéa definido por

/H’,;(T)-uv:/f-vv, Vee &, VYveP.(e) conr =0, (1.4.9)

/HZ(T) p= / T-p, YT €T, Vpe[P (D) conr>=1.  (1.4.10)
T T
El operador II} satisface las siguientes propiedades de aproximacion.

Lema 1.4.1 Eumisten constantes ¢1,¢a,¢3 > 0, independientes de h, tales que para

cada T € Ty, se tiene
7 =TGPl < &0 [rlimrye V7 € [HMQ)P, 1<m <rt1, (14.11)
para cada T € [H™(Q)]?, con divT € H™(Q),
|div(7 — II, (7)) || L2y < E2 by [div T |gmy 0 <m <r+1, (1.4.12)
y para todo e € &,
|7 v = (1) - Ul < s h2 el V7€ MO, (14.13)
donde T, € T;, contiene el lado e en su frontera.

Demostracion. Los detalles de la prueba se encuentran en [35] o [66]. 0

El operador de interpolacion II} puede ser definido como un operador lineal
y acotado desde el espacio H(div; Q) N [H*(Q)]* a HY, para todo s € (1/2,1], y

ademés, del Teorema 3.16 en [58] para cada T' € Ty, se cumple que
HT — H;L(T)H[LQ(T)P < Ch% {H’TH[Hs(Q)P + Hle THLQ(T)} VT €T,
Usando (1.4.9) y (1.4.10), se deduce
div(IT; (7)) = P; (div(T)), (1.4.14)

donde, P : L*(Q) — H}* denota la proyeccion ortogonal de L*(Q2) en H. Un
resultado conocido (ver, por ejemplo, [43]), es que para cada v € H™(2), con 0 <

m < r+ 1, se cumple

lv = P}l 2y < CHE Poligmry YT € T
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En el siguiente Teorema probamos la existencia y unicidad de solucion del pro-
blema discreto (1.4.8).

Teorema 1.4.2 El problema (1.4.8) tiene unica solucion (op,up) € Xy. Mds ain,
existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que
lonllaiv,a) + lunllzz@) < CLIfll2@) + gl mrzm }-

Demostraciéon. Sea B), : HY — H}' el operador lineal y acotado inducido por la

forma bilineal b para el problema discreto y
Vi, = N(Bh) = {Th < Hg : b(Th,Uh) =0 Vo, € Hﬁ}

Como div RT, = P, se puede escoger vy, := div T y luego, de la definicion de b, de

la misma forma que en el caso continuo, se obtiene que
Vh:{ThEHg:diVTh:O enQ}.
Ahora, para cada 1, € V},, se sigue

a(Th, ) = / o P L B

y por lo tanto, a es Vj-eliptica. Resta probar que b satisface la condicion inf-sup
discreta, es decir, existe § > 0, tal que

b
sup (Tha Uh)

o = Bllonllz2 )
TheHY HThHH(div;Q)

Para ello, dado v, € H}* se introduce el problema: Hallar z € H}(Q2), tal que

—Az=wv, enf),

z =0 sobre 9f2.

Por el Lema de Lax-Milgram, sabemos que este problema tiene tnica solucion. Se
define 7, := —Vz. Asi, del problema auxiliar se obtiene que divT, = v, en Q y
dado que v, € L*(Q) se sigue que divT), € L*(Q), por lo tanto 7, € H(div; ).
Para asegurar que el operador interpolante de Raviart-Thomas esta bien definido,
se utiliza un resultado de regularidad adicional asociado a la EDP (ver [57]). Asi,

z € H'(Q) N HY(Q), para algin s € (1/2,1] y se cumple que

2|1+ ) < ellvnllz2@)
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Luego, notando que como z € H'™5(Q), se sigue que 7, € [H*(Q)]* y
1Tnllizs @z < cllvnllz2@)-
Entonces, I} (7,,) € HY y de (1.4.14), se deduce que
div(Il; (7)) = P (div(Ty)) = P (vp) = v, Yo, € H.
Por otro lado, del Lema 1.4.1 se sigue que

"H;L(?h)H%{(div;Q) = |’Hz<:’:h)“%2(ﬂ) + HdiV(HZ(?h))”%Z(Q)
< CFnllZz) + llvall 2
< (C + Dl|vnl 72
Asi,
I (Tw) [ E@ivi) < Cllonll2@),

con C := (C + 1)¥2. Luego, para cada v, € H}, se tiene

sup b('Th, Uh) 2 bgHAh(Th), Uh)
merg |Tulla@ivie) ~ 1L (Tw) [ @iv 0

/ Up, le(HZ(:l'\h))
Q

vrllz2@)

=

= 5”7}hHL2(Q)7

con 3 := C~!. Asi, se verifican las condiciones de la Teoria de Babugka-Brezzi version

discreta, por lo cual el problema (1.4.8) tiene tnica solucién. O

1.4.2. Analisis de error a posteriori

En esta seccion desarrollamos un anélisis del error a posteriori del problema
discreto (1.4.8), siguiendo el analisis de [13] (ver también [22]), basado en una pro-
yeccion de Ritz del error y en una cuasi descomposicion de Helmholtz. Comenzamos
introduciendo algunas notaciones y resultados preliminares.

Primero, fijamos el vector unitario normal exterior a T vr := (v1,15)", vy de-
notamos por ty := (—wy, ;)" su correspondiente vector unitario tangencial. Para
simplicar la notacién, cuando no de pie a confusion, se utilizara v y t en vez de v

y tr, respectivamente.



1.4 Confiabilidad del estimador 23

Por otro lado, sean Ty T” dos elementos adyacentes de T, y @ un punto arbitrario
sobre un lado interior e = 9T'NIT" € &;. Sean w y T funciones escalares y vectoriales,
respectivamente, suaves en cada elemento 7 € 7Tj,. Denotamos por (wre,Tr.) la

restriccion de (wr, 7r) a e. Asi, dado e € & se define el salto de w y T en @ € e, por
[[’LU]] = Wre —Wrre Y [[T]] = Tre tT + TT! e * tT/.

En los lados de frontera e € &r, se define [7] := 77, - tr, donde T' € Ty, tal que

OT Ne # (. Dado un campo escalar suave v y un vector 7 = (71, 72)", se definen

curlv .= @ —@ t
“\oy 0x)

Ahora, sea I, : H(Q2) — X}, el operador interpolante de Clément introducido
en [44], donde X}, := {v € H'(Q) : v|r € PA(T) VT € Ts}. En el siguiente Lema se

presentan las principales propiedades de aproximacion del operador Ij,.

Lema 1.4.2 FExisten constantes ¢4, C5 > 0, independientes de h, tales que para cada

v € HY ), se tiene

||U — Ih(U)HHm(T) < ¢y th_m |U|H1(w(T)) VYm e {0, 1}, VT € 77” (1415)

HU — [h(U)HLQ(e) < 65 hi/Q |U’H1(w(e)) Ve e 5, (1416)

donde, h. denota el tamano del lado e € £.

Demostracion. Para ver los detalles de la prueba nos referimos a [44]. a

Confiabilidad del estimador

Sea (o,u) € ¥ la tnica solucion del problema (1.4.5) y (o, up) € 3y, la tnica
solucion del esquema de Galerkin (1.4.8). Definimos el producto interior de ¥ de la

manera usual, es decir

<(p7 w)= (T7U)>2 = (P, T)H(diWQ) + (va)LQ(Q) V(p, U)), (T,U) €X,
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cuya norma inducida es dada por

I )2 = {7 @) + Iol72@)} ' V(r0) €.

Definimos la proyeccion de Ritz del error con respecto al producto interior de X,

como el tinico elemento (&, u) € X, tal que
((,a),(T,v)s = A((e — op,u—uy), (T,v)) V(T,v) €,

donde, la forma bilineal global A : 3 x 3 — R es la inducida al sumar las ecuaciones

del problema (1.4.5), esto es
A((¢, w), (1,0)) := a(C, T) + b(T,w) + b(C,v) V(¢ w), (T,v) € 3.

La existencia y unicidad del par (&,u) € ¥ esta garantizada por el Lema de
Lax-Milgram. Ademés, las propiedades de las formas bilineales a y b implican que

A satisface la condicion inf-sup global, es decir, existe a > 0, tal que

A((¢ w), (T,v))
al|(¢w)s < #%’ez (T, )]s

V¢, w) € 3.

Lo cual permite acotar el error en términos de la proyeccion de Ritz, es decir

Al(o — op,u —up), (T,v))

al(c—op,u—upy)||s < sup

= (o, a)|s. (1.4.17)
0£(7,0)eS (T, v)||ls

Con el objetivo de hallar un estimador de error a posteriori confiable, de acuerdo
a la desigualdad anterior, se debe hallar una cota superior de la proyeccion de Ritz

del error. Para ello, cada 7 € H(div; ) se descompone como
divr =divrTg +d,

donde, 79 € M = {¢ € H(div;Q) : [,div¢ = 0} y d := \ﬁllfQ div 7. Notamos
que ||div7-||iz(m = ||diVT0||%2(Q) + d?|Q]. Ahora, dado que divTy € L3(f2), por el
Corolario 1.2.4 en [56], existe ® € [H(2)]* y ¢ > 0, tales que

div® =divry enQ y | ®|m < c|divr| i),

lo cual implica que

(o4 2)) 0w s (- 235)) )



1.4 Confiabilidad del estimador 25

con (a,b)" € Q fijo.
Invocando el Teorema 1.3.1 de [56], existe una funcién de corriente xy € H'(Q)

tal que

d [z —
T—®— B (z B Z) =curly en €. (1.4.18)

Ademas, existe una constante C > 0, tal que

IX|m1 @) + 1@l @ < C Tl 0)-

Asi, de (1.4.18) obtenemos la cuasi descomposicion de Helmholtz de 7, es decir,

T:curlx+<1>+c—l($_a).

2\y—>
Sea x5, := In(x), definimos la cuasi descomposicion de Helmholtz discreta de 7,
como
d _
74 = curly, + 11;,(@) + 5 <x Z) € He. (1.4.19)
y —_

Luego, se sigue que
T — 71, =curl(y — x) + ® — I} (®), (1.4.20)
y notando que div(curl(x — xz)) = 0, obtenemos
div(T — 1) = div(® — I} (P)). (1.4.21)

Por otro lado, dado que 3, es subespacio de X, testeamos el problema continuo
(1.4.5) con funciones (7, v,) € Xj, le restamos el problema discreto (1.4.8), suma-

mos las ecuaciones del sistema y asi deducimos la relacion de ortogonalidad siguiente
A((a—ah,u—uh),(ch,wh)) =0 V(Ch,wh) € Xy, (1.4.22)

Desde ahora en adelante para cada par (7,v) € X, se denota por (15,0) € 3, a
su par discreto inducido, con 7 definido por (1.4.19). Considerando que (o, u) y

(oh, up) son soluciones de los problemas (1.4.5) y (1.4.8), respectivamente, y teniendo
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en cuenta la relacion de ortogonalidad (1.4.22) con ({p, wy) := (74, 0), obtenemos

(
(@), (1,0))5 = Ao — 01,1 — wn), (7,0)) = A& — @y — ), (71, 0))
= A((o — op,u—up), (T —Th,v))
= A((o,u), (T —Th,v)) — A((oh, up), (T — Th,v))

={((t—71n) v,g9) — /fv—/Q (T —71) /Q pdiv(T —T4)
—/deivah

= Fi(T — 1) + Fa(v),
donde F; : H(div; Q) — Ry Fy : L*(2) — R son funcionales lineales y acotados
definidos por

Fip)i=(p-v.g)~ [ on-p [wdivp  Vpe Hdvi )
Q Q

Fy(w) ::—/Q(f—l—divah)w Yw € L*(Q).

Gracias a (1.4.20) y (1.4.21), F\ (7 — 7}) se reescribe como
Fi(r —71,) =(curl(x — xz) -v,g9) + (2 -1} (P)) - v,g) — / oy, - (curl(x — xn))
Q

_/Qah-(@—Hg(q:))—/Quhdiv(@—HZ(@))-

Integrando por partes el ultimo término, se sigue que

/Quhdiv(@—ﬂr Z /uhdlv (P — 11} (D))

TeT,

— Z{ /Vuh @-H;(@)H/am] up (@ — I(®)) - v

TeTh
+/ up (® — 117 (P)) -I/} .
oTNEr
Finalmente, reordenando los términos, obtenemos
Fi(t —74) = Ri(®) + Ra(x),

siendo,

Ri(®) :=((® —1I(P)) - v,9 — up) /Q (o, — Vuy) - (@ — 11} (P))

- /a u (B — (@) - v,

TeTh
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Ra(x) = {eurl(y — x) - v, g) — / o - curl(x — xn).

Ahora, el objetivo es acotar superiormente Fy(v), Ri(®) y Ra(x). Esto conduce a

los siguientes Lemas.

Lema 1.4.3 Para cada v € L*(2), se cumple

1/2
|Fa(v)] < {Z Hf+diV0'hHL2(T)} vl z20)-

TeT,

Demostracién. Sea v € L?(2). De la definicion de F, y usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz, se deduce facilmente que

B <Y

TeT,

< +divenlz vl
=

1/2
< {Z HerdiVUhH%%T)} vl 220,

TeTh

/T(f+divah)v

con lo cual se obtiene el resultado. O

Lema 1.4.4 Existe C; > 0, independiente de h, tal que

[R1(®)] < C {Z he llg = unllZeqe) + D e llundlfz

eefr eclr

1/2
+ > il - Vuhl\[?mm]a} 171 2 aiv: -
TETs

2

Demostracion. Puesto que ® € [H}(Q)]?, aplicando la desigualdad de Cauchy-
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Schwarz e invocando (1.4.13) se tiene

(@ = T0(®)) - v, g —w)| = |3 / (g — un)(® — TI(@)) - v

665[‘ €
<D g = unllzeo (@~ (@) - vlle
ecér
< C3 Z he'? |lg — unll2e) 1@ o2
ecér
1/2 1/2
< é {Z helg — uhuiqe)} {Z H@rlﬁmnz}
e€€r e€ér
1/2
C3 {Z hellg — Uh||%2(e)} 1@l e
e€ér

En vista que ||®|/jz1 )2 < C||7||a(div; o), se obtiene

1/2
(@ —IL(®)) - v, 9 —un)| < Cés {Z hellg — uhHiz(e)} 17|z (aivs - (1.4.23)

ecér

De manera analoga, aplicando (1.4.11) y (1.4.13), respectivamente, se obtiene,

1/2
Z/ (o — Vup) - (@ — I (®))| < {ZhTHah Vup||fra ey } 17| raivs )

TEeTy, T€eTh
(1.4.24)
1/2
S [ @) o) <ea{ Shllllio b o
TETh 6Tﬁ81 e€ly
(1.4.25)
La prueba se concluye de (1.4.23), (1.4.24) y (1.4.25). O

Lema 1.4.5 Euxiste una constante Cy > 0, independiente de h, tal que

[ R2(x)] < {ZhTHrotfthLz )+ > helllonlliza

TeT, ecly

) 1/2
+ ) he } 17| (divs 2)-
)

eESF L2(6

‘ d
o - —
B dtg
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Demostracion. Integrando por partes, se establece que

/O'h curl(x — xn) Z/ah curl(x — x»)
Q

TeTh

- Z{/ X — Xn) 10t Oh — (X — Xn, On - t>6T}

T€ETh
Por otro lado, considerando que curl(x — x) - v = d%(x — Xn) sobre la frontera I,
se sigue que

(curl(x — xn) v, g) = <jt(x Xh), g> <x Xh C;ltg>-

Reordenando los términos, obtenemos

Ry(x) =) {—/T(X-Xh)rot0h+/ (x — xn) [on]

T NEr

g (e )

Luego, invocando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y tomando en cuenta (1.4.15),

obtenemos
3 /I‘Oto'h X = xn)| < D lIrot onllzzery 1x = xallrcry
TET, TeTh
< &y Z hr ||rot 0'h||L2(T) |X|H1(w(T))
TeTh
1/2 1/2
C4 { Z h ||rot o'h”%?(T)} { Z |X|%11(w(T))}
TeT, TeT
1/2
<G { Z hi [[rot a-h”%Q(T)} X[m0
TeT,

Asi, usando que |X|g1(q) < C||T| H(giv; ), deducimos que

Z/rowh X = Xn)

TeT,

1/2
<ca { S 1 ot onagr, } 7o (1:4.26)

TeT

Analogamente, usando (1.4.16), obtenemos

1/2
Z /8ng1(>< - Xh) [[Uh]] < 665 {Z he H[[O'h]]H%g(e)} ”THH(div;Q), (1427)

TGE 6651
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y
1/2
d _ a1 "
> (X =xn) (o0t =g )| <CG > he ont— 17 || 2 aiv: -
TeT;, Y 9T Nér e€€r L2(e)
(1.4.28)
Luego, gracias a (1.4.26), (1.4.27) y (1.4.28) se concluye la prueba. O

En virtud de los resultados anteriores, se define el estimador

1/2
0= {Z n%} , (1.4.29)

TeT,
donde, para todo T € T,

77% = f +div Uh”%?(T) + h?r lon — VUhH izt hT [rot a'h||L2

+ D he {H[[uh]]Hiz(emg,) +lonlllZzene, + lg — unllZzene,)

ecE(T)
2
L2(ené&r) } .

En el siguiente Teorema presentamos el resultado principal de esta seccion, la

tllon-t— 2
dt

confiabilidad y eficiencia del estimador 7.

Teorema 1.4.3 Exzxiste una constante Cie > 0, independiente de h, tal que
(o —onu—up)lls < Cran.

Ademas, existe una constante Ceg > 0, independiente de h, tal que
iz < Cel| (0 — an,u —up)||7,

donde, para todo T € Ty [|(7, )7 = 173 aiv; ) + V1720 -

Demostracion. Invocando los Lemas 1.4.4 y 1.4.5, obtenemos

2

gy - t——g

[Fi(r =)l <O Z he {"H”hﬂ|’%2<e”gf)+' dat

ec&(T

eﬂcﬁ'p)

g = wnl32enery + Ilunl 2 |

1/2
+ 3 13 { ot aullagry + llow - whufpmp}} I a0
TETh
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donde C' := max{C4, Cs}. De la desigualdad anterior, el Lema 1.4.3 e invocando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene
1(7,9)[|s < cn

con ¢ := max{1l,C}. Asi, reemplazando en la condicion inf-sup global (1.4.17), se

deduce la confiabilidad de estimador 7, esto es,
H(U —Oh, U — uh)HZ < Crel n,

con Che = c/av.
La segunda parte de la demostracion, la eficiencia de 7, se probara en la siguiente

subseccion. O

Eficiencia local del estimador

Ahora, con el fin de probar la segunda parte del Teorema 1.4.3 y puesto que

f = —divo en €, se tiene
If + div o7z = [|div(e — on)llZz)- (1.4.30)

Lema 1.4.6 Euxiste una constante Cy > 0, independiente de h, tal que para cada
TeT,

hi llon = Vunlfaerye < Cu{llu = unllfoery + h7llo — onllfzgye}.  (1.4.31)
Demostracion. Definimos pj, := o5, — Vu, en T. De (1.3.4), deducimos que

1/2
lonllZ iy < o g pullP iy

—a1 [ (@n= Vi) (wrp)
=0 /T(a'h — Vu+ Vu—Vuy) - (Yrpn).

Considerando que o := Vu en {2, integrando por partes y usando que ¥y = 0 en

0T, obtenemos
ol <1 { [ @0 =) @ron) = [ V=0 @ron)
e [(on=a) o + [ (- waivwren}.
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

lonllF2ye < e {llo = anllizaye 1Vronlli2 @z + 1w — wnll 2y |div(Pron) 2 } -
Ahora, gracias a la desigualdad inversa (1.3.7), se sigue que

\/5 ||V(¢Tph) || [L2(T)]2=2
\/501 h;l ||¢Tph||[L2(T)}2.

[div(rpn)llL2) <
<

Luego, reordenando los términos y recordando que 0 < ¢ < 1 en 7', obtenemos

lonllfeiye < e {llo = anllizamyz + V2Crhy' [lu — wnl 2y} 1dr pallize e

<
< CH{lle = anllipzemye + byt lu = unllrzery } | owllipzerye,

con C' = max{cy, c; v2C;}. Simplificando | Pnll(z2())2, multiplicando por hp y ele-

vando al cuadrado, obtenemos
W llon = Vunlfep < C* {llu = unllr2ry + b llo = ol iz2iye ).
Finalmente, invocando la desigualdad
(a+b)*<2(a®+b*)  Va,beR, (1.4.32)
concluimos que
h?r lon — VuhH[QLQ(T)]Q < Ci{flu— Uh”%%T) + hcer‘T - Uh“[2L2(T)]2}a

siendo O} := 202. )

Lema 1.4.7 FExiste una constante Cy > 0, independiente de h, tal que para cada
TeT
h7. ||rot th||%2(T) < Gyllo — UhH[QL?(T)P' (1.4.33)

Demostraciéon. Definimos pj, := rot oy, en T'. Aplicando (1.3.4), considerando que
rot o = rot(Vu) = 0 en T e integrando por partes considerando que ¢y = 0 en 07,

deducimos

lonl 220y < 1 W;/QPhHi%T) =c /TYOt(Uh — o) Yrpn = 1 /T(Uh — o) - curl(Yrpn).
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la desigualdad inversa (1.3.7) y en

vista que 0 < ¥y < 1 en T, obtenemos

”thi?(T) <callon - U||[L2(T)]2 ||Cur1(¢TPh)H[L2(T)]2

cllon = o2z IV (@ron)llipz e
c1 Crht |lo = onlliecye [Vronl L2

<
< e Crhptllo = onllieaye llonll 2@
Asi, simplificando, multiplicando por hr y elevando al cuadrado, se sigue que
Wz lonll ey < Collo = anllfraiye,

con Cy = (¢; C1)% O

Lema 1.4.8 FExiste una constante C3 > 0, independiente de h, tal que para cada

e €&

he |[unlllZzie) < Cs{llu = unllZeq,) + hello — onlliyzu 2 - (1.4.34)

Demostracién. Dado e € &;, sean T, T' € Ty, tales que w, :=TUT' vy TNT =e.
Definimos wy, := [uy] sobre e y p. := . L(wp) V7, en w.. Notamos que p. €
H(div; we). Asi, aplicando (1.3.5), considerando que Ju] = 0 en &, e integrando por

partes, deducimos que

[wnll72 < e [ whH%@)

=0y /eﬂuh]] Ve L(wp)
— o [lun ] L)
= ¢y /eﬂuh—u]]peﬂ/:r

o {/we(uh—u)divpe—i-/wevh(uh—u)-pe}
= Cy {/we(uh—U)diVPeﬂL/we(thh—Uh)'Pe+/we(0h—0)'l)e}-
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Recordando que fwe = fT+ fT, y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

tenemos
[wnl|72e) < 2 {llu = unll L2y |div pell L2y + [lu — unll L2y [ div pell L2z
+ [lon — Vunll 2oz [|Pellizzcryz + llon — Vunllizamz | pell 2z
+llo = onllizmp lpelizzye + llo = anlliz2ampe el 22}
Por otro lado, de la desigualdad inversa (1.3.7), se sigue que
Idiv pellr2(ry < V2Cr b || pellipzcrye-
Ademas, dado que 0 < ¥, < 1 en T y de (1.3.6), obtenemos
1/2
lpellwzerye < 107 Liwn)ll 2y < e b2 wnll 2.
Puesto que la triangulacion es regular, se cumple que ¢; he < hy < €1 he, por lo cual
|pellizzamp < éhil” |Jwnll r2 o), (1.4.35)
con, ¢ := (c3/E)"?. De esta manera, para cada T € Ty, se tiene
Idiv pellz2cry < € b2 [lwnll 2(o), (1.4.36)
donde, C':= v/2C; ¢ Asi, de (1.4.35) y (1.4.36), resulta
lwnliFay <ea { € R llu = unllzacry + € bt lu = wnll ey
+éh;/2”0'h — vuh”[L2(T)]2 + éh;//QHO'h — Vuh||[L2(T/)]2

+éh;/2 ||O' - o'h”[L?(T)]Q + éth/,Q ||0' - o'h||[L2(T’)]2} ||wh||Lz(€).
Invocando el Lema 1.4.6, y dado que la triangulacion es regular, deducimos que
lwnll 2y < C {A 2w = wnll 2o + BE? lo = onllizz 2 }

siendo C := méx{(CAY + 4 ¢) ¢ co, (¢4 C €) €1 c2}. Finalmente, elevando al cuadrado

y multiplicando por h., se obtiene

hellwnlZagey < Cs {Ilw = wnllZaeny + 12 o = Oullfague |

con Cy :=2C2. O
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Lema 1.4.9 FExiste una constante Cy > 0, independiente de h, tal que para cada
e €&
he H[[o-h]]H%?(e) g C4 HU - O'hH[QL2(we)]2- (1437)

Demostracién. Dado e € &;, sean T,T' € Ty, tales que w, :=TUT' y TNT' =e.
Definimos wy, := o] sobre e. Aplicando (1.3.5), puesto que [o] = 0, e integrando

por partes, deducimos
w22y < 2 622 wnll3age
— 2 [ Lwn) [~ o]
= ¢ {/eweL(wh)(Uh —0)-tr+ /e%L(wh)(Uh — o) 'tT’}
—e{ [ el L)t - o+ [ votiw)mora |

Considerando que fwe = fT—l— fT, y gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

tenemos

[wnll72) < 2 {lleurl(ve Lws)|li2rye lo = onllipzayp + e L(wn)l 2y Irot onll L2

+ [Jeurl(ve L(wp) 22 o = onllizzye + [[Ye L(wn) || 22¢) [[rot on | L2 }-
Ahora, dado que 0 < 1/1;/2 < 1, y usando (1.3.6), obtenemos que
b L(wn) 2y < 5 B2 [[wnll 2. (1.4.38)
Aplicando la desigualdad inversa y (1.4.38), se sigue que

learl(e L(wn))lliz2ryz = 1V (e L(wn)) 2y
< Crhyt |[vhe L(wp)|| r2er)

AN
< ey hY2 Cr hpt|lwl| p2e)-

Puesto que la triangulacion es regular, se cumple ¢; h, < hy < ¢ he. Por lo tanto,

para cada T € Tj, se cumple
||curl(¢e L(wh)) ||[L2(T)]2 < é he_l/2 ||wh”L2(e)a (1439)
donde, C = c;,/Z C/é;. Del Lema 1.4.7, sabemos que para cada T' € Tj,, se cumple

[rot onll 2y < Cady ' byt o — onllpzrye-
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Combinando los resultados anteriores, elevando al cuadrado y multiplicando por h,,

obtenemos
he lwnl|Z20) < Callo = onllre (2

donde, Cy 1= (c2 C' + ¢ cé/Q Cyéy 2. O

Lema 1.4.10 FEuxiste una constante Cs5 > 0, independiente de h, tal que para cada

e€ér

hellg = unllZaqe) < s { e = willdagry + 2 llo = oullbare b, (14.40)
donde T, es un elemento que contiene un lado de frontera e € Er.

Demostracion. Sea e € & y T, € Ty, tal que e € E(T,). Dado que u = g sobre I" y

usando la desigualdad de trazas discretas (1.3.8), obtenemos
hellg = unllzaie) = he llu — unllZa (o)
< Cp {llu = unliZaqry + B2 19 (u = ) agr e |
= CD {Hu — uhl\%g(Te) + h? HO’ — oy +op — Vuh‘|[2L2(Te)]2} .
De la desigualdad triangular y aplicando (1.4.32), se sigue que
hellg = unlzgo < Co {lu = willdar, + 202 1o = onlzacrype
+2 hg ||0'h - VUh||[2L2(TE)]2} .
Puesto que la triangulacion es regular y el Lema 1.4.6, obtenemos
20 ||o — vuh||[2L2(Te)]2 <4CT & lu— UhH%%Te) +4C7 &2 b o — Uh“[sz(Te)]?‘
Finalmente, reordenando los términos, se sigue que
hellg = unlagey < Cs {lu = wnl3acry + B2 o = onlfiacrye |

con C5 == max{(1+4C2&*) Cp, (2+4C?&,° ) Cp}. O

Lema 1.4.11 Asumiendo que g € H'(T') es polinomial a trozos, entonces existe

una constante Cg > 0, independiente de h, tal que para cada e € Ep

2

d
ont— —

he
dt

< Cs llo = onllfpae:- (1.4.41)
L2(e)
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d
Demostracion. Seae € Ery T, € Ty, tal que e € E(T,). Definimos wy, := ah-t—%g

d
sobre e. Invocando (1.3.5) considerando que &g = Vu - t e integrando por partes,

se sigue que

lwn 720 < €2 107 wall 72
= ¢y /wewh(ah—Vu)-t

=0 Ve L(wp)(on — Vu) - t

oT.

=@{/;mmmuw»«a—w»+ o Lot |

Te

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la desigualdad inversa (1.3.7), el Lema
1.4.7 y (1.3.6), obtenemos

[wnll72) < 2 {Cr 07! lo = onllizmyz + lvot onll 2 } e Lwn) || 22 (r,)

<
< e e B0l (Cr + G)lo = aulliecrzllwnllzo.
De la regularidad de la malla, simplificando por |[wp| r2(e), elevando al cuadrado y

multiplicando por el factor h., se deduce
he [lwillZ2) < Cs llo = ol

donde, (5 := 52_2 cdes (Cr+ 021/2>2' -

De este modo, podemos concuir que prueba de la segunda parte del Teorema 1.4.3
es consecuencia de (1.4.30), (1.4.31), (1.4.33), (1.4.34), (1.4.37), (1.4.40) y (1.4.41).

1.5. Condiciones de borde mixtas

En esta seccion abordamos el problema de Poisson con condiciones de borde
mixtas. Comenzamos describiendo el problema continuo y deduciendo el esquema
de Galerkin. Para el tratamiento de las condiciones de borde utilizamos una técnica
de homogenizacion y seguimos las ideas dadas en [26] para tratar el dato en la

frontera Neumann.
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1.5.1. Problema continuo y esquema de Galerkin

Consideramos una particion de I' = I'p U Ty, con [I'p| > 0y I'y = I'\Ip.

Ademés, introducimos los espacios
HL (Q):={ve H(Q):v=_0sobrel'p},

Hp (Q) :={ve H(Q):v=0sobrel'y}

Hyy*(y) := {v]ry 1 v € HE ()},

Asi, dado f € L*(Q) y gn € H&]I/Q(FN), el problema de primer orden consiste en:
Hallar (o, u) tal que
o=Vu en €,

dive = —f en {2,
(1.5.1)

u=>0 sobre I'p,

o-V=gn sobre I'y,
\
donde v denota el vector unitario normal exterior a I'y. Sea o,, € H(div; Q) tal
que o, -V = gy sobre I'y. Luego, 6 = o +0,,,cono € H(div;Q2) tal que o-v =0

sobre I'y. Asi, el problema (1.5.1) es equivalente a

[ o=vVu- Ogn en €,
dive = —f en (),
(1.5.2)
u=20 sobre I'p,
o-v=>_0 sobre I'y,

con f = f +divoy,,. Ahora, con el fin de deducir la formulacién variacional del

sistema (1.5.2) introducimos el siguiente espacio
Hy:={r € H(div; Q) : 7-v =0 sobre 'y}.

Luego, la formulacion variacional mixta dual del problema (1.5.2) corresponde a:
Hallar (o, u) € Xo := Hy x L*(Q), tal que

a(o, )+ b(T,u) = m(T) VT € Hy,

) (1.5.3)
b(o,v) =1(v) Vv e L*(Q),
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donde las formas bilineales @ : Hy x Hy — Ry b: Hy X L*(Q) — R estan definidas
por
a(p, 1) ::/p-T Y (p,T) € Hy X Hy,
Q

b(T,v) = / vdivT V(7,v) € Hy x L*(Q),
Q

y los funcionales lineales m : Hy — R y [ : L?(Q) — R, definidos por

m(T) ::—/agN‘T VT € Hy,
Q

[(v) == —/va Vo e L*(9).

Gracias a la Teoria de Babuska-Brezzi podemos asegurar que el problema (1.5.3)

esté bien planteado.

Antes de definir el esquema de Galerkin, introducimos el siguiente subespacio de
dimension finita,
Hyy:={T € H] : 7 v =0sobre 'y}

donde, Hf es el espacio definido en (1.4.7). De acuerdo a lo anterior, y aplicando
la version discreta de la Teoria de Babuska-Brezzi, podemos asegurar que existe un

nico par (o, un) € Xpo 1= Hfy x H!, tal que

a(on, ) + 5(7‘, up) = m(T) VT e Hyy,

E(O'h,v) =1(v) Vo e HY (1.5.4)

1.5.2. Analisis de error a posteriori

Sea SZ;, : HY(Q) — V}, el operador de interpolacion de Scott-Zhang introducido
en [67], donde V}, := {v € H'(Q) : v|p € P1(T) VT € Tp}, construido de tal modo
que preserva la condicién de borde Dirichlet homogéneas y satisface las siguientes

propiedades de aproximacion.

Lema 1.5.1 Eumziste una constante ¢ > 0, independiente de h, tal que para cada
v € HY(Q), se tiene

HU - SZh(U>||Hm(Q) < 66 h%:m |U’H1(w(T)) Vm € {0, 1}, VT € 72 (155)
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Demostracion. Ver [67]. 0

Del Lema 1.5.1 y de la desigualdad de traza discreta (1.3.8), se deduce que existe

una constante ¢; > 0, independiente de h, tal que

||U - SZhHL2(e) < 67 hi/z |U|H1(w(T)) vT S 77L (156)

Confiabilidad del estimador

Sean (o,u) y (o, u) las unicas soluciones de los problemas (1.5.3) y (1.5.4),
respectivamente. Definimos la proyecciéon de Ritz del error, como el tinico elemento

(a,u) € X, tal que V (7,v) € 3, se tiene
((&,2), (T,0))s = A((o = o, u — up), (T,0)),

donde, la forma bilineal global A : 3 x Xy — R se obtiene de sumar las ecuaciones

de la formulacion variacional del problema (1.5.3), es decir,
A(¢ w), (1,0)) = (¢, 7) +b(T,w) +b(¢,0) V(¢ w), (T,0) € .

La existencia y unicidad del par (&, %) € X esta garantizada por el Lema de Lax-
Milgram. Ademas, las propiedades de las formas bilineales a(-,-) y l;(, -) implican

que fl(, -) satisface la condicion inf-sup global, es decir, existe & > 0, tal que

8 A , W), (7,0
alpw)s < sup AUpw)(Tv)
0A(T w)eX) || (T, U) ||2

v (p, U)) S 20.

Esto permite acotar el error en términos de la proyecciéon de Ritz, es decir

A((o — op,u —up), (T,0))

all(c—on,u—up)|s < sup

=[l(e,9)|=. (1.5.7)
0#(T w)EX) H(T,'U)HE

El objetivo ahora es hallar una cota superior de la proyecciéon de Ritz del error.
Asi, para cada T € Hy, definimos la cuasi descomposicion de Helmholtz (ver Lema
5.1 en [40])

T =curl y + @, (1.5.8)

donde x € H'(Q) y ® € [H} (Q)]?, satisfacen

div® =divr en () y curly-v =0 sobrel'y.
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Ademas, existe una constante C > 0, tal que

Ix Iz @) + @l @ < ClI7lla@ivo)-

Puesto que Cc% = curly - v = 0 sobre 'y, se deduce que x es constante sobre
I'y. Ahora, con el objetivo de conservar el valor de x sobre I'y, procedemos como
lo descrito en el Lema 5.2 en [40], y definimos x; := SZ(x), la interpolante de
Scott-Zhang de y. Notamos que x;, = x = ¢ sobre I'y. Esto implica
du _de

dt dt

por lo cual curlx; € Hy,. Ahora, definimos

curly, - v = 0 sobre 'y,

7, .= curl x;, + II(®) € HY,, (1.5.9)

donde IT; : [HY(Q)]>* = H 1o denota el operador de interpolacion de Raviart-Thomas.
Asi, de (1.5.8) y (1.5.9), se tiene

T — 15 = curl(xy — x») + ® — II;(®), (1.5.10)
y notando que div(curl(x — x5)) = 0, se llega a
div(T — 73,) = div(® — II;(P)). (1.5.11)

Por otro lado, no es dificil probar la condiciéon de ortogonalidad,

A((O’ —Op, U — uh), (Ch, U}h)) =0 V(Ch,wh) & Eh,o- (1512)

Desde ahora en adelante, para cada par (7,v) € Xy, se denota por (7,,0) € X g
a su par discreto inducido, con 7, definido por (1.5.9). Considerando que (o, u) es
la tinica solucion del problema (1.5.3), invocando la condicion de ortogonalidad con

(Chywy) = (T1,0) v de la linealidad y definicion de A, obtenemos
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donde Fy : Hy — Ry Fy : L2(©2) — R son funcionales lineales y acotados, definidos

por
Fip) == [(@n+an) o= [wdive  Vpe
Q

Q
Fy(w) ::—/(f—l—divah)w Vw € L*(Q).
Q
Cracias a (1.5.10) y (1.5.11), Fy (7 — 7) se reescribe como
Filr =) == [ (on+ ) curlic =) — [ (@0 +0,,) - (@ - 1T (@)
Q

— / up, div(® — 115 (®)).
Q

Integrando por partes el ultimo término y puesto que u, € Hy'p vy ® € [Hp (Q)]?,

obtenemos
/Quh div(® — II} (®)) = 7; /Tuh div(® — II} (®))
-x {~ [vu- @) [ @) 2

Asi, reordenando los términos, se sigue que

Fi(1m — 1) = Ri(®) + Ra(x),

siendo

Ry(®) == — /Q(a'h = Vuy + 0g) - (2 —TH(®) = > /mg up (® — I (®)) - v,

TeTh

Ry(x) = — / (o0 + Tgy) - curl(x — xn).

En los siguientes Lemas se establecen las cotas superiores para Fy(v), Ry(®) y
RQ(X)'

Lema 1.5.2 Para cada v € L*(Q), se cumple

1/2
|F5(v)] < { Z | f + div(es + agN)\|L2(T)} 0]l L2 (6

TeTh
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Demostracion. Seav € L*(Q). De la definicion de Fy(-), usando que f = f4div o,

y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos
B Y | [ +divlon+ o)
TeT, T

<D +divion + o) 2 0]z
TeTh

1/2
S {Z Hf_'_diV(O-h_l_UgN)H%?(T)} ]2 ()

TeTh,

con lo cual se obtiene el resultado. O

Lema 1.5.3 FEuxiste C' > 0, independiente de h, tal que

1/2
|Bi (@) < C { Y hillon = Vun + oyl + Y he I\[[uh]]lli2(e)} 17 2 aivs -

TET, ecéy

Demostraciéon. Sea ¥ := /(ah — Vuy, + a,) - (& — II,(®)). Invocando la des-

Q
igualdad de Cauchy-Schwarz y (1.4.11), obtenemos

U= |3 [(on= Vit o) - (@ - (@)
TeT, VT
<Y llon = Vun + oy |22 | @ — T5(®) 122
TeT,
<ér Y hrllow— Vu, + oyl (@ a2
TeTh

1/2
< él { Z h?p HO’h — Vuh + O-QNH[QLQ(T)]Q} ”q)H[Hl(Q)]?'
TeTh

En vista que ||®|/jz1)2 < C||T| miv; o), deducimos que

1/2
| <Cé {Z h7 ||0'h_vuh+0'gw||[2L2(T)]2} 71| 1t ) - (1.5.13)
TeT),

De manera analoga, aplicando (1.4.13), se llega a

1/2
<Cés{zheuuuhﬂui2<e)} Il aieson-

e€ly
(1.5.14)
La prueba se concluye de (1.5.13) y (1.5.14). O

up(® — I (D)) - v
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Lema 1.5.4 Existe C' > 0, independiente de h, tal que

[Ra(x)] < C { > b llvot(on + oy )iz + Y he llon + og, M7

TeT, e€ly

1/2
+ ) hell(on+oy) 'tHiQ(e)} 171l 2 aiv: -

e€€p

Demostracion. Integrando por partes, obtenemos

Ra== 3 [(on+ ) curll =)

TeTh

--y {/t (0h + T4) (X = X1) — (X = X0 (0 + 0y) 'W}

TeT,
— _T;r {/Trot(ah +0o4y) (X —xn) — /angl<X = xn) lon + ogy]

Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (1.5.5), se sigue que

< Z [rot(on + ogy )2y [IX = xull2er)
TeT,

> /Trot (on + o) (X — xn)

TeT

<és Y hrlrot(on + o)l x|
TeTh

1/2
< ég { S 1 frot (e, + agN>||%2m} Xy

TeTh

1/2
< Gs { > b |lrot(on + UQN)H%Q(T)} [l 0)-

TeT,

Notando que || x|/ #1) < C||7||a(aiv; ), tenemos

> /Trot(ah + 05 ) (X — Xn)

TET,

1/2
< Cig { A agN>|r%2<T)} Il aivsn-

TeT,

(1.5.15)



1.5 Confiabilidad del estimador 45

Por otro lado, invocando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (1.5.6), obtenemos

S [T+ anl| < X llon + ol I~ vl
Ner

TET, ecly
<ér Y h llon + ogdllize Il
el
1/2
<& {Z he [[[on + UgN]]H%z(e)} Xl @
e€€r

1/2
< ¢ {Z he |[on + GQN]]H%Q(e)} Xl ()

eclr

1/2
<Cé {Z he llon + UgN]]Hiz(e)} 171l 2 aiv: -
e€elr
(1.5.16)

Ademas, de forma analoga se deduce que

1/2
<Ceé { S he (0n+ ay) -t||22<6)} Il e -

ee€p
(1.5.17)
Luego, gracias a (1.5.15), (1.5.16) y (1.5.17) se concluye la prueba. O

Z/ (X = xn) (01 + Tgy) - &
TET;, oTNEP

Asi, en virtud de los resultados anteriores, se define el siguiente estimador
1/2
7= {Z ﬁT} , (1.5.18)
TeTH

donde, para todo T € T,

iy = f + div(es + o'gN)H%%T) +hillon + o, — VuhH[2L2(T)]2

1 rot(on + o) iy + 32 he (Il ey
ecE(T)

o+ 0D Banes) + 10n + Tor) - e -

En el siguiente Teorema presentamos propiedades del estimador 7.

Teorema 1.5.1 Sean (o,u) y (o, u) las unicas soluciones de los problemas (1.5.3)

y (1.5.4), respectivamente. Eviste una constante Crq > 0, independiente de h, tal
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que

(o —onu—up)|s < Cra.

Ademds, existe una constante C_'eff > 0, independiente de h, tal que
i < Cesy (0 —onu—up)llz VT €T

Demostracion. La confiabilidad de 7 se obtiene gracias a la desigualdad (1.5.7) y
a los Lemas 1.5.2, 1.5.3 y 1.5.4. La prueba de la eficiencia local de 7 es similar a
lo desarrollado en la seccion 1.4.2, para el problema de Poisson con condiciones de

borde Dirichlet no homogéneas. O

Estimador de error a posteriori del problema principal

Con el fin de deducir un estimador de error a posteriori para el problema principal

(1.5.1) procedemos como en [26]. Asi, dado un entero [ > 0, definimos
PZ<FNJL) = {p € LQ(FN) Ip‘e S P[(@) Vee EN},

donde Py(e) denota el espacio de polinomios de grado menor o igual a [ sobre e.
Ademas, definimos la proyecciéon ortogonal de L*(Ty), m : L*(Tn) — P(Tna),

como

/m(f)q:/ £q  Vqe R(Typ).
I'n I'n

Desde ahora en adelante, supondremos que gy € L*(I'y) e introducimos o, € Hy

*

9N
(0", u*) € X la tnica solucion del problema (1.5.2), considerando o7 = en lugar de

tal que o - v = m(gy) sobre 'y y o, v = 0sobre £ \ Ex. Denotando por

0., deducimos

(

o—o0"—o, =V(u—u") en 2,

div(c —o* —0o;,,) =0 en (2,
u—u"=0 sobre I'p,
\(&—a*—a;N)ﬁ/:gN—m(gN) sobre T'y.

De la dependencia continua del dato, tenemos

16— (o + o) u = 1w < Cllgx = 7o)l yorvz ey (15.19)
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Siguiendo a [26] y utilizando el argumento de dualidad, deducimos que

1/2
lgn = m(gm)l 172,y < € { > hellgy — oy - VHiz(e)} . (1.5.20)

e€EEN

En el siguiente Teorema se exponen las propiedades del estimador de error a

posteriori para el problema (1.5.1).

Teorema 1.5.2 Asumiendo que gy € L*(Ty), sea (&, u) la tinica solucion del pro-
blema (1.5.1) y sea (o}, u}) € X0 la unica solucion del problema discreto (1.5.4) y
considerando o7 en lugar de o, , de modo que (o}, + o7} ) - v = m(gn) sobre I'y.

Entonces, existe una constante Cye > 0, independiente de h, tal que

(6 — (o}, + 045,),u—up)llz < Cra

Ademds, existe una constante é’eff > 0, independiente de h, tal que para cada T € Ty,
con 0T NT'x = 0, tenemos

i < Cegy (0 — (o + 05, ), u — )|z,

1/2
= {Z 17:2,,} (1.5.21)

TeTh

con

donde, para todo T € Ty,

iir = ||f — div(e}, + U;N)H%%T) + hi |l — Vuy, + O';NH[zm(T)P
+ B3 |lrot(a + o ) ey + Y he {H[[U’;Z]]Hiz(emglﬂr ey + oy 72 ene
ecE(T)

+l(o} +03,) - t||L2(em5D) + lgy — oy, - VH%Z(eHSN)} :

Demostracion. Sea (0*,u*) € ¥y la tnica solucién del problema (1.5.2) con a7

en lugar de o,,. Aplicando la desigualdad triangular, se obtiene

(o= (o +04)u—up)lls <|[(6 = (0" + oy ), u—uw)|s+ (6" =y, u—w)ls.

(1.5.22)
La confiabilidad de 7 se obtiene acotando el primer término del lado derecho de
1.5.22 gracias a las desigualdades (1.5.19) y (1.5.20), y el segundo término de mane-

ra analoga a la prueba del Teorema 1.5.1. La prueba de la eficiencia de 77 es similar
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a lo desarrollado en la seccion 1.4.2 con algunas modificaciones. Ver [21] para més

detalles. O

Comentario 1.5.1 Suponiendo que gy es polinomial a trozos, adaptando la demos-

tracion del Lema 3.13 en [{7], para cada e € Ex se sigue que

he lon—03, w2 < € {16 = (@7 + 05, ) By + 12 [div(@ = (o7 + 05,0) i }-

9N

Lo cual implica la eficiencia local del estimador 1, para cada T € Tp.

Comentario 1.5.2 Suponiendo que gy es mds regular, por ejemplo gn € H*(e),

para cada e € Ey, deducimos que

hellgy — o5 - VT2 = he llgy — milgw)llize) < e ke llgnllzn o)-

Ello nos permite considerar este término residual como un término de orden supe-

rior, lo que también implica la eficiencia local del estimador ny, para cada T € Tp.

1.6. Ejemplos numéricos

A continuacion se exponen los resultados numéricos obtenidos utilizando la for-
mulaciéon mixta dual del problema de Poisson con condiciones de contorno Dirichlet
no homogéneas, expuestos en las secciones anteriores, y su correspondiente método

adaptativo. Todos los codigos fueron escritos en MATLAB.

Sea N el namero de grados de libertad (incognitas). Consideramos espacios de

aproximacion del orden mas bajo: RT (1) — Po(T'), por lo tanto
N = numero total de lados + nimero total de elementos.
A continuacion, definimos los errores totales e individuales como
eo(u) == |lu = upll2(), €o(0) = |lo = onlli2@)e, eav(o) = |div(e — on)lr2q)

y
e :={eo(u)’ + eo(0)’ + ean (o)},
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donde (o,u) € £y (op, up) € Xy, son las tnicas soluciones de los problemas (1.4.5)
y (1.4.8), respectivamente, para el caso de condiciones de borde Dirichlet.

Ademas, si e y €' corresponden al error de dos triangulaciones consecutivas,
con grados de libertad N y N’, respectivamente, y considerando que en 2D, h se

1/2

comporta como N~/“ entonces la tasa de convergencia experimental del error total,

se define como:
_ ,log(e/e)
= log(N/N)’

De forma analoga se definen las tasas de convergencia experimentales para los erro-

res individuales: ro(u), 7o(0) y Taiv (o).

Presentamos dos ejemplos. El primero de ellos tiene soluciéon exacta, con el ob-
jetivo de mostrar el comportamiento optimal en estos casos. Por otro lado, con el
fin de implementar un método de refinamiento adaptativo consideramos un segundo
ejemplo, cuya soluciéon viene dada en coordenadas polares. En este caso, la solucion
exacta pertenece al espacio H'72/3(Q), puesto que el gradiente tiene una singulari-

dad en el origen.

Dado el estimador 0 := } ;.. 62, utilizamos el siguiente algoritmo para el refi-

namiento adaptativo:
a) Comenzar con una malla gruesa 7.
b) Resolver el esquema de Galerkin en la malla actual 7.
c) Calcular el estimador 07 en cada elemento T' € 7.

d) Considerar un criterio de detencion y decidir si detener el proceso o continuar

al paso siguiente.

e) Usando el método blue-green, refinar los elementos 7" € Tj,, tal que

1
QT’ 2 §méX{0T T e 771}

f) Definir la malla resultante como la nueva malla 7Tj e ir al paso b).
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1.6.1. Ejemplo 1

Consideramos un ejemplo suave, donde € := (0, 1)? (ver Figura 1.1) y los datos f

v g, se calculan de modo que la solucién exacta es u(z,y) = (1—xz)(1—y) e 1° (@ +y?),

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 1.1: Malla inicial de 16 elementos y 44 grados de libertad. (Ejemplo 1).

Condiciones de borde Dirichlet

En la Tabla 1.6.1 presentamos los errores individuales y total, las tasas de con-
vergencia respectivas, para el refinamiento uniforme. El error eg(u) se comporta
como O(h?), mientras que las tasas de convergencia experimentales de los errores
individuales eg(o), eqiv(o) v el error total son optimales, es decir, se comportan
como O(h), lo cual concuerda con la estimacion de error esperados para el método.

Y ademas, el indice de efectividad e/n se mantiene acotado.

1.6.2. Ejemplo 2

Sean 2 := (—1,1)?\[0,1] x [~1,0] un dominio en forma de L (ver Figura 1.2),
f =0y g se escoge de modo que la solucién exacta, en coordenadas polares, es
dada por u(r,0) := r?/3sin(26/3).
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‘ N H eo(u) ‘ ro(u) H eo(o) ‘ r(o) H eqiv(0) ‘ Tdiv(0) H e ‘ r H n ‘ e/n ‘
44 3.6771e-02 - 5.3588e-01 - 2.5831e-01 - 5.9602e-01 - 1.8827 | 0.3166
168 1.0858e-02 | 1.8209 || 2.1580e-01 | 1.3578 || 1.6985e-01 | 0.6260 | 2.7484e-01 | 1.1556 || 1.3081 | 0.2101
656 2.8510e-03 | 1.9633 || 9.8595e-02 | 1.1501 || 8.7652e-02 | 0.9713 | 1.3195e-01 | 1.0773 | 0.6978 | 0.1891
2592 || 7.2231e-04 | 1.9985 || 4.8216e-02 | 1.0412 || 4.4158e-02 | 0.9980 || 6.5385e-02 | 1.0221 || 0.3241 | 0.2017
10304 || 1.8120e-04 | 2.0040 | 2.3972¢-02 | 1.0127 || 2.2121e-02 | 1.0017 || 3.2619e-02 | 1.0077 || 0.1537 | 0.2122
41088 || 4.5338e-05 | 2.0033 || 1.1969e-02 | 1.0043 || 1.1066e-02 | 1.0016 || 1.6300e-02 | 1.0031 || 0.0741 | 0.2199

164096 || 1.1337e-05 | 2.0020 || 5.9822e-03 | 1.0016 || 5.5335e-03 | 1.0010 | 8.1491e-03 | 1.0013 || 0.0363 | 0.2244

Tabla 1.6.1: Errores y tasas de convergencia del Ejemplo 1, con condiciones de borde

Dirichlet en una sucesién de mallas uniformes.
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Figura 1.2: Malla inicial de 12 elementos y 34 grados de libertad. (Ejemplo 2).
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Condiciones de borde Dirichlet

En la Tabla 1.6.2 presentamos los errores individuales y total, y sus respectivas

tasas de convergencia experimentales, para un refinamiento uniforme y adaptativo.

Segun lo esperado, observamos que la tasa de convergencia experimental de ey(o)

es del orden de O(h?3) para el refinamiento uniforme, y mejora a Q(h) al utilizar

un refinamiento adaptativo, ello debido a que la funcién considerada presenta una

singularidad en el punto (0,0). Asi mismo, en la Figura 1.3 presentamos refinamien-

tos de la malla inicial (Figura 1.2) obtenidos al implementar el método adaptivo,

vemos que el estimador localiza la singularidad de la funcién. Ademas, el indice de

efectividad e/n se mantiene acotado.

‘ N H eo(u) ‘ ro(u) H eo(o) ‘ r(o) H eqiv (o) ‘rdiv(a) H e r n ‘ e/n ‘
34 | 1.0743¢01| - | 4.9457¢01 | ~— || 1.0497e+00 | - 1.1653e+00 | — || 2.9594 | 0.3938
128 || 7.0151e-02 | 0.6430 || 2.6916e-01 | 0.9179 | 6.0918¢-01 | 0.8209 || 6.6968e-01 | 0.8358 | 1.9136 | 0.3500
496 | 3.5523e-02 | 1.0047 | 1.6780e-01 | 0.6977 || 3.2766e-01 | 0.9157 | 3.6983e-01 | 0.8767 | 1.2959 | 0.2854
1952 | 6.1766e-02 | 1.1483 || 1.0576e-01 | 0.6739 || 1.6775e-01 | 0.9773 | 1.9896e-01 | 0.9050 | 0.8213 | 0.2423
7744 | 6.9776-03 | 1.2204 || 6.6775¢-02 | 0.6673 || 8.4485¢-02 | 0.9955 | 1.0791e-01 | 0.8879 | 0.5142 | 0.2099
30848 | 2.9195¢-03 | 1.2607 | 4.2160e-02 | 0.6654 || 4.2329e-02 | 1.0001 | 5.9814e-02 | 0.8539 || 0.3214 | 0.1861
123136 | 1.1993¢-03 | 1.2854 || 2.6605¢-02 | 0.6652 || 2.1174e-02 | 1.0008 | 3.4024e-02 | 0.8152 | 0.2011 | 0.1692
N eo(u) ro(u) eo(o) r(o) eqiv (o) Taiv(0) e r n e/n
34 | 1.0743e-01| — | 4.9457e-01 | — || 1.0497e+00 | - 1.1653e+00 |  — | 2.9594 | 0.3938
128 || 7.0151e-02 | 0.6430 || 2.6916e-01 | 0.9179 | 6.0918¢-01 | 0.8209 || 6.6968e-01 | 0.8358 | 1.9136 | 0.3500
483 | 3.5654e-02 | 1.0193 | 1.6774e-01 | 0.7121 || 3.3721e-01 | 0.8907 | 3.7831e-01 | 0.8601 | 1.3100 | 0.2888
759 | 1.5978e-02 | 3.5516 || 1.0858¢-01 | 1.9244 || 2.8475e-01 | 0.7483 | 3.0517e-01 | 0.9507 | 1.1086 | 0.2753
1292 || 7.5962¢-03 | 2.7957 || 7.2589¢-02 | 1.5142 | 2.5097¢-01 | 0.4747 || 2.6137e-01 | 0.5822 | 0.9256 | 0.2824
2583 | 2.9006¢-03 | 2.7794 | 4.8280e-02 | 1.1773 || 1.5798¢-01 | 1.3364 | 1.6522¢-01 | 1.3242 | 0.6530 | 0.2530
3538 | 1.3228¢-03 | 4.9916 | 3.42400-02 | 2.1844 || 1.4420e-01 | 0.5799 | 1.4822¢-01 | 0.6901 | 0.5663 | 0.2617
6020 | 7.6128e-04 | 2.0788 | 2.4688¢-02 | 1.2308 || 1.1916e-01 | 0.7177 | 1.2170e-01 | 0.7418 | 0.4531 | 0.2686
10177 | 3.2119e-04 | 3.2873 || 1.8079e-02 | 1.1868 | 8.1910e-02 | 1.4280 || 8.3882e-02 | 1.4175 | 0.3407 | 0.2462
14064 || 1.9770e-04 | 3.0003 || 1.3995e-02 | 1.5831 | 7.3066e-02 | 0.7064 || 7.4394e-02 | 0.7421 | 0.2920 | 0.2548
23836 | 1.4432e-04 | 1.1931 || 1.0535e-02 | 1.0765 || 5.9739e-02 | 0.7634 | 6.0660e-02 | 0.7737 | 0.2324 | 0.2610
41025 | 6.7479-05 | 2.8002 || 8.0433¢-03 | 0.9941 || 4.0977e-02 | 1.3885 | 4.1759¢-02 | 1.3753 | 0.1731 | 0.2412
57727 || 4.64686-05 | 2.1845 | 6.4289¢-03 | 1.3119 || 3.6286e-02 | 0.7120 | 3.6851e-02 | 0.7322 || 0.1468 | 0.2511
94517 || 3.4920e-05 | 1.1589 | 5.0237¢-03 | 1.0004 || 3.0108¢-02 | 0.7571 | 3.0524e-02 | 0.7640 || 0.1183 | 0.2581
164467 || 1.7439¢-05 | 2.5069 || 3.8731e-03 | 0.9392 | 2.0587¢-02 | 1.3724 || 2.0949¢-02 | 1.3592 | 0.0875 | 0.2395

Tabla 1.6.2: Errores y tasas de convergencia Ejemplo 2, con condiciones de borde

Dirichlet. Refinamiento uniforme y adaptativo.
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Figura 1.3: Mallas intermedias correspondientes a 759, 3538, 10177 y 23836 grados de
libertad, del refinamiento adaptativo basado en 7 . Condiciones de borde Dirichlet.
(Ejemplo 2).
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Capitulo 2

Analisis de error a posteriori: método

de Galerkin discontinuo local

2.1. Motivacion

A pesar de que el método de Galerkin discontinuo local (LDG) se utiliz6 origi-
nalmente para resolver sistemas hiperboélicos no lineales [49], ha sido aplicado con
buenos resultados a problemas elipticos. Referimos por ejemplo, a problemas lineales
del tipo Poisson [42] y al problema de Stokes [48].

Recientemente, en el trabajo desarrollado en [19], se mostré que los operadores
salto y promedio, usados para definir los flujos numéricos en el esquema LDG, son
suficientes para aproximar H(div); lo cual permite reemplazar, por ejemplo, un es-
pacio local de Raviart-Thomas por un espacio de Lagrange discontinuo. Ademas, se
prob6 que la tasa de convergencia del método, al utilizar un operador de interpola-
cion de Lagrange no conforme, es optimal, como en el caso del método mixto dual
conforme clasico, en el que se requiere un operador de Raviart-Thomas o BDM para
aproximar H(div).

Este capitulo surge con el objetivo de realizar un analisis del error a posteriori
de [19] y desarrollar un esquema de refinamiento adaptativo para el problema de
Poisson con condiciones de borde Dirichlet y mixtas, utilizando elementos finitos de
Lagrange discontinuos y una formulacién mixta dual no conforme. Esto es, construir
un estimador confiable y eficiente, y realizar la correspondiente validaciéon numérica

del mismo, incluyendo los esquemas de aproximacion adaptativos.

95
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2.2. Discusion bibliografica

El método de Galerkin discontinuo local fue introducido en 1998 por Cockburn y
Shu [49], para resolver sistemas hiperboélicos no lineales. Sin embargo, se ha aplicado,
obteniendo buenos resultados, a problemas completamente elipticos. Por ejemplo,
el problema de Stokes [45, 48], las ecuaciones de Navier-Stokes [47] y problemas
elipticos no lineales [37]. Una revision del método LDG aplicado a problemas elipticos

es presentado en [41].

Por otro lado, en el contexto de formulaciones de Galerkin discontinuas estabili-
zadas, un analisis que permite aproximar la incégnita vectorial o en un subespacio
discreto de H(div; 7,) ha sido implementado en [15, 16, 17, 18|. Es asi que, utilizando
las definiciones estandar de flujos numéricos para el esquema LDG, los parametros
a'y 3, escogidos de modo que aseguran la estabilidad del método y una tasa de con-

vergencia optimal del mismo, se comportan como O(1/h) y O(1), respectivamente.

Posteriormente, en [24]| se propuso e implement6 un esquema de Galerkin dis-
continuo inusual, el cual requiere tres parametros para definir los flujos numéricos:
un parametro vectorial B (cuyo comportamiento es el estandar O(1)) y de dos pa-
rametros escalares « y v, donde, el primero se comporta como O(h) y el segundo
como O(1/h). El buen planteamiento del esquema que proponen los autores es es-
tablecido utilizando elementos finitos de Raviart-Thomas discontinuos y polinomios
discontinuos, es decir, gracias a las propiedades del esquema commutativo. En [19],
los autores testean el esquema desarrollado en [24] utilizando otro par de espacios de
elementos finitos, evitando el uso de las propiedades del esquema commutativo. Se
mostro que los operadores salto y promedio, usados para definir los flujos numéricos
en el esquema LDG, son suficientes para aproximar H(div); lo cual permite reem-
plazar, por ejemplo, un espacio local de Raviart-Thomas por un espacio de Lagrange
discontinuo. Ademés, se probo que la tasa de convergencia del método, al utilizar un
operador de interpolaciéon de Lagrange no conforme, es optimal, al igual que la tasa
de convergencia del método mixto dual conforme, en el que se utiliza, por ejemplo,

Raviart-Thomas para aproximar H (div).

El objetivo de este Capitulo es equipar al esquema LDG presentado en [19] con
el analisis de error a posteriori correspondiente. Se busca construir un estimador

confiable y eficiente, y realizar la validaciéon numérica del mismo, considerando refi-
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namiento uniforme y adaptativo. Como modelo trabajamos en la ecuacion de Poisson
en 2D, con condiciones de borde de tipo mixtas, puesto que una ventaja del mé-
todo LDG es la simplicidad para imponer las condiciones de borde. La solucién es
aproximada mediante una formulaciéon mixta dual no conforme utilizando elementos
finitos de Lagrange.

En estos ultimos anos, se han desarrollado diferentes tipos de anélisis de error
a posteriori para métodos de Galerkin discontinuos (ver, por ejemplo, 30, 38, 59,
61, 64]). En particular, mediante una descomposicion de Helmholtz adecuada, se
han desarrollado anélisis de error a posteriori para problemas lineales [17], para la
ecuacion de Darcy [18] y la ecuacion de Helmholtz [23].

El capitulo se organiza de la siguiente manera. Primero introducimos los elemen-
tos necesarios para obtener el esquema de Galerkin discontinuo local modificado y su
buen planteamiento. En la siguiente secciéon presentamos el anélisis de error a pos-
teriori para el problema. Finalmente, incluimos una secciéon de ejemplos numéricos,

con el fin de confirmar los resultados tedricos obtenidos.

2.3. Método de Galerkin discontinuo local

En esta seccion se deriva la formulacion discreta para el problema de Poisson
con condiciones de borde mixtas, aplicando un método de Galerkin discontinuo.
Comenzamos describiendo el problema e introduciendo definiciones y notaciones

necesarias.

2.3.1. Problema modelo

Sea € C R? un dominio acotado y simplemente conexo con frontera poligonal
I:=TpUTlyNy|lp|>0.Dada f € L*(Q) y condiciones de frontera gp € H/?(T'p)
v gv € L*(T'y), consideremos el problema de Poisson con condiciones de borde
mixtas:

—Au=f en (),
u=gp sobre I'p, (2.3.1)

Vu-v =gy sobre Iy,
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donde v representa al vector unitario normal exterior a I'. Para obtener la formula-
cion mixta dual procedemos de la misma forma que en el Capitulo 1, e introducimos
el gradiente o := Vu como una incognita adicional. Asi, el problema (2.3.1) consiste

en: Hallar (o, u) en los espacios apropiados, tal que:

p
o=Vu en (2,
dive =—f en (2,
(2.3.2)
U= gp sobre I'p,
oV =9N sobre I'y.

2.3.2. Resultados preliminares

Sea {Tn}n>o una familia regular de triangulaciones de € (con posibles nodos
colgantes), conformada por triangulos. Utilizamos la misma notacion del Capitulo
1, por lo que h denota simultdneamente un indice de la triangulacion 7y, y el tamano
de la malla. Suponemos que la triangulaciéon 7, es de variacion acotada, es decir,

existe una constante [ > 1, independiente del tamano de la malla h, tal que:

h
It L« l, (2.3.3)
hT/

para cada par de elementos T, 7" € T}, que comparten un lado interior.

Por otro lado, el método de Galerkin discontinuo se basa en el uso de aproxi-
maciones discontinuas. Por ello, sobre una triangulacion 7;, definimos los llamados

espacios de Sobolev quebrados, como
H(Tp) = {ve L*Q):v|lp € H(T) VYT €T},
con € > 1/2. De forma similar definimos el espacio H (div; 2) por tramos, como
H(div; Ty) == {1 € [L*(Q))* : 7|7 € H(div;T) VT € T,}.

También requeriremos del operador gradiente por tramos V;, : H(T,) — [L*(Q)]?,

tal que para cada v € H'(T}), se cumple que
(Vh ’U)’T =V (’U‘T) VT e 77”

y del operador divergencia por tramos divy, : H(div; T,) — L?*(f2), tal que para
cada T € H(div; Tp), se tiene que

(dth T)’T = div (’T|T) VT €T,
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Ademas, £,&1,Er,Ep v En se definen de la misma forma que el Capitulo 1.
Ahora, sean T y T" dos elementos adyacentes de 7, y @ un punto arbitrario sobre
un lado interior e = 9T N JT" € &£;. Sean w y T funciones escalares y vectoriales,
respectivamente, suaves en cada elemento 7' € 7Tp,. Denotamos por (wr.,7r.) la
restriccion de (wr, 7r) a e. Asi, dado e € & definimos los promedios y saltos de w

y T en & € e por

1
{w} = §(wT,e +wp ) vy [w] = wrevr + wy o v,

1
{T} = §<TT,€ + TT’,e) y IIT]] =Tre VT + TT! 0 - VTV,

y para todo e € &, definimos
{w}=w y [w]:=wv,

{r}=7 vy [r] =7 v

2.3.3. Formulaciéon LDG modificada

El objetivo es aproximar la solucién (o, u) del problema (2.3.2) por funciones
discretas (o7, up) en los espacios de dimension finita 3, x Vj,, definidos de la siguiente
manera

Y, ={r € [L*(Q)P: 7|r € [P(])]* VT € Tn},
Vi i={v e L*(Q) :v|r € Po(T) VT €T}
conk>0yr>1.

Ahora, obtenemos la formulacion variacional en cada T € T, y posteriomente

(2.3.4)

sumamos sobre toda la triangulacion 7. De esta forma, el problema DG consiste

en: Hallar (o, up) € 3p, x Vj, tal que

/ah-‘r—l—/uhdivr—/ uT -vr=0 VT1ed,,
T T T

/o’h-VU—/ va'-I/T:/fU VoveV,
T or T

donde, las funciones u y &, llamadas flujos numéricos, son aproximaciones de u y

(2.3.5)

o, respectivamente, sobre la frontera de T € 7,, y usualmente dependen de uy,, o,
y de las condiciones de borde. Se dice que los flujos numéricos son consistentes si

para cada v suficientemente suave en €:

ur(v) =vlegr 'y  o(v,Vv)=Vulsgr VT €Ty,
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y se dice que son conservativos si para (v, ) € HY(T,) x X := H(div; Tp)N[H(Ts))?
y para e € &r:

ur(v) = ug (v) y or(v,T)=0op(v,T) en e=0TNIT".

Ahora, para completar la formulacion Galerkin discontinua, consideramos el
planteamiento de [19], que a su vez esta basado en [62] y [42], y definimos los flujos

numéricos U := u(up, On, gp,gn) y & := o (up, on, gp, gn) para cada T € T, como
{un} = [un] - B =~ lon] sie €&,
Ure i= Jp sie € Ep, (2.3.6)

up —y(oh -V —gn) sie € En,

y
{ah}+[[ah]],3—a[[uh]] sie 65[,
o7, 1= o, —a(u, —gp)v sie € Ep, (2.3.7)
gN VvV sie € Ey,

donde las funciones escalares «, 7 y la funcién vectorial 3, a escoger de manera
apropiada, son univaluadas en cada e € £ y permiten asegurar la estabilidad del
método y deducir tasas de convergencia optimales para la aproximacion. Asi, defini-
mos a := ah, v :=7/h y B un vector arbitrario en R%. Consideramos que &@,7 > 0

son arbitrarios y definimos h como
L max{hr, hy} sie € &y,
' hT sie € gr.

De las definiciones (2.3.6) y (2.3.7), es claro que
{u}=u, [u]=0, {o}=0, [6]=0 ené&,

lo cual implica que los flujos numéricos definidos son consistentes y conservativos.
Por otro lado, sean w € Vj, y ¢ € ¥j. Entonces, se cumple la siguiente identidad
algebraica (ver |8, 36])

> [ wew=[ich 1wl [ (il (239
ter, Jor £ &
donde, para simplificar la notaciéon, se introducen las siguientes notaciones

L= [=X] [=2] v [=%]

e€Ey ec& ecEp V€ ecEnVE
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Asi, sumando sobre todo T" € Tj, integrando por partes la segunda ecuacion de
(2.3.5) y aplicando la identidad (2.3.8), se llega a

/Uh-T+/uhdthT—/ ﬂ[[‘r]]—/ uT-v=0,
Q Q Er Er

- [vivio - [01-@ -t + [l - [ 0@ -on-v= [ fo

Finalmente, reemplazando las definiciones (2.3.6) y (2.3.7) de los flujos numeéricos
y reordenando los términos, se obtiene la formulaciéon mixta dual discreta del método

de Galerkin discontinuo: Hallar (o, u) € Xj x Vj, tales que

CLDG(O'}“T) + bpg(’r,uh) = GDG<T> YT €& Zh, (2 5 9)
—bpa(oh, T) + cpa(up,v) = Fpg(v) VoueV,

donde las formas bilineales apg : ¥ X X — R, bpg : ¥ X H(T,) — Ry cpg :
He(Tn) x H(Ty) — R, se definen como

wilpr) = [ pors [ el + [ oo

bog(T,0) = /deiw—/&({v} 8 [f:m [7] "/gN”"”
evalow) = [ ICHC!

y los funcionales lineales Gpg : ¥ — Ry Fpg : H(T) — R, se definen por

Gpa(T) 32/ gDT'V+/ YINT -V,
ED SN

Fpa(v) ::/fv~|—/ agDv+/ gnN V.
Q Ep EN

2.3.4. Existencia, unicidad y estabilidad de la solucion

Con el fin de probar que (2.3.9) es un problema bien planteado, dotamos al

espacio Vj, con la norma L? estandar y sobre X, consideramos la norma dada por
2 . 2 1/2 2 1/2
ol = LI o + v 3oy + 1772 [l Bae, e - VT €S
Asi, definimos la norma || - [|pg : ¥ x L*(Q) — R, por

1/2
I olpa = {lITls+ ot} V(rv) €T x LAQ),
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Ademas, introducimos la aplicacion || - ||z : ¥ — R, dada por

1/2
soi= Il + 172 I llac ey ) YT ET,

lical

la cual se utilizara en lo que resta de la seccion. En el siguiente Lema exponemos al-
gunas herramientas de gran utilidad para probar existencia y unicidad de la soluciéon

del esquema (2.3.9).

Lema 2.3.1 Euzisten c1,co > 0, independientes de h, tales que
o) [0V {o}Foe S llvlfog Vv E VA
b) Hh1/2 [[U]H|[2L2(g)]2 <o HUH%Q(Q) Yo € Vi.

) I 7 vliae, S clTlfege YT e

Demostracion. De la definiciéon de promedio, h y utilizando que 7}, es de variacion

acotada, se sigue

1
I (e = 30 [ Blone+vr 3 [bfon

e€Er € ecér €

1
<53 [hlonl + o)+ Y [blenf

eclr € ecér €

[

TET,
ScC Z he [0l 22or)

TET,

donde ¢ depende de la constante [ de (2.3.3). Por otro lado, de la desigualdad de
traza discreta (1.3.8) y de la desigualdad inversa (1.3.7) definidas en el Capitulo 1,

obtenemos
[0l Z20m) < Cino hp' [0l 22y Y0 € Pu(T), VT € Ty, (2.3.10)
donde, Cj,, := Cp (1 + C?). Asi,

02 {o} 226y < e vl
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con ¢ := ¢ Cjy,. Ahora, de la definicion de salto y dado que v es unitario, se sigue

02 ey = 3 [lorevr+omevrf+ 3 [hlonvel

ec&r e ecér €
<23 [hlonf+ o) + Y [hlon,f
ec&r Ve eefr v €
<e Y hellvlizen,
TeTh

el item b) se concluye aplicando (2.3.10). Por otro lado, dado que v es unitario, de
la definicion de h y usando (2.3.10), se deduce

e, = 3 [P

e€Ep €

< Z he |17z o2
=

< Cino 1T [IF2 (e

con lo cual se concluye la demostracion. O

En el siguiente Lema exponemos algunas propiedades de las fomas bilineales y

de los funcionales del problema (2.3.9).

Lema 2.3.2 FExiste una contante C' > 0, independiente de h, tal que

lapa(T, )l < ClTllzollplse V(T p) e XX, (2.3.11)
bpa(T,0)| < CllTls vl  V(Tv) € Zx T, (2.3.12)
|CDG(U,IU)| <C HU”Lz(Q) ||w||L2(Q) V(v,w) eV, x Vp, (2.3.13)

Goa(T)| < C {72 gpllrxeny + 172 gnllzen } ITlls Y7 €Sy, (23.14)

1Fpa(v)] < C{|fllrz@ + 10" gpllizeny + 172 anllreen } 10llr2@) Vv € Vi
(2.3.15)

Demostracion. Sean 7, p € 3. De la definicion de apg y aplicando la desigualdad
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de Cauchy-Schwarz, se sigue

/T-p+/ 71/2[[7117”2[[/)]]’
Q ETUEN

< llz@llelzz) + 1772 Il ez vew 1y

lapa(T, p)| =

12 [[P]]||L2(&USN)

1/2
<{Ira@) + 02 11 ven ) {1220 + 11772 [oDlE2ge, vew) }

< Illso llollso-

1/2

Por otro lado, sean 7 € ¥ y v € V},. De la definicién de bpg, puesto que v :=4/h y

aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

b (T, v)| =

[eavir= [ 2y [ 78 b1y ]
Q ErUEN &

1/2

< o)l 2@y ldive 7|20y + 1772 {0t r2cer vem 172 I71 | 206 v en)
+ 118l ienz v 2 [l llipzenz v Trll c2cen
< o)l 2oy ldive Tl 2y + 72 102 {0t 2 vem 172 IT1 | 20es v en)

+ 1Bl ez T2 1Y [z e 02 [l 2.
Invocando el Lema 2.3.1 y reordenando los términos, se deduce

—1/2, 1/2

boe (T, 0)] < ol 2 Idiva 7l 20 + 72 e’ 0]l 2 VY27 - v 12w
o~ 1/2 1/2
+ A7V (e 1Bl en + ) 1ol 2y 1772 Il 2cen

< C ol 7],

con € = méx{1,772 ¢, 372 (& Bllp= (e + ")}
Ahora, sean v,w € V},. De la definicién de cpqg, dado que o := ah y aplicando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema 2.3.1, se sigue

/ a1/2 [[U]] &1/2 [[w]]
EUED

1/2

&' [l llizaguemzllet”? [wllzaeuenys
102 [w] | z2epz 02 [w] | z2cey:

<
<a
< Clllze@ w2,

donde C' := acy. Por otro lado, sea 7 € Xj. De la definicion de Gpg, de v e
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invocando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema 2.3.1, se tiene

/vl/zf-vvl/zgwr/ VP Py
5D SN

|Gpa(T)| =

1/2

TV v e 102 gpllzzen) + IV T vllzen 172 gnllzaen)

1/2 1/2 1/2

G cs' 1T llee) 1777 gplleeeny + 11V 77 7 vl L2y 12 gnllzzen)

VA/AN/A

CHIN2 gpllz2en) + 11772 gwllz2en } 17,

donde €' := méax{1,7~Y/2cy/*}.
Finalmente, sea v € V},. De las definiciones de Fpg, de oy 7, vy aplicando el Lema

2.3.1 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue

|Fpe(v)] = /fv+/ al/zgnozl/Qer/ gy
Q Ep En
< Nlollzae) 1 Fllzacy + @2 D2 vl ey 0! gpll e,
+ 37202 0| 2o 172 gnll2en)
< llza@) 1 22y + @72 e [0l 2@y lla? gpl 2(en)
+ 7726 o]l 2y 172 9 22y
< C A{lIfllz2@ + 1" gpllzen) + 177 gnllzen b 110llz2@),
con C':= max{1,a'/? 61/2’3—1/2 C}/Q}- -

En el siguiente resultados probamos el buen planteamiento del problema (2.3.9).

Teorema 2.3.1 Asumiendo que Vj, V}, es un subespacio de Xy, el problema (2.5.9)

tiene unica solucion (o, up) € Xy X V.

Demostraciéon. Dado que el problema discreto (2.3.9) es lineal y de dimension
finita, sera suficiente probar que si (o, un) € X, X Vj, es solucion del problema
homogéneo

aDg(O'h7T)—|—bD0(T,uh) =0 VT e Eh,
(2.3.16)
—ng(O'h, U) + Cpg<uh, U) =0 Vv e Vh,
entonces, esta debe ser la solucion trivial. Eligiendo v :=wu), € V, y 7 := o) € ¥j en

el problema homogéneo anterior, y sumando las ecuaciones resultantes, obtenemos

apc(on, o) + cpa(un, up) =0,
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es decir,

1/2 1/2

lonllizzye + 177 [onlllZze, uen) + 1o [unllfize, bepy = 0-

Esto implica que [o,] =0en ErUEN, o, =0en Q, Jup] =0en & y up = 0 en

Ep. Como consecuencia, oy, € H(div; Q) y u, € C(R2). Ahora, reemplazando estos

resultados en la primera ecuacion de (2.3.16) e integrando por partes, se concluye
/thh-T:O V1 e,
Q

y puesto que V,V} es subespacio de ¥, entonces es posible escoger 7 := Vjuy. Lo
cual implica que Vj,u, = 0 en Ty, es decir, u;, es constante en 7j,. Esto, junto al
hecho que [up] = 0 en & y u, = 0 en I'p, garantiza que u, = 0 en . Es decir, el
problema homogéneo (2.3.16) solo admite la solucion trivial. Finalmente, la existen-
cia de solucion del problema (2.3.9) es consecuencia de la Alternativa de Fredholm

en dimension finita. O

Ahora, el objetivo es presentar el analisis de error a priori del esquema (2.3.9)

aproximado por 3, X Vj,. Introducimos la norma en la cual se realizara el analisis,

1/2
1m0l = {1l + 1772 [, ey + 0l ) ¥ (7 0) € EXLAQ).

La tasa de convergencia optimal se muestra en el siguiente Teorema.

Teorema 2.3.2 Sean (o, u) y (o, up) las unicas soluciones de los problemas (2.5.2)
y (2.8.9), respectivamente. Asumiendo que ol|r € [HY(T)]* y ulr € H(T) con
t > 1/2, para cada T € Ty,. Entonces, existe Cep. > 0, independiente del tamarno de

la malla, tal que

2 min{t,k+1
(e = onu = wllhe < Corr Do A" 0|y + el | -
TeTh

Demostracion. Ver Teorema 2.7 en [19]. O

A continuacion presentamos la estimacion del error ||divy (o — o)l 22(q)-

Teorema 2.3.3 Sean (o, u) y (o, up) las inicas soluciones de los problemas (2.5.2)

y (2.3.9), respectivamente. Asumiendo que ol|r € [HY(T))?, dive € H(T) y ul|r €
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H'™T) cont > 1/2, para cada T € Ty,. Entonces, existe Cy > 0, independiente del

tamano de la malla, tal que

. 2min{t,k+1 .
Idivi(o—cn)lEze < Co D K™ o rye + iV o ey + Nulensry }
TeTh

Demostracion. Ver Teorema 2.8 en [19]. O

Comentario 2.3.1 La prueba de los Teoremas 2.3.2 y 2.53.3 requiere que divy X,
sea subespacio de Vy,. Esto se cumple al considerar que r < k+1 en (2.8.4). Lo cual,
sumado a que V V, es subespacio de Xy, (condicion utilizada para probar el buen
planteamiento del problema), lleva a concluir que r = k + 1. Es decir, el esquema

planteado permite utilizar [Pyy1(Th))?> X Pr(Tr), con k > 0.

2.4. Analisis del error a posteriori

En esta secciéon desarrollamos un estimador de error a posteriori para el es-
quema de Galerkin discontinuo local (2.3.9). Siguiendo el analisis de [23|, primero
utilizamos un problema auxiliar para acotar |u — up||2(q) y luego, aplicamos una
descomposicion de Helmholtz para obtener un estimador confiable.

El resultado principal de esta secciéon es presentado en el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.1 Sean (o,u) € H(div; Q) x L*(Q) y (on,un) € X x Vi, la unica
solucion de los problemas (2.53.2) y (2.3.9), respectivamente. Entonces, existe una

constante Ce > 0, independiente del tamano de la malla, tal que
H(U_a-h7u_uh>H2DG reln rel Z 77T
TeT,

Ademds, existe una constante Cery > 0, independiente del tamano de la malla, tal

que
7 < Cgff o —opn,u— Uh||2DG,T + h.o.t.,

donde

(@ = on = w)llbr = 0 = OnllEary + [divio = @)|[Zacry:

IV = un)lfape + 19210 = onlllZoorae,) + 10" Tu = unlllfe@oroe veyp:
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h.o.t. corresponde a términos de orden superior, y para cada T € Ty,

ngp = hz | f + AUh||2L2(T) + hr||lo - vr — Vuy, - VT”%Q(BT\FD) + yM? [[uh]]||[2L2(8Tﬁ51)]2

+ 7 (9 — Uh)||2L2(angD) + |If +div Uh||2L2(T) +hr||lo-vr — oy VTH%Q(E)T\FD)

1/2

+hrlrot oullzery + 1V lonllliz@orre, + b [(Vun = on) - tli2 om0,

(2.4.1)

La demostracion se divide en las siguiente dos subsecciones.

2.4.1. Confiabilidad del estimador

Comenzaremos encontrando una estimacion para ||e, || z2(q), donde e, := u—u; en
Q. Por ello, siguiendo las ideas descritas en [23| introducimos el siguiente problema
dual
—A¢p =e¢, enf),
¢lr, =0, dpdlry =0.
Puesto que e, € L*(Q2) sabemos que existe C' > 0y § > 0, tales que (ver [57])

(2.4.2)

1@l m2r2v5(0) < Clleullzy v IV Ollmrarsyz < Clleullz @) (2.4.3)

Ahora, sea I1y : H'(Q) — L?*(Q) la proyeccion constante a trozos, definida como

1

—/Z SiaTﬂFD:(D,
(Lo 2) |7 == 1Tz

(2.4.4)

0 en otro caso.

En el siguiente Lema presentamos propiedades de aproximacion del operador Ilj.

Lema 2.4.1 Sea ¢ € H'(R), entonces existe ¢ > 0, independiente de h, tal que
para cada T € Ty, se tiene

1Y — o ¥||2ry < chr |V Y| ip2er2,

% — o | 2oy < ¢ ha V3]l 22 ¢ype-

Demostraciéon. Ver el Lema 5.1 en [37] para mas detalles. O

Los siguientes Lemas se utilizardn para deducir un estimador de error a posteriori

para [[u — up|| 2.
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Lema 2.4.2 Sea z € Hp (Q) y Iy la proyeccion definida en (2.4.4), entonces se

tiene

Z/ Ve, -vr(z—1z) =
8T\T'p

/ (6 -vy —Vuy -vr)(z—1z). (2.4.5)
Ter. OT\I'p

TeT

Demostracion. Dado que Vu € H(div; ), z € H (Q) y [6] = 0 en &}, se sigue

Z/a V- VT_Zfng

TeTh T\FD e€EN

:Z/ZE-VT

eeln €

= Z/ 26 vr. (2.4.6)
TeT, /OT\I'p

Tomando v = 1 en la segunda ecuacion de (2.3.5), obtenemos la identidad

/Qf+/aT3-vT:0. (2.4.7)

Ahora, integrando por partes, se sigue que

/ VU-I/THO,Z:/V(ng)-Vu+/Hozdiv(Vu).
or T T

Considerando que (Il z)7 es constante en cada T' € T, y la identidad (2.4.7), dedu-

clmos

/ Vu-vpllyz = Hoz/ div(Vu)
T

~ oz [ f

/a (o2)5 - wr. (2.4.8)

Finalmente, usando que Iy z|r, = 0 y de (2.4.6) y (2.4.8), obtenemos

Z/ VU-I/T(Z—HQZ):Z/ o -vr(z—1Tgz2),
OT\T'p OT\T'p

TET;, TeT)

lo cual completa la prueba. O
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Lema 2.4.3 Sea ¢ € H} () la funcion del problema 2.4.2 y Il la proyeccion
definida en (2.4.4). Entonces se cumple

> [ata0=3 [0+ aume-100

TeTh TeTh

T Z/aT\FD(a"VT_VUh‘VT)<¢_HO¢)+/&{V¢}-[[uh]]—/ Vo - [gp — un].

TEeT, €p

(2.4.9)

Demostracién. Como ¢ € Hf._(€2), integrando por partes y puesto que (IIy ¢)|r es

constante en cada T € 7T} obtenemos

S [ecan = S { [ vu—myvo- [ w-mvo-v

TeTh TeTh

_ {/Twu—uh)-vw—nm)—/aT\FN(u—uh)w-yT}

TeT,

— {—/TA(u—uh)(qb—Hogf))-F/ (¢ — o ¢) V(u—up)

TeT, 8T\I'p

—/ (u—uh)ngS-l/T}.
OT\I'x

Tomando z = ¢ en el Lema 2.4.2 anterior y usando que —Au = f en (), se sigue

Z/Teu(—A¢)= >

TeTh TeTh

+/8T\FD(3‘VT—VUh'VT)(¢—H0¢> _/a

{ [+ au)e-m0

(u—wup) Vo - VT} : (2.4.10)

T\D 5
Finalmente, aplicando la identidad algebraica (2.3.8), puesto que V¢ € H(div; ),

u € HY(Q) y usando que u = gp en I'p, deducimos que

Z/@T\FN<U—U}L>V¢-VT:_ 51{v¢}'ﬂ“hﬂ+/gDV(b'[[gD—uh]].

TeTh

La prueba se concluye reemplazando la expresion anterior en (2.4.10). a

Teorema 2.4.2 Eriste una constante C' > 0, independiente de h, tal que

lu = un|| 720y < 2P =P Z s
T€eTh

.I/T
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donde, para cada T € Ty, se define

p = ||f + Aunl|Lory + hr |6 - vr = Vun - vrlaomr,,)

+ ||[[Uh]]||[2L2(aTms,)]2 +llgp — Uh”%Z(aTmsD)-

Demostracion. Siguiendo las ideas descritas en 23| (ver también el Teorema 1 en

[65]), es decir, aplicando el problema dual (2.4.2) y el Lema 2.4.3, obtenemos

= w2y = 5 / (u— ur) (~A0)

TeT

B 1;71 {/T(f + Aup) (9 — 1o ¢) + /BT\FD((AT -vp — Vuy, -vr) (¢ — I ﬁb)}
+ [ {Vo} - [un] — Vo - [gp — un].
&r e

Ahora, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema 2.4.1, deducimos

< Z 1f + Aupllz2(ry [|@ — To &l L2 (1)

Z/T<f+Auh><¢—Ho¢>

TeTh TeT,
<e Y hr|lf + Aupllra) VOl 2
TeTh
1/2
Sc {Z hallf + AuhH%Q(T)} V|2
TET,
(2.4.11)
Ademas, de manera anéloga obtenemos
Z/ (&'VT—VUh'VT)(¢—H0¢)
TeT, Y OT\'p
< Y W@ vr = Vun vl IVl e
TETh
1/2
< C { Z hT H(& Vr — Vuh . VT>||%2(8T\FD)} HV¢HL2(Q) (2412)
TET
Por otro lado, notar que (ver [55])
|wll 2ory < Cs b |l sy Yw € HY(T), (2.4.13)
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donde Cs > 0 depende solo de s > 1/2. Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y (2.4.13) con s = 1/2 + ¢, deducimos

>/ oRT

< Mluallliz2oroye IVl 2o

TET Ter,
< lundlizzereye 1 Vol waory
TeTh
<C Y Wy llundllizzemoe Vg ey
TeT,
<C ) bl | @llrser)
TeTh
1/2
<C { Z | [ ] ||[2L2(8T\F)]2} ||¢||H1+E(Q), (2.4.14)
TeT

con € = 1/2+ ¢§. De manera analoga, obtenemos

> /BT ) {Ve}-lgp — wnl| < lgp — unlllizzorarpyz Vllz2omy
n

TeTh D TeTy
<C Y nylllgp — v
X T Il9D Uh]]”[L?(aTmrD)]? | ¢||[H1/2+5(T)}2
TeTh
<C D oo — unllliz2@raroye 16l mer)
TET,
1/2
<C {Z Igp — uh]”|[2L2(8TmFD)]2} 1@l i+
TETh
(2.4.15)
Finalmente, la prueba se concluye de (2.4.11), (2.4.12), (2.4.14) y (2.4.15) e invo-
cando 2.4.3. a

Con el objetivo es encontrar un estimador de error a posteriori para ||o—aoy || 2 (o),

presentamos el siguiente resultado.

Lema 2.4.4 Eziste ¢y € Hp (Q) y x € H'(Q) con curlx -v =0 en Ty, tal que
o — o, =V +curly.

Ademds, existe una constante C > 0, independiente de h, tal que

VY22 + [leurl x|l izzy2 < Cllo — owllizz @2
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Demostracién. Procedemos como en el Lema 3.1 de [38]. Asi, sea ¢ € Hp (Q) la

tnica solucién débil del problema

—div(Vy) = —div(e — ) en
=0 sobrel'p, ViY-v=(o—0p) v sobrely.

Puesto que div(e — o5, — Vi) = 0 en €, en el sentido de las distribuciones, y se
asume que {2 es un dominio acotado y simplemente conexo la prueba se concluye

invocando al Teorema 1.3.1 y sus consecuencias en [56]. a

Lema 2.4.5 Sea ¢ € H%D(Q) la funcion del Lema 2.4.4, y sea Ily la proyeccion
definida en (2.4.4). Entonces, existe una constante C' > 0, independiente de h, tal

que

Z/ o — O'h gC{Zh%Hf—i-diVUhH%Q(T)

TeTh TeTh

1/2
+ Z hrl|o-vr —op- VTH%?((?T\FD)} VY22

TeT,

Demostracion. Procedemos como en el Lema 3.2 en [38] (ver también [17] y [18]).
Dado que (Ilg®)|r es constante en cada T' € Ty, ¢ € Hp () e integrando por

partes, obtenemos

Z/a‘ o) - Vi = Z/a o) - V(Y — o v))

T€ETH TETh
= Z { /leO’ o) (Y — ) + / (w—How)(a—ah)-uT}.
TET;, OT\T'p
Ahora, dado que dive = —f en 2 y siguiendo el procedimiento del Lema 2.4.2 con

z = 1, deducimos que

> [@-on-ve-3

T€Th TeTh

- <w—nw><a-w—ah-w>}.
OT\T'p

{/T(f T diveon) (e — T )
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Lema 2.4.1, obtenemos

3 /T (f + divon) (@ — Tow)| < 3 I + divoull e 1 — To ]2

TET, TeTh
<ec Z hr || f + div O'h||L2(T)||V77Z}||[L2(T)]2
TeT,
1/2
S {Z h ||f + diVUhH%Q(T)} IV |2 (2.
TeT

De manera analoga, deducimos

Z /8T\FD(5' "V —Op - VT)(w —How)|

TeT,

1/2
< C { Z hT ||6’ VU — Oy - VTH%?((?T\FD)} ||V@ZJ||[L2(Q)}2

TeTh

De ahora en adelante, y mientras no de pie a confusién, denotamos la proyeccion
constante a trozos Iy : H'(Q) — L?*(Q), tal que para cada z € H'(Q)

1

— | z sioT NT = (),
(Ip 2) | := ITI/T

(2.4.16)
0 en otro caso.

Hacemos notar que para esta proyecciéon se cumplen propiedades analogas a las

presentadas en el Lema 2.4.1.

Lema 2.4.6 Sea x € H'(Q) la funcion del Lema 2.4.4. Entonces, existe una cons-
tante ¢ > 0, independiente de h, tal que

Z /(0' —oyp)-curly < ¢ { Z <h% ||rot ah||%2(T) + hr ||(Vuy, — o) - tH%Q(BT)
TeT, VT TETh
1/2 2 1/2 2 1/2
2 unl 32 onen) + 1772 (90 = un)Baornen) )} leurd xlzze).

Demostracion. Usando que & = Vu en 2 y sumando y restando Vj,uy,, tenemos

Z/T(U_Uh)'curlxz Z/TV(U—Uh)'CUFIX+ Z/T(Vuh—ah)-curlx.

TeTh TeTh TeTh
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Gracias al Lema 4.4 en [17] sabemos que existe una constante C' > 0, independiente

de h, tal que
Z/ u—up)-curl x < C {7 [un]llizzene + 17790 — un)l2(en) } leurl x| 2 (q)-
TeTh

Para el segundo término, considerando que Il x es constante en cada elemento e

integrando por partes, obtenemos

Z/Vuh—ah curlX—Z/Vuh—ah -curl (x — Iy x)

TeT TeT,

—Z{/mtahx I x) — /6T(X—Hox)(Vuh—ah)-t}.

TeTh

Invocando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y las propiedades de Il y, se sigue

que

< Z [rot ol 27y Ix — Ho X[l r2(r)

Z/rotah x — Iy x)

T TETh
<) hrllrot onll ez IVl
TET,
1/2
C{ Z hi [|rot Uh”%?(T)} IV xllz2 -
TeTh

De manera analoga, obtenemos

Z/ X — o x)(Vu, — o) - t

TeT,
1/2
C{ Z hTH(Vuh—ah) 'tHLQ(é)T)} HVXH[LQ(Q)]Q
TeTh
La prueba se concluye uniendo todo y notando que ||Vx||z2(y2 = ||curl x|[z2(q) en
2D. O

Teorema 2.4.3 Eriste una constante C' > 0, independiente del tamario de la malla,

tal que
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donde, para cada T € Ty, se define

= |1f + divoullL gy + he 16 - vr = on - vellonr,,)
+ 17 ot oulfay + hr [(Vun — an) -t orne,) + 10" Tunl 2 orne 2

1/2

+ 1172 (9 = wn) | F2@rren) + 1772 [onll72@rne,)-

Demostraciéon. Notando que,

o — O'hH[QLz(QHz = Z /T(O' — o) - (VY + curly).

TeT,

Aplicando los Lemas 2.4.5 y 2.4.6 anteriores, obtenemos

lo = onllirz@)2 < C { Z (h?r |f +div a-hH%Q(T) +hr|o-vr—on- VTH%Q({)T\FD)
TET,

+ i [|rot Uh||i2(T) + hr [|(Vup — o) - t||%2(aTm£,)

1/2
JF||71/2 [[uh]]H[QL?(aTmEI)]Q + ||71/2 (9p — uh)H%Q(aTﬂSD))} '
(2.4.17)
Dado que dive = —f en Q y [o] = 0 en &, deducimos

lo —ouls = llo - 0'h||[2L2(Q)]2 + || f +div Uh||%2(9) + yM? [[Uh]]||2L2(g,)-

La demostracion se concluye reemplazando (2.4.17) en la ecuacion anterior. a

La confiabilidad del estimador 7 se deduce de los Teoremas 2.4.2 y 2.4.3. La
segunda parte de la demostracion del Teorema 2.4.1 se probaré en la siguiente sub-

seccion.

2.4.2. Pseudo eficiencia del estimador

En esta subsecciéon probamos la pseudo eficiencia del estimador 7. Para ello se
utilizan las propiedades de las funciones burbujas ¥, 1. y del operador de extension

L descritos la seccion 1.3.5 del Capitulo 1.

Puesto que dive = —f en Q, u € H*°(Q) para algtn § € (1/2,1), u = gp sobre

I'p, los siguientes términos se acotan de manera directa

Hf +diV0’h||L2(T) = Hle(O’ — o-h)HLQ(T) VT e 77“ (2418)
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I fuadlzeere = 02 o = unlllgap Ve & (2.4.19)
I (g0 = w2y = I* (= ) lz2ey Ve € €p, (2420
1/2

IV lonlllze = 172 o — onllze Ve C & (2.4.21)

De ahora en adelante, introducimos f;, como una aproximaciéon de f tal que
|f = fullL2(r) tiende a cero, al menos, a la misma tasa que ||u — up||r2(r) a medida

que se refina la malla.

Lema 2.4.7 FExiste una constante C7; > 0, independiente de h, tal que para cada
TeT

h% 1f + AuhH%%T) <G {HV(U - uh)H[QL2(T)}2 + h2T If = th%Q(T)} . (2.4.22)
Demostracion. Aplicando la desigualdad triangular, deducimos que

If + Aup|| 20y = [|f = fo + fr + Dunll 2y < || f = fallezery + | o+ div(Vug) [ L2 ).
(2.4.23)
Definiendo zp, := f, + div(Vuy) y wp := ¢r 2, en T. Invocando (1.3.4) e integrando

por partes, obtenemos
1/2
lenllzaery < el 2l
—cr [ U+ dv(Tu) oy
T

=0 /(fh +dive — dive + div(Vuy)) wy
T

e { [th-nunt [TV [ 0V w) v,

De las propiedades de 17, sabemos que w, = 0 sobre 0T, e invocando la desigualdad

de Cauchy-Schwarz, obtenemos

zallZ2ery < e {1 = fullzaery lwsllzzery + 11V (w = wn) lizaerye 11V wolljzzerye } -
(2.4.24)
Por otro lado, aplicando la desigualdad inversa (1.3.7) y las propiedades de r,
deducimos

IVwsllizzrye < Crhg' [wsllzary < Crhg' [zl zaer).

Asi, reordenando los términos de (2.4.24) y simplificando, concluimos que

| fn + div(Vup)| 2y < E{Nf = fullezery + bt IV (w = wn) 2y }
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donde ¢ := méax{c; C1,¢1}. La prueba se concluye reemplazando lo anterior en

(2.4.23), elevando al cuadrado y multiplicando por h?. a

Lema 2.4.8 Dado e € E\Ep, sean T, T’ € Ty, tales que w, :=TUT yTNT =e
sie €& o bien, we :=T ye lado de T si e € Ey. Asumiendo que gy € L*(Tx) es
polinonial a trozos, entonces existe una constante Co > 0, independiente de h, tal

que para cada e € E\Ep

hell& - vr = Vun - vrl2a) < Cao {IVa(0 = un) e + o = OnllEagy

R [u = wnllz + B2 1F = fallia, + b2 divie = o) |22, -
(2.4.25)

Demostracion. Sea e € &;. De la definicion del flujo numérico &, deducimos

N 1

O -Vp = §(th,T Vr —Oop7 - VT/) + [[O'h]] B-vr—a [[uh]] vVt
= E(ah,T vr+ 0o Vr — 0 Vr —0oar V) + o] B-vr —alu] - vr
= (—% +03- I/T) lon] + onr - vr — afun] - vr.

De aqui,

|6 vr—Vupvr| 2 < C{llon]llze + (onr — Vun) - vz + lla [un]ll 2z} -
(2.4.26)

Definimos wy, := [o,] sobre e, invocando (1.3.5) e integrando por partes, obtenemos

[wnl|72) < ¢ [ will 220

., / [ — o e L(wn)

—of/ divian —a) v L) + [ (@ a) V. L)}

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y dado que / = / + / , tenemos
T !/

lwnllZae) < e2 {lldiv(e = on)llz2m) e Llwn)ll 2y + Idiv(e — on)ll2ermllve L(wn) || 2y

Hlo = anllp2@y IV (e Llwn) 2y + lo — anllp2@e |V (e Llwn)) 2z} -
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Invocando la desigualdad inversa (1.3.7), aplicando (1.4.38) y dado que la triangu-

lacion es regular, para cada T € 7T, deducimos
IV (e L(wn) liz2ryp < Cr bt v Lwn) |2y < &b wnlliz), — (2.4.27)

con ¢ == Crey/> . Asi, aplicando (1.4.38), (2.4.27), simplificando y sumando las

estimaciones correspondientes para Ty 1’, obtenemos
lonlllzze < & {h?||div(e = on)ll 2w + he 2 llo — onllpzwap ), (24.28)

donde ¢, := max{cy cé/z, ¢y co}. Ahora, para acotar el segundo término de (2.4.26),
definimos py, := o, - v+ — Vuy, - v sobre e. Aplicando la desigualdad (1.3.5), inte-

grando por partes y dado que dive = —f en T € T}, obtenemos

lonll o) < 2 142" pull 72 (o)

= ¢y /e(ah v — Vuy -v) . L(pp)
=C2 {/w div(ey — Viup) ve L(pn) +/

We

(on — Viun) - V(¢ L(Ph))}
=02 {/w div(ey, — o + o — Vu,) e L(pn)
- /we(ah — Vu + Vu — Vi) - V(9. L(ph))}

¢, { / div(a, o) i L) + [ divlo = Vau) v Lip)

We

+ [ (=90 VL) + [ Vit ) L)}
=2 {/w div(an, — o) Y. L(pn) +/ (—f = Apup) e L(pn)

We

+ [ (on=a) Vs + [ Vilu— ) L)}

Invocando Cauchy-Schwarz, las desigualdades (1.4.38) y (2.4.27), el Lema 2.4.7 y

reordenando los términos, se sigue que

oy - vr — Vg - vrl| 2 < & {hY?||div(o — on)|| 2w + B2 I — fallr2gen

+he ' llo = onllizeoe + he 2 1V = wn)lliz2e }
(2.4.29)
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con ¢3 = max{cy 011))/2, cém (1+¢),¢é, (c§/2 éc,' +¢1)}. Por otro lado, de las defini-

ciones de v y «a, y dado que [u] = 0, tenemos

o [unlll ) = ™20 2 Tu = wn]ll o) < e b2 |72 [u — un]ll2(e).  (2.4.30)
Luego, reemplazando (2.4.28), (2.4.29) y (2.4.30) en (2.4.26), obtenemos
16 - vr — Vu vl < & {72 lo = anllizz + he 2 Vil — un) 22

+hl2 || div(e — on) |2 + 12 L = full 2o + B2 102 Tu — un]ll 22 }
(2.4.31)

con 65 = méX{C (62 + 63), Cég, 064}
Por otro lado, sea e € &y, definimos wy, := gy — Vuy, - v sobre e. Considerando que
gn € L*(T'y) es polinomial a trozos, invocando (1.3.5) e integrando por partes, se

sigue que
HwhH%Z(e) S ||¢1/2 whH%Q(e)

~ s [lov =V va) v L

. /B(Vu v — V- vp) . Liwy)

., { /T div (Vi — Vug) e L(uwn) + /T V(u— ) V(i L(wh))}
= oo [ = T v L) + [ V- ) V0 L)}

Aplicando Cauchy-Schwarz, las desigualdades (1.4.38) y (2.4.27) y el Lema 2.4.7, y

reordenando los términos, obtenemos

lgn — Vun vl 2y < é {hY? | f = fallrzery + b 2 1V (u = wn) lz2erye }
(2.4.32)

con ¢g := max{(1+¢) cz cé/ (e cé/ ?&;'+¢)}. Finalmente, la prueba se concluye com-
binando las desigualdades (2.4.31) y (2.4.32), elevando al cuadrado y multiplicando

por h,. O

Lema 2.4.9 Asumiendo que gy € L*(T'y) es polinomial a trozos, entonces existe

una constante C3 > 0, independiente de h, tal que para cada e € E\Ep
hello - vr — o VT||%2(6) < Cs {th(u - Uh)”{zm(wﬁ)]z + [lo — Cth[QL?(wG)P

R B = By + B2 15 = Fuleny + 12 div(@n = 0)2ac }
(2.4.33)
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Demostracion. Aplicando la desigualdad triangular, deducimos
HE’ V —0Op VHLQ(E) < HE’ VUV — Vuh . V”LQ(e) + HVuh V —Op - VHLQ(e)-

La demostracion se concluye elevando al cuadrado, multiplicando por h., de la des-
igualdad (2.4.29) y del Lema 2.4.8 anterior. O

Lema 2.4.10 FEuxiste una constante Cy > 0, independiente de h, tal que para cada

TeT
hz rot onl|Z2 ) < Callo — onll72m). (2.4.34)

Demostraciéon. La prueba es andloga a la demostracion del Lema 1.4.7. Se omiten

mas detalles. O

Lema 2.4.11 FEuxiste una constante Cs > 0, independiente de h, tal que para cada

e€&;
he ||(Vuh - G'h) : t||[2L2(e)]2 < 05 {HV(U - uh)||[2L2(T)]2 + ||0' - o-h||[2L2(T)}2} . (2435)

Demostracion. Dado e € &, sea T € Ty tal que 9T Ne # (. Definimos wy, :=

(Vu — o},) - t sobre e. Invocando (1.3.5) e integrando por partes, se deduce
[wnll72) < c2 [ will 720

— ¢, / e L(w)(Tup — o7) -t
=02 {—/TCUI'I(% L(wy)) - (Vup — on) — /T%Ue L(wy) rot Uh)}
— e {= [ewnl. L)) (Vo -0+ 0 —an) = [ Lwroten) .

Dado que o = Vu en T y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos
[wnll7z <c2 {([IV(w— w2y + llo = onlliz2ayz) llcurl (e L(wn))lliz2 @2
+|rot oal| p2r) [¢e L(wn) |2y } -
Invocando las desigualdades (1.4.38) y (1.4.39), el Lema 2.4.10, deducimos
lwnllr2e) < C {h 2V (u = wi)[iz2eryp + he V2 o = onlliae }

con C' := max{c; C, ¢y (C'+ cé/ ? C’i/ &7}, La demostracion se concluye elevando al

cuadrado y multiplicando por h,. O

Finalmente, la eficiencia del estimador de error a posteriori es consecuencia de
(2.4.18), (2.4.19), (2.4.20), (2.4.21), (2.4.22), (2.4.25), (2.4.33), (2.4.34) y (2.4.35).
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2.5. Ejemplos numéricos

A continuacion se exponen los resultados numéricos obtenidos utilizando la for-
mulacion de Galerkin discontinua local del problema de Poisson con condiciones de
contorno mixtas, expuestos en las secciones anteriores, y su correspondiente método

adaptativo. Todos los codigos fueron escritos en MATLAB.

Sea N el numero de grados de libertad. Consideramos espacios de aproximaciéon
del orden mas bajo: [P1(T5)]* — Po(Ts), por lo tanto

N = 7x numero total de elementos.

Con respecto a los parametros que definen los flujos numéricos, fijamos 3 := (1, 1),

v:=1/hy a:=h. A continuacion, definimos los errores totales e individuales como

1/2

/
eo(u) = u = unll 20, €o(0) = {llo = oullEaye + 172 [0 = oull3aeen) }

ediv(0) = ||divy (o — o) 12(00), € :=||(6 —on,u—un)|pa,
donde (o, u) € H(div; Q) x L*() es la tnica solucién del problema continuo (2.3.2)

y (on,up) € Xy X Vj, es la tnica solucion del problema discreto (2.3.9).

Ademés, si e y e’ corresponden al error de dos triangulaciones consecutivas,
con grados de libertad N y N’, respectivamente, y considerando que en 2D, h se

1/2

comporta como N ~/“ entonces la tasa de convergencia experimental del error total,

se define como:
_ ,log(e/€)
~ Tlog(N/NY)
De forma analoga se definen las tasas de convergencia experimentales para los erro-

res individuales: ro(u), 7o(o) y Taiv(0).

Presentamos dos ejemplos. El primero de ellos tiene solucién exacta, con el ob-
jetivo de mostrar el comportamiento optimal en estos casos. Por otro lado, con el
fin de implementar un método de refinamiento adaptativo consideramos un segundo
ejemplo, cuya solucion viene dada en coordenadas polares. En este caso, la solucion
exacta pertenece al espacio H'72/3(Q), puesto que el gradiente tiene una singulari-

dad en el origen.
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Dado el estimador 0 := ZTeTh 62, utilizamos el siguiente algoritmo para el refi-

namiento adaptativo:
a) Comenzar con una malla gruesa 7.
b) Resolver el esquema de Galerkin en la malla actual 7.
c) Calcular el estimador 07 en cada elemento T' € 7.

d) Considerar un criterio de detencion y decidir si detener el proceso o continuar

al paso siguiente.
e) Usando el método blue-green, refinar los elementos 7" € Tj, tal que

1
QT’ 2 §méX{9T T e 771}

f) Definir la malla resultante como la nueva malla 7j, e ir al paso b).

2.5.1. Ejemplo 1

Consideramos un ejemplo suave, donde € := (0,1)? y los datos f, gp y gn, se

calculan de modo que la solucion exacta es u(z,y) = (1 — z)(1 — y) e 0@ +v7),

En la Tabla 2.5.1 presentamos los errores individuales y total, y las tasas de
convergencia respectivas, considerando condiciones de borde Dirichlet, lo cual se
consigue al tomar |I'y| = 0 en el esquema discreto (2.3.9). En la Tabla 2.5.2 pre-
sentamos los resultados para el problema con condiciones de borde mixtas don-
de descomponemos I', la frontera de €2, en dos partes disjuntas definidas como
Iy :=10,1] x {0} U{0} x [0,1] y I'p :=T'\I'yn.

Los resultados del Ejemplo 1 ilustran el buen planteamiento y funcionamiento del
esquema. De acuerdo a lo esperado, dado que consideramos espacios de aproximacion
del orden maés bajo, el error total e individuales se comportan como O(h). Ademas,

el indice de efectividad e/n se mantiene acotado.



LN | el [l | enfo) | rio) | ewlo) |rale)| e [ r [ o | e/n |
28 1.3779e-01 - 3.4701e-01 - 1.4773e-+00 - 1.5237e+00 - 2.8313 | 0.5382
112 8.8188e-02 | 0.6437 || 5.1248e-01 — 1.5112e-+00 - 1.5982e+00 — 3.4834 | 0.4588

448 4.1781e-02 | 1.0777 || 2.5089¢-01 | 1.0305 || 1.1275e+00 | 0.4226 | 1.1558e+00 | 0.4675 || 2.3884 | 0.4839
1792 || 2.0923e-02 | 0.9977 || 1.1728e-01 | 1.0970 || 5.3856e-01 | 1.0659 | 5.5158e-01 | 1.0673 || 1.5199 | 0.3629
7168 | 1.0537e-02 | 0.9896 || 5.7678e-02 | 1.0239 || 2.6505e-01 | 1.0229 | 2.7145e-01 | 1.0229 || 1.0059 | 0.2699
28672 || 5.3015e-03 | 0.9910 || 2.8808e-02 | 1.0016 || 1.3258e-01 | 0.9994 | 1.3577e-01 | 0.9995 | 0.6860 | 0.1979
114688 || 2.6618e-03 | 0.9940 || 1.4420e-02 | 0.9984 || 6.6513e-02 | 0.9951 || 6.8110e-02 | 0.9953 || 0.4760 | 0.1431

Tabla 2.5.1: Errores y tasas de convergencia Ejemplo 1, con condiciones de borde

Dirichlet. Refinamiento uniforme.

LN | e [row | eo) [ re) | ewlo) [raie)| e | v [ n | e |
28 1.0337e-01 3.2876e-01 1.5014e-+00 1.5405 e+00 2.8570 | 0.5392
112 4.6782e-02 | 1.1437 || 5.1226e-01 — 1.5133e-+00 - 1.5983e-4-00 - 3.4793 | 0.4594

448 1.9761e-02 | 1.2433 || 2.5078e-01 | 1.0305 || 1.1271e+00 | 0.4250 | 1.1549e+00 | 0.4688 || 2.3874 | 0.4837
1792 | 9.2035e-03 | 1.1024 || 1.1727e-01 | 1.0966 | 5.3851e-01 | 1.0656 | 5.5121e-01 | 1.0671 || 1.5198 | 0.3627
7168 || 4.6519e-03 | 0.9844 || 5.7675e-02 | 1.0237 || 2.6504e-01 | 1.0228 | 2.7128e-01 | 1.0228 || 1.0059 | 0.2697
28672 | 2.3840e-03 | 0.9644 || 8.8074e-02 | 1.0015 || 1.3258e-01 | 0.9994 1.3569e-01 | 0.9995 || 0.6860 | 0.1978
114688 || 1.2143e-03 | 0.9733 || 1.4420e-02 | 0.9984 | 6.6513e-02 | 0.9951 | 6.8070e-02 | 0.9952 | 0.4760 | 0.1430

Tabla 2.5.2: Errores y tasas de convergencia Ejemplo 1, con condiciones de borde

mixtas. Refinamiento uniforme.

2.5.2. Ejemplo 2

Sean Q := (—1,1)*\[0,1] x [~1,0] un dominio en forma de L, f := 0, gp y gn
se escogen de modo que la solucién exacta, en coordenadas polares, es dada por
u(r, 0) := r?/3sin(20/3). Descomponemos T', la frontera de €2, en dos partes disjun-
tas definidas como I'p :=[0,1] x {0} U {0} x [0,—1] y I'y :='\I'p.

En la Tabla 2.5.3 presentamos los errores individuales y total, y sus respectivas
tasas de convergencia experimentales, para un refinamiento uniforme y adaptativo
del problema con condiciones de borde mixtas. En la Figura 2.1 presentamos refi-
namientos intermedios de la malla obtenidos al implementar el método adaptativo
basado en 7. Vemos que el estimador localiza la singularidad de la funcién exacta.

Ademas, en la Figura 2.2 presentamos los resultados del error global en norma L2,

/
eo(o,u) = {HU - 0'h||[2L2(Q)]2 + [y o~ O'h]]”%%g[us]v) + [Ju— Uh”%%g)} pala

los refinamientos uniforme y adaptativo versus el ntiimero de grados de libertad, en

escala logaritmica en ambos ejes. Hacemos notar que la divergencia de o de la fun-
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cion exacta es cero en 2. Razoén por la cual utilizamos el error eg(o,u) en lugar
del error global. Asi, en la Figura 2.2 observamos que al utilizar un refinamiento
adaptativo, se obtienen errores menores con menos grados de libertad que al utilizar
refinamiento uniforme.

Por otro lado, el estimador de error a posteriori 77 definido en el Teorema 2.4.1,
estd compuesto por nueve términos por elemento, entre ellos uno para los elementos
que poseen lados en la frontera Dirichlet. Mientras que el estimador de la formulacion
mixta dual conforme para aproximar el problema con condiciones de borde mixtas
desarrollado en el Capitulo 1, estd compuesto por siete términos por elemento. Al
igual que el estimador de la formulaciéon LDG inusual, contiene un término para los
elementos que tienen lados en la frontera Dirichlet. Ademas, posee un término para
los elementos que tienen lados en la frontera Neumann. Cuatro términos se repiten
en ambos estimadores: la norma de (f — divey,), rot oy, y los términos del salto de
o, v de uy. Sin embargo, en el estimador de la formulacion LDG estos dos tdltimos
términos estan multiplicados por un factor 1/h. Este factor es consecuencia de los

parametros que se utilizan para definir los flujos numéricos.
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‘ N H eo(u) ‘ ro(u) H eo(o) ‘ r(o) H eaiv(0) ‘rdiv(o') H e r H n ‘ e/n ‘
42 | 6.6619¢-01 |  — | 9.1033¢-01 | — | 6.9839e-01 | 1.3267e+00 |~ | 3.9410 | 0.3366
168 || 3.6865¢-01 | 0.8537 || 6.4355¢-01 | 0.5003 | 4.4746e-01 | 0.6423 | 8.6619e-01 | 0.6151 || 3.6488 | 0.2374
672 | 1.4787¢-01 | 1.3180 || 3.8815-01 | 0.7294 || 1.7297¢-01 | 1.3712 || 4.4994e-01 | 0.9450 || 2.7830 | 0.1617
2688 || 5.4580e-02 | 1.4379 || 2.1507¢-01 | 0.8518 || 6.8277¢-02 | 1.3410 | 2.3215¢-01 | 0.9547 || 2.0812 | 0.1115
10752 || 2.4724¢-02 | 1.1425 || 1.2349¢-01 | 0.8004 | 3.0831e-02 | 1.1470 | 1.2966¢-01 | 0.8404 || 1.5548 | 0.0834
43008 || 1.3404e-02 | 0.8832 || 7.8377¢-02 | 0.6558 || 1.3285e-02 | 1.2146 | 8.0617e-02 | 0.6855 | 1.2049 | 0.0669
172032 || 7.9586¢-03 | 0.7521 || 5.5502¢-02 | 0.4979 | 6.1409¢-03 | 1.1133 || 5.6405¢-02 | 0.5153 || 1.0063 | 0.0561
N eo(u) ro(u) eo(o) r(o) eav(o) | rav(o) e r n e/n
42 | 6.6619e-01 | — | 9.1033¢-01 | — | 6.9839e-01 | — | 1.3267e+00| — | 3.9410 | 0.3366
168 | 3.6865¢-01 | 0.8537 || 6.4355¢-01 | 0.5003 | 4.4746e-01 | 0.6423 || 8.6619¢-01 | 0.6151 || 3.6488 | 0.2374
672 | 1.4787¢-01 | 1.3180 || 3.8815¢-01 | 0.7294 || 1.7297¢-01 | 1.3712 || 4.4994e-01 | 0.9450 || 2.7830 | 0.1617
2646 || 5.54050-02 | 1.4325 || 2.1573¢-01 | 0.8571 || 7.1362e-02 | 1.2920 || 2.3389¢-01 | 0.9548 | 2.0994 | 0.1114
5068 | 4.5767¢-02 | 0.5881 || 1.7880e-01 | 0.5779 || 6.4010e-02 | 0.3346 | 1.9535¢-01 | 0.5541 | 1.8624 | 0.1049
7007 || 3.7201e-02 | 1.2793 || 1.5052¢-01 | 1.0627 || 7.6225¢-02 |  — 1.7278¢-01 | 0.7580 | 1.7886 | 0.0966
10255 | 3.0755¢-02 | 0.9994 || 1.2528¢-01 | 0.9638 | 7.5186¢-02 | 0.0721 || 1.4932¢-01 | 0.7664 || 1.6913 | 0.0883
11137 || 3.0980e-02 | — | 1.2169¢-01 | 0.7053 | 8.7306e-02 |  — 1.5294e-01 | — | 1.6627 | 0.0920
13923 || 2.6041e-02 | 1.5559 || 1.0021e-01 | 1.7396 || 1.0444e-01 | - 1.4707¢-01 | 0.3507 || 1.6306 | 0.0902
15085 | 2.6183¢-02 | — | 9.7462¢-02 | 0.6944 | 1.4219e-01 | -~ 1.7437e-01 | — | 1.4481 | 0.1204
43302 | 1.3127¢-02 | 1.3095 || 5.2653¢-02 | 1.1678 || 5.0579¢-02 | 1.9605 || 7.4181e-02 | 1.6209 || 1.0894 | 0.0681
47628 || 1.2727¢-02 | 0.6504 | 5.0833¢-02 | 0.7386 || 7.6994c-02 9.3135¢-02 1.0456 | 0.0891
121352 || 7.9424e-03 | 1.0082 || 3.2226e-02 | 0.9746 | 5.5750e-02 | 0.6904 | 6.4882¢-02 | 0.7730 | 0.8367 | 0.0775
159712 || 6.8435¢-03 | 1.0843 || 2.7049¢-02 | 1.2753 || 2.7070e-02 | 5.2604 | 3.8875¢-02 | 3.7297 | 0.7607 | 0.0511

Tabla 2.5.3: Errores y tasas de convergencia Ejemplo 2, con condiciones de borde

mixtas. Refinamiento uniforme y adaptativo.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis hemos desarrollado e implementado métodos de refina-
miento adaptativos basados en estimadores de error a posteriori, para ecuaciones
diferenciales parciales elipticas. En particular, usando como modelo el problema de

Poisson en 2D con condiciones de borde Dirichlet no homogéneas y mixtas.

En el Capitulo 1, con el fin de contextualizar, damos una revision de los resultados
existentes sobre estimaciones de error a posteriori utilizando esquemas conformes y
formulaciones mixtas. Mediante una proyecciéon de Ritz del error desarrollamos un
estimador de error a posteriori compuesto por siete términos por elemento, confia-
ble y localmente eficiente, evitando la hipotesis de saturacion y utilizando la norma
natural para el problema con condiciones de borde Dirichlet no homogéneas y mix-
tas. En particular, para las condiciones de borde mixtas utilizamos una técnica de
homogenizacion y seguimos las ideas descritas en [26] para tratar los datos de la
frontera Neumann. Asi, nuestro enfoque es diferente al presentado en [54], donde las
condiciones de borde Neumann se impusieron de manera débil mediante la intro-
duccién de un multiplicador de Lagrange. Desarrollamos los métodos adaptativos
respectivos, incluyendo validaciones numéricas. Vemos que el estimador de error a
posteriori es capaz de identificar la singularidad numérica de la soluciéon exacta y
contribuye a mejorar la calidad de la aproximacion. Cabe mencionar que en el caso
de condiciones de borde mixtas, los resultados son originales, puesto que no hemos
encontrado en la literatura un desarrollo sobre anélisis de error a posteriori para

métodos conformes con condiciones de borde mixtas.

En el Capitulo 2 describimos y aplicamos el método LDG inusual desarrollado

en [19]. Aqui se mostré que los operadores salto y promedio, usados para definir los

89



90

flujos numéricos en el esquema LDG, son suficientes para aproximar H (div). Desa-
rrollamos un analisis de error a posteriori para el problema de Poisson aproximado
mediante una formulaciéon mixta dual no conforme utilizando elementos finitos de
Lagrange. Puesto que una ventaja del método LDG es la simplicidad para impo-
ner las condiciones de borde realizamos el analisis inmediatamente con condiciones
de borde mixtas. Siguiendo las ideas descritas en [23| primero obtuvimos una cota
para ||u — up||z2(q) gracias a un problema auxiliar y posteriormente aplicamos una
descomposicion de Helmholtz para obtener un estimador confiable, compuesto por
nueve términos por elemento. Probamos la eficiencia del estimador en una norma
distinta a la norma natural. Esto se produce puesto que para deducir el estimador de
error a posteriori, utilizamos un resultado de [30] al momento de acotar el término
de la funcién de corriente y, que proviene de la descomposiciéon de Helmholtz del
Lema 2.4.4. En este trabajo, los autores definen los flujos numéricos con parame-
tros del orden tradicional, es decir, O(1/h), mientras que en el trabajo de [19], se
utiliza un pardmetro adicional con comportamiento O(h), que no ha sido estudiado
antes. A pesar de esto, desde un punto de vista practico, el estimador es confiable y
ademas, los resultados numeéricos incluidos para testear el algoritmo de refinamiento

adaptativo, muestran que es capaz de detectar la singularidad satisfactoriamente.

Por otro lado, al comparar el estimador desarrollado para el problema con condi-
ciones de borde mixtas utilizando una formulacién mixta dual conforme del Capitulo
1, con el estimador de la formulacion LDG del Capitulo 2, notamos que cuatro tér-
minos por elemento componen ambos estimadores. Particularmente, los términos de
los saltos de uy y o, para el caso del estimador de la formulaciéon LDG estan mul-
tiplicados por un factor 1/h como consecuencia del pardmetro 7 introducido para

definir los flujos numéricos.
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