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RESUMEN

En este trabajo desarrollamos una discretizacién mediante elementos virtuales para el proble-
ma de Brinkman formulado en términos de la funcién de corriente (también llamada funcién
de flujo) del campo de velocidad. Escribimos una formulacién variacional y proponemos una
discretizacién usando elementos virtuales de clase C! de orden arbitrario & > 2. La velocidad
se obtiene a través de un post-proceso de la funcién de corriente. Bajo suposiciones estandar
del dominio computacional, probamos estimaciones de error para la funciéon de corriente.
También establecemos estimaciones de error en las normas L? y H! a través de argumentos
de dualidad clésicos. Para k = 3, proponemos una estrategia para aproximar la presion del
fluido, a través de un problema de Poisson generalizado con dato proveniente de la funcién
de corriente, el cual se basa en una formulacién discreta con elementos virtuales de clase C°.
Ademas, bajo la hipdtesis de quasi-uniformidad de las mallas se establece estimaciones de
error en norma H' para la presién. Finalmente, se reportan algunos resultados numéricos
usando diferentes familias de mallas poligonales, los cuales ilustran el buen comportamiento

del esquema discreto y corroboran nuestros resultados teodricos.
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Capitulo 1

Introduccion

Los métodos de elementos virtuales (VEM) fueron introducidos recientemente en [5] como
una generalizacién del método de elementos finitos que pueden usar poligonos y poliedros
generales en el caso 2D y 3D, respectivamente, para resolver numéricamente ecuaciones

diferenciales parciales (EDP).

En [5] el método VEM se introduce para la ecuaciéon de Laplace en 2D y en dicho trabajo
se presentan las ideas principales del método. Una de ellas es que los espacios locales se
construyen de tal manera que incluyan polinomios de hasta cierto grado, por ejemplo, a los
polinomios de grado menor o igual a k, (el cual se denomina orden del método). Sin embargo,
los espacios locales también contienen otras funciones més generales, no polinémicas (que
generalmente son definidas mediante un operador diferencial) cuyos valores puntuales en
la practica no necesitan calcularse o evaluarse, lo cual les otorga el titulo “Virtual”. Otra
idea del método es que para generar esquemas calculables en mallas poligonales generales,
los grados de libertad se eligen de manera cuidadosa de tal modo que las correspondientes
proyecciones de las funciones test locales en el subespacio de los polinomios de grado menor

o igual a k, resulten calculables.

Una caracteristica importante del enfoque del método VEM es que la solucién calculada no
estd disponible en forma de una funcién (ya que serda una funcién virtual). Esta solucién
entregada por el método es representada a través de los valores de sus grados de libertad,
a los que se pueden acceder, por ejemplo, mediante la proyeccion polinomial de la funcién

virtual en el poligono.

El método VEM se pudo extender a otro tipo de problemas, por ejemplo se aplicé a algunos



problemas de elasticidad en dos dimensiones (ver [0, [I1]) y a problemas de placas delgadas
(ver [24] 33]). Desde entonces se observaron varias ventajas en comparacién con los méto-
dos de elementos finitos (FEM), como por ejemplo, su habilidad para construir esquemas
discretos sobre mallas poligonales y poliédricas generales, lo que resulta muy conveniente en
la generacion de mallas para problemas con geometrias complejas, ademas para esquemas
adaptativos resultan ser eficientes, pues se considera automaticamente la inclusién de nodos
colgantes. En estos primeros trabajos también se observé otra ventaja significativa del méto-
do VEM, y es que este resulté apropiado para hacer frente a los requisitos de continuidad
para ordenes superiores, por ejemplo, permiten disefiar subespacios discretos de H?(Q) de

manera sencilla, en comparacion a los métodos FEM clasicos.

Para problemas de cuarto orden los métodos de elementos finitos conformes estandar re-
quieren que los subespacios de funciones sean subespacios de H?(Q2) (en la practica C1),
dichos elementos requieren polinomios de alto grado que incluso en dos dimensiones no son
faciles de construir, por ejemplo, en [34] se muestra que para uno de estos espacios el grado
polinomial asociado es 5 y los grados de libertad asociados son 21 por triangulo. En este tra-
bajo evidenciaremos la habilidad del método VEM para construir subespacios de dimensién
finita de H?(f2) de manera facil y utilizando polinomios de bajo orden en el grado mas bajo
(k =2). En [24], se presenta una familia de elementos virtuales para el problema de flexién
de placas delgadas usando las ecuaciones de Kirchhoff-Love, en este trabajo se muestra la
construccién de aproximaciones C' de manera sencilla, sobre elementos poligonales genera-
les. Para el orden més bajo (k = 2) hacen uso de un simple conjunto de grados de libertad,

a saber, 3 grados de libertad por vértice del poligono (9 grados de libertad por triangulo).

En [33], se analiza la familia de elementos introducida en [24] para problemas de cuarto
orden, mostrando ahora estimaciones éptimas de error en norma L? y H!, usando argumen-
tos cldsicos de dualidad. En [3], se desarrolla una discretizacién de clase C* con elementos
virtuales de bajo orden para la aproximacion de la ecuacién de Cahn-Hilliard, mas facil de
implementar que el estandar FEM y considerando un nimero reducido de grados de libertad
en comparacion a los FEM mixtos. Desde ese entonces el método VEM se ha extendido a
varios problemas con regularidad de clase C' para problemas de placas, por ejemplo, en [44]
se estudia una discretizacién para el problema vibracién de las placas de Kirchhoff y en [45]
se presenta un esquema discreto usando elementos virtuales para el problema de pandeo de

las placas de Kirchhoff.



En los tltimos anos VEM se ha extendido para problemas con regularidad arbitraria (ver
[14]), problemas elipticos generales (ver [7, [§]), parabdlicos (J49, 51]), hiperbdlicos ([4T]),
mixtos (ver |22, [10]), en particular en problemas de fluidos, podemos mencionar los problemas
de Stokes, Brinkman, Darcy (ver [2], [12] 26, 25, 48]), Navier-Stokes (ver [13] [1]]), también
a problemas de elasticidad lineal y no lineal (ver [0, 37, 1T}, 42]), estimaciones de error y

técnicas adaptativas (ver [15], 28]).

Durante las iltimas décadas el estudio de la mecénica de fluidos ha adquirido gran interés
por la variedad de aplicaciones en diferentes ciencias, tales como: ingenieria, oceanografia,
biomedicina, entre otras. Dependiendo el tipo de fenémeno que se produce en el fluido y del
medio en cual se encuentre, diferentes modelos matemaéticos, tales como Stokes, Brinkman,
Darcy, Oseen y Navier-Stokes pueden utilizarse para obtener resultados adecuados para
estudiar la dinamica del fluido en términos de las variables: velocidad, presion, vorticidad y

otras variables de interés, por ejemplo, la funcién de corriente.

En particular, en este trabajo nos enfocaremos en un analisis numérico de las ecuaciones de
Brinkman de un fluido viscoso incompresible formulado en términos de la funcién de corriente
de la velocidad. Las ecuaciones de Brinkman se pueden considerar como una extensién de
la ley de Darcy para describir el comportamiento del flujo de un fluido viscoso dentro de
un medio poroso con permeabilidad posiblemente heterogénea, de modo que el flujo puede
estar dominado por el régimen de Stokes en algunas regiones y por Darcy en otras partes del
dominio. La aproximacion eficiente del flujo de un fluido viscoso gobernado por las ecuaciones
de Brinkman es de gran importancia practica, ya que este sistema es utilizado para modelar
flujos en muchos materiales industriales y medios naturales, tales como filtros industriales,
vidrio o lana mineral, espumas abiertas (ver Figuras y la filtracion de capas porosas,
depdsitos de petréleo (ver Figura|l.3)) y/o acuiferos.
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Figura 1.2: Microestructuras de espumas industriales.

En particular, las ecuaciones de Stokes, Brinkman y Navier-Stokes formuladas en términos de
la funcién de corriente resultan atractivas, pues la restriccion de incompresibilidad se satisface
automaticamente, la presién no esta presente en la formulacion débil y por tanto solo hay
una variable escalar por determinar. Sin embargo, la formulacién natural es un problema
de cuarto orden, de modo que para aproximar la solucion se debe construir un subespacio
finito dimensional de H?((2). Por este motivo e inspirados en [24] y en [33], presentaremos un
esquema discreto usando elementos virtuales de clase C! para la aproximacién de la funcién

de corriente del Problema de Brinkman.



Figura 1.3: Depésito de petréleo y capas porosas.

En el ano 1979 en [30] se presenta por primera vez la formulacion débil estdndar en términos
de la funcién de corriente para la ecuacién de Navier-Stokes, en esta direccién en [29, 30, 31,
se presentan métodos de elementos finitos para su aproximacién y se realiza un analisis de
convergencia para dichas formulaciones. En particular, en [31] una vez que se tiene la aproxi-
macion de la funcién de corriente, las ecuaciones de momento pueden usarse para aproximar
la presién mediante un post-proceso de la funcién de corriente. A través de equivalencia de
problemas los autores proponen resolver un problema mixto. Sin embargo, esto no es venta-
joso a nivel practico, pues para dicho esquema mixto la construccion de espacios discretos

que cumplan las condiciones de la teoria de Babuska-Brezzi no es sencilla.

En [2], se propone y analiza una discretizaciéon usando elementos virtuales de bajo orden
para el Problema de Stokes en términos de la funcién de corriente. En este trabajo se ob-
servaron ventajas a nivel computacional, por ejemplo, el nimero de grados de libertad, al
estar relacionado con una sola variable escalar (la funcién de corriente) en lugar de una va-
riable vectorial (la velocidad) més una escalar (la presién), resulta ser menor que el ntimero
de grados de libertad para el esquema estandar en términos de velocidad-presion. Por otro
lado, la matriz asociada al sistema lineal resulta ser definida positiva. Sin embargo, en este

trabajo la presion del fluido no es aproximada.

En [48], se desarrolla una discretizacién conforme H! usando elementos virtuales de orden
k > 2 para las ecuaciones de Brinkman y Darcy formuladas en términos de la velocidad y

presion. En particular, para el Problema de Brinkman la velocidad es aproximada usando



una ligera modificacién del espacio virtual presentado en [12]. Este nuevo espacio presenta
dos propiedades fundamentales: la proyeccién L? sobre el espacio de polinomios Py, es ex-
plicitamente calculable usando los grados de libertad propuestos y el kernel discreto asociado
es de divergencia nula. La presion del fluido es aproximada con polinomios a trozos de grado
menor o igual a k — 1. Finalmente, se realiza un analisis de error del método y se presentan

varios ejemplos numéricos.

En [26] se presenta y analiza un método de elementos virtuales mixtos para las ecuaciones
de Brinkman en dos dimensiones con condiciones de contorno de Dirichlet no homogéneas.
Se emplea una formulacién mixta, en la cual la incégnita es el tensor de pseudoesfuerzo,
mientras que la velocidad y la presién del fluido se calculan mediante un post-proceso. Para
definir una forma bilineal discreta y calculable, cuya version continua contiene tensores des-
viadores se proponen dos alternativas conocidas para el proyector local sobre un subespacio
polinomial adecuado, las cuales permiten calcular de manera explicita los términos que con-
tienen tensores desviadores. A continuacién, se muestra que la forma bilineal discreta global
satisface las hipotesis requeridas por el Lema de Lax-Milgram. De esta manera, se demues-
tra existencia y unicidad de solucion del esquema virtual mixto y se obtienen estimaciones
de error a priori asociadas a la solucién virtual. Finalmente, se ilustran varios resultados

numéricos, confirmando la base téorica.

El objetivo principal del presente trabajo es desarrollar una discretizacién mediante ele-
mentos virtuales para el Problema de Brinkman formulado en términos de la funcién de
corriente, proponiendo una discretizacién conforme C' de orden arbitrario & > 2, sobre

mallas poligonales generales.

A continuacion presentaremos algunas definiciones y notaciones que seran usadas a lo largo

de nuestro trabajo.

1.1. Definiciones y notaciones

Para un campo vectorial v = (v;);=12 y para un campo escalar g se definen los siguientes

operadores diferenciales:

divv := 0101 + Oovp, 1OtV 1= O1vg — Govr, Vo = (alvl 821}1) '

O1vy  O2v9



0 3,
Vg := ((ig) , curlqg:= <_5qu> ; Ag = 011q + Oxag,

O11v1 + Ogov O11q Oi2q
A20 = A(A Avp — (11t On 1) D2y — ( 11 12 )
1 (A). v (3111/2 + Oy )’ 1 D219 Onaq

Para algunos de los operadores definidos anteriormente tenemos las siguientes identidades:

curl (rotv) = —Av + V(divv), (1.1)
rot (curlq) = —Ag. (1.2)
Ademds, dadas las matrices 7 := (7;;), <ij<a ¥ 6= (Gij), <ij<o Cconsideramos el siguiente

producto escalar de matrices 2 x 2:

2

T : C = Z TijCij~ (13)

t,j=1

A continuacién presentaremos algunas definiciones sobre la teoria de espacios funcionales,

en particular espacios de funciones continuas, integrables y espacios de Sobolev.

Un multi-indice es una n-tupla 8 = (51, 52, ..., 5.), con 8; € NU{0}, Vi € {1,...,n}, con
longitud || = 51 + - - - + B,. Se introduce el siguiente operador diferencial definido por:

g (0N (DN _ 07
© o\ on 0x,, - OPigy - OBng,

Sea O un subconjunto abierto en R” y sea k € NU{0}. Denotamos por C*(O) el conjunto de

todas las funciones u continuas a valores reales definidas sobre O tales que 9°u es continua

sobre O para todo 5= (04, ...,B,), con |3 < k.

El soporte de una funcién continua v definida sobre un conjunto abierto @ C R" se define
como la clausura en O del conjunto {x € O : u(z) # 0}. Denotamos por Ck(O) al conjunto
de todas la funciones u que pertenecen a C*(0) tal que su soporte es un conjunto acotado
de O, ademas se denota el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables con soporte

compacto como: C§°(O).

Ahora nos restringimos a los espacios de funciones Lebesgue integrables. Para 1 < p < oc;
denotamos por LP(Q) el conjunto de todas las funciones a valores reales definidas sobre un

subconjunto abierto O de R" tal que

[t < .
7



LP(O) es dotado con la norma

1/p
lull ooy = ( / |u<x>|pdx) .

También consideramos el espacio L>(O) que consiste en las funciones u definidas sobre O
tal que |u| tiene supremo esencial finito sobre O (es decir, existe una constante positiva M

tal que |u(z)| < M, casi todo punto). L>(O) es dotado con la norma

[ull o< (0) = ess.sup [u(z)].
z€O

Un caso de particular importancia es cuando tomamos p = 2; entonces

1/2
lullzoo) = ( /O \u(x)ﬁdx) |

el espacio L*(0) esta dotado con el producto interior
(u,v)20) = / u(z)v(x)de.
o

A continuacién introducimos algunos espacios de Sobolev, los cuales juegan un rol importante
en la teoria moderna de ecuaciones diferenciales, seguiremos las notaciones estandar para
estos espacios (ver [T, 21]). Antes daremos el concepto de derivada débil. Para v € L*(O), se

dice que 9%v € L*(O) en el sentido distribucional, si existe una funcién vg € L*(0), tal que

/ v(@)0P () dz = (~1)) / va(x)p(x) Vg € CF(0).
O (@)

A continuacién se dard la definicién de los espacios H'(O), H*(O) y H™(O) con O un

dominio abierto y acotado de R?. Se define el espacio de Sobolev:

HY(0) = {v c L*(0) : % c L*(0), para j= 1,2},
J

H' es un espacio de Hilbert con el siguiente producto escalar:

2
ov 0z L
(v,z)Hl(O) = (v, 2)2(0) + Z (a—x], 8_%> . para todo v,z € H (O).
7=1 0)
La norma inducida por este producto interior esta dada por:

2

[0]| 10y = (Hv\l%w) +)

j=1

2

ov

/
o, ) , paratodo ve H'(O).

L2(0)

8



En este espacio, la seminorma esta dada por:

2
[v]sr1(0) = (Z

o
8:1:j

i=1

También se define el espacio de Sobolev de orden 2:

) 1/2
L2(0)> .
ov 0%

— el
81’]’ ’ 8@8%

H*(0) = {v e L2(0) :

la norma esté dada por

1]l z2(0) <HUH

Mientras que la seminorma esté dada por:

2 2
[vl2(0) = (ZZ
j=1

=1

LQ( ) =1 j=1

1/2
L2(0)> ‘

En general, se puede definir el espacio de Sobolev de orden m:

83318:6 j

H™0) :={v € L*(0): 0% € L*(0), paratodo f,|3] <m}.
Sobre H™(QO) se define el siguiente producto interior:

(v, 2)am(0) = (v, 2)L2(0) + Z (0°v,0°2)12(0) paratodo v,z € H™(O).

1BI<m

Por tanto, su norma inducida estda dada por

1/2
1/2
[ollmioy = (0,0) oy = | [0l320)+ D 1070320y |
[Bl<m
y a su vez se define la seminorma
1/2
0] (o) = Z ||8BU||%2(0)

|B|=m

(0)7

respectivamente. Tendremos la convencién H°(O) = L*(O).

9



Sean t y n el vector tangente y normal unitario exterior a O, respectivamente. Entonces,
para cada v € H'(O) definimos la derivada normal de v como 9,v := Vv -n = curlv -t y

por Oy la derivada tangencial de v como: Vv -t = curlv - n.
Consideramos los espacios
Hy(0) :={ve H'(O):v=0 sobre 00},
H{(0) :={ve H*(O):v=0,u=0 sobre 00}.

También se definen los siguientes espacios:

LX(0) = {UGLQ((D):/OU:O} y HYO):= {veHl(O):/Ovzo}.

En lo que sigue, dado un entero ¢ > 0 se denotara por P,(Q) al espacio de funciones polino-
miales definidos sobre O de grado menor o igual a ¢, es decir, p € Py(O) si y solo si existen

escalares Cz (f denota un multi-indice), tales que

p(z) = Z Csz’®, donde 2 =2l ... abn,
18]<¢

Por otro lado, gracias al Teorema de Green, tenemos que si @ C R? abierto y acotado con
frontera Lipschitz-continua 00O. Entonces, para todo ¢ € H'(O), u € H?(O) y para cada

v € [H'(O)]? tenemos las siguientes identidades:

/un:—/Vu'Vq—i-/ qonu, (1.4)
@ @ )
/Vq-'v:—/qdiv'v—i—/ q(v-n), (1.5)
o @ 00
/curlq-v:/qrotv+/ q(v-t). (1.6)
@ @ 80

Sea V' un espacio vectorial normado. El espacio £(V;R) serd llamado espacio dual de V' y
denotado por V. Un elemento F' € V' es llamado funcional lineal y acotado. En particular
para m > 1, el espacio de dual de H™(O) sera denotado por H~"(0O) y la norma de
F e H™(O), esta dada por:

F(v
|| =m0 = sugw.
7{5&0 m,0
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Finalmente, el contenido de este trabajo se ha estructurado de la siguiente manera: en el
Capitulo [2) se considera el problema modelo de Brinkman bidimensional en términos de
las variables de la velocidad y presién, luego introducimos una formulacion variacional para
este problema, pero ahora en términos de la funciéon de corriente y usando el Lema de Lax-

Milgram se demuestra existencia y unicidad de soluciéon para dicha formulacion.

En el Capitulo , proponemos y analizamos una discretizacién de clase C* de orden k > 2,
utilizando elementos virtuales. Se definen los espacios virtuales locales y globales, se constru-
yen las formas bilineales discretas y el lado derecho garantizando consistencia y la estabilidad
tipica del método VEM. Finalmente, se presenta el problema discreto y usando el Lema de

Lax-Milgram se muestra existencia y unicidad de solucién de dicho esquema.

En el Capitulo[d] se establecen estimaciones de error; se muestra la convergencia del método y
orden de convergencia en norma H? para la funcién de corriente, ademés usando argumentos
de dualidad se establece una estimacién de error en normas H' y L? para la funcién de
corriente. Se recupera el campo de velocidad del fluido a través de un post-proceso de la
funcién de corriente. En la Seccién [4.4] para k = 3 se propone una estrategia para aproximar
la presion del fluido, a través de un problema de Poisson generalizado cuyo dato proviene
de la funcién de corriente aproximada, dicha estrategia estd basada en una formulacién
discreta usando elementos virtuales de clase C°. Asumiendo quasi-uniformidad de las mallas
mostramos existencia y unicidad de dicho problema y bajo la misma hipotesis mostramos

también una estimacién de error en norma H' para la presién.

En el Capitulo 5], se presentan varios ejemplos numéricos que corroboran nuestros resultados

tedricos e ilustran el buen desempeno del método propuesto.

Finalmente, en el Capitulo [6] daremos conclusiones de esta tesis y posibles trabajos futuros.
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Capitulo 2

Problema Continuo

En este capitulo presentaremos y estudiaremos el Problema de Brinkman. En particular,
proponemos una formulacion variacional en términos de la funcion de corriente del campo
de velocidad del fluido. Usando el Lema de Lax-Milgram mostramos que dicha formulacién

tiene unica solucién, la cual depende continuamente de los datos.

Para comenzar consideremos el problema estandar de Brinkman en términos de las variables

velocidad y presion.
2.1. Problema de Brinkman en términos de la veloci-

dad y presion

Sea Q C R? un dominio simplemente conexo con frontera poligonal I'. Consideremos el
Problema de Brinkman formulado en términos de las variables velocidad y presién (ver, por

ejemplo, [36] y [41]):

Problema 2.1.1 Dada f € [L*(Q)]?, hallar w y p, tal que

K'u—vAu+Vp =f en €,
divu =0 en §,
u =0 sobre T,

/p =0,
Q

12



donde v > 0 es la viscosidad cinemdtica del fluido y K € [L*>(Q)]**? es el tensor de per-
meabilidad del medio poroso. Asumimos que K™ es un tensor simétrico y uniformemente

definido positivo, es decir, existen constantes A1, Ao > 0 (uniformes) tales que
METE<ETKE< N ETE VEER™ (2.1)

Considerando los espacios H := [H}(Q)]? v Q := L3(Q), el Problema es equivalente a

la siguiente formulacién variacional:

Problema 2.1.2 Dada f € [L*(Q))?, hallar (u,p) € H x Q tal que

/Klu-’v+y/V'u,:V'u—/pdiV'v:/f-v Vv € H,
Q Q Q Q

/qdivu:() Vq € Q.
Q

Usando la teoria de Babuska-Brezzi se puede mostrar que este problema admite una tnica
solucién (ver, por ejemplo, |36, 23], 41]).

2.2. Problema de Brinkman en términos de la funcion
de corriente

Consideremos el espacio de las funciones de divergencia nula
Z:={veH:divv=0},

y notemos que la solucién w € H del Problema es determinada por la solucién del siguiente
problema:

Problema 2.2.1 Dada f € [L*(Q)]?, hallar u € Z tal que

/K‘1u~v+y/Vu:V'v:/f~v Vv € Z.
Q Q Q

Bajo la suposicién de que © C R? es un dominio simplemente conexo se tiene que v € Z si y solo
si existe una tnica funcién potencial llamada funcién de corriente o € H?(2)/R (ver, por ejemplo,
[36, pag. 37]) tal que

v = curly € [H}(Q)]%

Notamos que la funcién ¢ es tnica salvo constante. Asi, para fijar dicha constante consideramos
2
p € H5(Q2).
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Dado que la soluciéon w del Problema pertenece a Z, se tiene que existe un tnico ¢ € H3(€2)
tal que:
u = curl. (2.2)

De este modo el Problema [2.2.1] puede ser formulado como sigue:

Problema 2.2.2 (Formulacién variacional en términos de la funcién de corriente) Dada
F € [L2(Q))?, hallar ¢ € HZ(Q) tal que

Ay, p) = Flp) Ve € H3(Q), (2.3)
donde
AW, @) == Acur (¥, 0) + v Aa (¥, ¢), (2.4)
F(p) = (f,curlplon Yy € HF(Q),
)
Acart (U, @) = /QK_lcurlw ccurly Vo, € HZ(Q), (2.6)
As(p)i= [ DPiDPo Vg€ Q) (2.7

donde D?p denota la matriz Hessiana de ¢ (ver Seccion .

Ahora haremos dos observaciones las cuales nos entrega las ecuaciones fuerte de la formulacion del

Problema 2.2.21

Observacién 2.2.1 Para cada ¢,¢ € HZ(S) tenemos que

/QD2<p:D2q§:/QA<pA¢.

En efecto, sean ¢, ¢ € C3°(2). Entonces utilizando integracion por partes se tiene que
/(31180322¢+322<P811¢) :/31190322<Z>+/ O22¢011¢
Q Q Q
= / 10201 ¢ -l-/ D2p0112¢
Q Q
= / O12¢p021 6 +/ 0210126
Q Q
= / 01200120 +/ 02100219,
Q Q
por lo tanto

/Q(anwazzcb + O2090119) = /9(312@512¢ + O21900210) Vo, ¢ € C5°(9). (2.8)
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Usando la definicion del operador Laplaciano, (2.8)) y la definicion del producto interior para ma-
trices (ver (1.3)), se obtiene que

/ ApAgp = / (0116 + D220) (0116 + D220)
Q Q
= / (0110 0110 + 011 D22 + Daop D110 + Daop Do)
Q
= /9(31180 0110 + 0220 0220) + /{2(31190 0220 + 0220 0110)
= /(81190 0110 + 022 0220) + / (01200120 + 0210021 9)
Q Q
= / (0119 0110 + 01290120 + 0219021 P + D2 D22 )
Q
= / D?p : D?¢.
Q
La igualdad se tiene para funciones p,¢ € H3(Q) dado que C§°(2) es denso en HZ(Q).

Observacidén 2.2.2 El Problema|[2.2.9 es equivalente al problema: hallar ¢ tal que

rot (K~ lcurly) +vA%y) =rot f en €,
(2.9)
=0 =0 sobre T.

En efecto, usando la Observacion el Pmblema es equivalente a: hallar ¢ € HZ() tal
que
/ K~ lcurly - curl ¢ + 1// AYAP = (f,curlp)oo Vo € H(Q). (2.10)
Q Q

Ahora bien, sea ¢ € CG°(Q2), entonces integrando por partes en (2.10) se tiene que

-1 —1 ) _ )
/Qrot(K curlw)dH—/aQ(V(K curly) t)<b+l//QA1/1Aqb /Qrotqu—/BQ(Vf t)o,

dado que ¢ € C§°(R2), entonces

/rot (chur1¢)¢+u/ AquS:/rotfgb. (2.11)
Q Q Q

Integrando dos veces por partes en el segundo término del lado izquierdo de la igualdad anterior
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tenemos que
| dvno—- [ V@w)- Vo [ (vormav
Q Q a0
—— [ v(aw)-ve
Q
— [avv@ee- [ (V@) (2.12)
Q o0
- [ ataws
Q
- [0,
Q
reemplazando en se obtiene
/rot (K‘lcurlw)qﬁ—FV/ A% = / rot fo Vo € C5°(Q),
Q Q Q

o bien

/ (rot (K~ tcurle) + vA%) — rot f)o=0 Voe W), (2.13)
Q

dado que C$°(Q) es denso en L?(Q), entonces de (2.13)) se sigue que

rot (K lcurley) + vA%)p =rot f en Q.

Las condiciones de frontera se tienen dado que 1 € HZ(Q).

El siguiente lema establece que la forma bilineal A(-,-) definida en ([2.3)) es eliptica, este lema sera
util para mostrar que el Problema admite una unica solucién.

Lema 2.2.1 FEuxiste una constante ag > 0 tal que

A(p,9) > aolldll30 Vo € Hi().

Demostracién. El resultado se sigue inmediatamente del hecho que || D?¢|p. ¢ es una norma sobre
HZ(Q), equivalente a la norma usual de ¢ en HZ(£2). [

Ahora estamos en condiciones de establecer existencia y unicidad de solucién del Problema [2.2.2
lo cual se encuentra en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1 Existe una tnica solucion ¢ € H3(Q) del Problema satisfaciendo la siguiente
dependencia continua del dato

I

20 < C||F|| 20,

donde C es una constante positiva.
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Demostracién. Tenemos que las formas bilineales Acyr1 (+,+) ¥ Aa(, -) definidas en (2.6]) y (2.7))
son acotadas. Ademds, el funcional F'(-) definido en (2.5) es un funcional lineal y acotado de H3(2)
por lo tanto el resultado se sigue aplicando el Lema y el Lema de Lax-Milgram.

Consideremos el siguiente resultado de regularidad adicional para solucién del Problema [2.2.2}

Teorema 2.2.2 Sea m > —1. Supongamos que f € [H™(Q)]?, entonces evisten s > 1/2 y una
constante C > 0, tal que la solucion v del Problema satisface 1 € H*5(Q) y

1¥l24s.0 < CIfllm.a-

Demostracion. La prueba del teorema se sigue a partir la regularidad adicional cléasica del pro-
blema biharménico (ver [38, [46] 4] 20]). ]

Observacion 2.2.3 La constante s del Teorema es llamada indice de reqularidad eliptica del
problema biharmonico con condiciones de frontera Dirichlet homdgeneas. Si € es convexo, entonces
s > 1. En este caso s dependerd de la reqularidad del dato f, la relacion entre s y m estd dada por
la igualdad m = s — 2. §i £ no es convexo, para cualquier f el teorema es cierto pero ahora para
cada s < sg, donde so € (1/2,1) el cual depende del angulo mdzimo reentrante de Q (ver [38] para
la ecuacidn precisa que determina a sg).
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Capitulo 3

Discretizacion por VEM

En este capitulo proponemos una discretizacion usando elementos virtuales para la aproximacion
numérica de la funcién de corriente del Problema de Brinkman (ver Problema . Se propone
una discretizaciéon conforme C! de orden arbitrario k& > 2 sobre mallas poligonales generales.
Finalmente mostramos existencia y unicidad de solucion del problema discreto, usando el Lema de
Lax-Milgram.

Iniciamos con la construccion de las mallas y las suposiciones sobre ellas para introducir los espacios
de elementos virtuales.

3.1. Mallas poligonales

Sea {7}, }n>0 una descomposicién de € en elementos poligonales generales K. Denotaremos por hx
al didmetro del elemento K y por h al maximo de todos los didmetros de los elementos de la malla,
esto es, h := méx hi. En lo que sigue, denotamos por N¥ el ntimero de vértices de K, e un lado

KeTy
genérico de Ty, y para cada e C 9K, denotamos por nf- al vector normal unitario exterior a K y
por t al vector tangente unitario de K. Para cada i € {1,..., NE} el lado que conecta los vértices

Vi v Viq1 es denotado por e;.

Para el andlisis, haremos las siguientes suposiciones como en [5l, [I7]: para todo h > 0 y para cada
K € Ty, existe C > 0 tal que:

A1: La razén entre el lado més corto y el didmetro hx de K es mayor que C;

A2: K es estrellado con respecto a una bola de radio mayor o igual a C;hg.

Para continuar con la formulacién del esquema discreto, necesitamos algunas definiciones previas.
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Primero, escribimos las formas bilineales de la siguiente manera:

curl 90 ¢ Z Acurl 2 ¢ vSoa(b € HOQ(Q)a
KeTy,

$)= > AX(p,¢)  Ve,6 € Hi (),
KeTy,

donde
AE (. 0) = / K-lcurlg - curlg Vi, ¢ € H2(K),
K
A (p,0) = / D’:D% Ve, e HYK).
K

También podemos escribir

= > A¥(p.0) Vo6 € Hi (),
KeTy,

donde
AR (p,¢) = AL (0, 0) + v AR (9, 0) Ve, ¢ € H*(K).

3.2. Espacios virtuales locales y globales

Con el fin de introducir la discretizacién, para cada entero k > 2 y para cada poligono simple
K € Ty, definimos el siguiente espacio finito dimensional:

VE(K) := {op, € HX(K) : A%, € Py_o(K),vplyx € C°(OK),vp|, € Pr(e) Ve € IK,
Vonlgr € [CO(OK))?, Ons,vn|, € Pale) Vee 8K} ,

donde r :=max{3,k} y a: =k — 1.

Este espacio ha sido considerado recientemente en [33] para obtener estimaciones de 6ptimas de
error para ecuaciones diferenciales parciales de cuarto orden y puede ser visto como una extensiéon
del espacio virtual C! introducido en [24] para problemas de placas delgadas.

Observamos que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para cualquier vy, € ‘ZZ“(K ), la traza de vy, y la traza del gradiente de vy, sobre la frontera de
K son continuas,

2. PL(K) C VFK).

Se introducen cinco conjuntos de operadores lineales definidos de YN/hk (K) en R. Para todo v €
ViF(K) estos son definidos como sigue:
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» D; : Los valores de v, en los NX vértices de K

» D, : Los valores de Vuy, en los N vértices de K;

= Dj: Para r > 3, los momentos /qvh Vg € Pr_4(e), Vlado e;

e

s Dy : Para a > 1, los momentos /q@n;{vh Vg € Po—2(e), Vlado e;
e

= Dy : Para k > 4, los momentos / qup, Vq € Pr_4(K), V poligono K.
K

Para cada vy, € th (K), definimos el proyector H%’A : th (K) = Py(K) C ~hk(K ), como la solucién
del problema (en cada elemento K):

AR5 v, q) = AK (v, Q) Vq € P(K), (3.1a)
520, = o, VH Aon = Vup, (3.1b)

donde vy, es definida como sigue:

NK
N 1
Vp 1= W th(Vz) Yy, € CO(BK), (3.2)
i=1
y Vi,1 <i < N¥ son los vértices de K.

Lema 3.2.1 El operador HI;(’A : ‘7}5‘([() — Pr(K) estd bien definido y es explicitamente calculable
para todo vy, € Vh’f(K), usando solo la informacion de los operadores lineales D1 — Dy

Demostracién. Primero, notemos que la forma bilineal A% (-,-) tiene kernel no trivial dado por
P (K), de modo que el rol de (3.1b]) es seleccionar un elemento del kernel de esta forma bilineal.
Ademads, notemos que para cada vy, € th(K) se entrega uno y sélo un elemento H%Avh € Pr(K),
lo que implica que el operador estd bien definido.

Ahora, veamos que el operador estd determinado tnicamente por la informacién propocionada por
los operadores lineales en D7 — D5. En efecto, usando dos veces integracién por partes en (3.1al),
para todo q € P (K), se tiene que

AK(HIIC(,AUIM ) AA Uh, q )
/ DQUh D2 (3 3)
— [ A+ [ (Dns) Vo [ (@) n)
K oK oK

dado que A%q € P,_4(K), entonces la primera integral de lado derecho de (3.3) es calculable usando
los valores del conjunto D5. Notemos que las integrales sobre la frontera de (3.3)) solo dependen
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de los valores de v, y Vv, sobre la frontera de K, los cuales son calculables usando los valores
de los conjuntos Dy — Dy4. Por otro lado, la parte del kernel (ver (3.1b))) es calculable usando la
informacién proporcionada por D7 — Ds. |

Veamos con mas detalles el caso particular cuando k& = 2. En efecto, usando (3.3) y el hecho de que
q € Po(K) y por tanto A%q =0 y div(D?q) - n% = 0 tenemos que:

AR (1% Avh, / Aquh—i—/ (D*qnS;) - Vuy, —/a v, (div(D?q)) - nY%)
K

- | (DPanie) - v
NK
-3 [ W) v
i=1"¢
NK
= Z (/ (Danez‘ 'nei)anvh + / (D2qn6¢ 'tei)atvh> s
i=1 €i €i

donde n.; denota el vector normal unitario exterior al lado e;. Dado que 9,v;, € P1(e;) podemos
usar la regla del trapecio (la cual es exacta para polinomios de grado 1) para obtener que

/ (qunei ‘N, )Opvp = (qunei -nei)/ Oy,
e

» (3.5)
= (D2qnez n;) 22 (Onvn(Vi) + Onon(Vigr)) -
Ademés, para cada i € {1,..., NX} se tiene que
/ (‘D2qn€i : tei)atvh = _/ 8t(D2qn€i : tei)vh + (‘D2qn€i : tei)vh‘ae'
€5 € ‘ (36)
= (D*qne, - te,) (vn(Vig1) — on(V2),
donde en la idltima igualdad hemos usado el hecho de que 8t(D2qnei “te, )un, = 0.
Reemplazando (3.5) y (3.6]) en (3.4), se sigue que:
- e
AR 0n,0) = D7 (DPane, - ) 5 (0won (Vi) + non (Vi)
=t (3.7)
+ Z 2qne, - te,) (vn(Vie1) — (V).

Observamos que . depende solo de los valores de vy, y de Vuy, sobre la frontera de K. Concluimos
que para cada v, € VF(K) (con k = 2), los valores de los operadores lineales en Dy y D2 son

suficientes para definir v, y Vuvy sobre la frontera de K, de modo que el proyector H’;{’A esta
determinado tnicamente por la informacién proporcionada por los operadores en D1 y Ds.
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Ahora, partiendo del espacio YN/,{‘: (K) y utilizando el operador H];(’A definimos los espacios virtuales
locales.

Definicién 3.2.1 Para cada K € Ty y para cada k > 2, el espacio virtual local es definido como
sigue:

W;]f(K) = {vhe‘N/hk(K):/ng’;éAvh:/qm}h, Ezk:—?),f:k:—Q}. (3.8)
K K

En (3.8) q¢ son polinomios homogéneos de grado £, con la convencidon de que q_1 es el polinomio
nulo.

Dado que W}(K) C th (K), el operador H];(’A estd bien definido sobre W (K) y es determinado
usando tnicamente los valores de los operadores en D1 — D5. Ademds, tenemos que Py (K) C
W}'L“(K ), lo cual garantiza buenas propiedades de aproximacién para el espacio W}'L“(K ).

Tenemos el siguiente resultado que caracteriza los grados de libertad del espacio virtual local (ver

I3, 33)).

Lema 3.2.2 FEl conjunto de operadores D1 — D5 constituyen un conjunto de grados de libertad
para el espacio WF(K).

Figura 3.1: Grados de libertad para k = 2 (izquierda) y grados de libertad para k = 3
(derecha). Denotamos a Dy con puntos, a Dy con circulos y a Dy con lineas.

Ahora consideremos la proyeccién L?(K) sobre el espacio de polinomios Py_o(K), la cual es deno-
tada por Hfﬂ, para esta proyeccién tenemos el siguiente resultado:

Lema 3.2.3 El operador 11K , : WFE(K) — Pj_5(K) es calculable usando los grados de libertad
D; - Ds.

Demostracién. Denotemos por P;(K) a los polinomios homogéneos de grado igual a ¢ definidos
sobre K, con esta notacién tenemos que Py_o(K) = Pp_4(K) ® (P;_5(K) UP;_,(K)). Entonces,
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usando la propiedad que aparece en la definicién del espacio W}f tenemos que la proyeccién H?_Q
puede ser definida como sigue:

/ q U, Vq S Pk—4(K)7
/ gl Loy, = K (3.9)
K /K g2, Vg € Pr_o(K) UPE_,(K).

Tenemos que la primera expresion del lado derecho de ([3.9) es calculable usando la informacién del

grado de libertad Dg, mientras que la segunda expresiéon depende del proyector H];(’A y por tanto
es calculable usando los grados de libertad Dy — D5 (ver Lema 3.2.1)).

]
Consideremos el siguiente proyector sobre Pp(K): para cada vy € W,’f(K ) definimos HI;(’CMI :
WE(K) — Pg(K), como la solucién del problema
/ curl (H];(’C“rlvh> ~curlq = / curlv, -curlg Vg € Pr(K), (3.10a)
K K
1y, = G, (3.10b)

donde v, es definido en (3.2).

Lema 3.2.4 FEl operador H];écurl : WFHK) — Pi(K) es calculable usando los valores de los grados
de libertad D1 — Dsy.

Demostracién. Usando integracién por partes (ver ([1.6))) en el lado derecho de ([3.10a)), para todo
q € Px(K) tenemos que

/ curl (H’;&curlvh) -curlq = / curlyy, - curlgq
K K

= / rot (curlq) vy, + / vp(curlq - t%)
K

oK
:_/ Aqvh‘i‘/ 8nqvh
K 0K

:—/ Aql’[i{_zvfﬁ—/ Onq V.
K oK

Tenemos que la primera integral de la iltima ecuacién en es calculable usando Dy —Dj, pues
depende solo de Hf_Q (ver Lema , mientras que la integral sobre la frontera solo depende de
los valores de vy, sobre la frontera de K, los cuales son calculables usando los grados de libertad Dy,
D3 y Ds5. Por otro lado, la parte del kernel (ver ) es calculable usando los grados de libertad

. k, curl . .
D; — Dy4. De esta manera concluimos que el proyector II K’C“r es calculable usando la informacién

entregada por D7 — Ds.

(3.11)
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A continuacion se definiré otro proyector importante en nuestro trabajo. Para k > 2, consideremos
la siguiente proyeccién sobre [Py_1(K)]?: definimos TIX | : [L*(K)]? — [Pr_1(K)]?, para cada
v € [L*(K))? por:

/ I v-q= / v-q Vqe€ [P (K)P (3.12)
K K
Para ITX | y para cada v, € W,’f (K) se tiene el siguiente resultado:

Lema 3.2.5 Para todo vy, € W}]f(K), el polinomio HkK_lcurl vy, es calculable a partir de los grados
de libertad D1 — Ds.

Demostracién. Sea q € [P,_1(K)]?, entonces por definicién de ITX | e integracién por partes
tenemos que

/ Hf_lcurlvh -q= / curlv, - q
K K

:/ vhrotq+/ vp(q - t%)
K oK

— [ votanf o+ [ wila-ti).
K oK

El primer término del lado derecho en la igualdad anterior solo depende de Hf_th y este depende
de los valores de los grados de libertad Dy — Dy (ver Lema , el segundo término por su parte
puede ser calculado dado que q es un polinomio de grado k£ — 1 sobre cada lado y por tanto es
determinado usando los valores de D7 — Ds5.

La siguiente proposiciéon contiene propiedades de estabilidad que involucran a los proyectores Hkal
k,curl
y I

Proposicién 3.2.1 Para cualquier v € W,’f(K) se tienen las siguientes propiedades:
o = TR0l < ol (3.13)

o =T g <|v—viix  Vor € Py(K), (3.14)

chrl (H’;(’curlv> HOK < HH,?_I (curlv (3.15)

Mo
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Demostracién. Para demostrar (3.13)), sea v € W}lf (K), entonces usando la definicién de H’;&curl
y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que

v — Hl}”(’c“rlvﬁ’K = /K curl (v — I15:°) - curl (v — I15:""y)
_ 1 Hk,curl 1 1 Hk,curl 1 Hk, curl
= [ curl(v—II"" v) -curlv — | curl(v—II2""v) - curl (II;"" v)
K K
= / curl (v — H];écurlv) -curlv
K

< [leurl (v — 115" o) o,k | curl oo,k

< Clv— H];écurlvh’mv

1LK-

Por tanto,
|U — Hl}:{,curlv‘LK < C|U‘17K Yv € W/f(K)

Por otra parte, a partir (3.10a)), para todo v € W (K) se verifica que

\U—H’;{’CUHMLK <|v—vgl1,K Vo, € Pr(K).

Finalmente, para cualquier v € W,f(K ) tenemos que curl (Hl;(’curlv> € Px_1(K), entonces usando

la propiedad de ortogonalidad de los operadores Hlfécurl y Hf_l, se sigue que

2
HCUI‘I <Hl;<’curlv)H . :/ curl (H];(’C“rlv) - curl <H];(’C“rlv)
0, K

= / curlv - curl (Hl[cécurlv>
K
= /[( Hi.(_lcurl’l) . curl (H’}},Curlv)

< I (eurlv) o [leurt (mgeta)]|

De modo que

Vo € WF(K).

e (1)< s o

Ahora introduciremos el espacio global discreto virtual para aproximar la funcién de corriente del
Problema de Brinkman. Para cada descomposicion T, de € en poligonos simples K, definimos el
espacio virtual global:

Wi, := {vn € H3(Q) : vplse € Wi(K)}.

En la siguiente seccién continuamos con la construccion de la formas bilineales discretas y el lado
derecho de nuestro esquema discreto.
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3.3. Construccion de las formas bilineales y del lado
derecho

Consideremos cualquier par de formas bilineales simétricas definidas positivas y calculables: sfurl (,4)
y sK(-,) tales que

(o, v) < el AB L (on, ) Yo, € WF(K) con TRy, =0,  (3.16)

coAgun (v, vn) < sey
sK (v, o) < e3AK (vp,v) Yo, € WF(K)  con H];{’ vp =0, (3.17)

2 AX (vn,vp) <
donde cg, ¢1, c2, c3 son constantes positivas independientes de hyx. Una eleccién para las formas
bilineales s )y sK(-,+) se hard en el Capitulo

curl ('7

Entonces, sobre cada elemento K definimos las siguientes formas bilineales locales discretas:

Aﬁ’url (v, wp) / K™ ll'Ik ccurlyy, - Hk ccurlwy, + scurl (vp, — H’;(’curlvh, wyp, — H’;écurlwh),
(3.18)
AZK(vh, wp) 1= AK ( k, Avh, H’;(Awh) + Sg(vh - H]}’}Avh, wy, — H];(’Awh). (3.19)

El siguiente lema establece la k-consistencia de la forma bilineal AZK(-, -) y estabilidad de AZK(-, )
y AMK ().

curl

Lema 3.3.1 Las formas bilineales locales Acurl( )y AZKQ, -) sobre cada K € Ty, satisfacen las
siguientes propiedades:

= k-consistencia: para cada h > 0 y para cada K € Ty, se tiene que
h,K K k
AA (q, Uh) = AA (q,vh) Vq € Pk(K), k>2, VYu,e€ Wh (K) (3.20)
= Fstabilidad: existen constantes positivas ay, an, as y g, independientes de hi y K, tales que
a1 A (vn,vn) < AL (vn, 0) < a0 AR (v, o) Yo, € WE(K), (3.21)

az AR (v, ) < ALK (vp, o) < AR (on, 1) Vo, € WE(K). (3.22)

Demostracién. Iniciamos demostrando (3.20]), para esto consideremos ¢ € Py (K), entonces por
. kA . EA
definicién del proyector II};~, se tiene que II;;™ g = ¢ y por lo tanto:

sK (g — T2 q v, — T2 0) = 0 Yoy, € WE(K),
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de modo que para todo vy € W}f{ tenemos:

AR" (g, vm) = AR ( ke I Avh) + 5K (g — P q, o, — T )
= AIA( (Q7 Hl]g(’Avh>
= AR (g, vn),

donde hemos utilizado en la tdltima igualdad la definicién del proyector H];(’A (ver (3.1a))).
Mostremos ahora (3.21)). Sea v, € WF(K), utilizando (3.16)), la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

B13) y @1I) tenemos que

k, curl k, curl
ks I

k,curl k,curl
vp, vy — I h) < 1 AX I o, vp — ITZT ug,)

ngrl (vh - curl (Uh -

k, curl
< crdolon — ™oy

< crda|vnl? i

A

_ an / Aicurlvy, - curloy,
A Jk
A

< 612/ K~ 'curlvy, - curlvy,
A

de donde \
Seart (0n — T oy vy — T y) < C;\TQAgxrl (Vh, O)- (3.23)

Por otro lado, usando propiedades de estabilidad del proyector Hf_l tenemos que
T curlog|[§ 5 < [leurlop|§
= / curluvy, - curlwv,
K
1
= — Alcurl vy, - curl vy,
< / K~ 'curlvy, - curl Up,s
)\1

donde en la tltima desigualdad hemos usado (2.1). De lo anterior tenemos que

1
L curlog||f 5 < TlAglrl (vh, vn)- (3.24)

Asi, haciendo uso de (2.1)), (3.24]) y (3.23) tenemos que

h,K 1 k,curl k,curl
A (O, vn) / K~ sz jcurluvy, - Hk jcurloy, + scurl (v, — I g, v, — TS 0y,
< by 1—[ 1 Hk curl Hk,curl
2” k—1cur Uh||0K+Scurl (Uh — g Vh, Up — Ll Uh)

c1 A2

Ao
< Z2AK L (on,op) + N

Y
< OQAgn'l (vh7 Uh):

Acurl (vh ) Uh)
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e A2 c1A _ A .
donde ag := max{ﬁ, 312} = 2 méx{1,c1} > 0.

Ahora bien, de la definiciéon de las formas bilineales AK
. BT v (B10). tenemos que

h,K
Acurl (Uh7 Uh)

1 1
/ K1 Hk jcurluvy, - Hk scurlvp, + Scurl (vh _ Hl[c(,cur Oh, U — Hl}:{,cur ’Uh)

h,K .
Dy A () Y s({irl(-,-), junto con

curl ( curl

> A1 Hﬂk_l(curl vy, HO «+ Scurl (Uh _ Hl;écurlvhyvh _ H’;(’wrlvh)

= chrl (Hk o > H + coAgurt (Uh — 15y v — Hl}curlvh)
k, curl k, curl k, curl k,curl
> )\lAcul‘l (HK Uh, HK ) + C(]Acurl (Uh — HK Up, Up, — HK Uh)

> mln{)\l CO} ( - (1—11;(,'curlvh7 Hl;:(,curl ) + Acurl (Uh i Hl}cécurlvh’ vy — Hl[f(,curlvh>>
= alAcurl(Uhv ’Uh)?
donde oy := min{A1, co} > 0. De modo que

hK
a1 AL (v, vn) < AL (on, o) < an AR (Vn, vp).

Para mostrar (3.22)) notemos que por (3.17))
h,K k,A k,A k,A k,A
AR (vp,vp) = AK(HK op, I vp) + sK (v, — I o, v — I vg)
k,A k,A k,A k,A
< AR (I op, T vp) + e3 AR (on — T vp, vp — T op)
. k,A k,A k,A k,A
< méax{1,cs} <A§(HK’ vp, 2 vp) + Af(vh — I g, v — 1 Uh))
= 054A§('Uh’ Uh)7
donde a4 := méx{1,cs} > 0, De manera analoga, usando nuevamente (3.17)), se tiene que
hK . k,A kA kA kA
AN (v, vp) > min{l, e} (AK(HK’ op, T2 vp) + AR (v, — T oy, vy, — T vh)>

= ag AR (vh, va),

donde a3 := min{1,cs} > 0. ]

Dado que K~! es un tensor general, la forma bilineal Acurl( -) no satisface la propiedad de con-
sistencia. Sin embargo, para esta forma bilineal tenemos un resultado alternativo, el cual consiste
en estimar la diferencia entre la forma bilineal continua y la discreta. Antes de esto establecemos
el siguiente lema preliminar.

Lema 3.3.2 Sean k > 2, K € T, y T un tensor simétrico, suficientemente reqular definido sobre
K, sean ademds p y q campos vectoriales suficientemente regulares definidos sobre K. Entonces,

(TP, @)g s — (TP, I 1a) 5 < [T — T (TP)llo,xla — T
+|Ta -5 (Ta)lox|lp — I 1p||0K
+ Crllp — I 1pllo.x |la — TIyallox
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donde Ct > 0 es una constante que depende solo del tensor T.

Demostracién. Por simplicidad, consideremos la siguiente notaciéon p := H,lf_lp, q = H,lf_lq.
Entonces, usando la simétria de T, sumando y restando términos adecuados y usando la ortogona-
lidad de la proyeccién HkK_l, tenemos que
(Tp,a)ox — (TP, Q)o,K
= (T P»Q)o,K - (ﬁaTq)QK
= (Tp, Q)O,K T ,Q)O,K + (TpaQ)QK — (P, Tq),
= (Tp, Q)o,K T
= (Tp,q — q)o,K + (P - P, TG)O,K
= (Tp,a— @) x — (TP a— @)y + (P~ P, TAyx — (P~ P, Ta),
= (
= (
= (

—(Tp K
—(Tp,Q)o i + (P TQ)g x — (P, TQA)g

Tp _Tipaq_a)O’K + (p _ﬁaTa_qu)QK
Tp—Tp,q @), + (P~ P, Td~Ta~Tq+Taq),
r]rp _Tipaq_Q)O’K + (p _ﬁaTq_ﬂl)ojK - (p_ﬁvT(q_q))QKa

el resultado de sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz con Cr = || T|| oo ()2x2- [

El siguiente resultado se tiene inmediatamente gracias a una aplicacion directa del Lema [3.3.2

Lema 3.3.3 Para todo K € Ty, y para todo up, v, € W,’f(K), tenemos

h,K
AB L (unyon) — ARE (ug, o)

< HK‘I curluy, — Hi(_l(K_lcurl up, ’curl v, — Hi(_lcurl vhHD K

Mok |
+ HK‘l curlv, — IIX (K~ 'curl ”h>H0,K |curluy, — X | curl “hH(),K
+ Ck chrl up — HkK_lcurl vhHO " chrl up, — Hf_lcurluhHO K

K k, curl k,curl
+ Scurl (uh _HK Up, Up _HK Uh),

donde Cx > 0 es una constante que depende del tensor K1,

Continuamos con la construcciéon de la forma bilineal discreta. Consideremos la forma bilineal

Al Wy, x Wi, — R, definida por:
Ah(vh,wh) = Z Ah’K(vh,wh) Yoy, wp, € Wh, (325)
KeTy

donde las formas bilineales locales A"K : WF(K) x WF(K) — R, estdn definidas por:

Ah’K(Uh, wh) = Ah’K (Uh, wh) +v AZK (’Uh, wh) Yoy, wp, € W}IS(K), (326)

curl

donde A" () y AZKQ, -) fueron definidas en (3.18) y (3.19), respectivamente. Para la forma

curl
bilineal A" (.,.) tenemos el siguiente resultado:
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Proposicién 3.3.1 La forma bilineal AMX(-,-) definida en (3.26) cumple la siguiente propiedad:
» FEstabilidad: existen constantes positivas as, g, independientes de hi y de K, tales que

as AK (wp,, wp) < AP (wp,wp) < agAX (wp, wy)  Vwy, € WE(K). (3.27)

Demostracién. Usando la definicién de AM5 (. .) y la estabilidad de las formas bilineales Algurl( )

K
Ah (+,+) (ver - y - ) se sigue que

Ah’K(wh’ wh) = AZultfl(wm wh) +v A (whv wh)

IN

a AL (why wp) + g AR (wp, wp,)

IN

max {052, 054} ( curl(wha wh) + VA[A('(whv wh))

agAX (wp, wp).
Similarmente tenemos que
h,K h,K
AP (g, wp) = ALE (whywy) + v AR (wh, wh)
> alAcurl(wh’ wh) +azv Ag(wha wh)

> min{ay, a3} ( curl(wh,wh) + VAK(wh,wh))

= az AK (wp, wp,),

lo que completa la demostracion. ]

Seguimos con la construccién de una aproximacién del funcional F'(-) definido en (2.5)). En efecto,
sobre cada K € Ty, definimos a f; como la proyeccién [L?(K)]? de f sobre [Pr_1(K)]* (k > 2),

esto es,
Frlg =T f VK €T,

Consideremos el funcional F” : W}, — R definido por

Z / Ik | f - curly, = Z / f -5 curlyy,. (3.28)

KeTy, KeTy,

Para mostrar la igualdad en (3.28]), sumamos y restamos términos adecuados y utilizando la pro-
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piedad de ortogonalidad del proyector H,f_l, se tienen las siguientes igualdades:

Z / [, - curly, = Z / L | f - curly, = Z (Hf_lf,curlvh)OK

KeTn KeTh KeTh

_ K K K

= Z (IL;-_, f, curlv, — I curl vy, + IT;* curl vh)o K
KeTs, 7

= Z [(Hfﬁlf, curlvy, — TIX | curl ’Uh)o’K + (Hkalf, T curl Uh)()’K}
KeT,

= Z (Hfﬁlf,ﬂiilcurlvh)oﬂ: Z (f—i—H L f - I 1curlvh)
KeTy KeTh

= Z {(f,l'[ff_lcurlvh)ok + (Hf_lf — f,Hf_lcurlvh)()’K}
KeTy

= Z (f Hk, 1cur1vh Z / I Hk jcurl vy,
KeTh KeTh

en donde se ha utilizado el hecho que TIX | f y TIX | curlwv;, son elementos de [Py_1(K)]%.

Notemos que F"(-) es calculable utilizando los grados de libertad propuestos, pues H,]f_l lo es.

Observacion 3.3.1 Si f es mds regular, notamos que mediante una simple integracion por partes
en ([2.5) tenemos que (f,curlv)yq = (rot f,v)oq =: F(v) Vv € HZ(Q). De modo que podemos
considerar un lado derecho alternativo: para cada K € Ty, y para cada k > 2, definimos

FPE (uy,) = / I, (rot f)v, = / rot f IIX Ly, Yoy, € WF(K).
K K

Globalmente consideramos el siguiente lado derecho alternativo: Fh . Wi, — R es definido por

FM(op) = Y F"K(uy) Vo, € Wy (3.29)
KeTy

Notemos que ﬁh() es calculable a partir de los grados de libertad propuestos, pues HiﬂQ lo es.

3.4. Problema discreto

En esta seccién presentaremos el esquema discreto asociado al Problema y mostraremos
existencia y unicidad del esquema.

Problema 3.4.1 (Problema Discreto) Hallar v, € Wy, C HZ(2), tal que
A (nyon) = F" (o) Von € Wi,

donde AM(-,-) es la forma bilineal definida en ([3.25) y F"(-) es el funcional definido en (3.28).
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Observemos que usando (3.27) la forma bilineal A"(-,-) es acotada. Més aiin, como se muestra en
el siguiente lema, ella es una forma bilineal uniformemente eliptica.

Lema 3.4.1 FEuxiste una constante & > 0 tal que

AM(op,0p) = dlluallzg Von € Wi,

Demostracién. A partir de (3.27) y el Lema para todo v, € W}, tenemos que,
Alup,op) = > A vy, 0p) > a5 Y AR (g, 0n) = as A(vn, o) > asaol|vnl3
KeTh KeTh

de donde
AM(vp,vp) > @llonllsg  You € Wi,

con a = aza > 0. m
El siguiente teorema establece existencia y unicidad de solucién del Problema discreto [3.4:1}

Teorema 3.4.1 El Problema tiene solucion tnica vy, € Wy, C HZ(Q) que satisface la si-
guiente depedencia continua de los datos:

[¥nll2.0 < Cll fllog;

con C > 0, independiente de h.

Demostracién. Usando la simetria y estabilidad de las formas bilineales A»¥(-,.) (ver Teorema
3.3.1)) y la continuidad de AX(-,.), para cada K € 7y, tenemos que

ARE (g, ) < (APE (v, 00) ) V2 AR (w0, w),)) 2
< ag(A® (vn, va)) 2 (A (wp, wp))?

K
< Cagllvy, o0k Vup,wp € Wit

2, |[wh
Por lo tanto,

| A" (v, wp)| < Cllopllaellwnllee  You,wy, € Wh.

Ahora bien, dado que F”(-) es un funcional lineal y acotado de HZ(Q), por una aplicacién directa
del Lema de Lax-Milgram concluimos que existe una tnica v, € Wy, soluciéon del Problema (3.4.1
que satisface la siguiente estimacion:

[nllz0 < C|If
con C' > 0, independiente de h. [

0,9

Observacién 3.4.1 Notemos que el Problema[3.4.1] también tiene tinica solucion si consideramos
como lado derecho al funcional F"(-) definido en (3.29). Esto se debe a que F"(-) es también un
funcional lineal y acotado de HZ(S2).
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Capitulo 4

Estimaciones de Error

En este capitulo estableceremos convergencia y estimaciones de error en norma H? para la dis-
cretizacién propuesta. Usando argumentos de dualidad establecemos estimaciones de error para la
funcién de corriente en normas H'! y L?. Recuperamos el campo de velocidad del fluido, mediante
un post-proceso de la funcién de corriente. Para k = 3, presentamos una estrategia para recuperar
la presién del fluido a través de un problema de Poisson generalizado. Finalmente, establecemos
estimaciones de error en norma H'! para la presién.

4.1. Convergencia

Iniciamos esta seccién con resultados conocidos de aproximacién sobre poligonos estrellados, el cual
es derivado por interpolacién entre espacios de Sobolev (ver, por ejemplo, [36, Teorema 1.1.4]). El
siguiente resultado se establece en la Proposicién 4.2 de [5] para valores enteros de § y usando la
teoria clasica de Scott-Dupont (ver, por ejemplo, [21] y [3, Proposicién 3.1]) podemos escribirlo
como sigue:

Proposicién 4.1.1 Si la suposicion Al se satisface (ver Seccion , entonces existe una cons-
tante positiva C, independiente de hy, tal que para cada v € H°(K) existe vy € Pr(K), k > 0 tal
que

v —vrlere <O vlsr, 0<8<k+1,0=01,2...,[],

donde [d] denota el mayor entero menor o igual que 6 € R.

A continuacion, se presenta un resultado de aproximacién para el proyector HkK_l que sera muy
util en el préximo andlisis.

Proposiciéon 4.1.2 FExiste una constante C' > 0, independiente de hy, tal que para todo v €
[H° (K)]?
v — TIE (wllox < Chlvlsxk 0<6<k, k>2
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Ahora presentamos un resultado de interpolacién en el espacio virtual W, (ver [24 [3] 16]).

Proposicién 4.1.3 Si las suposiciones A1 — A2 se satisfacen (ver Seccion , entonces existe
una constante C' > 0, independiente de h, tal que para cada para cada v € HO(Q), existe vy € W),
que satisface

v —vrlleq < CR vlsq, £=0,1,2, 2<5<k+1, k>2.

En W) definimos la siguiente norma:

F(vy) — F
| = Py o= sup L) = L)

ohEW), [vnll2,0
U’L¢O

Para cada entero ¢ > 0 introducimos la semi-norma H*(7p,):

1/2

Wl = | D Wik |

KeTh

definida para cada v € L?(Q) tal que v|x € H*(K) para todo poligono K € Tj,.

Proposicién 4.1.4 Sean k > 2 y f € [L*(Q)]? tal que f|x € [H*2(K)]?, para cada K € Tj.
Sean F(-) y F"(-) los funcionales definidos en y (3.28)), respectivamente. Entonces, tenemos
la siguiente estimacion:

IF = F*"lw: < Ch*Y Flaon-

Demostracién. Sea v, € W}, entonces usando la definicién de F(-) y F"(:) (ver (2.5) y (3.28),
respectivamente) y la propiedad de ortogonalidad de Hf_l tenemos que

F(vp) — F'(vp,) = Z /K (f —T, f) - curluy

KeTy

= Z /K (f —T . f) - (curlvy, — IT; jcurlyy,) .

KeTy

Ahora, usando lo anterior, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la Proposicion 4.1.2] si k& > 2
tenemos que

|F'(vp,) — Fh(vh)] < Z Ilf — HkK—lfHO,K chrlvh - HkalcurlvhHO’K
KeTy,

<C YW Ik-2chi|curl vy k
KeT,

< CI" Y fle—anllvallzg-
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Por lo tanto,
IF = F*"lw; < Ch*Y fleon-
Con las definiciones anteriores y haciendo uso de la Proposicién[£.1.2] tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.1.1 Sea k > 2 y sean v y vy, las tnicas soluciones de los Problemas y
respectivamente. Entonces, existen s > 1/2 y C > 0, independiente de h, tal que

< (IF = Py + 16 = Grllag + 6 = el + 16 = el + B )

para todo Yy € Wy, y para todo . € L*(Q) tal que ¢r|x € Pp(K) VK € Tp.

Demostracién. Para todo ¢; € Wp,, consideremos vy, := ¥ — ;. Entonces,

(4.1)

Usando el Lema sumando y restando el término A(t,vy) y usando la definicién de los pro-
blemas continuo y discreto (ver Problemas y respectivamente) tenemos que

aH”hH%,Q <Ah(vhavh)

A"y, vn) — AM(tpr,vp)

Fh(vy) — A" (4, vp)
_Fh(vh) AW, vp) + AW, vp) — A"(r, vp)
= F"(on) — Fog) + A, 0n) — A"(¢1, v3) (4.2)
= Fhon) = F(on) + Y {vAK(W,un) + Al 0n) |

KeTy,
- Z {VA ¢1,Uh)+Acur1(1/’I,vh)}
KeTy,

Ahora, sumando y restando ¢, € L?(Q) tal que 9| € Pp(K) VK € Ty, k > 2, en el tltimo
término de la igualdad anterior y usando la consistencia de la forma bilineal AZK(-, -) (ver (3.20))
se tiene que

S {v AR ron) + Al 0, 0) )

KeTy
= {VA’KK@/), — O, o) + VAR (W, 0p) + AR (g, vh)} (4.3)
KeTy,
= Z {VAZKWI — thr,vp) + VAR (¥, ) + AZiﬁl(%»“h)},
KeTy,
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de (4.2) y (4.3]) se obtiene que

dllonl3e < ') = Fon) + Y {vAK@, on) + Aln (00 }

RETn (4.4)

= 3 {vAR W1 — mon) + VAR (0r, 0n) + A (1, 0n) -
KeTh

Finalmente, asociando términos de manera adecuada en (4.4) y usando la bilinealidad de AX(-,),
se tiene que

dllonll3o < Fon) = Flon) + Y {vAK@ = ¥y 0n) = vARS (01 = rvn) }

KeTy

b3 (At - AL o).

RETn (4.5)

<P = Fllw lonlza + Y v{AK@ = ve,on) + AR (01 = Yy 0n) |
KeTy,

+ Z { cur1 (¥, Vn) Ag{fﬁl(l/flavh)}.

KeTy

Ahora estimaremos los tltimos dos términos de (4.5)). En efecto, usando el acotamiento de la formas
bilineales AX(-,-) y AIXK(-, -) tenemos que
V{Ag(w — Py vp) + ARE (1 — ¢mvh)} < ClY — Yrlo.k|vnl2,x + Y1 — ¥rl2,k B2,k
<C(|[Y = Yrlox + [ —Y1l2,Kx) |vnl2 k-

Por otro lado, sumando y restando el término AX (41, v3), usando la bilinealidad de AX (-,),
tenemos que

AR (o) — ALt (b, o)
= Afurl W, Uh) - Afurl(wfa Uh) + Afurl(¢[7 Uh) - Ag{f; (wb Uh) (47)
AK (W =1, vp) + {Aﬁirl(%’ o) — AR (0, vh)} :

Usando la continuidad de A

(4.6)

K 4(+) se tiene que

AE (W —Yr,vn) < Ol — Yrllvnlik < CllY — Vil ||on 2,k (4.8)

Ahora, usando el Lema [3:3.3] se tiene que

A (Wr, ) — ARE (01, vn)
< HK Leurlyy — HkK_l(K_lcurl wf)“o,K chrl vy, — HkK_lcurl UhHo,K

+ HKil curlv, — IIX (K~ 'curl Uh)HO,K [|curly; — 15 | curl ¢1H07K (4.9)
+C chrldq — Hf_lcurlwIH&K chrlvh — Hf_lcurlvhHOK

K k, curl k, curl
+ Seuet (V1 — TR, v — T2 0y).
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Para el primer término del lado derecho de ({4.9) sumamos y restamos las expresiones K~! curly y
Hf_l(Kflcurl 1), usamos desigualdad triangular, propiedades de estabilidad del proyector Hk,K_l
y la estimacién de la Proposicién [£.1.2] para obtener
|IK~t curly; — Hf_l(K_lcurl U)o,k
<Kt curly; — K curl o ¢ + |[K™* curly — X | (Klcurl V)oK
+ [T (K™ P eurly) — T (K™ eurldy)[lo,x
<K eurl (47 — 9)lo, + K™ eurly — I (K eurld) o,k (4.10)
+ TG (K™ (eurl (4 — ) [lo.xc
<ClYr =9k + Ch?n{lﬁ’k}\curlwus,f( +ClY — Y1k

<C <||¢ —Yrll2,x + h?in{1+s’k}|¢|2+s,f<) .

Adem4s, usando la Proposicién tenemos que
chrlvh—l_[kK_lcurlvhHO’K < Chglvn|2,K, (4.11)
de las desigualdades (4.10]) y (4.11]) se tiene la siguiente estimacion para el primer término de (4.9)

|K™ curly; — TIE | (K™ teurl o) ||o.x |curlvy, — HkK_lcurlvhHO’K

<C (W —Yrll2, i + h?n{Hs’k}W%s,K) hi|vpl2, K- (12
De manera analoga a como se procedié en obtenemos que
el — T (curlvp)llo, i < C (Il = Grlla,ic + R ol i) (4.13)
y usando nuevamente la Proposicién [1.1.2] se sigue que
HK‘lcurl vy — I (K~ Lcurl vh)Ho,K < Chg|vpl2,K- (4.14)

Por lo tanto de las desigualdades (4.13) y (4.14) para el segundo término de (4.9) tenemos la

siguiente estimacién:
K~ curlvy, — TIE | (K~ tcurlvy,) o i chrl Yr — I curly;

< C (9 = Grllasc + B pla i) haclonla i

HO’K (4.15)

De manera similar a lo hecho en (4.12) y en (4.15)) se obtiene la siguiente estimacién para el tercer
término de (4.9)

|lcurl vy, — Hf_lcurl vpllo,x chrl Yy — Hf_lcurl 1/)1H07K

min s (416)
<C (W —Yrllo,x + hy o+ ’k}|¢!2+s,K) hi|vnl2, k-
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Finalmente, para el cuarto término, usando , la continuidad de la forma bilineal AX | (-,-) y
(13.13)) se obtiene que
K k7 l k‘, 1 K k;7 l ]{3, l
Scurl(wl - HKcur 7/117 Up — HKcur Uh) < C1Acur1(¢1 — HKcur '@b[, Vp — HKcur vh)
k, curl k, curl
< Clpr = I hr |y i lon — TR o)1k
k 1
< Clpr — |1k fon i

< Clpr — ’“ el ke lonll2x -

k, curl¢’

(4.17)

k curl

Para estimar el término |1/1 r— Yr|1,x sumamos y restamos 1 y II usamos desigualdad

triangular, la propiedad (3.14]) y propledades de estabilidad del operador Hl%curw para obtener

lvr — H’;(’curliﬁlh,K
< (101 =l + 19 = TRk + I = 6l

< (Jor = Lk + ClY —vYr|1k)
< C (1Y —vrll2,x + Cl — ¥rlr k) -

De (4.17) y (4.18)) se obtiene la siguiente estimacién para el cuarto término de la desigualdad (|4.9))

(4.18)

sB 1 (r — TN vy — T y) < C (|9 — Yrllaie + Ol — |1 k) |[onllo,ze- (4.19)

Entonces, de las estimaciones (4.7, (4.8), (4.9), (4.12), (4.16) y (4.19) se obtiene que

A (0 00) = AL @oron) < C (19 = Pllae + [0 = Yelose + 008 ) ol
(4.20)

Ahora bien, usando (4.5)), (4.6 y (4.20) tenemos que
lw: lvnllz.e + Y C (19 = $rlox + 14 = ¢rlla.x) [onll2.5

KeTy,
+ ZC(

KeTs,
< CIIF" = Fllw lonll20

il &
By 16— el lonll

+C )] (W —Yrlix + [ = Yrlok + 1Y = Yill2x + h?n{lﬁ’k}IWH%s,K) lonll2,x |

KeTh

aplicando desigualdad de Cauchy-Schwarz en el segundo término del lado derecho de la estimacién
anterior obtenemos:
allonll3 0
<C(IF - Flw; [ [ = o+ AR 5 o) om0
(4.21)
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Por lo tanto, de (4.1]) y (4.21)) se tiene el resultado. [

Tenemos el siguiente teorema de convergencia:

Teorema 4.1.1 Sea k > 2 y f € [L*(Q)]? tal que f € [H*2(K)]?, VK € Tp,. Sean v y ¢y, las
unicas soluciones de los Problemas Y respectivamente. Entonces, existen s > 1/2 y
C > 0 independiente de h, tal que

[ = Pnllzo < CR™™MSED (| fle_op + [€]l2450) -
Demostracién. Dado k > 2 y ¢ € H>™5(Q), sean ¢, € L*(Q) tal que 9| € P(K) VK €T,
y ¥ € Wy, tales que las Proposiciones y son ciertas. En particular,
1 = ¥illz,0 < CR™ R oy 0, (4.22)

y

[ — rlr < O lak 10— talow < OB glyy s (4.23)
Usando el Lema junto con las desigualdades (4.22)), (4.23) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz
en R?, se tiene que:

I~ nlloe
< € (I1F = FMllw; + 110 = rllaa + [ — ¥

i 1 = ko + B )

1/2
SC|IF=FMlwy + ¢ = vrllza+ | D ¥ = valix
KeTy,
1/2
S B D CER N 7 B sy ([P
KeTy,
1/2
—_
< C|IF = Frllwy + 1l — vl + | S0 mi M2, (4.24)
KeTy,
1/2
min{s,k— it
+ Z hi {s, 1}’¢’%+3,K +hmln{1+8,k}“¢“2+879

KeT,
<C (Chk_l\f!k—zh T Chml’n{s,k—l}|¢|2+s,ﬂ 4 Chmfn{s,k}wprsﬂ
i Chmin{s’k’l}lw\gﬂﬂ i Chmfn{us,k}”w”ﬂs’ﬂ)
< O (CHmEE D (i + [ o) + O R 6y 4+ ORI [y )
<CRMER (| g + [ 245.0)

lo cual completa la demostracién. |
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4.2. Estimacién en normas H' y L?

En esta seccién estableceremos estimaciones de error para la funcién de corriente en normas H' y
L? usando argumentos de dualidad.
El siguiente lema preliminar sera muy til para nuestro analisis.

Lema 4.2.1 Sea k > 2 y sean ur, vy € Pr(K). Entonces las formas bilineales AP (- ), AK(-).) y
Aglrl(-, -) satisfacen las siguientes propiedades:

= Para todo K € T, se tiene

AP (up, vp) — AR (up, vp)

= AP (up, — ug, vp) — AR (up — ug, vp) (4.25)
+ At (s 08) = Aliara (e, vn) - Vuun, v € W (K).

= Para todo K € Ty, se tiene

Ah’K(uh, vh) — AK(uh, vh)

= AP (up,, v — vg) — AR (up, v, — vy) (4.26)
+ Ay, ve) = Al (un, ve) - Yun, v, € WE(K),

Demostraciéon. Mostraremos la propiedad (4.25)). En efecto, sean up, v, € W,f(K )y sea ur €
Py(K), k > 2, entonces sumando y restando u,, usando la definicién de las formas bilineales
ARK () y AK(..) y luego usando la consistencia de AZK(-, -) tenemos que

Ah’K(uh, vp) — AK(Uh, vp)

= AN (g, — g, vn) + AP (g, 0n) = AS (u, vp)

= AP (up, — ug, vp) + {VAZK(Um vp) + Aﬁﬁl(um Uh)}
— {VAf(uh, vp) + A.ﬁrl(%,vh)}

= APE (uy, — ug, vp) + {VA[A((Um vh) + Ao (t Uh)}
— {VAK (un, vn) + AL 1 (un, vn) }

= APV (up, — ur, vp) + {V AR (e, vn) = VAR (un, on) }
+ {A’j;ffl(um vh) = Acur (un, Uh)}

AR gy — )+ A (1 — )

h,K
+A . (Uﬂ—,'Uh) _Aglrl(uhavh)a

curl

(4.27)

donde hemos asociado términos de manera adecuada y usado la bilinealidad de AZKQ, -) en la dos

ultimas igualdades. Ahora, sumando y restando el término Agml(uTr —up,vp) y usando la definicién

40



de AK(-,-) tenemos que la tltima igualdad (4.27) se convierte en

AP (g, vp) — AR (up, vp)
= Ah’K(uh — Ur,vp) + {VAK(UW — up,vp) + Agml(mT — up, Uh)}
+ Agiun (tm, 08) = Al (wn, 01) = At (e — w v1) (4.28)
= AME (up, — ug, vp) + AK (g — up, vp)

+ Acurl(u7” vh) - A(I:(url(ufh Uh) - Aé{lrl(uﬂ' — Up, vh)'
Finalmente, usando la bilinealidad de AX

curl(
la igualdad de se tiene que

h
Aculil (uﬂ" Uh) Aglrl (uh7 vh) - Agu'l (uﬂ' — Uh, Uh)
h,K
= Acurl(uﬂ" vh) - Aﬁ{url(ufh Uh) - Aglrl(uﬂ'v vh) + Acurl(ufh Uh) (429)

- Acurl(uﬂ'? vh) - Agxrl(uﬂ'v Uh)-
Por lo tanto de (4.28) y (4.29) se sigue que
APE (o) — AR (up, vp)
= AME (up, — ur,vp) — AR (up, — g, o)

+ Acurl(uﬂ? Uh) - Aﬁlrl(””? Uh) vuha Up € W}?(K)

-) para los tltimos tres términos del lado derecho de

La segunda propiedad del lema es consecuencia de las igualdad anterior y de la simetria de la formas
bilincales AMK (. ) AK(. ) ARE (Y y AK LG9, ]

curl

El siguiente teorema establece una estimacién del error para la funcién de corriente en norma H'.

Teorema 4.2.1 Sean k > 2 y f € [L3(Q)]? tal que f|x € [H*2(K))?, para cada K € Tj,. Sean )
la tinica solucidn del Problema[2.2.9 y vy, la inica solucidn del Problema[3.4.1 Entonces, existen
5€(1/2,1], s > 1/2 y una constante C > 0, independiente de h, tal que

W — Ynl1,0 < CRET™MESFL (£ o+ [$]l24s0) -
Demostracién. Sea ¢ € HZ(2) la tnica solucién del siguiente problema variacional: hallar ¢ €

HZ2() tal que
’ A(p,v) = G(v) Vv € HZ (), (4.30)

donde A(-, ) es la forma bilineal definida en (2.4]) y G(-) es el funcional definido por
= / V(i — ) - Vo Yo € HE(Q).
Q
Dado que G € H~ (), por resultado de regularidad adicional (ver Teorema [2.2.2)), existe § €
(1/2,1] tal que ¢ € H?>T5(Q) y
16ll2+5.0 < ClGl-10- (4.31)
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Ahora bien, integrando por partes y aplicando desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

IG]l-1.0= sup (V(¥ = ¢n), Vo)oa

veHL(Q) [v]l1,0
v#0

< sup
vEHE(Q) v
v#0

(4.32)

|10

IN

sup
vEHE () [vll1,0
v#0

= W} - ¢h|1,ﬂv
de las desigualdades (4.31) y (4.32) se sigue que
[¢ll2+5,0 < Clv — Ynli0.- (4.33)
Ahora, tomando v = (¢ — 1p,) € HZ(£2) como funcién test en (4.30]), obtenemos

lw—%ﬁm—AVW—WJVWwa—Aw—wm@, (4.34)

donde hemos utilizado en la tltima igualdad la definicién de la forma bilineal A(-,-) junto con su
simétria.

Sea ¢; € Wy tal que el Lema se satisface. En particular,
¢ — ¢rll20 < CR™™ gl 50 v 6 — drllie < CRUTE 6]y 50,
y dado que § € (1/2,1] y k > 2, entonces
16 — drll20 < Ch¥||ll2rsa ¥ W' gllags.0- (4.35)

Sumando y restando ngI en el lado derecho de (4.34)) y usando la definicién del problema continuo

y discreto (ver [2.2.2]y [3.4.1] respectivamente), se tiene que
A(p — tn, ¢) A = n, ¢ — ¢1) + A — ¥n, é1)
AW — Y, ¢ — ¢r) + AW, é1) — A(Yn, ¢1)
= A(¢ Vh, ¢ ¢1) + F(pr) — A(tbn, ¢1) (4.36)
= A(¢ = . & — 1) + F(61) = F* (1) + F"(¢1) = A(tn, é1)
= A(Y — tn, </5 1) + [F(¢r) — F (o)) + [A" (n, o1) — A(von, ¢1));

donde en la cuarta igualdad hemos sumado y restado el término F"(¢;). De ) y de { se
sigue que
Y —nliq=T1+To+T5, (4.37)

donde
Ty = A(p —p, ¢ — ¢1), To=F(¢r)— F"(¢r) v Ts:=A"Wn,é1) — A, é1).
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Para estimar el término 7 utilizamos la continuidad de la forma bilineal A(-,-), el Teorema
y (4.35) como sigue

= A(T/J _T/Jh7¢_ ¢[)
< CllY = Yull2,allé — ¢1
< CR™E R (| g g+ [[9]]24s,0) B[ 6ll215.0
usando (4.33)) y lo anterior se obtiene
Ty < CRETIS k=1 (|1 o+ [ 0]|arsa) [© — nl1a- (4.38)

Para estimar Tb utilizamos la definicién de los funcionales F"*(-) y F(-), aplicamos la desigualdad
de Cauchy-Schwarz y la Proposicién como sigue:

Pl = Flon = 3 [ (1 f = £)- (1 eurl oy — curl o)

KeTy,

< 3 =T fllox [leurl ¢ — T curl | (4.39)
KeTy,

< D U flk2x [Jeurlgr — G eurl ¢y -
KeTy,

Ahora estableceremos cotas para el término chrl o1 — H,If_lcurl o1 En efecto, sumando y

lo -
restando curl¢ y Hkalcurl ¢, usando la desigualdad triangular y propiedades de estabilidad del

proyector HkK_l junto con la estimacién y la Proposicién se tiene
|curl ¢; — IIX | curl or1llo,x
< |leurl¢; — curl¢||0,K + chrlqﬁ — Hff_lcurlqﬁHQK + HH{C(_I(curl (¢ — ¢1))H0,K
<||curl (¢1 — @)|lo.x + HCurqu — Hfﬁlcurlﬂ‘o’[( + C'||curl (¢ — ¢[)||07K
<Cl¢—orl1,x + chrqu - Hf_lcurlquQK
< Cllé = drlh i + Chig " Jleurl ol 5
< Oll¢ = drllax + Chit* | Bllpys i

Ahora bien, usando lo anterior, (#.39) y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para R? se
sigue que

FM¢r) = F(¢r) <C > hi | flr-2.k (CW) — ¢1llix + Chyt® ||¢”2+§,K)

KeTy,
< Ch* 2| flr—apn (CH(P — ¢1ll2.0 + CHITE ||¢Hz+§,9)
< CH2 o (CH1llass0 + CRF 6l 50) (4.40)
< ChF2| flion CRM @]l 2150
< ot

< CR¥FEU (| fle—an + [[¥ll24s0) | 9ll2+ 5.0,
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donde hemos usado (4.35)). Ahora bien, dado que min{s, k —1} <k—1y 0 < h < C <1 tenemos
que hF—1 < pmin{s, k=1} "y hor tanto h5HR—1) < pFtmin{s, k=1} Entonces, de lo anterior y de (4.40)
se sigue que

Ty = F'(¢1) = F(¢1) < WD (I flimap + [ l21s.0) [Sll2+5.0

o (4.41)
< CRET R (£ g+ (9]l 24s0) [ll21s.0-
De la desigualdad (4.41]) y de la estimacién (4.33)) obtenemos
Ty < CRST™MS R (1o + [$]l24s0) [ — Ynlig- (4.42)

Continuamos con el término Ts. Dados ¥ € H*T$(Q) y ¢ € H*™3(Q) las tinicas soluciones de los
Problemas (3.4.1 y (4.30)), respectlvamente Sean ¥, ¢, € Pr(K) tal que la Proposicién es
cierta. Entonces usando la propiedad (4.25)) con up = p, vy = ¢r v Ur = Yr, tenemos

Ts = A"y, 1) — A, ér)
= 3 AN (i 61) — AK (g 1)

KeT,
= (A (W — m, b1) — AR (h, — P, 1)) (4.43)
KeTy,
+ Y (AL (U, 61) — Al (%, 1)),
KeTy,

Ahora, usando la propiedad (4.26) en el primer término del lado derecho de la tltima igualdad de
[43), con up, = ¥y — tr, vp = @1 ¥ Ur = bx, Obtenemos

> AME (n — b, b1) — AK (0 — Yr, 1))

KeTh
= D (A Wn — n b1 — dx) = A (Un — Un, b1 — 1)) (4.44)
KeTh
+ Z A(}:Luffl d}ﬂ’? qbﬂ') - curl(wh - "vbﬂ'v ¢7r)]7

KeTy,

de y , se sigue que
Ty = [AMK(Wn — br, b1 — ¢n) + AX (¥ — P, b1 — )]

KeTh
+ KZT Algulfl 1/17” ¢7r> curl (wh - wﬂv (bﬂ')] (445)
€/n
+ Z Algulfl w7r7 (bf gu'l(wW’ ¢I)]
KeTh
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A continuacién estableceremos cotas para el primer término que conforma a T3. En efecto, usando
el acotamiento de las formas bilineales A" (.,.) y AK(.) se tiene que

Z [Ah’K(wh - ¢m ¢I - d)ﬂ') - AK(¢h - wwa ¢I - ¢7r)]

KeT,

< Z CHwh - ﬂfw

KeTy

(4.46)

2.k |01 — dxll2,k

Usando la desigualdad triangular, para cada K € T se tiene que

lvn — Yrll2, K
<||Yn —Yll2,x + | — Vrll2.x
= |lYn — Yo,k + |V — Yrlox + [ — Vx|t kg + |1 — Yrllox
min{s,k— min{1+s,k min{2+s,k+1
< e = Ynllosc + CRE T g llags s + CREM gy + CREMEF D g g

< |[¢ = Pullax + CHPEEF=I || oy o g 4+ CRPBEFSEY 1)1 e + CRPZHSREL o4 (e
(4.47)

donde hemos usado la Proposicién Ahora bien, dado que min{s, k — 1} < min{l + s,k} <
min{2+ s,k + 1} y dado que 0 < h < C < 1, entonces

hml’n{2+s,k+1} < hml’n{l—l—s,k} < hmin{s, k—1}
de lo anterior y de la estimacién (4.47) se sigue que
I~ ellase < © (16—l + B A i) (4.48)

Procediendo de manera andloga a como se obtuvo la desigualdad (4.48)), se tiene que

161 — dxllo,x < C (Il — dll2,x + Chic|dlla+5.k) - (4.49)

Asi, de las estimaciones (4.46)), (4.48)) y (4.49)) se sigue que

Z [Ah?K('(bh - 7!)71'7 ¢I - Qbﬂ') - AK(¢h - wm ¢I - ¢7T)]

KeTh,
< Z Cllvn — ¥rll2.xllor — Orll2,x (4.50)
KeTh
< 30 Cllwn —vlas + "l i) (61 = Sllz + Chicllllevsx) -
KeT,

Ahora, usando desigualdad de Cauchy-Schwarz en R? en la desigualdad anterior y usando el Teo-
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rema [4.1.1] junto con la estimacién ([4.35)) tenemos que

3" Cllwn — bllzi + R W loss k) (61 — Slloi + Chikldll245.x)
KeTy,

< O(len = dllzg + CR™M 14 l515.0) (CH(|9]l215.0 + 61 — dll20)
< O(len = vllzg + B H[glla4s0) (CR|¢ll2+50 + ChE[[@ll2+s0)

<C (hmm{s’ (1 lk2n + [9ll24s.0) + hmm{s’kil}”w’?—ks,ﬂ) Ch*|dll21s0
< OB (WP E 1 (| flap ot [6]2150) ) [6]450

< CRSTIS B (| £l g+ [[W]l245.0) [ — Ynl10,
donde hemos usado (4.33]) en la ultima desigualdad. Por lo tanto, de (4.50) y (4.51)) tenemos que

Z [Ah’K('(bh - 7!}71'7 le - d)ﬂ) - AK(d)h - ¢7ra ¢I - ?bﬂ)}
KeTy, (4.52)

< CpFTIds k=Lt (| £ o+ [ ]lase) [ — ¥nlia-

Ahora estableceremos cotas para el segundo término del lado derecho de (4.45). En efecto, usando
el Lema [3.3.3] tenemos que

Abart(n = b, &r) — Aty (Y — Urs 61)
< |[K™ eurl (¢, — ¢r) = I (K™ eurl (¢, — ¢n) ||  [[curl ¢ — TG jcurl o[
+[[K " curl ¢ — TG (K eurl ) || ¢ [leurl (vn — vr) — T jcurl (8, — ¢ || 0
+C chrl (Y, — ¥r) — IIE curl (¢, — w“)HO,K chrl Or — Hkalcurl@rHO’K
+ stunt (Un — ¥r) = T (h — vr), b — T M),

(4.51)

(4.53)
dado que ¢, € Pi(K) y por tanto curl ¢, = ITEX | curl ¢, y ¢ = H’;’}C“rl ¢, entonces

[eurl ¢ — T curl g| e = s (W — vr) = ™ (Wn — ), b — T ") = 0.

De lo anterior y de (4.53) se sigue que
A cunt(n = r, br) — A (Yn — ¥, 0

< HK curl ¢, — II;* | (K “curl ¢7T)H0,K chrl (Yn — r) — I} curl (¢p, — %r)HO’K :
Ahora bien, usando la propiedad de estabilidad del proyector Hé(_l tenemos que
leurl (v, — ¢or) — T jeurl (¢, — ) [lo,x < [leurl (Yn — vr)lo, i
< ClYn —¥rl1x
< C([Yn — Yk + 1Y — ¥rl1 k)
(4.55)

< C(lvn — Yll2.x + ¥ — x| k)
< Ol — vnlla.xc + REEEFE 0 )
< Ol — ¥nllax + R g llaps 1),
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en la dltima desigualdad hemos usado la Proposicién Con argumentos similares a los usados
para obtener (4.10) y usando nuevamente la Proposicién se obtiene
K~ curlgr — T (K eurl )| o < Clor — @lux + hg10]l245,k)
< O(Ch N1 llo+sie + CRll@llo+s) - (4:56)
< ChiF*||ollo+s,x-

De las estimaciones (4.54), ([4.55)), (4.56)), la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R? y el Teorema
[4.1.1] obtenemos

> [AE W — o, bx) — AL (Uh — Vo, b))

KeTy

< 3 O g i + 10— nllo ) hi I Yll2s i
KeTy,

< ORISRy o0 + 11 = Yllo) |@l2150
< ORI (Rt k =Dyl o0 + AOEED (1 F o+ [ a4s0) ) I6]l215.0
< OIS (k1) (1 £y o+ [9a4s0) ) 16l215.0

< opttstmin{s k=1 (g1 o 4 [0]lars0) |9 — Pn
< CRFTIS R=1 (| £ o g+ ([0 ]la4s0) [0 — ¥n

(4.57)

1,0

1,0-

En este paso acotaremos el tercer término del lado derecho de (4.45]). En efecto, de manera analoga
a como se procedié para obtener (4.54) se tiene que

h,K
> (A (Ur, 01) = Alia (e 61)]
ReTn (4.58)
< [[K™" eurl gy — HkKA(K_lCUI‘l%r)HO’K |curl ¢; — I (curl ¢])H07K .
Usando argumentos similares a los usado en (4.10)) se obtiene que

K™ curly, — TIE | (K curl ¢y)|o.x
< C|w _wﬂ"l,K + h?ln{l+87k}|¢|2+s,K

- Ch?n{Hs’k}Iw!ers,K n hﬁin{l+s,k}|¢|2+s7K (4.59)
< Ch™ M pllg i
y
leurl ¢y — I (curl é7) o,
< Clo = drli,x + hr;fn{1+§’k}|¢’2+§,l< (4.60)

< Chid|Wlots ik + hid *[¥]oss K

< Chi |19 l24s.x-
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Por lo tanto, de ([4.58)), ([#.59), (4.60) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R? se sigue que

> AL (r, b1) — AR (U, d1)] < CRITFRUESEY )10 ol @lla450- (4.61)
KeTy,

Ahora bien, dado que min{s, k — 1} < min{l + s,k} y dado que 0 < h < C < 1, entonces
hmin{1+s,k} < hml’n{s,kfl} y por lo tanto h1+§+m1’n{1+s,k} < hl+§+m1’n{s, kfl}’ entonces de este hecho
y de (4.61) se sigue que

Y Au(r, 61) = A ($r, 1)) < BHEPREE o ol dll2450
KEeTy, (4.62)

< ChFIds k=Lt (| £ o+ [0]lase0) [ — ¥nlia-

Usando (4.45)), (4.52)), (4.57) y (4.62)) se concluye que

Ty < CHSF™IS A= (£, o)+ [[0]|orsn) [ — ¥nliq- (4.63)

Finalmente, de (4.37)), (4.38)), (4.42) y (4.63]) tenemos que

[ — Pulia < CRFFMOESE=I (£ o)+ W] l24s0) -

El siguiente teorema establece una estimacién del error en norma L? para la funcién de corriente.

Teorema 4.2.2 Sea f € [L*(Q)]? y sean 1 la tinica solucién del Problema y Y la unica
solucion del Problema |3.4.1. Si k = 2, entonces existen s > 1/2, § € (1/2,1] y una constante
C > 0, independiente de h, tal que

19 — nllo.o < CREF™EL (| £llo.0 + [¥]l21s.0) -

Sik >3y flx € [H"2(K)]?, para cada K € Tj,. Entonces, existen s > 1/2, v € (1/2,2] y una
constante C > 0, independiente de h, tal que

[0 — nllo.o < CRYTRS A= (£, o 4 ld]l2rsa) -

Demostracién. Supongamos que k = 2, entonces dado que (¥ — ) € HE(Q), por equivalencia
de normas y el Teorema existen s > 1/2y § € (1/2,1] tales que

1 = ¥nlloq < Clo = gnlro < CREI (| flog + [[¥]l2459)
donde C' > 0 es una constante independiente de h.

Ahora bien, si k > 3, consideramos ¢ € H3(Q) la tinica solucién del siguiente problema: hallar ¢
tal que
A(p,v) = G(v) Yo € HY(Q), (4.64)
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donde A(-,-) es la forma bilineal definida en (2.4]) y G(-) es el funcional definido por:
G(v) = /Q(¢ —p)v Yo € HE(Q).

Dado que (¢ — ) € L%*(Q), por resultado de regularidad eliptica (ver Teorema [2.2.2)), existe
v € (1/2,2] tal que ¢ € H>T7(Q) y

@ll24+.02 < CllY = Ynlloq-

Ahora, tomando v = ¢ — v, € HZ()) como funcién test en ([4.64)), obtenemos

19 — bl

b= /QW — V) (¥ = Yn) = A(p — b, 9), (4.65)
en la dltima igualdad se ha utilizado la definicién de la forma bilineal A(:,-) junto con su simétria.
Sea ¢; € Wy tal que el Lema se satisface. En particular,

6 — dillae < CR™™ T E " gllona v 6 — dillie < CR™™ M5 q,
y dado que v € (1/2,2] y k > 3, entonces

16 — drll20 < CR|9ll2tra v 6 — drllia < CRY(|B]l24.0-

Entonces, sumando y restando ¢; y usando la definicién del problema continuo y discreto (tal como
se hizo para obtener (4.36))) se sigue que

A(p = Yn, ¢) = AW — bn, & — é1) + AW — 2w, ¢1)
= A — Pn, & — ¢1) + [F(dr) — F" (1)) + [A"(Yon, b1) — A, 1)),

entonces (4.65)) y (4.66]) se obtenemos que

1 — Ul =T+ 1o+ Ts,

(4.66)

donde

Ty =AW —Yp, ¢ — ¢1), To:=F(dr)—F"(¢1) v Ts:= A"y, b1) — A(tn, é1).

Siguiendo los mismos pasos de la demostracién del Teorema podemos estimar los términos
T1, Ty y T5 de tal modo que

[ — Pnllog < CRTRIESE=LE (£ o h 4 [[0llassn), k> 3.
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4.3. Recuperacion de la velocidad del fluido

La solucion del Problema [2.2.2] entrega la funcién de corriente de la velocidad, a partir de eso
podemos recuperar facilmente la velocidad w: si ¢ € HZ(Q) es la solucién del Problema [2.2.2
entonces de acuerdo a (2.2) tenemos que

u = curl. (4.67)

A nivel discreto la estrategia corresponde a calcular la velocidad como un post-proceso de la funcién
de corriente: si ¥y, es la solucién del Problema [3.4.1] entonces la funcién

up, = curlyy (4.68)

es una aproximacién de la velocidad. La exactitud de dicha aproximacion se establece en el siguiente
teorema:

Teorema 4.3.1 Sean k > 2 y f € [L?(N)]? tal que f|x € [H*%(K)]?, para cada K € Tp,. Sea v
la dnica solucidn del Problema[2.2.9 y ¢y, la solucién del Problema[3.4.1. Entonces existe s > 1/2
y una constante C > 0, independiente de h, tal que

u—uplli < CR™™ME R (11 o 4+ [[9]|24s,0) -

Demostracién. Sea k > 2, entonces usando (4.67)), (4.68)) y el Teorema tenemos que

lu —upll10 = [Jeurly — curl ¢y |10 < CllY — Yn|l2.0
< ORIl R (1o g + [9]|24s,0) -

4.4. Recuperacién de la presion del fluido

En esta seccion presentamos una estrategia para recuperar la presién del fluido. Para k£ = 3 plan-
teamos un problema de Poisson generalizado con dato proveniente de la funcién de corriente apro-
ximada. Se plantea un esquema discreto usando elementos virtuales de clase C° para aproximar la
presién. Considerando una hipétesis adicional sobre las mallas (quasi-uniformidad, tal como vere-
mos mas adelante en A3), mostramos existencia y unicidad del problema discreto y establecemos
una estimacién de error para la presién en norma H'.

Iniciamos usando la identidad —Awu = curl (rot u) —V(div u) (ver (1.1])) en la ecuacién de momento
del Problema para obtener

f=Klu—vAu+Vp
=K 'u + v (curl (rot ) — V(divu)) + Vp (4.69)
= K lu + veurl (rot u) + Vp,
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donde hemos usado en la ultima igualdad la incompresibilidad del fluido (divu = 0 en 2). Dado
que la funcién de corriente 1) se obtiene resolviendo el Problema y u = curly, entonces de

(4.69)) obtenemos
Vp = f — K 'curly — v curl (rot curl ), (4.70)

usando la identidad rot (curly) = —Av en (4.70)) se tiene que
Vp = f — K lcurly + vcurl (Ay). (4.71)

Ahora, testeando con Vg, donde ¢q € H 1(Q2) en ([{.71)) se satisface el siguiente problema variacional:

/ Vp-Vq= / f-Vqg-— / K tcurly - Vg + 1// curl(Avy) - Vq.
Q Q Q Q
Por tanto, la presién p del fluido puede ser obtenida como la tnica solucién del siguiente problemas:

Problema 4.4.1 Dadas f € [L*(Q)]? y 4 la unica solucién del Problema hallar p € H'(Q)
tal que B
By(p,q) =G¥(q) Vg€ H'(Q),

donde B : H'(Q) x HY(Q) — R, estd definida por:
By(p,q) = /QVp Vg  Vp,qe HY(Q) (4.72)
y GY . H(Q) = R es el funcional definido por:

G¥(q) ::/Qf-vq—/QK1cur1¢-vq+y/ﬂcur1(A¢).vq Vg e H'(Q). (4.73)

Notemos que si ¢ € H?(2), entonces el funcional G¥(-) definido en (#.73) es lineal y acotado.
Ademas, la forma bilineal By (+,) es acotada y usando la desigualdad de Poincaré generalizada se
sigue que es eliptica, tal como se establece en el siguiente lema:

Lema 4.4.1 FEuxiste una constante A > 0 tal que
By(g,9) > Maliq Vg€ H' ().

Como consecuencia del resultado anterior y del Lema de Lax-Milgram se tiene el siguiente resultado
de existencia y unicidad del Problema

Teorema 4.4.1 Sea v la unica solucién del Problema 2.2.4. Supongamos que 1 € H3(Q), entonces
existe una tunica p € H'(Q), solucién del Problema la cual satisface la siguiente dependencia
continua del dato f:

Ipll1.e < Cl fllo-
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Con el fin de establecer un esquema discreto que permita aproximar la solucién del Problema [£.4.1]
escribimos la forma bilineal By (+,-) definida en (4.72)), como sigue:

By(p.q)= Y. BE(p.q)  Vp.qe HY(Q),
KeT,
donde
Bg(p,q)Z/KVp'Vq Vp,q € H'(K). (4.74)

Ahora, con el fin de introducir la discretizacién, para cada poligono simple K € T consideramos

el conjunto
B1(0K) = {qn € C°(0K) : qn|, € P1(e) Ve C 0K}

y el espacio finito dimensional dado por:

HE = {q, € H(K) : g, € B1(OK), Aqnlx € Po(K)}.
El siguiente conjunto de operadores lineales estan bien definidos para todo g € H ,f( :

= Los valores de ¢qp en los N vértices de K.

Definimos el proyector HX CH ff — Pi(K) C I;Tff , para cada ¢ € ﬁ}i{ como la solucién del
problema (en cada elemento K):

Bg (I qn,v) = B (an,v) Yo € Pi(K),
quh = q/;la
donde ¢, es definido en (3.2)).

Ahora, introducimos nuestro espacio virtual local:

Hjf = {%Eﬁ[i{(i/ Qh:/ HX%}- (4.76)
K K

Podemos ahora presentar el espacio virtual global para aproximar la presién del fluido: para cada
descomposicién {7y}~ de © en poligonos simples K, se define

H, = {qh € HY(Q) : aly € H}f(} . (4.77)

Los grados de libertad para Hj (ver [8,Q]) estdn dados por:
= P : Los valores de ¢, en los vértices de Ty,.

Ahora continuamos con la construccién de la forma bilineal discreta, para esto, consideremos la
proyeccién L? sobre [Po(K)]?: para cada v € [L?(K)]?, la proyeccién TIE : [L2(K)]? — [Po(K))? es
la tinica funcién tal que

Kq- (v —TIfv) =0 Vq e [Po(K)% (4.78)
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Observacion 4.4.1 Para cada qp, € Hp, la funcion Hquh es calculable usando los grados de
libertad Py (ver [8,19]).

Sea 55 (+,-) cualquier forma bilineal simétrica definida positiva que verifique

caBE (gn,an) < s8(qn,qn) < csBE (qn,qn)  Van € HiS, con Mgy, = 0, (4.79)

en el Capitulo |5 introduciremos una forma bilineal s&(-,-) satisfaciendo (4.79). Definimos la si-
guiente forma bilineal discreta

Cn ) = > BE(pn.an)  Ypnoan € Hp, (4.80)
KeT,

donde

BEE (pp, qn) = / TS Vpy, - IV, + 8 (o — Wpn, an — Myan)  Vonoan € HE. (4.81)
K

El siguiente teorema nos entrega propiedades de las formas bilineales B@K(-, )y BE(,).

Teorema 4.4.2 Las formas bilineales locales B@’K(-, ) y BE(.,-) definidas en (4.81) y (£.74) sa-
tisfacen las siguientes propiedades:

» Consistencia: para cada h > 0 y para cada K € Ty, se tiene que
h,K
B&™ (q,vn) = BE (q,vn) Vg e Py(K), Vv, € H. (4.82)
» FEstabilidad: existen constantes positivas oz, ag independientes de hi y K tales que

arBE (g, qn) < BE" (qn, qn) < asBE (qn,qn)  Van € HiE. (4.83)

El siguiente paso consiste en construir una aproximacién para el funcional Gw(-) definido en (4.73]),
calculable a partir de los grados de libertad Py. Para esto, dado K € 7Ty, consideremos la proyeccién
L? sobre P;(K): para cada v € L?(K), la proyeccién IT¥ : L2(K) — P;(K) es la tinica funcién tal
que

/K q(v—TEv) =0 VgqeP(K). (4.84)

Para k = 3 y para cada K € Ty, definimos el siguiente funcional lineal: dado f € [L?(Q)]? y dada
Yy, € Wy, la tnica solucién del Problema [3.4.1| consideremos

Gt () = / f-0fvay, —/ KI5 curlyy, - I Vg,
K K
+ 1// curl(IT (Ayy,)) - H{)(th Vg, € Hf,
K
donde TI¥ es la proyeccién definida en ([3.12)) (con k = 3) y ITIf la proyeccién definida en (£.84).
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Observacién 4.4.2 Notemos que la funcion TS (Avpy,) € P1(K) es calculable a partir de los grados
de libertad D1, D2 y Dy. En efecto, sea K € Ty, y v, € W, k = 3. Entonces, para todo p; € P1(K)
tenemos que

/KH{((A%)MZ/KAWM

:_/ V¢h'vp1+/ On¥n 01

K oK

:/ 1/JhApl—/ Onp1 ¢h+/ On¥n D1
K oK oK

=—/ anp1¢h+/ Ontn p1,
oK oK

dado que Y, € Wy, (con k = 3), entonces ¥ple € Ps(e) Ve C 0K y Oninle € Pa(e) Ve C OK.
Ademds, como p1 € P1(K) entonces las integrales sobre la frontera del lado derecho de la igualdad
([4.85) son calculable usando los grados de libertad D1, D2 y Dy y por tanto IIX (Avy,) también lo
es.

(4.85)

Consideremos el funcional lineal G¥» : Hj, — R definido por:

G (qn) == > GYX(qn)  Vay € Hy. (4.86)
KeTy,

Notemos que a partir de las Observaciones y se tiene que G¥*(-) es calculable usando
los grados de libertad P;.

Ahora se introduce el problema discreto asociado al Problema

Problema 4.4.2 Hallar p;, € Hy, tal que
BE(ph,an) = G¥(qn)  Van € Hp, (4.87)

donde B@(-, -) es la forma bilineal definida en [A.80) y G¥*(-) es el funcional definido en (4.86)).

Usando las propiedades de estabilidad, acotamiento (ver (4.83])) y Teorema m podemos demos-
trar que la forma bilineal B@(-, -) es acotada y uniformemente eliptica (tal como se hizo en la
demostracién del Teorema |3.4.1]).

A continuacién presentamos un resultado de aproximacién en el espacio polinomial (ver [27]).

Proposicién 4.4.1 Si la suposicion Al se satisface (ver Seccion , entonces existe una cons-
tante C' > 0, independiente de hy, tal que para cada v € H*(K) existe vy € P1(K), tal que

v = vello,g + hic|v = val,x < Ch¥|v]o k-

Para las proyecciones IIX y T definidas en (#.78) y en (4.84), tenemos el siguiente resultado de
aproximacién (ver [211, 8 [35]):
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Proposiciéon 4.4.2 Consideremos las proyecciones H(I]( y 1K definidas en (4.78)) y en (4.84)), res-
pectivamente. Entonces, las siguientes propiedades de aproximacion son ciertas: existe una cons-
tante C' > 0 independiente de hy tal que

<1,

lv — T llo,e < Chiclolsi Vo € [HO(K)P?, g
<2.

0<
v — ok < Ch%lvlsx Vv e HY(K), 0<§

Presentamos ahora un resultado de interpolacién en el espacio virtual Hy, (ver [27]).

Proposicién 4.4.3 Si las supocisiones A1 — A2 se satisfacen (ver Seccion , entonces existe
una constante C > 0, independiente de h, tal que para cada v € H?*(Q) existe vi € Hy, tal que

lv = vrllo.0 + hlv = vil10 < Ch*[vl2.0.

Con el objetivo de establecer existencia y unicidad del Problema[£.4.2] consideraremos una hipétesis
adicional sobre las mallas, llamada quasi-uniformidad (ver [19]).

A3: Para cada h > 0 y para cada K € 7j, existe una constante ¢ > 0, independiente de h, tal
que hg > ¢h.

El siguiente resultado es conocido como desigualdad inversa en espacios polinomiales sobre poligonos
(ver [32, Lema 3.1]).

Lema 4.4.2 Asumiendo que A1l — A3 se satisfacen (ver Seccidn , entonces existe C > 0,
independiente de h, tal que

lgl1.x < Chidllq

0,K Va|lx € Po(K), ¢>0. (4.88)
El siguiente lema establece el acotamiento de G¥»(-) definido en (4.86)) bajo la suposicién A3.

Proposicién 4.4.4 Sea v la dnica solucion del Problema [2.2.3 Asumiendo que A1l — A3 se
satisfacen y que ¥ € H3(Q), entonces el funcional G¥* : Hj, — R definido en (4.86)) es un funcional
lineal y acotado.

Demostracion. Para demostrar el acotamiento, consideremos ¢q;, € Hy, entonces por la definicién
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del funcional G¥»(-) (ver (4.86)) tenemos

G (qn) = ) / f~H§th—/ KT curl vy, - TIX Vg,
KeT, 'K K

‘o / curl(IX (Auy)) - TTE Vg,
K

< £l ITIE Va,

o + Y CITIE curl gy fo x| TI5 Vanllo,x

KeT, KeT;, (4.89)
+ > v / curl(IT (Ay,)) - TIE Vg,
KeT, 7K

<C|fI

ogllanllie + Cllvnlalanlio+ > V/ curl(II{ (Ayy)) - T Vap,
KeT, ‘K

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy- Schwarz y propiedades de estabilidad de los proyec-
tores 1‘[5( y Hé( . Para acotar el ltimo término de (4.89) notemos que a partir de la definicién de
I, se tiene que

/K Van - po = /K X Van-po Vo € [Po(K)]2.

En particular, curl (H{( Awh) € [Po(K)]?, por lo tanto usando lo anterior, sumando y restando el
término curl(Av) - Vg, obtenemos que

[ curl(tf (aun) - T Vq, = [ curtatf (av) - Vo,

K K

= / (curl(H{(Ath) — curl(Av)) - Vg +/ curl(Avy) - Vg
K K

= / curl (H{(Azph — AY) - Vg, + / curl(Avy) - Vg,
K K

< [Jeurl (A¢ = IFAY,) [l 4 I Vanllore + lleurl (Av) o,k | Vanllo,x (4.90)
< C|AY — I APy |1k lanll i + ClYls k[ Vanllo,x
<C (\A%/) — T AY| o+ [T Ay — H{(A@ZJHLK) lgnll1,x + CllYllsxllanll,x

< C (ClAY] i + [T (A = A, ) lanll i + Clly
< C (Il + T (A0 = M), o) llanll i + Cllells i llanll i

3.5 lanll, Kk

donde hemos sumado y restado el término H{( A1 en la quinta desigualdad y usado desigualdad de
Cauchy-Schwarz junto con propiedades de estabilidad de la proyeccién I (ver Proposicién |4.4.2)).

Ahora bien, dado que A1 — A3 se satisfacen, podemos usar el Lema de modo que existe una
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constante positiva C > 0, independiente de h, tal que
[ (A% — Avn)[1xe < CRMITIT (AY — Ady) o, < Chigt[[(Av — Adyy)
< Chi | AW = v)llog < Chi v — vz
< Chig k™21 ([ £]1 ) + [[9]]3.0) (4.91)
< CCh (| F |+ I

0,K

3.0)

cC
< Ul + 19l ).
donde hemos usado A3 y el Teorema De las estimaciones (4.90)) y (4.91)) y la desigualdad de

Cauchy-Schwarz en R2, resulta

Z V/I(curl(H{((Awh)) MV, < C(||[y]

KeTy,

Finalmente, de (4.89) y (4.92)) se obtiene

G ()| < C (I9nlle + ¥z + 1£1m) llanl,0
< C([[flloo =+ [fl1n),
donde hemos usado la depencia continua del dato y el Teorema (]

32+ [Flun) llanllve- (4.92)

El siguiente teorema establece la existencia y unicidad del problema discreto |4.4.2

Teorema 4.4.3 Sea f € [L%()]? tal que f|x € [HY(K))?, para cada K € Ty. Sean v y vy, las
tnicas soluciones de los Problemas Yy respectivamente. Asumiendo que A1l — A3 se
satisface y que 1 € H3(QQ), entonces erviste una tnica p, € Hy, solucién del Problema que
satisface la siguiente dependencia continua del dato:

Ienllne < C(Iflloe + [ Flin) -

Demostraciéon. Es consecuencia de la elipticidad y acotamiento de la forma bilineal B%(-, )), el
Teorema v el Lema de Lax-Milgram. ]

Para establecer la convergencia de este esquema, usamos la consistencia y estabilidad de las formas
bilineales B@K(-, -) (ver (4.82) y (4.79) respectivamente) y procedemos como en [5, Teorema 3.1]
para obtener la siguiente proposicién:

Proposicién 4.4.5 Sean p y py, las dnicas soluciones de los Problemas[{.4.1] y[4.4.3 respectiva-
mente. Supongamos que A3 se satisface, entonces existe C' > 0, independiente de h, tal que

lp = palle < C (IIGw — G|l + o= pillha+Ip— pwll,h> :
para todo pr € Hy, y para todo p, € L*(Q) tal que pr|x € P1(K) VK € Ty, donde

|G¥ (qn) — G (qn)]
1,0 '

|GY — G¥*|| g == sup
" qn€Hp HQh
qn#0
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Ahora acotaremos el término ||GY — G¥»|| g; como se muestra en la siguiente proposicion:

Proposicién 4.4.6 Sean f € [L?(Q)]? tal que f|x € [HY(K)]?, para cada K € Ty, ¥ y ¥p
las tnicas soluciones de los Problemas Yy respectivamente. Sean GY(-) y G¥»(-) los

funcionales definidos en (4.73)) y (4.86)), respectivamente. Asumiendo que A1 — A3 se satisfacen y
que ¢ € H*(Q), entonces se tiene la siguiente estimacion:

IGY — GWLHH;L < Ch(|[fllog+ [flin)-

Demostracién. Sea ¢, € Hj, entonces usando la definicién de GY(-) y G¥*(-) junto con la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

GY(qn) — Gwh(%)’ ‘/ I (Van — 1 V(Jh)
KeT,

‘/ K teurly - Vg, — K- HKcurlz/Jh HO Van,

KeTy,
+ Z curl (Av) - Vqp, — curl (H{(A@Z)h) . H(I)(th
KeTy,
=T+ T + T,
donde
T, = ' / f- (Vo -V, Tri= ' / K~ tcurly - Vg, — K I curlyy, - TIEX Vg,
KeTy, KeTy

T3 .= ZV

KeTy

/ curl(Ay) - Vg, — curl (H{(Awh) TIE Vg .
K

Para el término 71, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la Proposicion y obtenemos
que

‘/ - (Van — I V)

‘ / — 15 f) - (Van — IS V)

<C|\F =T £l s | Van — T Vanl|,
< Chi|Ffli,x IVanllo x
= Chi|flx llanlly e »

de la definicién del término T} y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R? se sigue que

T1 < Chlflinllanllq- (4.93)
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Para estimar 75, sumamos y restamos K~ 'curly - Hé( Va, v K leurlyy, - H(If Vaqpn, aplicamos
desigualdad triangular, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y observamos que

‘/ K lcurly - Vg, — K IE (curl ¥y,) - Hé(th
K

< ’/ K lcurly - Vg, — K teurlqy) - Hg(th
K

+ ’/ K~ tcurlyy, - TIE Vg, — KX (curl o) - TIE Vg,
K

+ / K~ tcurlqy - Hé(th — K tcurlyy, - Hquh
K

< ’/ K tcurly - (Van — Hé(VQh)
K

+ '/ (Kilcurl U — Kilﬂfcurl wh) ‘Hé(th
K

+ / (K~ 'eurl (v — ¢y)) - I Vg,
K

< ‘/ (K‘lcurldj — I (K Lcurl V) - (Van — H(Iquh)
K

|, et ) s
K

+ ‘/ (K™ curlyy, — K~TIX (curl Un)) 5§ v
K
< HK‘lcurhb — Hg(K_lcurlw)Ho,K Hth — Hquh”o,}(

+ K| lleur (e — ) g i [[TT6 Vanl|,
K lewrl gy — T (curl )| [T Vanl|, .

(4.94)

donde hemos usado la ortogonalidad y estabilidad el proyector IIX. Ahora, usando propiedades de

aproximacion de los proyectores Hé( y Hf_l (ver Proposiciones [4.4.2|y ) y el Teorema
se obtiene

K™ teurly — I (K~ eurl ¥) [lo,x | Van — I Vanjo, i
+ K| llewr (& — ) g g (T35 Vanl|,
+ [ fleurtyn, — T (curl )|, o ([T Van |,
< Chi K™ eurl ¥y [Vanllo s + Cloo = vnlix [[Vanllo i + Chileurl |y [Vanllo g
< Chic K eurl |y [ Vaullo s + Cl — ¥nlra [Vanllo s + Chrcleurl gyl [Vanlo x
< ChlYl2x llanlly, e + CHP (1 Flin + 10 140) llgnlly s + Chlvnlor lanlls
< Ch (Wlou + 1 Flun + [¥lag) lanll i + lonlecllanl .

(4.95)

99



de (4.94) y (4.95]), obtenemos que

=Y / K~curly - Vg, — KI5 (curl vy, ) - TTE Vg,
K
= (4.96)

< Y Ch([Wlak + [¥nlax + [Flin + 1¢la0) lanlly k -
KeT,

Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (4.96)) se sigue que
T, < Ch([ly

202+ [flun + 1Unllz0) llgnla- (4.97)

Finalmente, para estimar el término T3 procedemos como en (4.90) y (4.91]) notando que

‘/ curl(Avy) - Vg, — curl (H{(A@bh) 5§ PV
K

= ‘/ curl(Av) - Vg, — curl (H{(Albh) -V
K

= ‘/ curl (Ay — Hwah) -V,
K

< [|eurl (Ay — IIf Agjy,) HO,K IVan

< ClAY =TI Ay llanlx

< € (|ay —TEAG], o+ [TEAG — T AG, ) lanl

< O (Chac |80l e + I (A = A, ) lanl s

< O (bl ++ 0 (A — A ) lanll

0,K (4.98)

Ahora bien, de forma andloga a como se procedié para obtener (4.91]), usando desigualdad inversa
sobre poligonos (ver (4.88))), existe una constante positiva C' > 0, independiente de h, tal que
O (A% = Ady)|1x < Chi T (A — Avn) o, < Chigh (A — Ady)
< Chi | AW = ¥n)llog < Chil v — nll2g
< CON2 (| flun+ [4]40) (4.99)
cC
< SR+ [la)

donde hemos usado A3 y el Teorema [{.1.1] Entonces de (4.98)), ([4.99) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz en R2, se sigue que

0,K

T3 < Ch((ly

1,0+ [Flin) llanllo- (4.100)

Por lo tanto, usando las estimaciones (4.93)), (4.97) y (4.100) se obtiene

IG¥(ar) — G¥"(aq)| < Ch(|[¥nlla0 + [¥llae + [ £lin) llan
< Ch(Iflloo+ [£ln) lanles

1,0
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de donde se sigue el resultado. |
El siguiente teorema establece la convergencia en norma H! de este esquema.

Teorema 4.4.4 Supongamos que Al — A3 se satisfacen (ver Seccion . Sean ¥, Pn, p Y ph
las unicas soluciones de los Problemas[2.2.9,[3.4.1, [{. 4.1 y[4.4.3, respectivamente. Asumiendo que
Fe L)y flx € [HY(K)]? para cada K € Ty, 1 € HY(Q) yp € H*(Q), entonces existe C > 0,
independiente de h tal que

P — pallie < Ch([|fllo + [£lin) -

Demostracion. El resultado se obtiene usando las Proposiciones y junto con el Lema
la Proposicién y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, como sigue :

Ip = prllie <C (IIGw — G|l +llp—pillha+Ip —p7r|1,h)

< C (h([[¥nll2. + [[¥llae + [Flin) + hlpl2e + Allpllo)
< Ch([[¢nllza + 1¥llag + [Flin + lPl20)
< Ch([flloo+If

donde hemos usado en la dltima desigualdad la dependencia continua del dato f. ]

l,h) )

Observaciéon 4.4.3 La condicion de integral nula para los elementos del espacio virtual Hy es
impuesta mediante un multiplicador de Lagrange real. Esto significa que (4.87)) es reformulado de
manera equivalente como sigue: hallar (pp,§) € My x R tal que

BL (ph, qn) +€/ an = GY"(qn), Vg, € My,
{2 (4.101)

P/Ph =0, Vp €R,
Q

con
M, = {qh € Hl(Q) : qh\K S H}lf},

donde H,If es el espacio virtual local definido en (4.76)).

Notemos que la restriccion / pr, = 0, se satisface automdticamente para los elementos de Hy, (ver
Q
(4.77)) ), sin embargo esta restriccion no se satiface en el espacio My, que es en donde ahora se busca

Ph, pero se impone de manera débil en la sequnda ecuacion de . En otras palabras, & es una
incégnita artificial, que actia como el multiplicador de Lagrange que se ocupa de la condicion de
integral nula. De antemano se sabe que & es cero. Sin embargo, & se mantiene en (4.101) para
mantener la simétria de este sistema equivalente (ver, por ejemplo, [26] para un caso similar con
el espacio H(div;Q)).

Observacion 4.4.4 Si consideramos en nuestro esquema como lado derecho al funcional alter-
nativo definido en (3.29), los ordenes de convergencia del método siguen siendo los mismos. En
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efecto, sea vy, € Wy, y sea f € [L*(Q)]? tal que f € [H*"Y(K)]?, para cada K € Ty. Entonces,
usando la definicion y la propiedad de ortogonalidad del proyector H,If_2 junto con la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, tenemos que:

Flon) = F'(on)| = 3 [ vot fon—rot £11 0

KeTh
= Z / rot f(vp — Hiizvh)
KeT, K
= > | (ot f ~ T ot £)) o~ T y01)
KeT, K
< Z [rot f — I o (rot £)]o,x l|lvn — T qvnllo,x (4.102)
KeTy
< Y Chj?frot flr—o,x Chic|lon i
KeTy
< 57 CHEY s scllonllog
KeTy
< Y e flealonllze,
KeTy

donde hemos usado desigualdad de Cauchy-Schwarz en R? y propiedades de aproximacién del pro-

yector 11X 5 (ver [, Lema 5.1]. De ([£102)) se sigue que

IF = F"|lyy < CREY flicn.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

En este capitulo presentaremos varios ejemplos numéricos que ilustran el buen desempeno del
esquema discreto propuesto y corroboran los resultados tedricos presentados en este trabajo para
los casos k = 2 y k = 3. Para esto se ha implementado un cédigo en MATLAB sobre mallas
poligonales arbitrarias.

Para completar el esquema de VEM, necesitamos elegir las formas bilineales S[A( (,4), sfurl () y
s&(-,+), satisfaciendo (3.16)), (3.17) y (4.79), respectivamente. Procediendo como en [3], una eleccién

natural para sk (-,-) y s& ,(-,-) estdn dadas por:
NK
sK (un, vp) = 0™~ [un(Vi)on (Vi) + b3, Vun (Vi) - Vor(Vi)] - Vg, va € Wi (K),
i=1
y
NK

Seart(Un, vn) = 0t Y [un(Vi)on(Vi) + b3, Vun (Vi) - Vor(Vi)] - Vg, vn € Wi (K).
=1

.

Mientras que para el esquema de la presién del fluido, una eleccién para s§(~, -) (ver [5), [43]) esta
dada por:

K
< (un, vp) Zuh Vi) Vup,vn € Hy',

donde Vi,...,Vyk son vértices de K, hy, corresponde al didmetro méaximo del elemento con V;
como vértice. Los pardmetros oX, o K > 0 son factores multiplicativos que tienen informacion de
las magnitudes fisicas y/o el h—escalado, por ejemplo, tomamos a o como la traza de la matriz local
ALK (H’;(’Auh, H];(’Avh). El pardmetro o es tomado como la traza de (K_IHkalcurl up, TIY  curl vp)

Testeamos el método usando diferentes familias de mallas:
] 7;}: Malla triangular;
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] 773: Malla trapezoidal que consiste en particiones del dominio en N x N trapecios congruentes,

todos similares al trapecio con vértices (0, 0), (%,0), (%, %) y (0, %),

= 73 Secuencia de TVC (Teselaciones de Voronoi Centroidales) con h = 1/4,1/8,1/16,1/32,1/64;

. 7;14: Malla hexagonal.

Figura 5.1: Mallas: 7;! (arriba izquierda), 7,2 (arriba derecha), 7,2 (abajo izquierda), T;*
(abajo derecha).

Para la funcién de corriente consideremos los siguientes errores calculables en VEM:
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1/2

eo()) = error(y), L?) := ( Sl -l |

KeTy,
1/2
k,A
e1(v) = error(yp, H'):= | Y [0 ~TR unli g |
KeTy,
1/2
k,A
es(v)) = exror(y, H?) := | Y | — TR 3 «
KeTy,
Mientras que para la presiéon consideremos
1/2
2
e1(p) = error(p, H') := | Y |p—T¥pal,
KeTy

Para mostrar las tasas de convergencia experimentales introducimos la siguiente notacién:

_ log(eo(¥)/e(¥)) _ log(e1(v)/e1(¥))
r0(¢) S lé)g(h/hlo) ) r (w) T lolg(h/hll) ’
_ log(ea(t) /ey (1)) . log(ei(p)/e1(p))
20) = = ) Yoo = T

donde h y b’ denota dos tamanios de malla consecutivos con sus respectivos errores e; y e, i = 0,1,2.

5.1. Ejemplo 1: Tensor constante

En este ejemplo, tomamos 2 := (0,1) x (0,1) y testeamos las ecuaciones del Problema con-
siderando diferentes valores para la viscosidad del fluido v y fijamos el tensor de permeabilidad
K1 =al, con a =1y a = led. Elegimos f tal que la solucién analitica sea:

1 ( sin?(2mx) sin(27y) cos(27y)
2 %(

_ = _ 2
u(z,y) = — sin®(27y) sin(27x) cos(27m:)> ’ p(x,y) = 7 sin(2mz) cos(2my),

1
Y(z,y) = 3 sin2(27ra:) sin2(27ry).
T
Este test es considerado en [18].

En la Tabla reportamos los errores y tasas de convergencia para la funciéon de corriente v del
Ejemplo con k =2y a =1, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado en este
trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos valores de v, a saber,
1e0,1e—3, le—6, usando la familia de mallas ’T;Lz
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v dof h eo(¥)  ro(¥) e(¥) mi(¥) ea(y)  r2v¥)
k=2
147 1/8 3.7643e-3 — 6.7079e-2 — 1.3029e-0 —
1e0 675 1/16 1.0833e-3  1.79  2.3144e-2 1.53  6.9430e-1  0.90
2883 1/32 2.7676e-4 1.96 6.6124e-3 1.80 3.466le-1  1.00
11907  1/64 6.9202e-5 1.99 1.7234e-3 193  1.7249¢-1  1.00
48387 1/128 1.7290e-5 2.00 4.3571e-4 1.98 8.6113e-2  1.00
147 1/8 9.2259e-3 — 1.1120e-1 — 1.7535e-0 —
le-3 675 1/16 1.5704e-3  2.55  2.5445e-2  2.12 7.9227e-1 1.14
2883 1/32 1.6103e-4 3.28 4.1832e-3 2.60 3.6190e-1 1.13
11907 1/64 1.7332e-5 3.21  1.1508e-3  1.92  1.7160e-1  1.07
48387 1/128 2.2092e-6 297 3.8146e-4 1.60 8.5491e-2  1.00
147 1/8 9.6207e-3 — 1.1487e-1 — 1.7987e-0 —
le-6 675 1/16 1.5820e-3  2.60  2.5999e¢-2 2.14 8.5718e-1  1.06
2883 1/32 1.1760e-4  3.74  4.3087e-3  2.59  4.8066e-1 (.83
11907  1/64 9.2839¢-6  3.66 1.0180e-3 2.08 2.4275e-1  0.99
48387 1/128 8.6358e-7  3.42  2.3205e-4  2.13  1.122%-1 1.11

Tabla 5.1: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con a =1y k =2, usando la

familia de mallas 7;? y diferentes valores de v.

Observamos en la Tabla que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas

AITE2TyE2.2

En la Figura [5.2] se muestra la funcién de corriente exacta y aproximada junto con el campo de
velocidad del fluido, para el Ejemplo obtenidas con el método de elementos virtuales analizado

en este trabajo, usando la malla 7;12, h=1/32,v=1,a=1y grado polinomial k = 2.
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0.025

0.02

Figura 5.2: Graficas Ejemplo Funcién de corriente exacta (arriba izquierda), funcién de
corriente aproximada (arriba derecha) y el campo de velocidad (abajo), obtenidos con la
malla 72, h=1/32. Parak =2 v=1ya=1.

En la Tabla reportamos los errores y tasas de convergencia para la funcién de corriente ¥ y la
presién p del fluido, para el Ejemplo con k=3 y a =1, obtenidos con el método de elementos
virtuales analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando
distintos valores de v, a saber, 1e0, le—3, 1le—6 y usando la familia de mallas 7;12
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v dof

h

eo(v)

ro(¢)

e1(¢)

r1(¢)

e2(¢)

ra(v)

e1(p)

r1(p)

k=3

259
1155
4867

19971
80899

1e0

259
1155
4867

19971
80899

le-3

259
1155
4867

19971
80899

le-6

1/8
1/16
1/32

1.5218e-3
1.2693e-4
8.9964e-6

3.58
3.81

1/64 5.8078e-7 3.95

1/128

1/8
1/16
1/32

3.6418e-8

1.7420e-3
6.8790e-5
3.3284e-6

3.99

4.66
4.36

2.1761e-2
2.3926e-3
2.6381e-4
3.0897e-5
3.7846e-6

2.7338e-2
2.6168e-3
2.6658e-4

1/64 1.7665e-7 4.23 3.0076e-5

1/128

1/8
1/16
1/32
1/64

1/128

1.0561e-8

1.6112e-3
6.2102e-5
3.6601e-6
2.3146e-7
1.4356e-8

4.06

4.69
4.08
4.00
4.01

3.7308e-6

2.6619e-2
3.2881e-3
3.7932e-4
4.1631e-5
4.7452e-6

3.18
3.18
3.09
3.02

3.38
3.29
3.14
3.01

3.01
3.11
3.18
3.13

5.4677e-1
1.5321e-1
3.8244e-2
9.4086¢e-3
2.3383e-3

6.8020e-1
1.8276e-1
3.9974e-2
9.3948e-3
2.3295e-3

7.8905e-1
2.7010e-1
6.4857e-2
1.3135e-2
2.6929e-3

1.83
2.00
2.00
2.00

1.89
2.19
2.08
2.01

1.54
2.05
2.30
2.28

15.411e-0
7.7377e-0
3.8565e-0
1.9176e-0
9.5601e-1

15.215e-0
7.6418e-0
3.8205e-0
1.9095e-0
9.5455e-1

15.216e-0
7.6419e-0
3.8205e-0
1.9095e-0
9.5455e-1

0.99
1.00
1.00
1.00

0.99
1.00
1.00
1.00

0.99
1.00
1.00
1.00

Tabla 5.2: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con a =1y k = 3, usando la

familia de mallas 7;? y diferentes valores de v.

En la Tabla observamos que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas

En la Tabla reportamos los errores y tasas de convergencia para para la funcion de corriente 1,
para el Ejemplo con k = 2, a = le4, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado
en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos valores de v,
a saber, 1e0,1le—3,1e—6 y usando la familia de mallas T}?
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v dof h eo(¥)  ro(¥) e(¥) mi(¥) ea(y)  r2v¥)
k=2
147 1/8 9.2375e-3 — 1.0983e-1 — 1.7428e-0 —
1e0 675 1/16 1.5288e-3  2.59  2.4448e-2 2.16 8.0877e-1  1.10
2883 1/32 1.1554e-4  3.72 3.3530e-3 2.86 4.1312e-1  0.96
11907  1/64 9.2949¢-6  3.63 6.3138e-4 240 1.851le-1 1.14
48387 1/128 9.6833e-7 3.26 1.7582e¢-4  1.84 8.6959e¢-2  1.09
147 1/8 9.2793e-3 — 1.1018e-1 — 1.7469e-0 —
le-3 675 1/16 1.5265e-3  2.60 2.4517e-2  2.16 8.1591e-1  1.09
2883 1/32 1.0761e-4 3.82 3.6583e-3 2.74 4.5253e-1  0.85
11907 1/64 7.4796e-6  3.84  8.4434e-4  2.11  2.2749e-1  0.99
48387 1/128 5.6598e-7  3.72  1.8720e-4 2.17 1.0465e-1  1.12
147 1/8 9.2794e-3 — 1.1028e-1 — 1.7469e-0 —
le-6 675 1/16 1.5266e-3  2.60 2.4517e-2  2.16  8.1592e-1  1.09
2883 1/32 1.0761e-4 3.82 3.6589%e¢-3 2.74 4.525%-1 0.85
11907  1/64 7.4799¢-6  3.84 8.455le-4 211  2.2277e-1  0.99
48387 1/128 5.6693e-7 3.72 1.8799e-4 2.16  1.0493e-1  1.08

Tabla 5.3: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con a = led y k = 2, usando la

familia de mallas 7;? y diferentes valores de v.

En la Tabla|5.3|se observa que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas 4.1.1

E2Ty@22

En la Tabla reportamos los errores y tasas de convergencia para la funcién de corriente ¢ y la
presién p del fluido para el Ejemplo con k = 3, a = led, obtenidos con el método de elementos
virtuales analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando

distintos valores de v, a saber, 1e0,1le—3,1e—6 y usando la familia de mallas 7'h2
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v dof

h eo(y)

ro(¢)

e1(¢)

r1(¥)

e2(¢)

ra3(¢)

ei1(p)

r1(p)

k=3

259

le0 1155
4867
19971
80899

259

le-3 1155
4867

19971
80899

259

le-6 1155
4867
19971
80899

1/8 2.6008¢-4
1/16 2.2336e-5
1/32 1.7913e-6
1/64 1.2828e-7

1/128 8.5502e-9

1/8 2.1179¢-4
1/16 1.5312¢-5
1/32 1.1940e-6
1/64 8.2478¢-8

1/128 5.4361e-9

1/8 2.1174e-4
1/16 1.5302¢-5
1/32 1.1973¢-6
1/64 8.7569¢-8

1/128 6.4996¢-9

3.54
3.64
3.80
4.01

3.78
3.68
3.89
3.92

3.79
3.68
3.80
3.75

9.2734e-3
1.4776e-3
2.0684e-4
2.8098e-5
3.6797e-6

8.8551e-3
1.2922e-3
1.7795e-4
2.1680e-5
2.6272e-6

8.8557e-3
1.2935e-3
1.8162e-4
2.8115e-5
4.9640e-6

2.64
2.83
2.89
3.13

2.77
2.86
3.03
3.04

2.77
2.83
2.70
2.50

4.5423e-1
1.3951e-1
3.5794e-2
9.1105e-3
2.3144e-3

4.5111e-1
1.3289%e-1
3.4694e-2
8.3298e-3
2.0138e-3

4.5115e-1
1.3330e-1
3.5170e-2
9.6750e-3
3.0267e-3

1.70
1.96
1.98
2.28

1.76
1.93
2.05
2.04

1.76
1.91
1.86
1.67

17.191e-0
7.8195e-0
3.8644e-0
1.9182¢-0
9.5604e-1

16.707e-0
7.6747e-0
3.8209e-0
1.9095¢-0
9.5455e-1

16.708e-0
7.6749e-0
3.8210e-0
1.9095e-0
9.5455e-1

1.13
1.01
1.01
1.00

1.12
1.00
1.00
1.00

1.12
1.00
1.00
1.00
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Tabla 5.4: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con a = led y k = 3, usando la
familia de mallas 7;? y diferentes valores de v.

En la Tabla observamos que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas

AITE2TE2.2y[A.44

En la Figura se muestran la funcién de corriente exacta y aproximada, la presién exacta y
aproximada junto con el campo de velocidad, para el Ejemplo obtenidas con el método de
elementos virtuales analizado en este trabajo, usando la malla 7',?, h=1/32,v=1e—6,a = led
y grado polinomial k = 3.
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Figura 5.3: Graficas Ejemplo Funcién de corriente exacta (arriba izquierda), funcién de
corriente aproximada (arriba derecha), presién exacta (medio izquierda), presién aproximada

(medio derecha) y campo de velocidad (abajo). Obtenido con la malla 72, h = 1/32. Para
k=3, v=1e—6ya=1led
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5.2. Ejemplo 2: Tensor variable

Un ejemplo similar al que consideraremos a continuacién se presenta en [39, [50]. Consideremos
2 :=(0,1) x (0,1) y testeamos las ecuaciones del Problema considerando diferentes valores
para la viscosidad del fluido v > 0, fijando el tensor de permeabilidad

g1 _ (sin@rz) + 1.1 1076
N 1076 sin(2ry) +1.1)°

Elegimos f tal que la solucién analitica sea

22(1 —2)%y(1 — y)(1 — 2y) 1
e =200 (LGS IETL) . e =t

P(z,y) = 1002*(1 — 2)*y*(1 — y)*.

En la Tabla reportamos los errores y tasas de convergencia para la funcién de corriente v, para
el Ejemplo[5.2] con a = 1 y grado polinomial k£ = 2, obtenidos con el método de elementos virtuales
analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos
valores de v, a saber, 1e0,1le—3,1e—6 y usando la familia de mallas 7711.

v dof h eo(®) rwo(@) e(®) 1Y) exy) ()
k=2
156 1/8 5.8270e-3 — 6.8396¢-2 — 1.4810e-0 —
1e0 717 1/16 1.3577e-3  2.10  1.7187e-2  1.99  7.4629e-1  0.98
3075  1/32 3.3027e-4 2.03 4.3066e-3 1.99 3.8153e-1  0.96
12567  1/64 7.2984e-5 217 1.0155e-3 2.08 1.852le-1 1.04
50445 1/128 1.9721e-5 1.89 2.5987e-4 1.97 9.3480e-2  0.99

156 1/8 5.4990e-3 — 4.8501e-2 — 1.6789e-0 —

le-3 717 1/16 8.1440e-4  2.75 1.1619e-2  2.06 8.0460e-1  1.06
3075  1/32 1.0058e-4 3.01 2.8763e-3 2.01 3.9023e-1 1.04

12567  1/64 1.3511e-5 2.89 7.3912e-4 1.96 1.8590e-1 1.06

50445 1/128 3.0628e-6 2.14 1.9391e-4 1.93  9.3559e-2  0.99

156 1/8 5.2123e-3 — 4.9998e-2 — 1.7965e-0 —
le-6 717 1/16 7.5145e-4 279  1.2263e-2 2.02 8.9518e-1  1.00
3075 1/32 7.1514e-5 3.39  2.638%-3 2.21 4.5514e-1  0.97
12567  1/64 7.1873e-6 3.31 5.7059e-4 2.10 2.1804e-1  1.06
50445 1/128 1.0034e-6 2.84 1.4271le-4 1.99 1.0976e-1  0.99

Tabla 5.5: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con k = 2, usando la familia de
mallas 7;! y diferentes valores de v.
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En la Tabla observamos que el método converge con los ordenes predichos en el andlisis hecho
en los Teoremas 4.1.1} [4.2.1} |4.2.2]

En la Tabla reportamos los errores y tasas de convergencia para la funcién de corriente 3 y
para la presién p del fluido, para el Ejemplo con a = 1 y grado polinomial £ = 3, obtenidos con
el método de elementos virtuales analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de
convergencia usando distintos valores de v, a saber, 1e0,1e—3,1e—6 y usando la familia de mallas

Us

v _dof h eo(¥) ro(¥) ei(®) ri(¢) ea(y) ra(¥) eilp) ri(p)
k=3
592 1/8 5.9202e-4 — 5.6400e-3 — 2.4624e-1 — 1.5823e¢-0 —
le0 2336 1/16 4.2842e-5 3.78 7.0210e-4 3.00 6.7019e-2 1.87 6.0008e-1 1.39
9280 1/32 2.8204e-6 3.92 8.7271e-5 3.00 1.7463e-2 1.96 1.9556e-1 1.61
36992 1/64 1.7738e-7 3.99 1.0937e-5 2.99 4.4619e-3 1.96 6.2018e-2 1.65

592 1/8 1.2381e-3 — 1.1130e-2 — 2.915%-1 — 1.2471le-1 —

le-3 2336 1/16 5.2619e-5 4.55 8.3839e-4 3.73 6.9374e-2 2.07 6.7003e-2 0.89
9280 1/32 2.0085e-6 4.71 8.8674e-5 3.24 1.7531e-2 1.98 3.4758e-2 0.94
36992 1/64 7.7894e-8 4.68 1.0931e-5 3.01 4.4616e-3 1.97 1.7706e-2 0.97

592 1/8 1.3601e-3 — 1.2549e-2 — 3.0966e-1 — 1.2469e-1 0.89

le-6 2336 1/16 6.7498e-5 4.37 1.0842e-3 3.31 7.4691e-2 2.01 6.6998e-2 0.94
9280 1/32 3.2600e-6 4.41 1.0915e-4 3.07 1.8438e-2 2.00 3.4757e-2 1.07
36992 1/64 1.4181e-7 4.52 1.2126e-5 3.17 4.5779e-3 2.00 1.7706e-2 0.97

Tabla 5.6: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con k = 3, usando la familia de
mallas 7;} y diferentes valores de v.

En la Tabla se observa que el método converge con los ordenes predichos en el anélisis hecho
en los Teoremas |4.1.1} |4.2.1} 4.2.2] y |4.4.4]

En la Figura se muestran la funcién de corriente exacta y aproximada, la presion exacta y
aproximada junto con el campo de velocidad, para el Ejemplo [5.2] obtenidas con el método de
elementos virtuales analizado en este trabajo, usando la malla 7;*, h = 1/32, v = le — 6 y grado
polinomial k = 3.
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5.3. Ejemplo 3: Solucion dependiendo de v

En el siguiente ejemplo se estudia la convergencia del método con una solucién dependiente de la
viscosidad del fluido v, este ejemplo es tomado de [40]. Consideramos €2 = (0, 1) x (0,1) y testeamos
las ecuaciones del Problema con varios valores para la viscosidad v € (0, 1], fijamos el tensor
de permeabilidad K—! = I. Elegimos a f y las condiciones de frontera Dirichlet no homogéneas de
tal manera que la solucién analitica sea;

— e Ty/VY
u(z,y) = ( yie_w/ﬁ > o pwy) = VeV —v (1 - e*l/ﬁ> :

U(x,y) = Vve VY,

En la Tabla reportamos los errores y tasas de convergencia para la funcién de corriente ¢ del
Ejemplo 5.3} con grado polinomial k& = 2, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado
en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos valores de v
y usamos la familia de mallas 7,! para comparar con los resultados de [40] (ver Seccién 6).
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v dof h eo(¥) ro(¥) e(¥) 1Y) eay) o)
k=2
156 1/8 5.0133e-5 — 1.4125e-3 — 6.1541e-2 —
1e0 717 1/16 1.4792e-5 1.76 3.897le-4 1.85 3.2082e-2  0.93
3075 1/32 3.7387e-6 1.98 9.3154e-5 2.06 1.5524e-2 1.04
12567  1/64 9.9167e-7  1.91  2.2640e-5 2.04 7.7714e-3 1.00
50445 1/128 2.5430e-7 1.96 5.7257e-6  1.98  3.8876e-3  0.99

156 1/8 1.2934e-4  —  4.3789¢-3 — 1.5849e-1 —

2e-4 717 1/16 2.8528e-5 2.18 1.2452e-3 1.81 8.5793e-2 (.88
3075  1/32 5.3691e-6 240 2.9922¢-5 2.05 4.1108e-2  1.06

12567  1/64 1.1880e-6 2.17 7.0443e-5 2.08 2.0446e-2  1.00

50445 1/128 2.9771e-7 199 1.7466e-5 2.01 1.0283e-2  0.99

156 1/8 1.2656e-3 — 2.3827e-2 — 7.3821e-1 —

2e-8 717 1/16 2.6813e-4 223 7.7681le-3 1.61 4.3354e-1  0.76
3075  1/32 4.8257e-5 247 2.0575e-3 1.91 2.1225e-1  1.03

12567  1/64 8.0820e-6 2.57 4.9503e-4 2.05 1.0680e-1  0.99

50445 1/128 2.0347e-6  1.98 1.2153e-4 2.02  5.2874e-2  1.01

156 1/8 5.9604e-3 — 8.7424e-2 — 3.1005¢-0 —

2e-12 717 1/16 1.8960e-3 1.65 4.2336e-2 1.04 2.5188e-0 0.29
3075  1/32 4.4959e-4  2.07 1.5235e-2 147 1.5740e-0  0.67

12567  1/64 6.6087e-5 2.76  4.0390e-3 1.91  0.8293e-0  0.92

50445 1/128 1.2450e-5 2.04 1.0863e-3  1.89  4.2368e-1  0.96

156 1/8 8.3152¢-3  — 1.1557e-1 —  4.8636e-0 —
2e-14 717 1/16 3.2429¢-3  1.35 6.8149¢-2  0.76  4.5466e-0  0.09
3075 1/32 9.8809e-4 1.71 3.1772e-2 1.10 3.5697e-0  0.34
12567  1/64 1.8767e-4 2.39 1.0279e-2 1.62 2.2216e-0 0.68
50445 1/128 3.6144e-5 2.37 3.073%e-3 1.74 1.2106e-0 0.87

Tabla 5.7: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con k = 2, usando la familia de
mallas 7;! y diferentes valores de v.

En la Tabla observamos que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas
[4.1.1} [4.2.1] y 4.2.2 para los primeros valores de v. Sin embargo, a medida que v tiende a cero, se
observa pérdida de convergencia en las normas H'! y H?, esto se debe a que dichas estimaciones
error dependen de potencias negativas de v (ver [40, Secién 6]).

En la Figura [5.5] se muestran la funcién de corriente exacta y aproximada junto con el campo de
velocidad, para el Ejemplo obtenidas con el método de elementos virtuales analizado en este
trabajo, usando la malla 7;3, h =1/64, v = 2e — 8 y grado polinomial k = 2.
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Figura 5.5: Graficas Ejemplo Funcién de corriente exacta (arriba izquierda), funcién de

corriente aproximada (arriba derecha), campo de velocidad (abajo). Obtenido con malla la
Tl h=1/64. Para k =2, v = 2e — 8.

En la Tabla reportamos los errores y tasas de convergencia para la funcién de corriente ¢ y la
presién p del fluido, para el Ejemplo con k = 3, obtenidos con el método de elementos virtuales

analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia para distintos valores
de v, usando la familia de mallas 7;3.
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v dof h e(®)

ro(¢)

e1(v)

r1(¢)

e2(¢)

ra(v)

ei1(p)

r1(p)

k=3

337 1/8 2.8029¢-4

le0 1483 1/16 266735¢-5
6247 1/32 1.1848¢-6
25331 1/64 5.7690¢-8

337 1/8 2.6674e-5

2e-4 1483 1/16 2.0115e-6
6247 1/32 1.3605e-7
25331 1/64 5.9674e-9

337 1/8 4.0280e-4

2e-8 1483 1/16 2.5084e-5
6247 1/32 2.1659¢-6
25331 1/64 9.8234e-8

337 1/8 2.1209-3

2e-12 1483 1/16 3.9343¢-4
6247 1/32 5.1396e-5

25331 1/64 3.2830e-6

147 1/8 3.3621e-3

2¢-14 1483 1/16 9.0808¢-4
6247 1/32 1.6988¢-4

25331 1/64 1.6955¢-4

3.39
4.49
4.36

3.72
3.88
4.51

4.00
3.53
4.46

2.43
2.93
3.96

1.88
2.41
3.32

7.1461e-3
1.1280e-3
1.2224e-4
1.3786e-5

5.0579e-4
7.3093e-5
8.8796e-6
1.0078e-6

7.9954e-3
9.4792e-4
1.3805e-4
1.5017e-5

4.8793e-2
1.3628e-2
3.0092e-3
3.6621e-4

7.3363e-2
3.0235e-2
9.7121e-3
1.6847e-3

2.66
3.20
3.14

2.79
3.04
3.13

3.07
2.77
3.20

1.82
2.17
3.03

1.27
1.63
2.52

3.6592e-1
9.8258e-2
2.0914e-2
4.5905e-3

2.0472e-2
5.5582e-3
1.3217e-3
3.1392e-4

3.2693e-1
7.9988e-2
2.1213e-2
4.7641e-3

2.4098e-0
1.2411e-0
5.0774e-1
1.3095e-3

4.2319e-0
3.0775e-0
1.7778e-0
6.3071e-1

1.89
2.23
2.18

1.88
2.07
2.07

2.03
1.91
2.15

0.95
1.28
1.95

0.45
0.79
1.49

1.319e+1
3.4065¢-0
9.6757e-1
3.8555¢e-1

5.2708e-2
2.5928e-2
1.3141e-2
6.3251e-3

8.5204e-2
4.8583e-2
2.6704e-2
1.2495e-2

7.6529e-2
6.2576e-2
4.5453e-2
2.4533e-2

5.8813e-2
5.3434e-2
4.5781e-1
3.0661e-2

1.95
1.81
1.32

1.02
0.98
1.05

0.81
0.86
1.09

0.29
0.46
0.88

0.13
0.22
0.57

Tabla 5.8: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con k = 3, usando la familia de

mallas 7! y diferentes valores de v.

En la Tabla se observa que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas
[4.1.1] [4.2.1] [4.2.2] y [4.4.4] para valores de v cercanos a 1. Sin embargo, a medida que v tiende a
cero, se observa una pérdida de convergencia en las normas estimadas, esto se debe a que dichas

estimaciones error dependen de potencias negativas de v (ver [40, Seccién. 6]).

En la Tabla [5.9 reportamos los errores y tasas de convergencia para la funcién de corriente v del
Ejemplo con k = 2, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado en este trabajo.
Dicha tabla contiene los errores y tasas de convergencia para distintos valores de v, usando ahora

la familia de mallas 7;13
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v dof h eo(®) To() e(®) rTi(¥) exy) rTa(¥)
k=2
294 1/8 1.4733e-4 — 2.4139¢-3 — 6.8664e-2 —
1e0 1362 1/16 3.2049e-5 220 7.0454e-4  1.77  3.4628e-2  0.98
778 1/32 5.8678e-6 2.44 1.9392e-4 1.86 1.7282¢-2 1.00
23868 1/64 7.5631e-7 295 5.1898e-5 1.90 8.7584e-3  0.99
96855 1/128 1.3319¢-7 2.50 1.3194e-5 1.97 4.3671e-3  1.00

294 1/8 3.1289e-4  — 5.5733e-3 — 1.7690e-2 —

2e-4 1362 1/16 1.0570e-4 1.56 1.9967e-3 148 9.1863e-2  0.94
5778  1/32 2.357le-5 2.16 6.6588¢-4 1.58 4.7183e-2  0.96

23868 1/64 3.7483e-6 2.65 1.8425e-4 1.85 2.4126e-2  0.96
96855 1/128 8.3831e-7 2.16 4.6844e-5 1.97 1.1912¢-2 1.01

294 1/8 1.4365e-3 — 2.4122e-3 — 8.0012e-1 —
2¢-8 1362 1/16 2.890le-4 2.32 7.2818e-3 1.72 4.5604e-1  0.81
5778  1/32 3.3532¢-5 3.10 2.6175e-3  1.47 2.4887e-1  0.87
23868 1/64 1.7225e-5 0.96 9.0086e-4 1.53 1.2816e-1  0.95
96855 1/128 7.0592e-6 1.28 2.7819e-4 1.69 6.3459e-2  1.01

294 1/8 7.5856e-3 — 9.3425e-2 — 3.2108e-0 —

2e-12 1362 1/16 2.8559e-3 1.40 4.5170e-2 1.04 2.5577¢-0  0.32
5778  1/32 7.1604e-4 199 1.7538e-2 1.36 1.6955e-0  0.59

23868  1/64 1.3095e-4 2.45 5.0045e-3 1.80 9.4171le-1 0.84

96855 1/128 6.0655e-6 4.43 1.3193e-3 1.92  4.7914e-1 0.94

294 1/8 1.0286e-2  — 1.2163e-1  0.65 4.710le-0  —
2e-14 1362 1/16 4.6338¢-3 1.15  7.2284e-2 1.75 4.5648e-0  0.04
5778  1/32 1.5264e-3 1.60 3.6161e-2 0.99 3.6789%¢-0 0.31
23868 1/64 3.9993e-4 1.93 1.3345e-2 1.43 2.4307e-0  0.59
23868 1/128 6.0901le-5 2.71  3.4482¢-3  1.95 1.3150e-0  0.88

Tabla 5.9: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con k = 2, usando la familia de
mallas 7,2 y diferentes valores de v.

En la Tabla se reportan los errores y tasas de convergencia para la funciéon de corriente
1 y la presion p del fluido para el Ejemplo [5.3] con grado polinomial k£ = 3, obtenidos con el
método de elementos virtuales analizado en este trabajo. Dicha tabla contiene los errores y tasas
de convergencia usando distintos valores de v y usamos la familia de mallas ’7;? .
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v dof

h eo(y)

ro(¢)

e1(¢)

r1(¢)

e2(¢)

ra(v)

e1(p)

r1(p)

k=3

455
2083
8751

35927

1e0

455
2083
8751

35927

2e-4

1/8 2.7675¢-6
1/16 1.6797e-7
1/32 9.5758¢-9

4.04
4.13

1/64 6.3000e-10 3.92
145523 1/128 1.2568e-10 2.32

1/8 1.9751e-5
1/16 1.2440e-6
1/32 7.3212¢-8
1/64 5.0346¢-9

3.98
4.08
3.86

145523 1/128 2.5581e-10 4.29

455
2083
8751

35927

2e-8

145523 1/128

455
2083
8751

35927

2e-12

145523 1/128

455

1/8
1/16
1/32
1/64

1.2424e-4
8.5912e-6
8.2001e-7
7.8518e-8
4.1049e-9

1/8
1/16
1/32
1/64

1.1947e-3
2.1203e-4
2.9785e-5
2.8334e-6
1.7274e-7

1/8 2.4389e-3

2e-14 2083 1/16
8751 1/32
35927 1/64

145523 1/128

6.7802e-4
1.3093e-4
1.6672e-5
1.2019e-6

3.85
3.38
3.38
4.25

2.49
2.83
3.39
4.03

1.84
2.37
2.97
3.79

6.0074e-5
7.3203e-6
8.7877e-7
1.0955e-7
1.2995e-8

3.1573e-4
4.2338e-5
5.6899¢-6
7.1118e-7
8.0837e-8

3.2740e-3
5.1652e-4
8.6223e-4
1.1007e-5
1.2655e-6

3.1189e-2
9.1684e-2
2.1509e-3
3.0597e-4
3.6915e-5

5.6005e-2
2.4027e-2
7.8967e-3
1.5353e-3
2.0572e-4

3.03
3.05
3.00
3.07

2.89
2.89
3.00
3.13

2.66
2.58
2.96
3.12

1.76
2.09
2.81
3.05

1.22
1.60
2.36
2.89

3.1166e-3
7.6615e-4
1.8818e-4
4.7143e-5
1.1463e-5

1.7872¢-2
4.573be-3
1.1793e-3
2.9863e-4
7.1172e-5

1.8548e-1
5.6851e-2
1.7038¢-2
4.4441e-3
1.0756¢e-3

1.8091e-0
9.6404e-0
3.9847e-1
1.1643e-1
2.9951e-2

3.3723e-0
2.6357e-0
1.4993e-0
5.7439e-1
1.9192e-1

2.02
2.02
1.99
2.04

1.96
1.95
1.98
2.06

1.70
1.73
1.93
2.04

0.90
1.27
1.77
1.95

0.35
0.81
1.40
1.58

3.8799e-2
1.9049e-2
8.7317e-3
4.3490e-3
2.1038e-3

5.2559%e-2
2.5779e-2
1.2860e-2
6.6953¢-3
3.2631e-3

8.7081e-2
4.7214e-2
2.4701e-2
1.3365e-2
6.4166e-3

7.4471e-2
6.1875e-2
4.1765e-2
2.5111e-2
1.2649e-2

4.8438e-2

1.02
1.12
1.00
1.04

1.02
1.00
0.94
1.03

0.50
0.88
0.93
0.88
1.05

0.26
0.56
0.73
0.98

5.2197e-2 -0.10
4.3840e-2 0.25
3.0822¢-2 0.50
1.7138e-2 0.84

30

Tabla 5.10: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con k = 3, usando la familia
de mallas 7,2 y diferentes valores de v.

En las Tablas y observamos que el método converge con los ordenes predichos en los
Teoremas [4.1.1] [4.2.1} 4.2.2] y |4.4.4] para valores de v cercanos a 1. Sin embargo, a medida que
v tiende a cero, se observa pérdida en el orden de convergencia en las normas estimadas (para la
funcién de corriente y para la presién), esto se debe a que dichas estimaciones error dependen de
potencias negativas de v (ver [40, Seccién. 6]).

En la Figura se muestran la funcién de corriente y la presién (exactas y aproximadas) junto
con el campo de velocidad, para el Ejemplo [5.3] obtenidas con el método de elementos virtuales



1/32, v = 2e — 4 y grado polinomial k£ = 3.
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Figura 5.6: Graficas Ejemplo
k

3, v=2e—4.
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5.4. Ejemplo 4: Lado derecho alternativo

En este ejemplo, tomamos 2 := (0,1) x (0,1) y testeamos las ecuaciones del Problema con
el lado derecho alternativo definido en (3.29), considerando diferentes valores para la viscosidad v
del fluido, fijamos el tensor de permeabilidad K~ = I. Elegimos a f y las condiciones de frontera
Dirichlet no homogéneas de tal manera que la solucién analitica sea:
2 [ e sin(2mx)(y cos(2my) — sin(27y))
’LL(.Z‘, y) - 12492 .
—e™ 1Y cos(2my) (7 cos(2mx) + 2 sin(27x))

) . p(z,y) =sin(z) — sin(y)

T2

1
P(x,y) = = sin(27x) cos(27ry)ex2+y2.
T
En la Tabla se reportan los errores y tasas de convergencia para la funcién de corriente 3 del
Ejemplo con grado polinomial k = 2, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado
en este trabajo, considerando el lado derecho alternativo F"(-) definido en (3.29). Dicha tabla
contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos valores de v. Usamos la familia de

mallas 7;5’.

v dof h eo(®) w@) e(®) 1) e¥) 1Y)
k=2
294 1/8 1.1785e-2 — 1.6670e-2 — 3.0690e-0 —
le0 1371 1/16 2.0476e-3  2.52  5.6516e-2 1.56 1.6703e-0  0.87
5796 1/32 3.7762e-4 243  1.4727e-2 1.94 8.1566e-1 1.03
23874  1/64 7.6485e-5 2.30 3.7906e-3  1.95 3.9964e-1  1.02
96855 1/128 1.2350e-5 2.63  9.5973e-4  1.98 1.9977e-1  1.00

294 1/8 1.7835e-2 — 1.4434e-1 — 3.1350e-0 —

le-3 1371  1/16 2.6456e-3  2.75 2.9552e-2  2.28  1.6547e-0  0.92
5796  1/32 5.7258e-4 220 7.5279e-3 1.97 8.0524e-1  1.03

23874  1/64 1.2976e-4 2.14  2.4887e-3  1.59  3.9562e-1  1.02
96855 1/128 2.8807e-5 2.17 8.8678e¢-4 1.48 1.9892e-1  0.99

294 1/8 1.8061e-2 — 1.4551e-1 — 3.1503e-0 —

le-6 1362 1/16 2.6159%-3 2.78 2.9100e-2 232 1.6780e-0 0.90
5796  1/32 5.6692e-4 220 6.7443e-3 2.10 8.2222¢-1  1.02

23874  1/64 1.3689¢-4 2.05 1.6432e-3 2.03  4.0483e-1  1.02
96855 1/128 3.3572e-5 2.02 4.0989%e-4 2.00 2.0176e-1 1.00

Tabla 5.11: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con k = 2, usando la familia
de mallas 7,2 y diferentes valores de v.

En la Tabla notamos que el método converge con los mismos ordenes del esquema considerando
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el lado derecho F"(-) definido en
(ver Capitulo

, tal como se predice en el andlisis hecho en la Observacién

En la Figura se muestra la funciéon de corriente exacta y aproximada junto con el campo de
velocidad, para el Ejemplo obtenidas con el método de elementos virtuales analizado en este
trabajo, usando la malla 77?, h =1/64, v = 1le — 6 y grado polinomial k = 3.

ahh
VI
P

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.7: Gréficas Ejemplo Funcién de corriente exacta (arriba izquierda), funcién de
corriente aproximada (arriba derecha), campo de velocidad (abajo). Obtenido con la malla
T2, h=1/64. Para k =2, v = le — 6.

En la Tabla se reportan los errores y tasas de convergencia para la funcién de corriente ¢ y la
presién p del fluido, para el Ejemplo con grado polinomial k = 3, obtenidos con el método de
elementos virtuales analizado en este trabajo, considerando el lado derecho alternativo definido en
. Dicha tabla contiene los errores y tasas de convergencia para distintos valores de v, usando
la familia de mallas 7;13
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dof h

eo(v)

ro(¢)

e1(¢)

r1(¢)

e2(¢)

ra(¢)

e1(p)

r1(p)

k=3

455
2083

1/8 1.4032¢-3
1/16 8.6754e-5

8751 1/32 4.3044¢-6
35927 1/64 2.5045¢-7
145523 1/128 1.2691e-8

1e0

455
2083

1/8 2.4281e-3
1/16 1.1280e-4
8751 1/32 3.6992e-6
35927 1/64 1.6216e-7
145523 1/128 7.5138e-9

le-3

445
2083

1/8 2.5402¢-3
1/16 1.4447¢-4

8751 1/32 6.1532¢-6
35927 1/64 3.2389¢-7
145523 1/128 1.6776¢-8

le-6

4.01
4.33
4.10
4.30

4.42
4.93
4.51
4.43

4.13
4.55
4.24
4.27

1.4424e-2
1.6969e-3
1.7599e-4
2.0674e-5
2.5342e-6

2.7576e-2
2.6938e-3
2.1463e-4
2.2786e-5
2.6222e-6

2.9386e-2
3.5018e-3
3.2273e-4
3.8732e-5
4.6117e-6

3.08
3.26
3.08
3.02

3.35
3.64
3.23
3.11

3.06
3.43
3.05
3.07

5.7787e-1
1.5373e-1
3.5548e-2
8.5250e-3
2.1115e-3

8.1786e-1
1.8847e-1
3.8939%e-2
8.9384e-3
2.1552e-3

8.5597e-1
2.1802e-1
4.7071e-2
1.1173e-2
2.7269e-3

1.91
2.11
2.05
2.01

2.11
2.27
2.12
2.05

1.97
2.21
2.07
2.03

6.1831e-0
2.8911e-0
1.3553e-0
6.2373e-1
2.8758e-1

2.9566e-2
1.4535e-2
6.9774e-3
3.4367e-3
1.7079e-3

2.7139e-2
1.3731e-2
6.7386e-3
3.3527e-3
1.6773e-3

1.09
1.09
1.11
1.11

1.02
1.05
1.02
1.00

0.98
1.02
1.00
0.99

Tabla 5.12: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo , con k = 3, usando la familia
de mallas 7;? y diferentes valores de v.

En la Tabla notamos que el método converge con los mismos ordenes del esquema considerando
el lado derecho F"(-) definido en (3.28)), tal como se predice en el anilisis hecho en la Observacién

(ver Capitulo [4]).

En la Figura se muestran la funcién de corriente y la presién del fluido (exacta y aproximada)
junto con el campo de velocidad, para el Ejemplo[5.4] obtenidas con el método de elementos virtuales
analizado en este trabajo, usando la malla 7,3, h = 1/64, v = le — 6 y grado polinomial k = 3.
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Figura 5.8: Graficas Ejemplo Funcién de corriente exacta (arriba izquierda), funcién de
corriente aproximada (arriba derecha), presién exacta (medio izquierda), presién aproximada
(medio derecha) y campo de velocidad (abajo). Obtenido con la malla 7,3, h = 1/64. Para

k=3 v=1e—3.
85



5.5. Ejemplo 5: El problema de la cavidad

Este ejemplo es llamado el problema de la cavidad impulsada por la tapa el cual es un problema
estandar en el cual no se tiene una solucién exacta. En el caso bidimensional se describe el fluido
en un contenedor rectangular que es impulsado por el movimiento uniforme de una tapa.

El problema esté configurado con la siguiente condicién de frontera: w = (1,0) en la tapa superior
y u = (0,0) en el resto de la frontera, mientras que el dato f es igual a 0 y usamos distintos valores
para viscosidad v.

Debido al cambio de las condiciones de contorno, aparecen dos singularidades en las esquinas
superiores del dominio.

En lo que sigue, se muestran los resultados numéricos obtenidos usando la formulacién [3.4.1] para
k =2y k = 3, donde se han empleado las siguientes condiciones de contorno para la funcién de
corriente ¥p: Vo, = (0,1), en la tapa superior y Vi, = (0,0) en el resto, ademds 1, = 0 sobre
toda la frontera.

0.9 r -0.01

08 -0.02

0.7
-0.03

7777 77 77 20 o
32

-0.04

-0.05

-0.06

-0.07

i 041 L | -0.08

0 I I I I 0 . . . . -0.09

Figura 5.9: Para k = 2. El campo de velocidad y las lineas de corriente para el problema de
cavidad obtenida con la malla 7,2, h =1/64, con v =1y K' =1
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0.4 -0.06 0.4 1
0.3 -0.07 03 f El
0.2 -0.08 0.2 | B
0.1 -0.09 0.1 | 1
0 0 : ! : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.10: Para k = 2. La funcion de corriente, el campo de velocidad para el problema de
cavidad obtenidos con la malla T;*, h =1/64, conv =1y K!' =1

0.9 0.3
0.8
0.2
0.7
0.1
0.6
0.5 0
0.4
-0.1
0.3
-0.2
0.2
0.1 -0.3
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.11: Para k = 2. Primera y segunda componente de la velocidad para el problema
de cavidad obtenidas con la malla 7;}, h=1/64, v =1y K =1
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Figura 5.12: Para k = 3. La funcion de corriente, el campo de velocidad para el problema de
cavidad obtenidos con la malla 7,3, h =1/64, con v =1le —3 y K™' =1T.
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Figura 5.13: Para k = 3. Lineas de corriente para el problema de cavidad obtenida con la
malla 7,2, h =1/64,conv=1e -3y K =1.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1. Conclusiones

Esta tesis se ha desarrollado con el propédsito de estudiar la flexibilidad y habilidad del Método
de Elementos Virtuales para adaptarse a problemas de fluidos los cuales son de gran interés. En
particular, en este trabajo se realizé un analisis matematico y numérico de un Método de Elementos
Virtuales para el Problema de Brinkman formulado en términos de la funcién de corriente del
campo de velocidad, el cual es un problema de cuarto orden, quedando en evidencia la habilidad
de VEM para construir y analizar, de manera sencilla, esquemas conformes de H?(2) sobre mallas
poligonales generales.

A continuacién se presentan los resultados mas relavantes de este trabajo:

1. En el Capitulo [2] se analiz6 existencia y unicidad de solucién para el Problema de Brinkman
en términos de la funcién de corriente de la velocidad a nivel continuo, haciendo uso del Lema
de Lax-Milgram.

2. En el Capitulo [3|se propuso una discretizacién de orden arbitrario k£ > 2 mediante elementos
virtuales para la aproximacién numérica de la funcién de corriente del Problema de Brinkman.
Se observé que debido al enfoque del método VEM la construccién del esquema discreto es
bastante simple, a diferencia del Método de Elementos Finitos clasico, donde la construccién
de funciones C! globales es mds complicada. En este capitulo también se analizé existencia
y unicidad de solucién del problema discreto.

3. En el Capitulo [4] se establecieron estimaciones de error en norma H? para la funcién de
corriente. Ademds, mediante argumentos de dualidad se logré establecer estimaciones de
error en norma H' y L?.

4. Se recuperé el campo de velocidad del fluido a través de un post-proceso a partir de la funcién
de corriente y se establecié una estimacién de error en norma H' para la velocidad.
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5. Para k = 3 se propuso una estrategia para recuperar la presiéon del fluido mediante un
problema de Poisson generalizado, con dato proveniente de la funcién de corriente, la cual se
basa en un esquema discreto con elementos virtuales de clase C?. Ademds, bajo la hipStesis
de quasi-uniformidad de las mallas se mostré convergencia en norma H!.

6. Se desarrollé un cédigo en MATLAB para realizar simulaciones numéricas sobre mallas po-
ligonales que ilustraron el buen desempeno del esquema discreto y corroboraron nuestros
resultados tedricos.

7. A nivel computacional se obtuvieron ventajas. Por un lado, el niimero de grados de libertad,
al estar relacionado con una sola variable escalar (la funcién de corriente) en lugar de una
variable vectorial (la velocidad) més uno escalar (la presién), resulta ser menor que el niimero
de grados de libertad para el esquema en términos de velocidad-presién. Lo anterior implica
que el sistema lineal resultante sea més pequenio. Ademds, dicho sistema es ahora definido
positivo, a diferencia del original que es indefinido.

6.2. Trabajo futuro

1. Extender el esquema discreto estudiado a otros problemas de la mecanica de fluidos tales
como Navier-Stokes y Oseen, formulados en términos de la funcién de corriente.

2. Proponer discretizaciones mediante Elementos Virtuales para el Problema de Brinkman for-
mulado términos de otras variables de interés.

3. Continuar con el estudio de la recuperacién de la presiéon usando elementos virtuales de clase
Cv.

4. Estudiar otros problemas de fluidos en distintas formulaciones y proponer discretizaciones
usando elementos virtuales.
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