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Resumen

En esta tesis estudiamos el modelamiento y andlisis numérico del proceso de se-
paracion solido-liquido en un circuito de decantacion a contracorriente. La separacion
solido liquido es una parte fundamental de muchos procesos de tratado hidrometalirgi-
co en los cuales liquidos o soluciones tienen que ser recuperadas con la mejor calidad
posible. De acuerdo a Svarovsky (2001, [1]), el sistema a contracorriente hace uso de
varios clarificadores-espesadores (CTs) para separar y lavar el material slido insoluble
en liquidos. Como consecuencia, las soluciones decantadas (desbordamiento) contie-
nen solidos disueltos que son valiosos o que son un problema para la produccién. Este
proceso es conocido como Decantaciéon a Contra Corriente (CCD). Se usan sistemas
de leyes de conservacién para modelar las unidades individuales de CTs [2]. La tesis
tiene los siguientes objetivos:

El primer objetivo de esta tesis es demostrar la existencia y unicidad de una ley
de conservacién con flujo continuo mediante un esquema numérico que hace uso de
una caracteristica especifica del flujo, la cual radica en que es posible escribirlo como
el producto de la concentracién por la velocidad.

El segundo objetivo de esta tesis es proponer un sistema de leyes de conservacién
con flujo discontinuo para describir los CTs que conforman el circuito CCD, adicio-
nando un término fuente que describe el acoplamiento entre los diferentes tanques.

El tercer objetivo de esta tesis es demostrar el buen planteamiento del problema
en el caso N = 1. Para esto, se estudia la convergencia de un esquema de volimenes
finitos a la tnica solucién de entropia del problema. Se realizan experimentos numéricos
comparando las soluciones obtenidas con una solucién de referencia generada por el
método de Engquist-Osher.

El cuarto objetivo de esta tesis es proponer un esquema de volimenes finitos para
el caso N > 1. Se demuestra que, bajo cierta condicién CFL, el esquema satisface
el principio del maximo. Se realizan algunas simulaciones numéricas que ilustran el
comportamiento de las soluciones en casos particulares.
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Abstract

In this thesis, we study the modeling and numerical analysis of the solid-liquid
separation process in a countercurrent decantation circuit. The liquid-solid separation
is a fundamental part of many processes of hydrometallurgical treatments, in which
liquids or settlings have to be recovered with the best possible quality. According to
Svarovsky (2001, [1]), the countercurrent system uses several clarifier-thickeners (CTs)
to separate and wash the solid material insoluble in liquids. As a result, the decanted
solutions (underflow) contain dissolved solids that are valuable or are a problem for
production. This process is known as Counter Current Decanting (CCD). Systems of
conservation laws are used to model individual units of CTs [2]. The thesis has the
following objectives:

The first objective of this thesis is to demonstrate the existence and uniqueness
of a conservation law with continuous flux by using a numerical scheme that takes
advantage of a specific characteristic of the flow, which is that it can be written as the
product of the concentration by the velocity.

The second objective of this thesis is to propose a system of conservation laws with
discontinuous flux in space describing the CTs that make up the CCD circuit network,
with source term describing the coupling between the different tanks.

The third objective of this thesis is to show the well-posedness of the problem in the
case N = 1. For this, the convergence of a finite volume scheme to the unique entropy
solution of the problem is studied. Numerical experiments are performed comparing the
solutions obtained with a reference solution generated by the Engquist-Osher method.

The fourth objective of this thesis is to propose a finite volume scheme for the
case N > 1. It is shown that, under a specific CFL condition, the scheme satisfies
the maximum principle. Some numerical simulations are carried out that illustrate the
behavior of the solutions in particular cases.
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Introduccion

El presente trabajo esta direccionado al modelamiento y analisis numérico del pro-
ceso de separacion solido-liquido: circuitos a contracorriente. La separacion solido-liqui-
do es una parte fundamental en la mayoria de los procesos de tratamiento e hidrome-
taliurgicos, y de importancia especial después de procesos de lixiviacion, clarificacion
antes de cambio idnico, extraccion por solventes, precipitacion, donde hay que recu-
perar los liquidos o soluciones portantes y en aquellos otros procesos donde se precise
recuperar los solidos de la mejor calidad posible, como por ejemplo, cristalizacion o
precipitacion.

De acuerdo a Svarovsky (2001, [1]), el sistema a contacorriente utiliza varios es-
pesadores (thickeners) en serie para separar y lavar el material sélido insoluble de
los liquidos. Las soluciones decantadas (el underflow) contienen sélidos disueltos que
son valiosos o que son un problema para la produccién. Se distinguen dos términos,
Decantacién a Contracorriente (CCD) y Lavado de solidos a Contracorriente (CCW).
En aplicaciones reales, el término CCD tiende a usarse cuando los espesantes por gra-
vedad son los separadores del sistema. El producto es un soluto en el liquido de lavado
“decantado” en el desbordamiento del sistema (por ejemplo, en el lavado de lodo rojo
en el proceso Bayer de refinado de éxido de aluminio donde se recupera caustico del
lodo rojo que luego se desecha). De otra parte, el término CCW implica que los sélidos
son los productos.

Para ejemplificar, en el proceso de recuperacion de oro, el sistema CCD de lavado
pulpas de cianuro es el lavado de la pulpa en espesadores (thickeners) en serie, ver Fi-
gura 1. La pulpa se introduce en el primer espesador, y el agua en el iltimo espesador.
El flujo de la pulpa y el agua es en direcciones opuestas. En consecuencia, la pulpa se
vuelve progresivamente més baja en contenido de oro soluble a medida que pasa a la
descarga. Por el contrario, el agua anadida en el tltimo espesador pasa hacia adelante,
aumentando su concentracion de cal, cianuro, y oro. El sistema CCD se utiliza para
complementar la filtracién. La torta que sale de los filtros, presenta aproximadamente
un 10 % de humedad. Esta humedad, no es otra cosa més que solucién con un minimo
de oro disuelto, que serd enviado junto con los solidos, previa destruccion del cianuro,
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Introducciéon

a la presa de jales. Por ultimo la solucién rica es clarificada, desoxigenada, y el oro
precipitado con polvo de zinc muy fino, y de alta pureza [3].

i
| e o
= - . | Thickener
Tl
i Ll ; Thickener
- i [ N
| I-—---— | 4 P
e Thickener
Feed 4

Thickener

Figura 1: Ejemplo de CCD en el procesamiento de oro.

El concepto de espesamiento o thickening es muy simple y radica en la decanta-
cioén; consiste en dejar una mezcla liquida y homogénea dentro de un tanque y que
las particulas sélidas finas se acumulen en el fondo sélo por efecto de la gravedad,
separando asi el material solido del liquido clarificado en la parte superior.

La matemadtica subyacente bajo un modelo de separacién solido-liquido para un
espesador o un CCD representa un problema matemaético que involucra aspectos del
andlisis matematico y numérico de leyes de conservacién y de ecuaciones diferenciales
parciales tipo parabdlicas (posiblemente fuertemente degeneradas) [4], ademads de leyes
de conservacion con flujo discontinuo respecto de la coordenada espacial, abarcando
asi un amplio campo de estudio.

0.1. Antecedentes: Modelos matematicos en sedi-
mentacion

La modelaciéon matematica para procesos de espesamiento y clarificaciéon nace de
la mano de Hazen [5] en 1904, quien hace el primer andlisis de los factores que afectan
la sedimentacion de particulas sélidas en una suspension diluida en agua. Este trabajo
demuestra que la variable del tiempo no es un factor a considerar en el diseno de
estanques de sedimentacién, como si lo son las variables espaciales, especificamente
muestra que las porciones de sélido removidas son proporcionales al area superficial
del estanque, a las propiedades fisicas de las particulas e inversamente proporcional
al flujo volumétrico del estanque. En 1912 Mishler [6] es el primero en demostrar
mediante experimentos, que la velocidad de sedimentaciéon de la pulpa es diferente para
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Introduccién

suspensiones diluidas que para las concentradas. Mientras la velocidad de asentamiento
de suspensiones diluidas es generalmente independiente de la altura de la columna de
sedimentacion, sedimentos densos son gobernados por diferentes leyes y, en este caso,
la velocidad de asentamiento incrementa aumentando la altura de la columna. Con
esta hipdtesis, Mishler deduce una féormula para obtener la capacidad de un espesador
industrial, basado en experimentos de laboratorio.

La década de los 50’ estd marcada por la teoria de sedimentacién de Kynch [7],
quien plantea que la sedimentacién estd basada en una ecuacién diferencial parcial
hiperbdlica, en donde el dato inicial, la concentracion inicial, se propaga mediante
ondas a través del tiempo, formando el perfil de sedimentacion. El resuelve la ecuacién
explicita del modelo y muestra que conociendo la concentracién inicial de la suspensién
y la densidad de flujo del sélido, se puede obtener una solucién de la ecuacién por
el método de las caracteristicas, resultando en zonas donde la concentracién varia
continuamente (ondas de rarefaccién) y en discontinuidades (ondas de choque).

Una revision bibliografica que consta de més de 100 publicaciones en los iltimos 50
anos puede ser encontrada en [8, 9]. Para el presente trabajo, nos enfocaremos en los
trabajos sobre modelamiento ideal del clarificador-espesador [2, 10, 11], los resultados
sobre procesos de sedimentacion-consolidacién de suspensiones floculadas, las cuales
son consideradas como mezclas de dos medios continuos superpuestos [12], el modelo de
sedimentacién continua con compresién [13], y el modelo que incluye una descripcién
del transporte y reaccién de estos componentes [14].

Al dia de hoy, la teoria matematica sobre modelizacién del proceso de separaciéon
solido-liquido sobre cada espesador o thickeners es bastante amplia, sin embargo, es
escasa en circuitos a contracorriente, por lo cual, el desarrollo de este proyecto, pretende
entregar un aporte significativo al estado del arte en esta area.

0.2. Objetivos

El objetivo general del presente proyecto es:

= Modelar matematicamente un proceso de separacién solido-liquido en circuitos
en contracorriente mediante el uso de ecuaciones diferenciales parciales tipo leyes
de conservacién con flujo discontinuo en la variable espacial.

Para alcanzar este objetivo general, se logrardn uno a uno los siguientes objetivos
especificos:

» Estudiar el buen planteamiento (existencia y unicidad) de una ley de conserva-
cion con flujo discontinuo respecto a la variable espacial.

= Demostrar las propiedades y la convergencia de un esquema de volimenes finitos
para aproximar la solucion de una ley de conservacion con flujo discontinuo.
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Introducciéon

= Proponer un esquema numérico para representar la dinamica del proceso de
separacion sélido-liquido en circuitos en contracorriente.

= Extender los esquemas numéricos propuestos a esquemas de segundo orden de
aproximacion en espacio y tiempo.
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Capitulo

Leyes de conservacion con flujo continuo

Este capitulo esta dedicado al estudio de las leyes de conservacion con flujo conti-
nuo. Estudiaremos un problema modelo que tiene diversas aplicaciones en fenémenos
fisicos. Mostraremos la unicidad del problema mediante el uso de la técnica de dupli-
cacién de variables de Kruzkov y propondremos un esquema numérico monotono para
aproximar la soluciéon del problema y asi establecer existencia de la solucion del mis-
mo. Se probara la convergencia de este esquema mediante el uso de resultados clasicos
como el Teorema de Lax-Wendroff (Véase Lema 1.4) y el Lema de Helly (Véase Lema
5.1 en Anexo 1).

1.1. Problema base

En esta seccién presentaremos una ley de conservacién que servira de ejemplo
para desarrollar la teoria matematica usual para el estudio del buen planteamiento de
problemas que involucran de leyes de conservacion con flujo continuo. Discutiremos la
importancia del estudio de este tipo de Ecuaciones Diferenciales Parciales y finalmente
definiremos el concepto de solucién débil para el problema en cuestion.

Se entiende por ley de conservacién una EDP de la forma,

du+V - f(u) = 0.

uncién nomina funcién ujoy u uncién incognita. Si escribim
La funcién f se denomina funcion de flujo es la funcién incégnita. Si escribimos
f=01, fu),z=(x1,29,...,2,) € R™ eintroducimos un dato inicial ug en ¢t = 0,
el problema de Cauchy para la ley de conservacion se escribe como,

du(z,t) + Z 8; fi(u(x,t)) =0, (1.1)

u(z,0) = up. (1.2)



2 Capitulo 1. Leyes de conservacion con flujo continuo

En aplicaciones t normalmente denota la variable temporal, mientras que x describe
la variacién espacial en un espacio m—dimensional [15].

En nuestro caso, estudiaremos una ley de conservacién con flujo de la forma f(u) =
uV(u), donde V es una funcién continua que satisface ciertas propiedades que se
especificaran luego, es decir, estamos interesados en estudiar el siguiente problema de
Cauchy:

u + (uV(u), =0, z€R, t>0,

u(z,0) = ug(x), z€R. (1)

Este tipo de ley de conservacion tiene un amplio rango de aplicaciones en diversos
tipos de problemas. Por ejemplo, flujos del estilo f(p) = pV(p), donde

N

Pmiéx

son empleados en el estudio de problemas de trafico vehicular [16, 17, 18]. Aqui, p(z, t)
representa la densidad de autos en determinada posicién z de la carretera en un ins-
tante t, vsx denota la velocidad maxima de los vehiculos y pmsx la densidad maxima
de los mismos. Similarmente, flujos de Richardson-Zaki, fix(¢) = ¢V (¢), con,

V(¢) = vst (1 - ¢féx>nMB : (1.4)

y de Vesilind,
exp(—rvo) — exp(—7vPmax)
1 - eXP(—Tvﬁbmax)

V(¢) = Ust s (15)

son empleados en el estudio de problemas de sedimentacién [19, 20]. En este caso, ¢
denota la concentracién de solidos, ¢4« la concentracién maxima, vs; es la velocidad
de Stokes y rv y myp son constantes adimensionales.

Ahora bien, nos centramos en el problema (1.3) el cual tiene un flujo con velocidad
general. Asumimos que se satisfacen los siguientes supuestos:

uy € BV(R; [0, tmax));
0 < V(u) < Vinax, para todo u € [0, Umax); (1.6)
V'(u) <0, para todo u € [0, Umsx],

que seran de mucha utilidad para mostrar el buen planteamiento de (1.3).
Definimos a continuacién el concepto de solucién débil para (1.3), la cual permite
que una solucién discontinua de (1.3) sea admisible.
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Definicién 1.1. Sea uy € BV (R; [0, umsx]). Decimos que u es una solucion débil de
(1.3) con dato inicial ugy si para cada ¢ € C§°(R x [0,00)),

/000 /R(ucbt + f(u)py)dzdt + /]Ruo(x)qﬁ(x,O)dx —0. (1.7)

Es conocido que este tipo de leyes de conservacién presentan saltos en tiempos
finitos [15, 21]. Més precisamente, si consideramos el problema de Riemann,

Uy, ara x <0,
O+ 0x(f(u) =0, u(z,0) = { boP N (1.8)
u, para x > 0,
requerimos que se satisfaga que la siguiente condiciéon de salto,
s(ur —w) = flu) — flw), s=2a'(t) (1.9)

Esta condicién se denomina Condicion de Rankine-Hugoniot (ver [2], [22]). Con la
cual podemos expresar la solucién de (1.8) como,

(2,1) u, paraz < st, (1.10)
u(z,t) = :
u,  para x > st.

Asi pues, dada una ley de conservacion, es natural preguntarse si existe una unica
solucion débil para esta. Finalizamos esta seccién presentando un ejemplo que ilustra
que no siempre ese es el caso.

Ejemplo 1.2 (Ecuacién de Biirgers). Consideremos la siguiente ley de conservacion,

1 1 <0
O+ Oy (—uz) =0, wu(z,0)=4¢" pare =" (1.11)
2 -1  para x>0,

Para cada o > 1, defina la funcion,

1, para x < (1 — «a)t/2
(2.1) —a, para (1 —a)t/2 < x <0, (112)
uq(z,t) = :
a, para 0 <z < (o — 1)t/2,

-1, para x > (o — 1)t/2.

En el caso de la ecuacion de Burgers vemos que se debe satisfacer la condicion de
Rankine-Hugoniot:

w2 —ui/2 wtu,

C u—u 2

Notamos pues que la funcion u, satisface esta condicion de salto. En consecuencia,
(1.12) es solucion de (1.11), para cada o > 1.

S



4 Capitulo 1. Leyes de conservacién con flujo continuo

1.2. Unicidad de las soluciones

En esta seccién estudiaremos la unicidad de la ley de conservacion. Para ello,
definiremos el concepto de solucion de entropia y haremos uso de la denominada técnica
de duplicacién de variables de Kruzkov para probar que (1.3) tiene tnica solucién.

Como vimos en el Ejemplo 1.2 de la seccién anterior, una ley de conservacion
puede tener infinitas soluciones débiles. Por lo tanto, se requiere imponer condiciones
adicionales para garantizar el buen planteamiento de problemas del tipo (1.3). Para
esto, precisamos la definicién de solucién de entropia.

Definicion 1.3.

1. Una funcion u se llama una solucion de entropia en el sentido de Kruzkov o
simplemente una solucion de entropia de Kruzkov de la ley de conservacion u, +
f(u), =0 para z € R, t >0 si,

VEER, Yoe PR x(0,00), ¢>0:

/OOO/R (Ju— kloe + sgn(u — k)(f(u) — f(k))d,)dzdt > 0. (1.13)

2. Si consideramos soluciones en un intervalo finito de tiempo [0,T] y usamos fun-
ciones test no negativas ¢ € Cg°(R x [0,T]), obtenemos que para todo k € R:

/0 /R (\u — k|p +sgn(u — k)(f(u) — f(k))¢x)da: dt

(1.14)
—/R|u(x,T) _ /{;|¢(1;,T)dx+/R\uo(x) — k¢ (x, 0)dz > 0.

La desigualdad de entropia (1.14) permite garantizar la unicidad de solucién de
la ley de conservacién. A continuacién mostraremos la dependencia continua de la
solucion con respecto al dato inicial.

Teorema 1.4. Asuma que f es Lipschitz continua y sean u,v € L* NL>®(R x (0, 00))
dos soluciones débiles de los problemas de valores iniciales,

Ou~+ 0, (f(u)) =
0w + 0 (f(v))

u(z,0) = uo,

0
’ 1.15
N (115)

v(z,0) = vy,

respectivamente, que satisfacen a su vez la condicion de entropia de Kruzkov. Asuma
que ug — vy es integrable y que u y v tienen variacion total finita en x, para cada

tiempo. Entonces,
Ju(-, ) —v(, )l < lluo — ol (1.16)
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Demostracion. Sea ¢ = ¢(x,t,y,s) una funcién test no negativa tanto en (z,t) como
n (y,s) con soporte compacto en t > 0y s > 0. Dado que ambas funciones u y v
satisfacen (1.13), podemos elegir k = v(y, s) en la desigualdad para u y k = u(x,t) en
la desigualdad para v.
Luego, integramos la desigualdad para u con respecto a y y s y la desigualdad para
v con respecto a x y t. La suma resulta,

][ tute) = st 960+ 6+ atu)6. + 0,)) dwdedyas zo. (1)

Ahora juntamos algunos hechos béasicos sobre las funciones mollifier. Estas funciones
son “distribuciones ¢ aproximadas”. Consideramos funciones w,, con w, — dp, para
e — 0.

Seaw =w(o) € C*, 0 <w(o) <1, suppw C [-1,1], w(—0) = w(o),

/1 w(o)do =1, w(o):= lw (E) :

-1 € €

Lema 1.1. Sea F : R? — R localmente Lipschitz continua y ¥ € C°(R?). Sean
u,v € LY NL®(R x (0,00)). Entonces,

////F<u(a:, t),v(y, s))V (x —g v ¢ ; 8) we(T — y)we, (t — s)dz dt dy ds
o // (2, )) 0z, £)dz dt.

Demostracion. Para simplificar la demostracién, omitimos la variabilidad en el tiempo
y deseamos demostrar que,

// Flu(x), v(y)) ¥ (9"’ ; y) wo — y)dady <% / )0 () da

Observamos primeramente que,

/ Flu(a), o(y)) U(z)dz = / / Flu(a), o() ¥(a)w(z — y)de dy,

luego obtenemos que,

J[ .o (1) ko - sty - [ Pt @) et - nasdy
= // (F(u(fﬂ)7 v(y)) — F(u(z), v(%‘))>‘1’ (x ; y) we(z — y)dr dy

- // F(u(x),v(z)) [\1} (x;y) _ q;(x)] we(z — y)dz dy

= ]1 + Ig.
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Estimamos las dos integrales I; e I por separado. Utilizando que u es acotada y la
Lipschitz continuidad de F', obtenemos,

L] < | ¥]g~C / fo(2) — v(y) we(x — y)dz dy
< We~C [ [ oy + )~ vlwlelz)dzdy

< N W||LeC sup [[v(- + 2) — v||p1 /we(z)dz = [|¥]|L=C sup ||v(- + 2) — v||p1-

|z[<e |z[<e

Como la norma || - [|L: es continua con respecto a traslaciones, concluimos que este
término desaparece cuando € | 0. Para el segundo término utilizamos un argumento
similar:

|I| < ||F(u, )L // ‘w (g +y) — \If(z+y))w6(z)dzdy
(5) -l fot

< ||F(u,v)||L= sup

|2|<e
z
= ||F(u,v)|| L sup || ¥ ( n _) _ \1,’ ‘
|z|<e 2 L1
Nuevamente, la ultima expresion desaparece cuando € | 0. 0

Regresando a la prueba del Teorema, elegimos v (x,t) una funcién test con soporte
en t > 0 y definimos la funcién test ¢(x,y,t, s) por

r+y t+s
2 72

otentss) = )t = shela ~ )

donde €5 > 0 y € > 0 son nimeros pequenos. Esta funcion satisface,

o+ 0= 000 (152 2 Yt st )
O+ Oy = O (x ;— y) HTS> We, (t — S)we(z — y).

Observamos que las derivadas de w, y we, las distribuciones § aproximadas, se cance-
lan. Aplicando el Lema 1.1 a la funcién F(u,v) = |u —v|, ¥ = ¢, y F(u,v) = q(u,v),
U = 4, respectivamente, y dejando €; y € tender a cero, obtenemos en virtud de (1.17)
del Lema 1.1 la desigualdad,

// (|u(z,t) — v(x, t)| + q(u, v),) dtdz > 0,
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para dos soluciones débiles u y v y cada funcién test ¥ no negativa con soporte en
t> e

Si hubiésemos considerando (1.14) para el intervalo de tiempo t € [0, T] y funciones
test para los cuales 0 y T pertenece al soporte, la desigualdad de la formulacién de
Kruzkov implicaria la desigualdad

////{ [u(, 1) = v(y, 5)[ (@ + 6,) + alu,v) (s + 6,) + a(w,0) (6, + &) pde didy ds
— /// |u(z,T) —v(y, s)|¢(z, T,y, s)dz dy ds
- // ju(x, T) — v(y, T)|p(x, t,y, T)dz dy dt
+ / / [uo(@) = v(y, )| é(x,0,y, s)dz dy ds
+// |[u(z,t) — vo(y)|¢(z, ¢, y,0)dz dy dt > 0.

Eligiendo la funcion test como arriba y considerando que estamos integrando solamente
sobre la mitad del soporte de las funciones test, obtenemos un factor 1/2 que multiplica
cada uno de los términos de borde parat =0y ¢t =T Terminamos con,

//(’u(x, t) — v(x,t)wt + q(u, U)¢z> de di

(1.18)
— / |u(z, T) —v(z, T)|(x, T)dx + / lug(z) — vo(z)|1(x,0)dx > 0.
Para aprovechar esta identidad, escogimos,
¢($;t> = (X[—,-i—Lt—‘re,M—Lt—e}*we)('r)u te [O7T]
Aqui L = ||f|luip, X[ €s la funcién caracteristica del intervalo [a,b], y * denota el

operador de convolucién. Aqui elegimos M tan grande que,
M—-Lt—e>—-M+ Lt+ 3¢, parat<T.

Para obtener una funcion test admisible, modificamos la funcién v de tal forma que
desaparece suavemente para t > T'. Para t < T tenemos entonces,

d M—Lt—e
wt / WE(ZE - y>dy

N E M+Lt+e
=—Llw(r—M+Lt+e¢)+w(r+M-—Lt —¢€)) <0,

Yy = —(we(rt — M + Lt +¢€) —w(z+ M — Lt —¢)). (1.19)
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En virtud de nuestra seleccion de M ambas funciones que aparecen en el lado derecho
de (1.19) tienen soportes disjuntos. Por lo tanto,

q(u,v)

ju =

Esto significa |u — v|¢y + q(u,v)y, < 0. Insertando esto en (1.18), obtenemos para
e — 0,

/_M_Lt [ulz, 8) = v(z, t)ldz < /_A; [uo(z) — vo(x)|da.

M+Lt

Como uy — vy € L, entonces u(z,t) = v(x,t) para |z| suficientemente grande. Enton-

ces,
[u(-, ) —v(, )l < lluo — ol (1.20)

O
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1.3. Existencia de la solucion

En esta secciéon nos centraremos en estudiar la convergencia de una sucesion de
aproximaciones {ua} de (1.3) generadas por un método de volimenes finitos. Para
esto, derivamos las estimaciones de compacidad necesarias para probar su convergencia
haciendo uso del teorema de Helly [23]. Finalmente, mostramos que el limite de la
sucesién es una soluciéon débil del problema (1.3). Recalcamos que estudiamos un
problema en 1D y usaremos el término “malla” para referirnos a una discretizacion de
nuestro dominio espacio-temporal R x [0, 7.

1.3.1. Método de volimenes finitos

Introducimos una malla uniforme de ancho Az y paso temporal At sujeta a una
condicion CFL que serda determinada luego. El dominio espacial es discretizado en
celdas uniformes I; = [x;_1/2,%;41/2), donde x4/ = x; + Ax/2 son las interfaces de
la celda, y z; son los centros de celda. Sea t" = nAt el paso temporal y A = At/Ax.

Queremos construir una solucion aproximada en el sentido de los voliimenes finitos
ua tal que,

ua(z,t) =uff, (x,t) € [; x [t", "),
Para este fin, aproximamos el dato inicial de la forma,
1 Tj+1/2

u®

7T A

UO(QT)dJ)?

Tj-1/2

y definimos el método de voliimenes finitos de la forma, y el esquema conservativo,

uit =+ = (Ffiap = Fia) (1.21)

donde consideraremos para este trabajo el flujo numérico mondétono, propuesto en
(24, 17]:

A continuacién estudiaremos propiedades que permiten demostrar la existencia de
la soluci6n del problema (1.3).

Lema 1.2. El flujo numérico definido en (1.22) es mondtono.

Demostracion. El flujo numérico definido en (1.22) puede ser descrito mediante la
funcién F': R x R — R, dada por,

F(u,w) = uV(w).
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De los supuestos vemos que,

inf up(z) =0 'y supug(r) = Umax-
z€eR z€R

Asi, nuestro intervalo de referencia es J = [0, unay]. Veamos ahora que se satisfacen las
tres propiedades de monotonicidad.

» Consistencia. Sea u € J dado. Es claro que, F(u,u) = uV(u) = f(u). Por lo
tanto el flujo numérico F' es consistente.

= Lipschitz-continuidad. Veamos inicialmente que F' es Lipschitz-continua con
respecto a la primera variable. En efecto, sean uy, us € J dados. Luego, note que,

|F(uy, w)—F(ug,w)| = |u1 V(w)—uV(w)| = |V(w)||ur—uz| < Vinax|ur—us|, Yw €7,
esto es,

|F(ur, w) — Fug, w)| < Li|ur —ugf, Vw €7,
donde L; = V4« es la constante de Lipschitz con respecto a la primera variable.
Mostremos ahora que F' es Lipschitz-continua con respecto a la segunda variable.
En efecto, sean wq, ws € J dados. Luego, note que,

|F(u,wy) — F(u,ws)| = [uV (wy) — uV(wy)| = ulV(wy) — V(ws)l.

Ahora, sin pérdida de generalidad asumamos que w; < wy. Como V es una
funcién diferenciable en J, entonces por el Teorema del Valor Medio existe £ €
(w1, ws) tal que,

Vi(wr) = V(wz) = V'(§) (w1 — ws).

Asi tenemos que,
[F(uywr) = Fu,w)] = alV(€)llws — wal] < e[V ooy — wal, V€9,
esto es,
|F(u,wy) — Fu,wy)| < Lo|wy —wa|, Vu €,

donde Ly = umax||V']|o €s la constante de Lipschitz con respecto a la segunda
variable.

De esta forma vemos que F' es Lipschitz-continua con respecto a cada una de sus
variables.
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» F(1,]). Veamos inicialmente que F' es creciente con respecto a su primera varia-
ble. En efecto, sean uy,us € I dados tales que u; < us. Luego, como V(w) > 0,
para cada w € J, entonces,

F(u,w) = uV(w) <uV(w) = F(ug, w),

esto es, Fl(uj,w) < F(ug,w). Asi, F' es creciente con respecto a su primera
variable.

Ahora veamos que F' es decreciente con respecto a su segunda variable. En efecto,
sean wy, wy € J dados tales que w; < wy. Luego, dado que V'(w) < 0, para cada
w € J, tenemos que V' es decreciente. Por lo tanto, V (wg) < V(w;). De ese modo,

F(U, U)Q) = UV(U)2) < UV(U)l) = F(u7w1)7

es decir, F(u,ws) < F(u,w). Asi, F' es decreciente con respecto a su segunda
variable.

De todo lo anterior concluimos que el flujo numérico definido en (1.22) es mondtono.
O

Lema 1.3 (Principio del maximo). Supongamos que los tamanos de paso espacial, Ax
y temporal, At, estan sujetos a la siquiente condicion CFL:

ALy 4 Ly) < 1. (1.23)

Entonces, el esquema de volimenes finitos (1.21)-(1.22) satisface el principio del mdxi-
mo, es decir,

510 < up(r) < Umax, entonces 0 < uf < umgy, para todo j € Z yn € N.

Demostracion. Probemos el resultado usando induccion sobre n. De la hipétesis sabe-
mos que el resultado es cierto para n = 0. Supongamos pues que 0 < u] < ups, para
cada j € Z. Ahora bien, sea j € Z fijo. Por (1.21) obtenemos que,

Wt =l — MEF (), ullyy) — F(ul,uf)) + MF Ul u)) — F(uf,u}))

J gl VRN J=1 7 37
. (s  _om ) n _ ,mn
=} + Aaj(ujy, —uj) + b (uf_y —uf)

= (1= May +b-0))uf + Aajuj, + Abjauj_y,

es decir,

u;”rl = (1 — )\(CLJ‘ + bj,1)>U;L + )\CLjU?Jrl + /\bj,lugﬂl, (124)

donde,

F(“??“?—&-l) - F(U?W?) b _ F(U?_UU?) - F(U;L,U,;L)
why—uw w -

Clj:—
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De la hipodtesis inductiva sabemos que U} < Umgx, Uiy < Unax Y UG—g < Umdx. Por lo
tanto, de (1.24) obtenemos que,

U?H < (1 =A@ + bj—1))Umax + A@jUmax + Abj_1Umax = Umax,

esto es,

uj S Umsx- (125)

De otro lado, por lo probado en a) sabemos que F' es creciente con respecto a su
primera variable y decreciente con respecto a su segunda variable. Por lo tanto, es
claro que a; > 0y bj_1 > 0. Ademas, de la Lipschitz-continuidad de F' vemos que,

P utyy) = F(u ) Lafugys — )

’ |“?+1 - U?’ ’“?ﬂ - U?’
Y,
S Pl — )| Lol )
J—1 = lu? | —u” =T — g
Uj_q — U juj_y — v

De ese modo, empleando (1.23) obtenemos que,
)\(aj + bj_l) < )\(Ll + Lg) < 1,

esto es, 1 — A(a; + bj_1) > 0. Como, u} >0, u},; >0y uj_; >0, entonces de (1.24)
se sigue que,
u?t > 0. (1.26)

J

Finalmente, haciendo uso de (1.25) y (1.26) concluimos que, 0 < qu@+1 < Umax, para

cada j € Z. De esta forma, por induccion matemadtica se sigue que, 0 < u} < Uy,
para todo j € Zyn € N. O

Lema 1.4 (Lax-Wendroff). Sila sucesién ua converge en L' a una funcién u, entonces
u es solucion débil de la ley de conservacion (1.3).

Demostracion. De las partes a) y b) vimos que el esquema numérico (1.21)-(1.22) es
consistente y conservativo. Supongamos cuando A — 0, satisfaciendo la condicién
CFL (1.23), la sucesiéon ua converge en L' a una funcién u. Veamos que u es una
solucién débil de (1.3).

Sea f(u) = uV (u). Debemos verificar que,

Am4(¢tu+¢zf<u)>d$dt= —/R1/)(x, 0)uo(z)dz, € CL.
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tn+1

onsidere ¢ = At s [ 9
Y7 y sumando para cada J € Z y n € N se obtiene que,

ZZ¢ nH ’? = ZZ¢ ]+1/2 ] 1/2)

n=0 j€Z nO]EZ

(x,t)dxdt. Multiplicando el método conservativo por

Reorganizando las sumas, y suponiendo que ¢7 = 0 para |7] o n suficientemente
grandes se obtiene que,

At
_Zu ZZ ¢n wn 1 j_A_ZZ j+1 ¢n Fn
JEZ n=1 jE€Z n=0 jE€Z

Observe ademds que cada suma es finita ya que ¢ € C!. Multiplicando por Az y
reorganizando las ecuaciones tenemos,

>3 () (B ) e

n=1 jE€Z n=0 jE€Z

0= AxAt

—i—AxZ ? 9

JEL

Por la regularidad de v y la convergencia L! de ua se tiene que,

n n—1
AxAtZZ(¢ — Y >u —>/ /wtwt (x,t)dxdt, A — 0.

n=1 jeZ

De otro lado, utilizando la monotonia del flujo,

S ¥ (S - X (B s

n=0 j€Z n=0 j€Z

+ZZ( T~ j> (FIyjy — F(ul)).

n=0 jE€Z

Usando la Lipschitz-continuidad del flujo numérico y la propiedad TVD de ua vemos
que,

|an—1/2 - f(u?)| = |an—1/2(“7?— u;) — an—l/Q( s ])| < L|U -1 U?| < LTV (up),

j—1> %y

por lo cual,

AtAxZZ( i+l ) (FI'y )y — f(u]) — 0, A —=0.

n=0 j€Z
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Mientras que usando el hecho que ua converge a u y la regularidad de v se tiene que,

AtAmZZ( e ')f(ug) —>/0+00/R¢$f(u)dxdt, A — 0.

n=0 jE€Z
[
Lema 1.5. El esquema (1.21)-(1.22) es TVD, es decir,
VneN, > [url —wl T <>l — . (1.27)

= JEZ

Demostracion. En la parte b) vimos que el esquema (1.21)-(1.22) puede escribirse de
la forma,

Wt =l + Aaj(ulyy — ul) = Aoy (uf —ul_y), (1.28)
donde,
;= F(u]7uj+l) F(U?,U?) b - F(U?—huj) F(UJ,U]>
= n ) j—1 — n
’ Ui~ U ’ uj_y —uj

Ademés, se mostré que Aa; > 0, Abj_1 > 0y Aaj+Abj_; = A(a; +b;_1) < 1, para cada
J € Z. Por lo tanto, se satisfacen todas las hipdtesis del Teorema de Harten (Véase
Teorema 5.2 en Anexo 1) y en consecuencia podemos hacer uso de éste para concluir

que,
Vn € N, Z lultti —ul ) < Z |y —ufl. (1.29)
j€z jeL

De esta forma vemos que (1.21)-(1.22) es TVD. Veamos ademés que si uyg € BV (R),
entonces,
VneN, Y |l —u Y < Juglsvw. (1.30)
jez

Realicemos induccién sobre n. Para ello, probemos inicialmente que,

>l =l < Juolpv)
JEZ

En efecto, observe que si uy € C'(R), entonces,

1 (i41) (i+1)A

wl, —ul = — uox—Ax — ug(x up(z — sAx)dsdx.

741 J 0
Az i Ax 0
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Por lo tanto,

0 (i+1)Az  pl )
Z ufyy —u)] < Z/ / lug(z — sAx)|dsdx

JEL JEZL
(i+1)Az
= Z/ / \ug(z — sAz)|dzds
JEZL
(i+1)A
= / / |u0 x — sAzx)|dxds
JEZ

:/ /|u6(m—3Aat)]dxds
o Jr

1
- / lhllzrcards = lihllrcey = olsvisy
0

esto es,

D ulyy —ull < JuolBviw).
JEZ

Para el caso general uy € BV(R), se usa un argumento de densidad. Asi, vemos que
la afirmacion es cierta para n = 0. Supongamos ahora que es valida para n, es decir,

Dl = ] < JuolBve)-
JEZ
Luego, empleando (1.27) se sigue que,
Dolupt =gt <Y fuf — | < Juolsvim:
JET JET
De esta manera hemos probado (1.30). [
Observaciéon 1.5. Se puede verificar que,
ua(t, vy = TV(ualt, ) =Y |uly, —uf], (1.31)
JEZ
donde un es la funcion constante a trozos tal que, u(x,t) = uj, si (x,t) € I;x [t", t").
Lema 1.6. Eziste una constante C', independiente de At y Az, tal que |ua|gv@xp,m) <
C.
Demostracion. De la estimacion BV en tiempo realizada en clase sabemos que,

|T/Az)
S Az > jultt — | < (T + At)(Ly + La) uolpv(r)- (1.32)

JEZ n=0
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Observaciéon 1.6. Se puede verificar que,

T/ Aq)
lua(-, @) BV (j0.17) = TV (ua(:; 7)) = Z ulpy — ujl, (1.33)

n=0

donde ua es la funcién constante a trozos tal que, u(x,t) = uj, si (x,t) € I;x [t", t").

Ahora bien, empleando (1.30), (1.31), (1.32) y (1.33) obtenemos que,

T
|ua BV (®RX[0,1]) S/ |UA(t,')|BV(R)dt+/ [ua (-, @) BV (0, dr
0 R

T |T/Ax]
< [ Sl -l A0 Y, - )
0 jez jEz n=0

< Tluolsve) + (T'+ At) (L1 + La)|ug|Bv(m) == C.
Asi vemos que existe una constante C tal que |ua|sv(rxjo,n) < C. O

Lema 1.7 (Desigualdad discreta de entropia). El esquema (1.21)-(1.22) satisface la
stquiente desiqualdad de entropia,

jul ™ — k| — [u] — k] + MGy (uf, uf ) — Gioypp(uf ,ul) <0, n>0, jeZ,
(1.34)

donde,

aAb:=max{a,b}, aVb:=min{a,b},

v,
Garp(a,b) = FaNk,bAK) — F(aVk,bV k).

Demostracion. Defina, H(a,b,c) :=b— A(F(b,c) — F(a,b)). Por la monotonicidad del
fujo, H es creciente respecto a todas sus variables en J3 y ademas,

H(a,a,a) =a— AN(F(a,a) — F(a,a)) = a,

esto es, H(a,a,a) = a. Ademds, sabemos que un esquema numérico mondtono es de

la forma,
+1 __
ui™t = uyj — AME (v}, ufyy) — Fuj_y,ul)).
Por lo tanto, de la definicién de H vemos que, ug‘“ = H(uj_j,uj,u},).
Luego, sea k € [infg ug,supg uo] dado. Como, uj ; < uf , Vk, uj < ufj Vk,
ufq < wujyy Vk, entonces de la monotonicidad de H se sigue que,

UJ;L—H = H(U?—lv U?’ U?—i—l) < H(u?—l Vk, U;l vV, u?+1 v k) (135>
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Por otro lado, observe que k = H(k, k, k). Empleando nuevamente la monotonicidad
de H se tiene que,
k< H(uj VkujVkui,VEk). (1.36)

En virtud de (1.35) y (1.36), concluimos que,
WV R < Hu! v ko) vkl V). (1.37)

Del mismo modo, dado que, u}_; > u} { Ak, uj > uf ANk, uj,, > uj; Ak, entonces
de la monotonicidad de H se sigue que,

u = H(ul ol ufy) > H(ul ) ANkul Akl AK). (1.38)

Por otra parte, note que k = H(k, k, k). Usando nuevamente la monotonicidad de H

se tiene que,
k> H(uj_y ANk,uj Ak,ufy Ak). (1.39)

En virtud de (1.38) y (1.39), concluimos que,
WAk > H(ul ) A kul) Nkl AK). (1.40)
Restando (1.37) y (1.40) obtenemos que,

u;‘“ Vk— U?+1 Nk < H(ui VEuiVkuly Vk)—Huj  ANkul ANkuly AK).

Pero, observe que,
WV E =T AR =t — k.

Ademas,

H(uj_y Vkui Vikui, VE)=ui VE—=NFu;Vkui, VE)—Fuj,VkulVk));

H(uj_y Nk, Nkyuiy Ak) = Ak — MEF () Ak, ufy Ak) = Fuj_y Ak,uj Ak)).

Por lo tanto, si S = H(u}_, VK, ujVk,u},Vk)—H(u Ak, uj Nk, uf},, Ak), entonces,
S=ufVEk—ui Nk —NGjp(uf,ufy) — Gip(u)_,uj))

= ]u;‘ — k’ - )\(Gj+1/2<uy, u;L_i_l) — ijl/z(uy_l, U?))

De ese modo,

uf ™ — k] < Juf = k] = MG jge(uf, ufyy) = Giopp(uf_g,uf),

es decir,

i T = k| = [uf = k[ + MG (uf, ufyy) = Gimap(ufy,uf)) < 0.
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1.3.2. Prueba del Teorema principal

Teorema 1.7. Supongamos que uy € BV(R), y que ua es obtenido mediante el es-
quema (1.21)-(1.22) el cual es mondtono y satisface una condicion CFL tipo (1.23).
St A — 0, entonces ua converge a una solucion de entropia de la ley de conservacion
(1.3) débilmente en L>((0,400) x R) y fuertemente en LY ([0,+00) X R), para todo
p < +00.

Demostracion. como ua es acotada, de variacion total acotada, podemos emplear el
Lema de Helly para extraer una subsucesiéon denotada nuevamente por ua la cual
converge a alguna u débilmente en L>((0, +00) x R) y fuertemente L{ ([0, +00) x R)
para todo p < +o0.

Por Teorema de Lax-Wendroff (Lema 1.4) sabemos que u es una solucién débil de
(1.3). Resta probar que u es solucién de entropia, entonces su unicidad asegura que la
sucesién completa converge.

Sea k €7, ¢ € C([0, +00) x R) una funcién no negativa y 17 su version discreta.
Como ua satisface la desigualdad discreta de entropia (1.34), sumando j y n y re-
indexando las sumas finitas, se obtene que,

0> > Aw(jup™ — k| — |uf — k[)¢} (1.41)

n>0 jE7Z
+ Z Z AL(Gjpo(uf, ujy) — Gimapp(uf_y, uf))v]

n>0 jez

n+1
n>1 ]GZ ]EZ
wn

+ZZAtACCG] 1/2 ] 1 ]) ACL’ — 51— Sy + Ss.

n>0 jEZ

Observe que,

Gj,l/g(u?_l,u?) :Fb‘,l/z( ;L 1 A k’ u’? N k) — F};l/g(uj',l V k,u? vV k)
+ Fiapp(uf ANkyul NK) £ Fjoqpo(u) VE uj VEk).

Asi, definiendo f(u) = uV(u) y considerando la propiedad de consistencia del flujo
numérico y su Lipschitz continuidad, ademas de la propiedad TVD de uy, se sigue que,

|T/Ax|

Ss:ZZAtAx(f(u?/\k:)—f(u]\/k))wnA%H+KA Z ArS Ju — ),

n>0 jEZ JEZ
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donde K = K(Ly, La;v) y T > 0 es tal que, supp(v)) C [0,7] x R. Definiendo,

Pt —
q)A = jA—tj sobre Ij X [nAt, (n + 1)At>,
Up = % sobre I; x [nAt, (n + 1)At),
x

Oa = ¢? sobre [,
Uk = lu) — k| sobre I;.

Por la regularidad de v y la definicion de u?, se tiene que cuando A — 0,
D — Oh, y WA — —0,1) uniformemente en [0, +00) X R.

O — ¢(0,-) uniformemente en R y UX — |ug — k| en Li(R).

Notar que P, Ua v ©4 se anulan fuera de cualquier conjunto compacto, por lo tanto,
la ecuacién (1.41) puede ser escrita como,

0> / / lun — k| ®a(t, z)dtdr — / U O (z)dx
/ / (ua N k) — flua V E)|Ya(t, z)dtde + O(Ax).

La convergencia fuerte en Li ([0, +00) x R) de ua permite pasar al limite y concluir
que u satisface la condicion de entropia. O



20 Capitulo 1. Leyes de conservacién con flujo continuo

1.4. Experimentos numéricos

Ejemplo 1.8. Consideremos el siguiente problema de valor inicial,

u + 2u(l —u)?)), =0, z€[-2,4], t>0,
u(x,O)zx_%m(x), z €R.

Vemos que esta ley de conservacién tiene flujo f(u) = 2u(l — u)? = uV (u), con
V(u) = 2(1 —u)? y el dato inicial consiste de dos problemas de Riemann puestos en
x1 = —3/2y x5 = 0 en el tiempo ¢ = 0. Hallemos la solucién de entropia del problema.

» El problema de Riemann definido en ;1 = —3/2 en el instante ¢t = 0 tiene los
estados a izquierda y a derecha dados por, up, = 0 y ug = 1, respectivamente.
Como uy, < ug, la solucién es un choque. Obtenemos para = cerca de x; y t > 0
suficientemente pequeno, la siguiente solucion,

(1) = 0 paraz <x(t) =z + sit, (1.43)
1 paraz > x(t),
donde,
IOENION
S1 = 1-0 =0.

= Del mismo modo, el problema de Riemann definido en x5 = 0 al instante t = 0
tiene los estados a izquierda y a derecha, uy, = 1 y ug = 0, respectivamente.
Como uy > ug, se toma la envoltura convexa superior, por lo cual la solucién
estd compuesta por una rarefacciéon entre u;, = 1 y un punto u* seguida de un
choque entre u* y ug = 0, donde u* satisface que,

plury =TI oy - sy = 20
—=1-3u=—(1-u)=u"—1
— qu* =2
= Ut = %

Necesitamos hallar la inversa de la derivada del flujo. Tenemos que,
f(u) =2(1 —u)(1 — 3u).
Luego, si z = 2(1 — u)(1 — 3u), entonces

8+ /64 —4(6)(2 — 4+ /4
6u2_8u—|—(2—z):0<:>u: \/ 12( )( Z): \/6—{—762
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Como f'(u*) = —3, entonces debemos tener que (f')~'(—3) = u*. Por lo tanto,

4++/4+ 62

N —1 _
(7)) =

Obtenemos para = cerca de x5 y t > 0 suficientemente pequeno, la siguiente
solucion,

1 para x < o(t) :== zo + f'(u*)t,

_ ) 4—4/4+6(%)
u(z, 1) = 5 ' para zo(t) <z < x3(t) = 22 + f'(ug)t, (1.44)
0 para x > x3(t).

» Vemos que los frentes z(t) y x2(t) producen una tnica colisién. Esta se realiza
al instante obtenido resolviendo, x; + s1t = x5 + f/(u*)t, es decir para,

t
-~ —t=3
2 2

» Resumiendo las soluciones (1.43) y (1.44) para los problemas de Riemann indi-
viduales, obtenemos la siguiente soluciéon para ¢t < 3,

0 para x < —%,

para — 35 <z < —3,

1
w@, ) =44 - [4+6(2) (1.45)

G para — £ < < 2t,

0 para x > 2t.

\

Para este caso vemos que, Ly = Vipax = 2y Lo = Unax||V’||eo = 4. Por lo tanto, de la
condicién CFL (4.1) obtenemos la cota, A < 1/6. Escojemos A = 1/6. Los resultados
numéricos obtenidos se muestran en las figuras subsecuentes.
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T=1 T=1

s P +  Esquema de Godunov | L +  Esquema de Godunov B
O Esquema de volimenes finitos O Esquema de volimenes finitos
Solucién exacta

Solucién exacta

08

06

041

021

2 1 0 1 2 3 4 -2 1 0 1 2 3 4
x T
(a) Esquema (1.21)-(1.22), Godunov y solu- (b) Esquema (1.21)-(1.22), Godunov y solu-
ci6én exacta con Az =1/100 en ¢t = 1. ci6én exacta con Az =1/400 en t = 1.
T=2 T=2
s P +  Esquema de Godunov ] 1L ¢ +  Esquema de Godunov |
O Esquema de volimenes finitos O Esquema de volimenes finitos
Solucién exacta Solucién exacta

0.8

0.6 -

0.4

02

2 1 0 1 2 3 4 -2 1 0 1 2 3 4
(c) Esquema (1.21)-(1.22), Godunov y solu- (d) Esquema (1.21)-(1.22), Godunov y solu-
ci6én exacta con Az = 1/100 en t = 2. ci6én exacta con Az =1/400 en t = 2.

Ejemplo 1.9. Consideremos el siguiente problema de valor inicial,

w+ 2u(l —u)?),=0=0, ze€l[-1,1], t>0,
u(x,0) = 0.5(1 +sin(rz)), xR,

Queremos deducir una versién de orden 2 del método (1.21)-(1.22) para aproximar
numéricamente el problema. Empleamos una estrategia de discretizacion tipo MUSCL
y hacemos uso de una diferenciacion temporal tipo Runge Kutta. Para implementarlo,
aproximamos u(x,t") mediante funciones lineales a trozos en cada celda, es decir,

tj(r, ") = u} + 0} (r—x;), donde las pendientes o7 son calculadas usando el limitador
minmod generalizado, esto es,

no__ . - n n o, n n
o} = minmod (v}, — uj,uj —uj_,),
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donde,

mmmod(a, b) . en otro caso

{sgn<a> min{|al, [b]}  si sgn(a) = sgn(b),

Esta extrapolacion permite definir los valores a derecha e izquierda en las celdas dados
por,

iy = (g + Ax/2,4") = uj + 0f Ax/2

j
Uf—1/2 = y(v; — Ax/2,t") = uj — 0 Az /2,

respectivamente.

Si escribimos nuestro esquema con Euler de primer orden para la diferenciacion
temporal y diferenciacién espacial formal de segundo orden como,

un"'l =y — )\Lj<un) =l — /\(-szl/g - -F]TLI/Q)J (146)

donde Fji1/2 = uly, ,V (ufl, ). Entonces la versién RK toma la siguiente forma
de dos pasos,

Se us6 un esquema de Godunov de orden 2 para obtener la solucién de referencia.
En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos en los que se evidencia el
segundo orden del esquema propuesto.

Az lello | logs(lleall/lle2ll)
1/100 | 1.54e — 04 -
1/200 | 4.10e — 05 1.913
1/400 | 1.08¢ — 05 1.914
1/800 | 2.80e — 06 1.956
1/1600 | 7.0l — 07 1.998
1/3200 | 1.55¢ — 07 2.176

Cuadro 1.1: Error numérico en norma L* en ¢ = 0.05.
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T =10.05

Esquema MUSCL
Solucién de referencia

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 1.1: Esquema MUSCL (1.46) y solucién de referencia en ¢t = 0.05.

1+ * Esquema MUSCL
Solucién de referencia

0.8 [

0.4

0.2r 4

Figura 1.2: Esquema MUSCL (1.46) y solucién de referencia en ¢ = 0.2.
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1.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se demostré la existencia y unicidad de la ley de conservacién (1.3)
asumiendo los supuestos (1.6) y haciendo uso del esquema numérico (1.21)-(1.22) el
cual aprovecha la forma en la que estd escrita el flujo, esta es, f(¢) = ¢V (¢), lo cual
presenta ventajas con respecto a los esquemas numéricos tradicionales empleados para
resolver este tipo de ecuaciones, lo cual es corroborado en los experimentos numeéri-
cos presentados. De igual manera es posible extender este esquema a un esquema de
segundo orden.

Este modelo puede ser utilizado para una gran variedad de aplicaciones, entre ellas,
dinamica de trafico vehicular, problemas de sedimentacién, dinamica poblacional, etc.

Cabe resaltar que aun hay preguntas abiertas respecto al esquema numérico utili-
zado, por ejemplo, jes posible extenderlo a esquemas de alto orden de aproximacion
empleando aproximaciones tipo WENO?;0 a esquemas en 2D?

En el Capitulo 3 haremos uso de las ventajas de este esquema numérico conside-
rando una funcién de flujo que tiene discontinuidades con respecto al espacio.






Capitulo

Modelamiento matematico de un CCD

En este capitulo presentamos un modelo matematico para describir un circuito
CCD introducido en el Capitulo 1. Se presentara una descripcion de los caudales pre-
sentes en el modelo, del mismo modo, describiremos la ley de conservacién que rige
cada clarificador-espesador del circuito asi como el transporte entre cada una de las
unidades. Finalizaremos definiendo una solucién de entropia para el sistema de leyes
de conservacién asociadas al CCD.

2.1. Caudales

. < r <« r < L Qw
Q1 < CT, LI L_r . Qen CTy
Qr == Qr1 w m QFN
A A

Qu1 Qu2 Qus Qux

Y

Figura 2.1: Un circuito de decantacion a contracorriente compuesto de N clarificadores-
espesadores.

Consideremos un arreglo espacial de N clarificadores-espesadores, denotados por
CTy,...,CTy, como se indica en la Figura 2.1. Asumimos que todos los caudales
son cantidades no negativas y que en cualquier momento tenemos conservacién de la
mezcla en cada uno de los CTs, esto es,

QFz:QEz+QU27 Z:177N7 (21)

27



28 Capitulo 2. Modelamiento matematico de un CCD

donde Q;, Qg; y Qu; denotan las tasas volumétricas de concentracion, efluente y des-
bordamiento, respectivamente, de CT;, i = 1,..., N. El flujo volumétrico de alimenta-
cién de CT; es la suma de el flujo externo de alimentaciéon Qr y del flujo volumétrico
de efluente de CTy (para N > 2) o del flujo volumétrico de agua de lavado (para
N =1).

Qr +Q si N=1,
o (2.2)
Qr + Qr2 si N >2.
Para CT; con ¢ = 2,..., N — 1, la tasa volumétrica de alimentaciéon Qr; es igual al
desbordamiento que viene de C'T;_; més el efluente proveniente de CT, 1, esto es,
Qri=Qui1+Qrit1, 1=2,...,N—1 (2.3)

La tasa volumétrica de alimentacion Qry de CTy es igual a la tasa de agua de lavado
Qw maés el desbordamiento proveniente de CTy_; (para N > 2) o la tasa volumétrica
de alimentacién (para N = 1):

QFN:{Qw+QF si V=1,

2.4
Qw +Qun-_1 siN>2. (24)

Los balances introducidos hasta ahora implican conservacién global, esta es

Qw + Qr = Qr1 + Qun. (2.5)

Esto se ve inmediatamente para un solo CT (N = 1). Para N > 2 obtenemos de (2.2)
y (2.4)

Qw + Qr = Qrn — Qun-—1 + Qr1 — Qr2.

Eliminando Qgy y Q1 mediante (2.1) obtenemos

Qw + Qr = Qun + Qr1 + (Qeny — Qunv—1 + Qui — Qr2). (2.6)

Para N = 2 la expresion en paréntesis es cero y termina la prueba. Para N > 3, note
que igualando los lados derechos de (2.1) y (2.3) parai =2,..., N — 1 y reordenando
términos, se sigue que

Qei1 — Qui— (Qui — Qui1) =0, i=2,...,N—1,
por lo tanto

N-1

Qen — Qun-1+ Qui — Qp2 = Z (QE,i+1 — Qui — (Qui — Qu,i—1)) = 0.

=2
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Vale destacar que (2.5) es satisfecha para cualquier eleccién de Q-flujos que cumplan
(2.1)—(2.4). En efecto, supongamos que los flujos Qr y Qw son dados y que estamos
interesados en el nimero de grados de libertad para elegir 3N variables Qg;, Qui v
Qg; para i = 1,..., N. Luego notamos que (2.1)—(2.4) constituyen dos ecuaciones
escalares independientes para N = 1, cuatro ecuaciones para N = 2 y 2N ecuaciones
para N > 3. Esto es, para todo N, uno puede elegir N de los caudales que forman
el circuito; por supuesto esto debe ocurrir dentro de ciertos limites que aseguren que
todos los flujos son no negativos.

Ahora, notemos que de (2.1) y (2.3) resulta el sistema de ecuaciones:

@1+ Qui = Qg2 + Qr (2.7)
Qi +Qui = Qrit1 +Qui—1, 1=2,...,N—1 (2.8)
Qen + Quny = Qw + Qun-1 (2.9)

Normalmente, los caudales Qr y Qw son dados, pues estas cantidades provienen
de plantas de tratamiento de las cuales podemos obtener esta informacién. Ademés,
una observacion pertinente es que podemos considerar los caudales de desbordamiento
(Qu,; como parametros libres, pues en la practica, estas cantidades son controlables en
cada CTs por medio de llaves que regulan la cantidad de sedimento que sale de cada
unidad. Asi, de (2.9) obtenemos que,

Qen = Qw + Qu,n-1 — Qun. (2.10)

Para i = N — 1, de (2.8) y (2.10) obtenemos que,

Qen—1 = Qen + Qun—2 — Qunn—1
= (Qw + Qunn-1 — Qun) + Qun—2 — Qun-1
= Qw + Qun-2 — Qun,

esto es,
Qen-1 = Qw + Qun-2 — Qun. (2.11)
Similarmente, para i = N — 2 de (2.8) y (2.11), se sigue que,
QeN-2=CQrN-1+Qun-3— Qun-2

= (Qw + Qu,n—2 — Qun) + Qu.n—3 — Qu N2
= Qw + Qu,n-3 — Qun,

es decir,
Qrn—2 = Qw + Qun-3 — Qun-. (2.12)
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Procediendo de esta forma vemos que,

Qp:=Qw +Qui1 —Qun, 1=2,...,N. (2.13)
También, de (2.7) y (2.13) se sigue que,
Qr1 = Qw + Qr — Qun- (2.14)

Dado que asumimos que todos los caudales son no negativos, de las ecuaciones (2.13)
y (2.14) resultan las restricciones:

-----

0 < Qunv < Qw + Qr.

Por lo tanto, encontramos la siguiente regiéon de admisibilidad:
0 ={(Qui.....Qun) € Rx0)" : 0 < Quny < Qw +min{Quu,...,Qun-1,Qr}}.

Si los Qu; > 0, son dados, en esta regiéon se garantiza que (Jg; > 0, para cada i =
1,2,...,N.

2.2. Modelo del clarificador-espesador

Asumimos que todos los CTs son idénticos, que tienen area transversal A y que
ocupan el intervalo de profundidad z € [—H, B]. Asuma que los indices i denotan
todas las cantidades pertenecientes a CT;, ¢ =1,..., N, y definimos las velocidades

qui ‘= QUi/Aa de; ‘= QEZ/A7 qr; <= QFZ/A7 1= ]-7"'7N7
y asumamos que ¢;(t) es la concentracién de alimentacién de CT;. Mds atn, supon-

gamos que f = f(¢) es la funcién no negativa de sedimentacién obstaculizada por
bloques que caracteriza la suspensién bajo estudio, véase por ejemplo (1.4) y (1.5) en

el Capitulo 1. Entonces, la ecuacién gobernante de CT; (i = 1,..., N) es la siguiente
ley de conservacion con flujo discontinuo y término fuente singular:
019i + 0.9i(bs, 2) = 6(2)qri(t)pri(t), 2z €R, >0, (2.15)
—qEiPi para z < —H,
—qri®i + f(¢i) para —H <z <0,
9i(i, 2) = (2.16)
quii + f(¢:)  para0 <z < B,
quiPi para z > B,

donde §(-) es la una unidad de masa de Dirac ubicada en z = 0. La concentracién de
alimentacién ¢g;(t) de CT; depende de la concentracién aplicada y los flujos de agua
de lavado, asi como de los efluentes y desbordamientos de los CTs vecinos, como se
explicard en la siguiente seccién.
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2.3. Transferencia entre clarificadores-espesadores

— 021 032 043 ON,N-1 —
< CcT, < CTy < CTs < CTy <
012 023 034 ON-1,N

Figura 2.2: Esquematizacion de la longitud de los tubos que conectan los CTs.

En lo que sigue, y para describir la transferencia entre las unidades individuales que
forman la red, asumiremos que el circuito puede ser representado como una red como
la que se muestra en la Figura 2.2. Esto es, asumimos que las unidades se consideran
como ‘nodos” en el espacio, y que ademas de las entradas de alimentacién y de agua
de lavado, la salida de efluente de CT y la salida de desbordamiento de CTy, los CT's
internos (CTy a CTy_1) estan enlazados con sus vecinos por cuatro tubos. El propésito
de la Figura 2.2 es introducir la nomenclatura de la longitud de los tubos: denotamos
por o; ;41 la longitud del tubo que conecta el desbordamiento de CT; con el nivel de
alimentacion de CT;;1 y por o;11; la longitud del tubo que conecta el efluente de
CT;41 con el nivel de alimentacién de CT;. Por lo tanto asumimos que cada uno de los
tubos es asociado con un diametro A, ;11 o A;41,; (indexado como la correspondiente
longitud). Para la construccién del modelo estamos interesados ahora en el tiempo
de viaje a través de cada tubo. Este tiempo depende de la longitud y el didmetro
de cada tubo asi como los correspondientes (Q—flujos que rigen el flujo a través del
tubo. Si definimos 7; ;41 como el tiempo de viaje del tubo que tiene longitud o;,;+1 y
didmetro A; 11, obtenemos la siguiente expresion si asumimos que todos los Q—flujos
son constantes en tiempo:

Tii+l = ﬁai,i+la i=1,...,N—1, (2-17)
1,54
m_l_@ i1, i=2,...,N. (2.18)
’ Aiicr 7

Por otro lado, si los (Q—flujos son variables en tiempo, entonces debemos ser mas
precisos y denotar por 7;,;41(t) and 7;,_1(t) el tiempo de transito de una particula o
elemento del fluido que llegue a CT; en el tiempo t. Por ejemplo, si definimos la funcién
invertible

b Q)

9'—)X(9;t):0m+1— —dT,
i—o Aiit

entonces 7;;41(t) = (X (+;¢))71(0); 7;,4_1(t) se define de forma andloga.
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Esta informacién puede ser incorporada de dos formas diferentes. Una opcion,
la cual dara origen al Modelo 1 es incorporar estas cantidades como retardos en el
modelo del circuito CCD. Una segunda opcién (Modelo 2) es resolver explicitamente
ecuaciones de transporte para el transporte de la mezcla en los distintos tubos. El
ultimo enfoque puede ser adecuado en caso de que estemos interesados en anadir otros
procesos que pueden llevarse a cabo durante el transporte en estos tubos, tales como
reacciones quimicas biocinéticas.

Enfoquemonos ahora en el Modelo 1. Para ello, denotamos por ¢;((—H)™,t) y
¢i(B™T,t) las concentraciones de efluente y desbordamiento de CT; en el tiempo t. Estas
cantidades no son dadas, pero son parte de la solucion del problema, y estas surgen
“inmediatamente afuera” de la unidad; en particular, estas cantidades satisfacen las
condiciones de salto

gi(¢i(z_at)7z_) :gi(¢i(z+7t)az+)7 Z:]-)aN
para z = —H o z = B. Para CTy, el flujo de concentracion total de sélidos es
Qri1dr1(t) = Qror(t) + Qo ((—H) ™, t — (1)),

por lo tanto, la concentracién de alimentacién es
ori(t) = é (QF¢F(75) + Qr2o2((—H) ™, t — Tzl(t))). (2.19)
Para CT;, :=2,..., N — 1, obtenemos

Qridri(t) = Qu,i—10i—1 (B+,t — Tz’—l,z’(t)) + Qr,i+10i+1 ((—H)_,t - Ti+1,i(t)>a

en consecuencia

1
onlt) = o

<QU,i71¢i71 (B+, t— Tifl,i@))

+ QE,i+1¢i+1 ((_H)_at - Ti—i—l,i(t)))v 1= 2a s 7N - 17
y finalmente

Qenopn(t) = Qun-10N-1 (BJr, t— TNA,N(f)) + Qwow(t).

Aqui ¢w(t) es la concentracién dependiente del tiempo de sélidos del agua de lavado
entrante. Para liquidos puros, tenemos, por supuesto, ¢pw = 0, pero nos gustaria ser
capaces de tratar la (al menos, tedrica) posibilidad de alimentar también sélidos “desde
la derecha”. En cualquier caso obtenemos

Prn(t) = Qlle (QU,N—1¢N—1 (B*,t —mnvoan(t) + ngbw(t)). (2.21)
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Para simplificar el anélisis y siguiendo las ideas expuestas en [2], expresamos el flujo
g; de tal forma que dependa de tres pardmetros v} (z), 72(z) y 13(2), el cual podemos
escribir de forma vectorial por brevedad:

Yi(2) == (7 (2),77(2),77 (2)).
Entonces,
9i(¢i, 2) = fi(di,vi(2)) == [V (2) + 27 (2)]di + 77 (2) f(94),

—qr; para z <0, 0 para z < 0,
%i(2) = { 2(2) = {

0 para z > 0, qu; para z > 0,

5, )1 paraze(—H, B),
i (2) =
0 vparaz¢ (—H,B).

Maés atin, (2.15) puede ser escrito como,

at¢z+62<fl(¢m7z>) :5(2)Si(¢7t77-177-2)7 1= 17"'7N7 (222)
donde, ¢ = (¢1, . >¢N)> T = (7127723, cee 77—N71,N)7 T2 = (721,732, ce >TN,N71) y
o (QF¢F(t) + Qr2oa((—H) ™t — 721(15))) para i = 1,

g (QU,F1¢F1 (Bt t—7i—1,())

Si(¢7ta TlaTQ) - QFZ
+ Qrit10ip1 (—H) ", t — Ti+1,i(t)))
8;71;]\, (QU,N—1¢N—1 <B+,t - TN—l,N(t)) + QWd’W(ﬂ) para i=N.

parai=2,...,N — 1,

(2.23)
Sea [I7 = R x (0, 7). El resultado final es un sistema de leyes de conservacién débil-
mente acoplado en el termino fuente que se puede resumir de la siguiente forma

Problema 2.1 (Problema Principal). Dados Qr, Qw, (Qui, Qus,-..,Qun) € O, ¢ €
[0,1], vy ¢w € [0,1] para t > 0, hallar ¢;(z,t) tal que,

8t¢i + 52(]3((%5”%)) = 6(Z)Sz(¢7ta 7-177-2)7 (th) S HT> 1=1,... 7N7 (2'24)

donde S; se define en (2.23), y con condiciones iniciales,

¢1(Z,t> =0, t e [—Tgl,O],
qbZ(Z,t) = 0, t e [— min{Ti—l,iuTi,i+1}70]7 2 S 1 S N — 17 (225)
¢N(Z,t) = O, t e [_TN—l,Nao]-
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2.4. Solucién de entropia BV,
Denotamos por M(Ily) las medidas finitas de Radon en Ily. Definimos el espacio
BV (I17) de funciones de variacién acotada por,
BV (Ily) = {W € LY(Ily) : 9,W,0,W € M(I17)}.
En nuestro caso, precisamos definir el espacio BV(Il), dado por,
BV (Ily) = {W ¢ L*(Ily) : o,W € M(Il7)}.

Es claro que no podemos buscar soluciones tnicas de entropia en BV, (Ilr), pues las
funciones de flujo g; dependen de forma discontinua de z, y por lo tanto, no podemos
esperar soluciones ¢; que pertenezcan a BV (Il7), esto es, que 0,¢; tenga medida
finita.

Sea d := {—H,0, B} el conjunto de discontinuidades de g;, i = 1, ..., N. Proponemos la
siguiente definicion de solucién BV; de entropia en el sentido de Kruzkov, presentada
en [2]:

Definicién 2.2. Una funcién medible ¢ = (¢y,...,¢n) : Uy — RN es una solucion
de entropia BVy de (2.15) si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. ¢; € LYI7)NBV(Il7), ¢i(z,t) € [0,1] para c.t. (z,t) €Uy, i=1,...,N.
2. Para todo v € D(Ily), y cadat=1,..., N,

T
/ / (6000 + (. ys()) ooz dlt + / S:(,1,0, 71, 72)(0, £)dt = 0. (2.26)
IIp 0

3. La siguiente desigualdad de entropia de KruZkov se satisface para cada v €

JI (190 clows + sent6: = ) (161, 35(2) = fle (1) 0.0) d
+ /0 Sgn(gbi — C)Si(q’),t, 0,7’1,T2)¢(0,t)dt
- / / sn(on— e 7)) v

+/0 Z‘fl(capyz(er)) _fz<077z(m7))’w<m7t)dt Z 07 \V/CER, 1= 17

med

4. La condicidén inicial se satisface en el siquiente sentido L' :

esslim/ 6i(2,8) — ()| dz =0, i=1,... N (2.28)
10 Jp
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2.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se presenté una descripcién detallada de los caudales involucra-
dos en el proceso de Decantacién a Contracorriente. Se mostré que éstos satisfacen
una conservacion global y se establecié una regién de positividad O, para la cual, si
(Qui,---,Qun) € O, entonces Qg; > 0, para cadai=1,...,N.

Similarmente, se modelaron los CTs que forman el circuito mediante el uso de un
sistema de leyes de conservacion con flujo discontinuo en espacio y con término fuente
el cual describe el acoplamiento de equipos. Se describié la trasferencia entre unidades
haciendo énfasis en que es posible realizarla de dos formas, lo cual da origen a dos
modelos matematicos para describir el CCD.

Se propuso una definicién de solucién de entropia tipo BVy la cual tiene en cuenta
el acoplamiento de unidades. Como trabajo futuro, se estudiara la unicidad de solucion
del problema (2.15) haciendo uso de esta definicién. En el préximo capitulo analiza-
remos el caso N = 1 y mostraremos que el esquema numérico planteado satisface una
desigualdad discreta de entropia andloga a la desigualdad (2.27).






Capitulo 3
Capitulo

Existencia de solucion del problema para el

caso N =1

En este capitulo estudiamos la existencia de solucién del problema (2.1) para el
caso N = 1, esto es, cuando tenemos solamente un clarificador-espesador. Observe que

podemos reescribir el lado derecho de (2.15) como:

0(2)(qe + qu)¢r(t) = 9-(H(2)(ge + qu)¢r (1)),

donde H(z) es la funcién de Heaviside. De este modo expresamos el término fuente
singular como una discontinuidad en la funcién de flujo. Asi, obtenemos que la ley de

conservacion que gobierna nuestro modelo en el caso N = 1 viene dada por,

0o+ 0.9(p,2,t) =0, zeR, t>0,

—qe(¢ — or(t)) para z < —H,

9(B,2,) = —qe(¢ — ¢r(t)) + f(¢) para —H < 2 <0,
qu(¢ — or(t)) + f(¢) para0 <z < B,
qu(o — or(t)) para z > B,

Si definimos,
v(2) = (n(2),72(2)),
entonces podemos escribir,
9(¢, 2, t) = f(,7(2),t) == 11 (2)(¢ — dr (1)) + 12(2) (),
con

—qg para z <0, 1 vparaze (—H, B),
m(z) = { Y2(2) = { ( )

qu para z > 0, 0 vparaz¢ (—H,B).

37

(3.1)

(3.2)
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La definicién de solucién de entropia para el problema (3.1) viene dada por:

Definicién 3.1. Una funcion medible ¢ : Il — R es una solucion de entropia BV;
de (3.1) si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. ¢(z,t) € [0,1] para c.t. (z,t) € Uy y ademds,

¢ € L' (II;) N BV (Ily). (3.3)

2. Para todo ¢ € D(Ily),

//H <¢8t¢ + f(o,7(2), t))&z@/) dzdt =0. (3.4)

3. La siguiente desiqualdad de entropia de Kruzkov se satisface para cada v €

D(I1r), ¥ > 0:
J[ (16 dow +sn(6 — ) (#(67(:).0) — fler(2).0)0.0) st
_ //H 5 sgn(¢ — c) f(c,v(2),t),dzdt (3.5)

" / ST e (mt)t) — fley(m™ ), Dle(m, 1)t >0, Ve e R,

med

4. La condicidén inicial se satisface en el siquiente sentido L' :
esslim / (6(2, ) — do(2)]dz = 0. (3.6)
to  Jg

Haremos uso de un esquema tipo (1.22) extendido para el caso leyes de conservacion
con flujo discontinuo.

3.1. Meétodo de volumenes finitos

Discretizamos el dominio espacial R en celdas I; := [2j_1/2, 2j41/2), J € Z, donde
z; = jAz son las interfaces de celda y zj112 = z; + Az/2 los centros de celda.
Similarmente, el intervalo temporal (0,7") es discretizado como t" = nAt, para n =
0,...,M, donde M = |T/At] + 1, lo cual conduce a las bandas temporales [" :=
[t", t"), n = 0,..., M — 1. Tomamos un tamaiio de paso espacial, Az y un tamaifio
de paso temporal, At, sujetos a la siguiente condicién CFL:
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M mis gz, g0} + ol + [0/]1) < 3. (37)
donde \ = £t y,
ollec := mix [v(¢)]-
El dato inicial {qb?} para el esquema de diferencias se discretiza mediante,
gb? = L/ e bo(2)dz, j €. (3.8)
Az s

Calculamos {qb?} mediante el siguiente esquema de diferencias explicito,

¢?+1 = ¢? - )‘( gn+1/2 - an—l/Q)a (3~9)

paraj € Zyn=20,1,..., M. Aqui, el flujo numérico es definido por,

(¢j+1 ¢F) paraj < -[Ha
nl qr (P41 ¢F)‘|’¢n (#%,1) para Iy < j < I,
F =F O J+ j+1
QU(W] — %) para j > Ip.

(3.10)
donde Iy, Iy e Ig son las celdas que contienen a las discontinuidades —H,0 y B,
respectivamente y F' estd dado por,

Fu,w,v(2)) = 71(2)(u = ¢p) + 72(2) (w — ¢r) + 73(2)wv(u), (3.11)

—qg  para z < 0, 0 para z < 0,
m(z) = Y2(2) =
0 para z > 0, qu para z >0,

) 1 vparazé€ (—H,B),
(2) {O para z ¢ (—H, B).

La solucién en diferencias {¢} } se extiende a todo Il definiendo,
(2, t) =@}, (z,t) € I; x [t", "), (3.12)

donde A = At = AAz. Ademas, discretizamos ~(z) por,

Zj+1
Yi+1/2 = E/zj Y(2)dz, j €L (3.13)
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Note que el flujo F_es consistente con el flujo real en el sentido de que F(¢, $,v) =
f(&,7). Més atin, F' es Lipschitz en el sentido de que,
|F(U1, w, 7) - F(“Za w, '7)| S L1|U1 - U2|

. (3.14)
|F(u, wy,7) — F(u,ws,y)| < La|wy — ws,

donde Ly = 2méx{qg, ||v||e} ¥ L2 = 2méx{qu, ||V']| }

3.2. Convergencia del esquema numérico

En esta seccién, mostraremos que el esquema numérico (3.9)-(3.10) es convergente.

3.2.1. Principio del maximo

Lema 3.1. Bajo la condicion CFL (3.7), el esquema (3.9)-(3.10) es mondtono y sa-
tisface el principio del mdzimo, esto es, si 0 < ¢*(2,0) < 1, para todo z € R y si
0 < ¢p(t) <1, para todo 0 < t < T, entonces 0 < ¢*(z,t) < 1, para todo (z,t) € .

Demostracion. Realizamos la prueba por induccién. Asumamos que 0 < ¢} < 1, para
todo j € Z. Tenemos varios casos:
Caso 1. Si j < Iy, se sigue que,

¢?+1 = ¢ — A—qu(9j11 — &%) + qr(d] — oF)]
= ¢} — AM—qedj + qud))
=(1- )\QE)¢§L + (AQE)(/ﬁ?H-

Caso 2. Para j = Iy, tenemos,

Ot = O, — A=au(07,41 — %) + ¢5,0(07,) + ar(ef, — oF)]
= 1, — Al—qed], 1 + 7,0(F,) + aedr,))

=(1- U(¢1H+1) )\QE)¢?H + ()\QEW?HH

<(1- /\U(¢1H+1) A\E) ?H + Age + U(¢?H+1)] 711H+1

Caso 3. Si Iy < j < Iy, se tiene que,

¢t = ¢ — N—qu(d7, — ¢F) + 810(87, ) + qu(d] — oF) — ¢ v(¢})]
= ¢ — A—qudji1 + ¢jv(dfi1) + qud] — ¢f_1v(¢7)]
= (1= M(¢l1) — Ag)d + (Aqe)dl,, + <Av<¢”>) i
= [1+ A0/ (§1%) = Mgl ) — Agrv ’<£"“/2>¢J+1+Av<¢"> "
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Caso 4. Para j = Iy, vemos que,
ot = O, — Mau(8], — oF) + 95, v(d5, 1) + ae(d], — oF) — ¢F,_1v(4])
= ¢, — Aquoy, + o5, v(0541) + ardl, — ¢, _1v(5,)] + Mau + gr) 9
= [1 = Aqu — Aqe — (o7, 11)]o7, + (Av(@],))¢F, 1 + Mau + qe) ok
= [1 = Aqu — Mg+ AR v (677%) = Mo(67, )10, — AR (€)1
+ M(97,)07, -1 + Aqu + ¢e) ok
Caso 5. Si [y < j < Ig, vemos que,

@i = ¢ = Nau(9] — ¢F) + fv(d)11) — qu(d] — dF) — ¢f_1v(¢])]
= &7 — Alquey + ¢7v(941) — quey 1 — ¢ 1v(¢)]
= (1= Aqu — Ao(9f14))d] + Aqu + v(¢")) i
= [L = Aqu + A&7/ (%) = Moo}y W (&6
+ Algu +v(67)]¢]
Caso 6. Para j = Ig, tenemos que,
Ot = ¢, — Mau(8, — oF) — qu(@f,_y — OF) — 0,1 v(¢],)]
= (1 = Aqu)97, + Aqu +v(¢],)) o, -1 -
Caso 7. Si j > Iy, obtenemos que,

05 = 6 = Mau(9] — 6F) — au(@j-1 — 6p)] = (1= Aaw)ej + (Aav)j

Vemos que, a excepcion del Caso 6, en todos los casos, escribimos gzﬁ?“ como combi-
;4 noAn n n : ¢ n+1
nacion convexa de qu ) ¢j+1a ¢j—1 y ¢, en consecuencia tendriamos que 0 < gbj <1,
para cada j € Z \ {Ig}.
Para j = Iy considere la funcion,

h(¢) = (1 — Aqu)o + Mqu + v(9)).

Por la condicién (3.7) vemos que, h'(¢) = 1 — Aqu + A'(¢) > 0. En consecuencia,
0 < h(¢) < h(1) = 1, para todo ¢. En particular, 0 < gf)”+1 < 1. De todo lo anterior
vemos que 0 < gb;‘“ < 1, para cada j € Z, con lo cual se concluye la demostracién. [J

3.2.2. Cota L! temporal

Lema 3.2. Si se satisface la condicion CFL (3.7), entonces,

Az |o; - ¢l < CiAL, (3.15)

jez

donde Cy = 2(qe + qu + ||[v]loc + [|V']|oc) TV (¢0) + (g8 + qu)| 9P|
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Demostracion. Se presentan los siguientes casos:
Caso 1. Para j < Iy tenemos que,

¢ — ) = Mu(dj11 — 8)).
Por lo tanto,
S 16— % < 20(as + v + Jolloo + 110) 301650 — ¢ (3.06)
j<lg Jj<lu

Caso 2. Si j = Iy, entonces,

¢.1IH - ¢IH = )\U(¢IH+1) )\CIECb + )\QE¢?H+1
< /\[qE + U(¢IH+1)](¢IH+1 ¢?H)

Asi,
(01, = D1l < 2M(a + qu + [[V]loo + [[V']|o0) 7,41 — O, (3.17)
Caso 3. Para Iy < j < Iy, tenemos que,
¢jl - ¢? = Agg( 2+1 - ¢2) - AU(QS?)@? - 2—1) ' ( ]+1/2)¢0( 1 ¢2)
De ese modo,

S 16— 8 < 2M(gs +qu + olle + [0 lee) DD 102, — ¢
€m,lo) j€(I, o) (3.18)

Caso 4. Si j = I, entonces,

¢}0 - 90 < Age +qu — (510+1/2> 1 ]( Io+1 ¢10) v(¢?0)( 90 - ¢?071)
+ Mg + qu) oy
|61, = 05| < Mae + qu + [Vlloo + [0]l00) 167,41 — 87, | + M[vlloo| 07, — 651

+ ANgr + qu) |y
Caso 5. Para [ < j < Ip, tenemos que,

¢; — &) = —Aqu(e] — ¢7_1) — M($9) (] — &j_1) — M (E341/2) 8] ()11 — 67)-
En consecuencia,

ST 1l — % < 2Mas+au ol + 1V le) Y 169, — ¢

jG(I()JB) jG(IQ,IB)
+ AMge + qu + [0l + [[0][00) 67, — &%l
— Mau + [[vlloo) 67, — $3,1 1.

(3.19)

(3.20)
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Caso 6. Si j = I, se sigue que,

Oty — 00y < —Aqu(@f, — Ph,-1) — M(¢9,)(6%, — 6%, 0).
De esta forma,
|¢}B - ¢?B| < )‘(QU + HUHOO)W?B - ¢?B,1|. (3.21)
Caso 7. Para j > Ig, vemos que,
¢; — &) = —Aqu(¢j — ¢j_1)-
Asi,

> 1ok =% = Aqu > [0 — )|

Jj>Ip j>Ip

< 2A\(ge + qu + [Vlloo + 10']le0) Y 1651 — &1

j>Ip

(3.22)

Sumando (3.16)-(3.22) obtenemos que,

D 1) — &9 < 2M(ge + qu + [[0lloo + 1V 110) D 16541 — @01 + Age + qu) |68 ]
jJEL jEZ (3.23)

= 2Mqe + qu + [0l + [V'[lc) TV (60) + A(ge + qu)| P

Vemos asi que existe C; = 2(qg + qu + [|V|leo + [|V/]|oo) TV (o) + (g& + qu)|¢d%|, inde-
pendiente de A y n tal que,

> ol — 6l < ACh.

jez
[
Lema 3.3. Si se satisface la condicion CLF (3.7), entonces,
Az) |gntt — ¢ < CA, (3.24)

jez
donde C'= Cy + (qu + qu) TV(¢r), con Cy como en el Lema 3.2.

Demostracion. Similarmente a la demostracién anterior, se dan varios casos:
Caso 1. Para j < Iy, tenemos,

Pt — ¢ = (1= Age)d) + (Age)¢}sy — (1= Age)d) " — (A\ge)d) )
= (1= Xge)(¢] — ¢ ") + (Age) () — O71)-
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Por lo tanto,

Z ’qbn—H ¢n| < 1_)\QE Z ’¢n ¢n 1|—|—>\QEZ |¢j+1 ¢]+1

= > 10} — &7 + Aawlof, — o
j<Im
esto es,
DT = pl < Y1) — 657+ Aawlot, — o7 - (3.25)
Jj<Im i1<lyg

Caso 2. Si j = Iy, se sigue que,

Ot = 0, = [L = Mo(df, 1) — Aaelef, + (Agm)ef, 1 — [1 = Mo(df )
= Ageldf ! = (Map)d
= [ - AU(¢?H+1) - )\QE](Qb?H - ¢?H_1) + )‘QE(QS?H—H ¢IH+1)
+ Au(h41) = v(Df )T
= [1 = M(¢f, 1) — Aael(e, — o5, )
+ Alge — UI(fZ:l/z)ﬁblH]( Tg+1 ¢IH+1)

En consecuencia,

|¢n+1 ¢}LH| < [1 = o( IH+1) AQE]MIH N

n (3.26)
+ )‘[QE -V (§1H+11/2) ]|¢IH+1 1H+1|

Caso 3. Para Iy < j < Iy,

o1 — @7 = 1= Mo(¢)41) — Ageld] + (A\ge)d),, + (W (d]))e)
— 1= (@) — Agelet ! — (Agr) ]H—(Av(w 1>>¢%
= [1 = M(d]1) — Agel(¢] — ¢~ )+ Age(¢] j+1 ?+11)
A0 ) — (@ )]+ Alu(e) — v(@lHel,
+20(gl ) (g0, — @0
= [1 = Mol ) + M/ (€870 — Agel(0] — oY)
+ Alge — V(€700 — ond) + M@ (@), — 60T

J
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Por lo tanto,

SToqertt—en < Y or — o+ AR () 0h, — aellot, o — dih]

Jj€(Im,lo) Jj€(m,lo)
+)‘U(¢1H+1)|¢ ¢?H_l‘ — Av(og )‘4510 T i
+ Age — V(&5 )% ok — o5t
(3.27)

Caso 4. Si j = I, entonces,

¢n+1 - (blo (1= Aqu — Age — AU(¢IO+1))¢IO (Av(qﬁ?@))%ﬁ) 1+ A(QU + QE)¢n
— (1= Aqu — Age — )‘U<¢10+1))¢ - (AU(Qﬁ ))¢10 1 — Maqu + ) oy !
= [1 = Aqu — Ags — o6}, y) + M (&5 ) en L )(6h — o)
MW (€ (B 1 — D) + M@ ) (@0hy — onh)
+ Maqu + qu) (9F — o5 ")

Por lo tanto,

|61 — @ | < [1— Aqu — Age — Mo(@f ) + N (&g len — o]
<£?0+11/2)¢?0 1‘¢10+1 10+1| + )‘U(¢ )W}O 1~ 107 1 (3.28)
+ Mau + ge)|oF — ¢ |

Caso 5. Para [y < j < Ig, vemos que,

G — ¢t =1~ Aqu — Av( m)]eR + Mgy + v(@)]gh
— [1 = Aqu — Mo(¢]i)]e) " — [qu+v<¢" 1)] iy
= [1— Aqu — (%) + X&) e (0F — ¢n )
+ Aqu +v(D)(¢h, — ¢)1) — v <s;;f/2>¢; @)y — O

En consecuencia,

STodertt—eni < D et — o+ Mo oh 1 — ol

j€(lo,IB) j€(lo,IB)
+Agu +v(¢h,)]eF, — o5 (3.29)
- )‘[QU +U(¢?B)”¢?B 1 ¢1B 1|
(A N
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Caso 6. Si j = I, entonces,

¢n+1 — ¢, = (1 = Aqu)or, + Mau +v(é7,)]e7, 1 — (1 — )\QU)éb?B_l
— Agqu + U( )92513 1]
= (1= Aqu + X'(6 )80 )07, — o7
+ Agu + v( IB>]< Is—1 ¢IB 1)

Por lo tanto,

]¢”+1 \ <(1—Agu+ A\ (fn 1/2) o). 1)‘¢ (3.30)
+ Alqu + U(Cb[B)”CbIB—l - IB 1|
Caso 7. Para j > Ig, observamos que,
@7 = ¢ = (1= Aqu)(d] — &5 7") + Aqu (], — ¢j=))-
De ese modo,
D I S BV A (3.31)
i>Ip j>Ip
Finalmente, sumando (3.25)-(3.31) obtenemos,
Dol =gl < D107 — o5+ Mau + ae)l6f — op . (3.32)

JEZ JEZ

En consecuencia, haciendo uso de la estimacién anterior y del Lema 3.2, se sigue que,

D1 =i <D 16 — 1+ Mau + ge) Z|¢F

JEZL JEZ

<CiA+(qu+qe) TV(¢or)A = C>\,

con C' := C1+ (qu +qe) TV(¢r). De lo anterior se deduce que existe C', independiente
de A y n tal que,

> lgntt =6 < O

jez

Multiplicando por Az en la anterior desigualdad obtenemos la cota deseada. O
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3.2.3. Cota de variacion espacial
Sea V() la variacién total de la funcién z — z(z) sobre el intervalo [a, b].

Lema 3.4. Para cada intervalo [a,b] tal que J N [ b =0, y cada t € [0,T] tenemos
una cota de variacién espacial de la forma V2(¢2(-,t)) < C(a,b), donde C(a,b) es
independiente de A y t para t € [0, T).

Demostracion. En virtud de (3.24), sabemos que existe una constante K tal que,

M—1
Az) Y o - gl < K, (3:33)

JEZ n=0

Como J N [a,b] = 0, podemos asumir que —H < a < b < 0. Fije r > 0 tal que,
2r < min{|a + H|, |b|}, vy sin pérdida de generalidad asuma que r > Az, para todos
los tamanos de malla Az de interés. Sean,

A:=AA) = {jlzj € [a—r— Azal}, B:=B(A):={jlz; € [bb+r+ Az]}.

Note que, si j € A, entonces a—r—Az < z; < a,estoes, (a—r)/Az—1<j<a/Az.
Por lo tanto, existe una biyeccién entre A y [(a —r)/Az — 1,a/Az] N Z. Por lo tanto,
Az|A| > r. Andlogamente, Az|B| > r. Es claro entonces de (3.33) que,

M-1 M—1
Az Y I =@l <K, Azy Y e - gf < K. (3.34)

jEA n=0 JEB n=0

Podemos elegir j, = j.(A), j» = jp(A) con j, € A, j, +1 € B tal que,

Z|¢”+1 ¢”|—mm2|¢"“ 951, Z|¢7,,tﬁ— Jb+1|—mm2|¢"+l it

Se sigue de (3.34) que,

_ M-
K K K
n+1 n+1
Z |¢Ja+ o ‘ — "A|A Z jbt‘l - ]b+1 =~ |3|AZ (335)
n=0

n=0

Debido a la forma en la que elegimos j, v 75, para j, < j < j, podemos escribir el
esquema como,

O = T — AALFT, . (3.36)

La férmula (3.36) puede ser escrita en forma incremental,

¢§L+1 = QS;L‘F ;L+1/2A+¢? - - 1/2A ana (3-37)
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donde,
A para j < In,
c” = Ade — AGjV( ;‘1+1/2) para Iy < j < Iy,
i+1/2 — APV’ ( ;L+1/2) para Iy < j < Ig,
0 para j > Ip,
Y
0 para j < Iy,
S RUIC) para Iy < j < Iy,
j—1/2 Aqu + Av(¢f)  para Iy < j < Ip,
Aqu para j > Ipg.

Debido a la condicién (3.7), es facil ver que,

Ciliap 20, Diyp >0, Clpypp+D7yp <1 (3.38)

La forma incremental (3.38) implica que las diferencias evolucionan de acuerdo a,

A@i ™ = A df +CF s oAy by — iy oD — Dy AL @7 + Dy A7 (3.39)

Note que cuando j = j,, podemos escribir (3.39) como,

ALgitt = Ayl + O g pAidly = Dy pAsdly, — (031 = ¢7). (3.40)

Similarmente, cuando j = jp, (3.39) toma la forma,

Apgitt = ALgh — Ch 1 pAr @l + Dy pA_df + (055 — 0 ). (3.41)

Tomando valor absoluto, sumando sobre j en (3.39) y lidiando con las contribuciones
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de la frontera usando (3.40) y (3.41), obtenemos,

Jb
Z ‘A+¢?H’ < (1 o ;la+1/2)‘A+¢ ‘ +C +3/2’A+¢ a+1’ + ’ nH ?a|

J=Ja
Jp—1 gp—1
+ Z Clirje — Dia )| A4 07| + Z vl A O]
Jj=Ja+1 Jj=Ja+1
Jo—1
+ Z D?—l/Q’A—¢?|+(1_Cjb+1/2)‘A+¢ H‘D 1/2‘A ¢]b‘
J=Jja+1
Jp—1
= A @h |+ ont = oh [+ D (1= Cfyjo = Dy )| AL 67
J=Ja+1
Jp—1
+ > (Claje + D2y )AL+ AL |+ [0 — o |
j=ja+1

€ 38+l — 1+ 63 — ol

J=Ja

Procediendo por induccién y luego usando (3.34), encontramos que, para 0 < n <
M—1,

Jb Jb
21A+¢;\<Z|A+¢O|+Z(| = o - o) < Do 1ase+ 25

J=Ja J=Ja J=Ja

(3.42)
Note que, [a,b] C [zj,,Tj,+1] ¥ ¢o tiene variacion acotada. Por lo tanto, de (3.42)

resulta, K
VIS (1) < TV(60) +

3.2.4. Desigualdad discreta de entropia

Lema 3.5. La solucion aprozvimada ¢® generada por el método (3.9) satisface la si-
gquiente desigualdad discreta de entropia: para j € Z, paran = 0,...,M — 1 y para
cada c € R,

\qﬁ}?“ —c| <@} — | = AA_GYLy o + AAL fe,vj-1/2,t"), (3.43)
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donde el flujo numérico de entropia es definido por,
Giie = F(¢]+1 Ve, ¢ Ve, Yjiy2) — F(beﬂ A, @F N e, Yjviy2),
y F se define en (3.11).

Demostracion. Defina, H(a,b,c) := b — A(F(c,b,~v) — F(b,a,~)). Por monotonfa, H
es no decreciente con respecto a todas las variables. En adicion,

H(a,a,a) = a— X(F(a,a,7) — F(a,a,7)) =
esto es, H(a,a,a) = a. Mas aun, sabemos que,
O = 0 = AF (011, 8 Yiwrj) = F (&5, 81, Vi-172))- (3:44)

Por lo tanto qb?“ = H (¢} 1,9}, 941)-
Fije ¢ € R y denotemos por 8(¢™;7) el lado derecho de (3.44). Defina, C;LH =
8(c; j). Por monotonicidad tenemos,

¢?+1:H( ?—1»@5?7 ?+1)<H( 1VC¢ \/C¢+1VC) (3.45)
Note que k = H(k, k, k). En consecuencia,
k< H(¢F V¢V ¢i, VE). (3.46)
De (3.45) y (3.46), obtenemos,
PPNV O < H(¢) Ve, ¢ Ve, ¢y Vo). (3.47)
Analogamente, se sigue que,
GITINCTH > H(9) Ne,dlf Ae, @y Ac). (3.48)
Restando (3.48) de (3.47) resulta,

IV I — P ANCTH S H (G Ve, ¢ Ve, ¢ Vo) — H(¢)_y Ne, ¢ Ae, ¢y Ac).
(3.49)

Es claro que,
¢;‘L+l V; C;}Jrl _ ¢n+1 CnJrl |¢n+1 C;L+1|.

Mas atn,

H(¢7 Ve, ¢f Ve, ¢iyyVe)=¢7Ve— )\(F(QZ)}ZA Ve, ¢F Ve, Yjg12)
- F(¢? Ve, df Ve, vio12));

H(¢7 y Ne,¢f Ae, ¢y Ac) *gzﬁ"/\c—)\(ﬁ( A C O A C Y1)
— F(0] Nesdlf_y A esyjmage)-
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Por lo tanto, si W = H(¢} Ve, ¢7 Ve, ¢ Ve)—H(9)_ A, ¢ Ac, ¢, Ac), entonces,

j+1
W= ¢§L Ve— ¢? Ae— )‘(G?Jrl/Q - 771/2) = |¢§L —cl = AA- ?+1/2- (3.50)

En consecuencia, de (3.49) y (3.50) obtenemos,
|¢?+1 - C;Z+1| < |¢? —c| - AA_GT o, (3.51)

Finalmente, de (3.44) y empleando |a + b| > |a| + sgn(a)b, obtenemos,
|¢?+1 - Cf+1| = |¢?+1 —c+ AAL fe,vj-172,t")]
> |¢?+1 —c|+ )\sgn(qﬁ?“ — o)A f(e, Yi-1/25 t").

lo cual finaliza la demostracion. O]

(3.52)

3.2.5. Teorema principal

Teorema 3.2. Sea ¢* la solucion aproximada generada por el método (3.9). Asuma
que A = (Az,At) — 0 con el radio X fijo y satisfaciendo la condicion CFL (3.7).
Entonces ¢ — ¢ acotadamente c.t.p. en L*(Ily), donde ¢ es la tinica solucion de
entropia del problema de valor inicial (3.1) en el sentido de la Definicion 3.1.

Demostracion. Observemos que el Lema 3.1 nos garantiza que nuestra sucesién de
soluciones aproximadas ¢® definida en (3.12), es acotada en L>®. Ademas, el Lema 3.3
demuestra la L-continuidad en tiempo de la sucesién ¢, mientras que el Lema 3.4
nos garantiza una cota en la variacién total espacial en cualquier intervalo [a,b] tal
que [a,b] N'J = (. Aplicando resultados estdndares de compacidad se sigue que para
cada intervalo [a, b] tal que [a,b] N J = (), existe una subsucesién, la cual denotaremos
nuevamente por ¢=, que converge en L([0,7T] x [a,b]). Tomemos pues una unién
contable de intervalos [a;, b;] tales que,

[e.e]

Ul 6] =R\ 3.

i=1
Empleando un proceso estandar de diagonalizacién, podemos extraer una subsucesion,
que seguiremos denotando por ¢, que converge en L (II7) y en c.t.p en L*(Il7) a

loc

una funcién ¢ € L>*(Ily). O

Teorema 3.3. Sea ¢ una solucion débil construida como el limite de aproximaciones
®>, generadas por el esquema (3.9)-(3.10) y sea ¢ € R. Sea 1 € D((R~ ) x [0,T))
tal que, ¥ > 0. Entonces se satisface la siguiente desigualdad de entropia,

J[ (10— clow +seno - (6 7(:1.0) = f(e.v(2). 0)00) d
tr (3.53)
_//H (0= f (A 00 dzd 20, VeeR
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Demostracion. Sea i € D((R\J) x [0,7)), con ¢ > 0 dado. Defina o7 := ¢(z;, ") y
multipliquemos por Az} la desigualdad (3.43). Luego, sumando por partes obtenemos
que,

M-1 Wl+1 —yn
—AzALY Y 165 (T)

JEZ n=0
A n
—AzAtZZG] /2 ¢ (3.54)
JEZ n=0
A
<AZAtZZ +f(c ’Yg 1/2,1 )llby

JE€Z n=0

Para (2,t) € R} tenemos que,

,¢n+1 1?”
JT Yi(z,t) + O(Az + At),
A"
Dy = ;ﬁj =1,(2,t) + O(Az + At),
n._ D-YF
D_yj - ~ =.(z,t) + O(Az + At).

De lo anterior y haciendo uso del Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
(Véase Teorema 5.4 en Anexo 3), notamos que la primera suma en (3.54) satisface
que,

M-—1 n+l n
AzAEY ) |ertt —¢f (w i ) //H ¢ — c|o dz dt. (3.55)

JEZ n=0

La segunda suma en (3.54) se reescribe como,

M-1
1
AzAtZ Z G 1/2 AzAtZ ( FI'y pyD_¢7 + = 5 ]+1/2D+¢n>
JE€Z n=0 JEZ n=0
M-1 1 1
— 2 0 Y (G006 50D + Ja(6 )0
JEZ n=0
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donde,
M-1
&8 = AZAtZ 5 (F]n—1/2 - 9(@5?—17 Zj—l)) D_v7,
JEZ n=0
M1
&8 = NAtY 1 o (e — 9], ) Dty
JE€Z n=0

Nuestro objetivo es mostrar que, €2 = 8$ = O(Az). Note pues que,

F]n—l/Q - g(gb?—l? Zj—l) = F(gb?—h Qb?, ,}/jfl/Z) - F(QS?—D ¢?—17 7j71/2)-

En consecuencia,

M-—1
[ %AzAt > {Z [F( O ie1y2) — F(@) 1, 051, - 1/2)} } D4y

n=0 \ jez
De (3.14) y usando la cota de la variacién total espacial (3.42) obtenemos,
S NF @) 1,8} vi12) = F(@) 1, 81 vi-12)| <) Lald) — 67 4| < K
jez jEZ
De ese modo, €2 = O(Az), un célculo similar muestra que, £ = O(Az). Reuniendo
las cotas anteriores resulta,

AzAtZ Z 1/2; — // ), t) — f(c,’y(z),t))azw> dzdt. (3.56)

JE€Z n=0

Finalmente, observe que,

AAtZZ

AL f(e, % 1/2:t")

jEZ n=0
A A
—AzAtZ Z +f ] 1/27 ‘¢”+A2Atz Z +f J 1/2; ‘¢n
n=0 ]<IH n=0 IH<]<I()
A f C,7Y s n A f G ) n
+A2Atz o= “/2 ’w +A2Atzz * “/2 w
n=0 IO<]<IB n=0 ]>IB
M-1 M-1
AJrf(Ca PYIHfl/Qatn) n AJrf(C? 7]071/27tn) n
+ AzAt HZ:O A U+ AzAt ; A Wy

M-1

+ AzAL Z

n=0

A_,_f(C, VIp—1/2; tn)
Az
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Note que el soporte de la funcion test 1) no incluye las discontinuidades del flujo en
los puntos —H,0 y B. Por lo tanto, consideramos vy, = ¥, = ¥, = 0, de acuerdo a
nuestra discretizacion. En consecuencia,

AzALY Z

JEZ n=0

H/ / ),t)- |¢d2dt+/OT/_L|f(c,’y(2),t)z|z/zdzdt

/ / (e, (2 |¢dzdt+/OT/Boo|f(c,fy(z)7t)z|¢dzdt
- //HH [Flev(2), 1) dz dt.

A"rf ¢, 7] 1/27t )

vy

O

Teorema 3.4. Sea ¢ una solucion débil construida como el limite de aproximaciones
¢>, generadas por el esquema (3.9)-(3.10) y sea ¢ € R. Sea v € D(Ily) tal que, 1 > 0.
Entonces se satisface la siguiente desigualdad de entropia,

//H (!cb — |0y +sgn(p — o) (f(d,v(2),t) — f(c,v(2), t)>az¢> de dt

</ CECR R -
/ Z|f ¢, y(m — fle,y(m™), )| (m,t)dt >0, VeeR.

Demostracion. Sea ¢p € D(Ilr), con ¢ > 0 dado. Defina ¢7 1= 1)(2;, ") y multiplique-
mos por Az¢)} la desigualdad (3.43). Luego, sumando por partes obtenemos que,

M-—1 ¢n+1 . wn
e S (1)

JEZ n=0

M-1 A@/J"

— ALY D G (3.58)

JEZ n=0

< AzZALY Z

JEZ n=0

A fle, ’7’] 1/2,t" )’

v
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Procediendo como en la demostracién del Teorema 3.3, vemos que si A := (Az, At) —
0, entonces,

M-1 n+1
AzAtZ Z @+t — ¢f <¢]+ ) //H |6 — oy dz dt, (3.59)

JEZ n=0
Y,
M—1 n
Aty N6, *w N / / ).1) = F(ey(2),0)00) dzd, - (3.60)
JEZ n=0

Finalmente, observe que,

A
AZAtZZ +fc'7y 1/2,1 ‘,¢n
jEZnO
Ay fle,vio1/2, Ay fle,vio12, n
—AzAtZZ * “/2 +AzAtZZ i “/2 2/1
n=0 ]<IH n=0 IH<_]<IO

A+f c % 1/2,t )

+ AzAt Z Z

A+fc’7] 1/2,t ‘¢”+A2Atz Z

n=0 Iy<j<Ip n=0 j>Ip
M-1 M-1
Ay fle, Y12, )| Ay fle,vp-1/2,t")] .
+ AzAt ; A Ur, + AzAL ; A i
M-1
Ay fle,vip-1/2,t")
AzAt D ’ 7
+ Az ;% A U7,
= 21+22+23+24+25+26+27-
Procediendo como en la demostracion del Teorema 3.3, vemos que,
T [—H
21+22+23+24—>/ / Flev(2).1) |z/1dzdt+/ / £). | dzdt
0 —o0

+/OT/OB|f(c,~y(z ¢dzdt+/ / Do
N //H e, v(2), 1) dzdt.
T3

Resta analizar las sumas Y5, ¥¢ v 27. En efecto, sea m; = —H. De acuerdo a
nuestra discretizacion, tenemos que existe un unico indice Iy tal que,

Zrg—12 <M1 < 2p,41/2,
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de lo cual se sigue que,

"YIH+1/2 -

mI)| < 1Y Lo (my 01 A2

(mO)] < 1Y oo (-oomi) Az

De ese modo, haciendo uso de (3.61) se tiene que,

~
|’YIH—1/2 -7

M-1
A g tT
S5 = AzAL Y +fle X” 2 ) Ui,
n=0 z
M-—1
= ALY | fley(mi), ") = fle,y(my), t)|WF, + O(Az).
n=0

Haciendo uso del Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue obtenemos
que si A := (Az, At) — 0, entonces,

T
0
Anélogamente vemos que si mo = 0y m3 = B, entonces,
T
Sa— [ 1fem$).0) = £(evmy). Ol (ma, ) d, (363)
0
Y
T
¥q —>/ |f(e,v(myg),t) — f(e,v(my), t)[vh(ma, t) dt. (3.64)
0
Asi, en virtud de (3.62),(3.63) y (3.64), concluimos que,
T
Z:5 + E6 + 27 — / Z |f(677(m+>’ t) - f(677(m_)7t)|w(mvt) dta
0 ey
lo cual finaliza la demostracion. O

3.3. Experimentos numéricos

Ejemplo 3.5. Consideremos un clarificador-espesador que inicialmente esta comple-
tamente lleno de agua, esto es, ¢po(z) = 0, para cada z € R. Ent = 0, empeza-
mos a alimentar el clarificador-espesador con una tasa de alimentacion constante de
¢r(t) = 0.7, para cada t > 0. Los caudales vienen dados por gz = 1 y qu = 0.6.
Los resultados se muestran en la Figura 3.1. Se obtuvieron errores en norma L, los
cuales se resumen en la Tabla 3.1.
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Az lello | loga(llexll/lle])
1/100 | 4.43¢ — 02 -
1/200 | 2.76e — 02 0.682
1/400 | 1.65¢ — 03 0.741
1/800 | 9.40e — 03 0.814
1/1600 | 4.90¢ — 03 0.939
1/3200 | 2.14¢ — 03 1.195

Cuadro 3.1: Error numérico en norma L* en ¢ = 1.

T T
dz=1/100
ol dz=1/800 |
) Solucién de referencia
...
-15F
_1 =
w -0.5
0.5
1l
1.5

0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

¢

Figura 3.1: Comparacién de las soluciones obtenidas empleando el esquema (3.9)-(3.10)
con tamanos de paso dz = 1/100 y dz = 1/800, con una solucién de referencia obtenida
con el método de Engquist-Osher (5.4)-(5.5).

Ejemplo 3.6. Un punto importante a considerar en el problema (3.1) es la existencia
de estados estacionarios [25], es decir, soluciones del problema: hallar una funcion ¢
no nula, tal que,

9:(¢,2) =0, VzeR.

Es posible encontrar estos equilibrios haciendo de uso de la condicion de Rankine-
Hugoniot asociada al problema. De momento, podemos determinar dos tipos de estados
estacionarios los cuales dependen de los caudales Qg, Qu vy de la tasa de alimentacion
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or. Uno que ocurre cuando,

O S ¢F S QU )
Qu + Qr
y otro que ocurre cuando,
Qu <o¢r <1
Qu + Qr

Sin embargo estos son estados estacionarios triviales. Como trabajo futuro, estamos
interesados en la existencia de estados estacionarios no triviales, en particular, en una
solucion estacionaria en la zona de espesamiento [0, B]. Para ilustrar estas dos solu-
ciones, consideramos un clarificador-espesador ocupando el intervalo de profundidad
[—0.8,3.2] y hacemos uso del flujo de Vesilind dado por,

F(0) = g (RO EPEN),

convg =6 yry=2. Enlas Figuras 3.3 y 3.3 podemos apreciar estos estados estacio-
narios en un tiempo t = 30.

05r ]
1, -
N

151 ,
2, -
25+ ]
3+ K 1

3.5 1 1 1 1 l 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

¢

Figura 3.2: Estado estacionario para Qu = 0.6, Qg = 1 y ¢r = 0.3. Nétese que,

Q _
br < Gl = 0.375.
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25 g

Figura 3.3: Estado estacionario para Qu = 0.6, Qg = 1 y ¢r = 0.6. Nbtese que,

Q _
or > o = 0.375.

3.4. Unicidad

En el Capitulo 1 vimos que para garantizar la unicidad del problema base (1.3)
bastaba imponer cierta condicién de entropia de Kruzkov. Sin embargo, de acuerdo a
Mitrovic, Karlsen, Biirger, et al. [26, 27, 13|, cuando tenemos discontinuidades en el
flujo, esta condicién es insuficiente para probar la L!—estabilidad de la solucién débil
del problema estudiado. Es por ello que es requerido estudiar conceptos adicionales
como lo son la condicién de cruce y la existencia de trazas.

Primero, precisamos lo que significa que los saltos presentes en - satisfagan la
condiciéon de cruce.

Definicién 3.7 (Condicién de cruce). Para cada salto en v con limites a izquierda
y derecha (vy_,7+) asociados, decimos que la condicidn de cruce se satisface, si para
estados v y v, se cumple que,

f(U7'7+7t) - f(ua’y—?t) <0< f(’l),’)’_+_,t) - f(’l),’)’_,t) = u <. (365)

Geométricamente la condicién (3.65) impone que las graficos de las funciones
FCove, )y f(-,v—,t) no se corten o que la grifica de f(-,~_,t) quede por encima de
la grafica de f(-,~v4,t), a la izquierda del punto de corte.
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Por ejemplo, como podemos ver en la Figura 3.4, los flujos numéricos del Ejemplo
3.5 satisfacen esta condicién.

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 3.4: f1(¢) = —(¢ — ¢r) + 0Vae(9), fr(@) = 0.6(¢ — ¢r) + ¢We(9).

También, necesitamos el concepto de traza.

Definicién 3.8. Sea W : R x R™ — R una funcién que pertenece a L®(R x RT) y
0. W € M(Ily). Una traza a derecha de W(-,t) en el punto x = xo es una funcion
t — W(zo+,t) € L, (R") tal que para c.t.p. t € RT, se tiene que:

loc

essTlim |W (z,t) — W(xo+,t)| = 0. (3.66)
ztxo

Similarmente, entendemos por traza a izquierda de W (-,t) en el punto x = xy es una
funcién t — W(xo—,t) € L} (R") tal que para c.t.p. t € RT, se tiene que:

loc

esilim W (z,t) — W(xg—,t)| = 0. (3.67)
xlxo

Cabe resaltar, que en trabajos anteriores se demostré que las condiciones (3.65),
(3.66) y (3.67), garantizaban la L'—estabilidad de la solucién débil y por ende se
tenia unicidad de solucién. Por ejemplo, Biirger et al. en [2], hicieron uso de un flujo
numérico tipo Engquist-Osher para aproximar las soluciones del problema (3.1). Esto
les permiti6 definir una funcién auxiliar conocida como singular mapping, con la cual
demostraron que las trazas (3.66) y (3.67) existen.
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Cabe resaltar que para nuestro flujo numérico esta estrategia no es aplicable y
que, a priori, no tendriamos garantia de la existencia de estos limites. Sin embargo,
basédndonos en los comentarios de Mitrovic [26], los trabajos de Panov en [28] mostraron
que las trazas existen en practicamente todas las situaciones relevantes. Asi, podemos
asumir la existencia de trazas y de ese modo obtener el siguiente resultado de unicidad.

Teorema 3.9. [2] Asuma que u y v son soluciones de entropia tipo BVy en el sentido
de la Definicion 3.1 del problema de valor inicial (3.1) con condiciones iniciales ug y
v, respectivamente. Entonces, para c.t.p. t € (0,T),

[ 1.t v(01tz < [ Juole) ()=

3.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo estudiamos la convergencia de un esquema numérico de volimenes
finitos para el caso N = 1, es decir, cuando tenemos solo un clarificador-espesador.
Para ello, se incluyé el término fuente como una discontinuidad en el flujo y definimos
una desigualdad de entropia la cual es un caso particular de la Definicién (2.2).

Demostramos que la sucesién generada por el esquema numérico {¢>} satisface
propiedades de acotamiento y de variacion total en tiempo y en espacio. Luego, se
propuso una desigualdad discreta de entropia y finalmente mostramos convergencia de
esta sucesion a la desigualdad de entropia (3.5).

Se presentaron algunas simulaciones numeéricas en las que se hizo uso de una so-
lucién de referencia proporcionada por el Método de Engquist-Osher (Véase Anexo
2), el cual sabemos que converge a la unica solucién de entropia de este modelo ([2],
2004).

Nos centramos ahora en extender este método numérico para el caso de varias
unidades, esto es, N > 1, lo cual se estudiard en el capitulo subsecuente.
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Capitulo

Existencia de solucion del problema
principal

En este capitulo estudiamos la existencia de solucién del problema principal (2.1)
mediante el uso de un esquema tipo (1.22) extendido para el caso leyes de conservacién
con flujo discontinuo.

4.1. Método de volumenes finitos

Discretizamos el dominio espacial R en celdas I; := [z;_4 /25 Zj+1 /2), 7 € Z, donde
z; = jAz son las interfaces de celda y zj11/2 = z; + Az/2 los centros de celda.
Similarmente, el intervalo temporal (0,7) es discretizado como t" = nAt, para n =
0,...,M, donde M = |T/At] 4+ 1, lo cual conduce a las bandas temporales I" :=
[t" "), n =0,...,M — 1. Tomamos un tamanio de paso espacial, Az y un tamano
de paso temporal, At, sujetos a la siguiente condicién CFL:

(4.1)

Y

DN | —

z . . ! <
M i (gm0} + ol + 10]1c) <

donde A = £L y,

[olls 1= i, ().

El dato inicial {¢7,;} para el esquema de diferencias se discretiza mediante,
0 1 Zj+1/2 0 .
= E/ ¢;(z)dz, jE€L. (4.2)

Zj—1/2

Calculamos {(ﬁ?j} mediante el siguiente esquema de diferencias explicito,
ijl = Cb?] - )‘( 1‘7,1j+1/2 - 2‘7,11'—1/2) + /\8?7 (4-3)
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paraj € Zyn=20,1,..., M. Aqui, el flujo numérico es definido por,

—qEi T para j < Iy,

"y = F (A0, Oy )= —qEifij + Ol0(97 ) para Iy < j < o,

. = 3 o s Wi gy Ti,54+1/2) — 1

ij+1/2 i\Pij+15 Pij» Yigj+1/ quidl; + S 0(dF41) para Iy < j < Ip,
quidy; para j > Ip.

(4.4)
donde F; esta dado por,

~

B, w,7(2)) = 1 (2)u + 722w + 42 (2)wo(w),

con,
—qr; para z <0, 0 para z < 0,
7 (2) = 2(2) ==
0 para z > 0, qui para z > 0,
3 (z) = 1 paraze (—H,B),
' 0 paraz¢ (—H,B).
Ademas,

S;L,j = 6]87,(¢;1, tn, 71, ’7'2),

para cada ¢ =1,..., N, donde,
Zj+1/2
d; = / d(2)dz (4.5)

j—1/2

La solucién en diferencias {¢};} se extiende a todo II7 definiendo,

(2, t) = o1, (2,t) € I x [t", "), (4.6)
donde A = At = AAz. Ademés, discretizamos (z) por,
1 Zj+1 .

")’7;7]'_;'_1/2 = E/ ﬂ/i(Z)dZ, ] € 7. (47)

Note que el flujo F, es consistente con el flujo real en el sentido de que E((b, b, y) =
fi(é,vi). Méas ain, F; es Lipschitz en el sentido de que,
| Fi(ur, w, %) — Fi(u2, w,7)| < Ll,z’\u1 — Ug| (4.8)
| E(u, wi, i) — Fi(u, wa, )| < Loji|wi — wol,
donde Ly; = 2max{qm;, |v]|occ} ¥ L2; = 2 méx{qui, ||V']|oc }-
Teniendo en cuenta lo anterior y bajo ciertos supuestos, podemos garantizar que
el término fuente es acotado. El resultado se resume en el siguiente lema.

Lema 4.1. Si ¢p(t), pw(t), ¢:s(BT,t),0;((—H)",t) € [0,1], i = 1,..., N y para todo
t >0, entonces S;(¢,t,0, 1, 12) € [0,1].
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4.2. Principio del maximo

En esta seccién, mostraremos que el esquema numérico (4.3)-(4.4) satisface el prin-
cipio del maximo. Para ello haremos uso del Lema 4.1.

Lema 4.2. Bajo la condicion CFL (4.1), el esquema (4.3)-(4.4) es mondtono y satis-
face el principio del mdximo parai=1,..., N, esto es,

Si 0 < ¢2(2,0) <1, para todo z € R, entonces 0 < ¢2(2,t) < 1, para todo (z,t) € Ilp.

Demostracion. Realizamos la prueba por induccién. Fijemos ¢ = 1,..., N y asumamos
que 0 < ¢7; <1, para todo j € Z. Tenemos varios casos:
Caso 1. Sl j < Iy, se sigue que,

¢n+1 zj - )‘(_QEi¢Z]’+1 + g Z]) = (1 - )\QEi)¢Z]‘ + ()\QEi)¢Zj+1-
Caso 2. Para j = Iy, tenemos,
O = Oy — M=t} 1y a1 + O, 0 (1) — (—aqEidl )]
- (]‘ - AU(¢i,IH+1> - AQE”L>¢ZIH + ()\qEZ)d)ZIH+1
< (1= M(Bf 1y11) — Agmi) By 1y + Algmi + V(0] 1)1 07 11

Caso 3. Si Iy < j < Iy, se tiene que,

¢n+1 - n' - )‘[_QEZ nj—f—l + gb”v( ?j-l—l) + qugij - ?] lv( z])]
= (1 = ( zg+1) Aei) @i + (Agri) Zj+1 + (Av(¢} )) le—l
= [+ Agp, (€5 — Mmﬁpwm—A¢f<§?”%@ﬁ4+Am¢ P

Caso 4. Para j = Iy, vemos que,

Z;Bl = i, — AMauidir, + i, v(B1041) + qEidit, — i1y 1v(Di )] + A8,

= [1 = Aqui = Agmi — Av(@7 1, 11)]07 1, + (A(@5 1)) 0711 + AST
= [1 — Aqui — A\ggi + )\051 oV (52;;1/2) - /\U( ZI())] i, 1o )\¢z IV (522)1/2) ZIO—H
+ )\U( i IO)(bz Ip—1 + /\81 o

Caso 5. Si [y < j < Ig, vemos que,
?jl - ?] - )‘[QUz + (b ( Zjﬂ) - QUi¢Zj—1 - ¢Zj—1v( ?J>]
= (1 - Aqui — )\U( ij+1)) i+ Maui +v( n)) ?j 1

= [1— A\qui + Ao @“”% Xo(¢2 )]s — A (€T er
+ Aqui + v( ”)] i1
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Caso 6. Para j = I, tenemos que,

Qb?,};l = ?,IB - )\[(_IUiﬁbZ[B - CJUz‘QbZ]B—l - ¢ZIB—1U(¢ZIB)]
=(1- /\QUi)QbZIB + AMqui + U(QbZIB))gbZIBfl'
Caso 7. Si j > Iy, obtenemos que,
?;rl = Q% - )\(QUiCij - QUiCij—l) =(1- )\QUz‘)Cij + ()\QUi)Cij_r
n+1

,J
n 7, . ’ n+1
Li41 Y @11, en consecuencia tendriamos que 0 < ¢ < 1,

Vemos que, a excepcién del Caso 6, en todos los casos, escribimos como combi-
nacion convexa de ¢j';,
para cada j € Z \ {Ig}.

Para j = Iy considere la funcién,

h(¢) = (1 = Aqui)d + Alqui + v(¢)).

Por la condicién (4.1) vemos que, h'(¢) = 1 — Aqu; + Av'(¢) > 0. En consecuencia,
0 < h(p) < h(1) = 1, para todo ¢. En particular, 0 < Z?Bl < 1. De todo lo anterior
n+1
i,

vemos que 0 < ¢;"7" < 1, para cada j € Z, con lo cual se concluye la demostracion. [

4.3. Experimentos numéricos

Ejemplo 4.1. En los experimentos numéricos subsecuentes consideramos cuatro CTs
(N = 4) ocupando el intervalo de profundidad [—0.8,3.2] y un flujo tipo Vesilind dado

por?
) = o (SPERETENE)

con vg = 6.75 y ry = 2. Tomamos también Qr = 0.6, Qw =1, op =1 y opw = 0.

En la primera simulacion, consideramos caudales de desbordamiento de control
pequenos y en orden decreciente, por lo tanto, la sedimentacion se produce de izquierda
a derecha, como podemos apreciar en la Figura 4.1.

En la sequnda simulacion, consideramos caudales de desbordamiento de control
grandes por lo tanto, se produce un estado “cortocircuito” y no hay sedimentacion en
el CCD, como podemos apreciar en la Figura 4.2.

En la tercera simulacion, consideramos los mismos caudales de desbordamiento de
control de la Simulacion 2, pero cambiamos el caudal Quy por un valor mds pequeno,
esto genera que el cuarto equipo sedimente primero y de esa forma la sedimentacion
se produce de derecha a izquierda. Esto se puede ver en la Figura 4.3.
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Figura 4.1: En este ejemplo consideramos Qu; = 0.5, Qua = 0.4, Qus = 0.3 y Qu4 =
0.2.
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Figura 4.2: En este ejemplo consideramos Qu; = 0.8, Quz = 0.7, Qus = 0.6 y Qus =
0.6.
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Figura 4.3: En este ejemplo consideramos Qu; = 0.8, Qua = 0.7, Qus = 0.6 y Qus =
0.2.

Definamos,

Qr = (QFla Qr2, QF37QF4)
Qe = (QEI; Qr2, Qrs, QE4)
Qu = (QUl,QUQ, QU3>QU4)-

La siguiente tabla resume los resultados obtenidos en los experimentos numéricos an-
teriores.

Qu Qe Qr
(05,04,03,02) | (1.4,1.3,1.2,1.1) | (1.9,1.7, 1.5, 1.3)

(08,0.7,0.6,0.6) | (1,1.2,1.1,1) | (1.8,1.9,1.7,1.6)
(0.8,0.7,0.6,0.2) | (1.4,1.6,1.5,1.5) | (2.2,2.3,2.1,1.6)

Observamos que leves cambios en los valores de alimentacion de cada C'Ts generan
dinamicas distintas en el CCD. Esto induce a pensar que existen valores éptimos de
Qui, i = 1,2,3,4, que permiten que los tanques que conforman la red se llenen de la
mejor forma. Lo anterior da pie al estudio de problemas de optimizacion relacionados
con la eleccién de estos parametros libres.
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4.4. Conclusiones del capitulo

En este capitulo presentamos la descripcién de un esquema de volimenes finitos
para aproximar las soluciones del sistema de leyes de conservaciéon que describe el
circuito CCD. Se introdujo una condiciéon CFL bajo la cual se demuestra que la sucesion
de aproximaciones generada por el método numérico satisface el principio del maximo.
Esto constituye una primera aproximacion en la demostracion del esquema numérico
planteado.

Cabe resaltar que las estimaciones de variaciéon total en tiempo han presentado
dificultades en su demostracién debido a que los retardos que acoplan la transferencia
entre unidades tienen contribuciones que no son trivialmente controladas.

Del mismo modo, se realizaron algunas simulaciones numéricas que reflejan de
buena forma el retardo presente en la transferencia entre equipos.






Capitulo

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se estudié el modelamiento y andlisis numérico de un circuito a con-
tracorriente compuesto por N clarificadores-espesadores. Este estudio se realizé por
etapas las cuales estdn consignadas en cada uno de los capitulos de este documento.

Inicialmente, se estudié la existencia y unicidad de un problema base con flujo
continuo bajo ciertos supuestos. Empleamos un esquema numeérico que hace uso de que
el flujo se puede descomponer como el producto de la velocidad por la concentracién lo
cual presenta ventajas con respecto a los esquemas numéricos tradicionales. De igual
manera hicimos uso de discretizaciones tipo MUSCL para extender este esquema a un
esquema de segundo orden.

Del mismo modo, describimos los caudales presentes en un sistema CCD. Impusi-
mos condiciones sobre estos que derivaron en un resultado de conservacion global y en
la obtencién de una region de positividad que garantiza que los caudales de efluente
(E; son no negativos, siempre que los caudales de control de desbordamiento QQy; sean
no negativos. Para modelar la dinamica de cada CTs, empleamos leyes de conservacién
con flujo discontinuo en espacio y con término fuente el cual describe el acoplamien-
to de equipos. Se describi6 la trasferencia entre unidades haciendo énfasis en que es
posible realizarla de dos formas, lo cual da origen a dos modelos matematicos para
describir el CCD, a saber: incorporar estas cantidades como retardos en el modelo del
circuito (Modelo 1) o resolver explicitamente ecuaciones de transporte para el trans-
porte de la mezcla en los distintos tubos (Modelo 2). Se adopté el enfoque del Modelo
1 y se propuso una definicion de solucién de entropia tipo BVy la cual tiene en cuenta
el acoplamiento de unidades.

Similarmente, se demostrd la convergencia de un esquema numérico de volimenes
finitos para el caso N = 1, es decir, cuando tenemos solo un clarificador-espesador. Para
esto, incluimos el término fuente como una discontinuidad en el flujo. Probamos que
la sucesiéon generada por el esquema numérico {¢>} satisface el principio del méximo,
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que tiene de variacion total acotada en tiempo y que tiene variacién total acotada
en espacio en un intervalo [a,b] que no contenga las discontinuidades del flujo. Con
base en estas propiedades y usando una desigualdad discreta de entropia formulada,
finalmente mostramos convergencia de esta sucesién a la solucién de entropia (3.5).
Realizamos experimentos numéricos en los que se compararon las soluciones obtenidas
con una solucion de referencia obtenida mediante el método de Engquist-Osher.

Finalmente, describimos un esquema de voliimenes finitos para aproximar las so-
luciones del sistema de leyes de conservacion que describe el circuito CCD, es decir,
para el caso N > 1. Se introdujo una condicién CFL bajo la cual se demuestra que la
sucesion de aproximaciones generada por el método numérico satisface el principio del
maximo. Del mismo modo, se realizaron algunas simulaciones numéricas que reflejan
de buena forma el retardo presente en la transferencia entre equipos.

Como trabajo futuro consideramos lo siguiente:

1. Extender el esquema numérico (1.21)-(1.22) a un esquema de alto orden de apro-
ximacion empleando aproximaciones tipo WENO y a un esquema en 2D.

2. Estudiar el Modelo 2 de transferencia de unidades descrito en el Capitulo 2, el
cual consiste en resolver explicitamente ecuaciones de transporte para el trans-
porte de la mezcla en los distintos tubos.

3. Demostrar la unicidad de solucién del sistema (2.15).
4. Probar el buen planteamiento del modelo para el caso N > 1.

5. Analizar la existencia de estados estacionarios no triviales para el clarificador-
espesador.

6. Extender el modelo para sedimentacion continua de suspensiones con propieda-
des floculantes de la mezcla dependientes del tiempo [29].



Anexos

Anexo 1. Teorema de Harten y Lema de Helly

Definicién 5.1. Una funcion integrable f real valuada es de variacion acotada si esta
tiene variacion total finita, esto es, si,

m

TV(f) =sup Y |f(w01) = f(15)] < o0,

Jj=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas x; < x4 tales que x; es
un punto de continuidad aprozimada de f (esto es, 6 |z : |z —x;| < 6, |f(x)— f(x;)] >
el = 0, para todo € > 0 cuando 6 — 0.)

Lema 5.1. Sea {u,} una sucesion de funciones de variacion acotada en el intervalo
real y acotado [a,b]. Si existe una constante M tal que TV (u,) < M y ||un]leo < M,
para cada n, entonces eziste una subsucesion de {u,} la cual converge puntualmente
en la norma L' en [a,b] a una funcién de variacion acotada.

Teorema 5.2. Considere un esquema general escrito en la forma,

= ag(ufy ) = b () — ). (5-1)

J

Entonces,
n+1 n+1 n n
E uiyy —upt | < E luj,, —uf], Vn €N,

JEZ JEZ

si las siguientes condiciones son satisfechas,
Q; Z 0, bj—l Z 0, Q; + bj S 1, \V/.] € 7.

Demostracion. Sea n € N dado. De (5.1) tenemos que,

uqfill = gy + @i (uf, —ufyy) — bi(ufy, —uj), (5:2)
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¥s

u;”rl = uj +aj(ujy —uj) — b1 (uj —ujy). (5.3)

Restando (5.2) y (5.3) y agrupando obtenemos que,
wift = = (1= a5 = by) (g —uf) + g (ufy — ufyy) + b (uf —ujy).

Luego, haciendo uso de la desigualdad triangular y de las condiciones dadas, obtenemos
que,

Z |U?:11 nH‘ < Z (1 —a; = by)lujyy —uf|+ Z ajir|uf o — |+ ijflyu}l —u

JEL JEL jez jer
=D _(1=a; = by)lujy =+ > gl =il + D _bjley — )
JET JET JET
= Z(l —a; = bj +a; + bj)|ujy, — uf|
JET
=D luj — g,
JEZ
esto es,

Dl = < Yl -l

jJEL JET

Anexo 2. Método de Engquist-Osher

Un método tradicional para aproximar la ley de conservacion,
w+ fu)e =0, u(x,0) =wug(z), x€la,b] CR,

es el denominado Método de Engquist-Osher el cual fue propuesto por el matematico
sueco Bjorn Engquist junto al matemético estadounidense Stanley Osher en 1981 [30].
El método consiste en aproximar usando la férmula de avance,

. . At n .
U,+1:u.—E( j+1/2 F 1/2> jzl,...,M, n:]_,...,N, (54)

J J

donde el flujo numérico viene dado por,

o = FO ) = LI g s

J

n
j—1|
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A pesar de que es un método ampliamente usado en el andlisis numérico de leyes de
conservacion, notamos que éste presenta algunas limitaciones pues el término integral
en (5.5) es dificil de tratar y normalmente cambia de acuerdo a la ecuacién que estemos
tratando. Por ejemplo, para los valores especificos del Ejemplo 3.5 en el Capitulo 3
obtuvimos el siguiente flujo:

( nl ) sig <y,
P FEO( o0 sidy < j < I,
THE ) FEO(ey ¢"+1) si Iy < j < Ip,
qu(d5 — ¢r) sij > I,

donde FEO y FE© vienen dados por,

(—qu(u — ¢r) + V(u) siu<v<a,
—ge(u+v—gr—a)+V(u)+ V)= V(ia) siu<a<u,
FEO(u, v) = —qe(v — ¢r) + V(v) sia<u<w,
—qe(u — ¢r) + V(u) siv<u<a,
—ge(o — ¢p) + V(o) siv<a<u,
(—qe(v — ¢r) +V(v) en otro caso,
con o = 6’5/ﬁ y,
(qu(u— ¢p) +V(u) siu<wv<p,
quut+v—0or—B)+ V) + V) —V(B) siu<B<v<r,
quu—B+v—¢p) = V(B + V() +V(u) siu<Byv>7,
qu(v — ¢r) + V(v) sif<u<v<7,
qu(y —ér) + V(7) sif<u<y<uw,
F}%O(%U) = qu(u—¢r) + V(u) siy<u<w,
qu(u — ¢r) + V(u) siv<u<p,
qu(B — ¢r) + V(B) siv<f<u<n,
u—dp+f=7)+V@)=V()+V(B) siv<Byuzy,
qu(B — ¢r) + V(B) siv< fB<u<ry
Lqu(u — ér) + V(u) en otro caso ,
con B = 30—42{% vy = 30+4\5{ﬁ‘



76 Capitulo 5. Anexos

Anexo 3. Teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue

Denotemos por Bg., la o—algebra de Borel en [0, oo].

Teorema 5.3 (Lema de Fatou). Dado un espacio de medida (2, F, i), sea {fn}, fn:

Q — [0,00], una sucesion de funciones (F, Br.,)—medibles no negativas. Defina la

funcion f : Q — [0,00] por, f(x) = liminf f,(x), para cada x € Q. Entonces, f es
n—oo

(F, Br,,)-medible, y también,

/fd,u < liminf/fndu.
0 n—oo Q

Demostracion. Ver [31]. O
Haciendo uso de este resultado podemos probar el Lema de Fatou inverso.

Lema 5.2. Dado un espacio de medida (2, F,pn), sea {fn}, fn : Q@ — [0,00], una
sucesion de funciones (F, Bg,,)—medibles no negativas. Defina la funcion f : Q —

0, 00] por, f(x) =limsup f,(x), para cada x € Q. Si existe una funcién no negativa g
n—oo

en S tal que, f, < g, para todo n € N, entonces, f es (F, Bg,,)-medible, y también,

limsup/fnd,ug/fd,u.
n—00 Q Q

Demostracién. Considere la sucesion de funciones {g — f,,}. Observe que esta sucesion
satisface todas las hipdtesis del Teorema 5.3. Por lo tanto,

[ adu= [ sau= [ (6= p1d <timint [ (9= 5)dn

< lim sup / (9 — fa)du

n—oQ

/gd,u—hmsup/fndu
n—oo

Como g es integrable, entonces fQ gdp < 0o. Asi, de lo anterior se deduce que,

limsup/fnd,ug/fd,u.
Q Q

n—o0
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Teorema 5.4 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea {f,} una
sucesion de funciones real valuadas en un espacio de medida (2, F, u). Suponga que la
sucesion de funciones converge puntualmente a una funcion f y que existe g integrable
tal que,

[fn(2)] < g(2),
para todo n € N y todo x € Q). Entonces [ es integrable en el sentido de Lebesgue v,

lfm / | fo = fldp =0,
n—00 Q

lo cual también implica que,

lim fndu:/fdu.
Q Q

n—o0

Demostracion. Como f es el limite puntual de una sucesién { f,, } de funciones medibles
que estan dominadas por g, entonces f también es medible y estd dominada por g, en
consecuencia, f es integrable. Mas ain, de la definicién de f sabemos que,

limsup |f — f.| = 0.

n—0o0

De la linealidad y monotonicidad de la integral de Lebesgue vemos que,

‘/Qfd“‘/gfndﬂ =‘/Q<f—fn) S/Qlf—fnldu.

Note que |f — f,.| es acotada superiormente por una funcién integrable, en efecto,

|f_fn| < |f|+|fn| SQQ'

Luego, podemos hacer uso del Lema 5.2 para obtener que,

msup [ 17 = fldu < [ tmsuplf - foldp o
Q Q

n—oo n—o0

lo cual implica que el limite existe y se anula, esto es,
liminf/ \f — fuldpw = 0.
n—oo Q
Finalmente, dado que,
lfm ‘/ fan~ | fndu‘ < lim [ 17~ fildn =0,
también se sigue que,

n—o0

lim fndu:/fdu.
Q Q
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