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Departamento de Matemática, Universidad del B́ıo-B́ıo

Fernando Betancourt
Profesor Informante

Departamento de Ingenieŕıa Metalúrgica, Universidad de Concepción
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Agradecimientos
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mejor forma cuando llegué a Chile y estuvieron conmigo motivándome en los meses que
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(académicos y no académicos) que hemos compartido.

Al programa de Becas Supernumerario, de la Universidad del B́ıo-B́ıo, al proyecto
Fondecyt 1181511, a ANID (Chile) a través de su proyecto Anillo ANID/PIA/ACT210030,
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Resumen

En esta tesis estudiamos el modelamiento y análisis numérico del proceso de se-
paración sólido-ĺıquido en un circuito de decantación a contracorriente. La separación
sólido ĺıquido es una parte fundamental de muchos procesos de tratado hidrometalúrgi-
co en los cuales ĺıquidos o soluciones tienen que ser recuperadas con la mejor calidad
posible. De acuerdo a Svarovsky (2001, [1]), el sistema a contracorriente hace uso de
varios clarificadores-espesadores (CTs) para separar y lavar el material sólido insoluble
en ĺıquidos. Como consecuencia, las soluciones decantadas (desbordamiento) contie-
nen sólidos disueltos que son valiosos o que son un problema para la producción. Este
proceso es conocido como Decantación a Contra Corriente (CCD). Se usan sistemas
de leyes de conservación para modelar las unidades individuales de CTs [2]. La tesis
tiene los siguientes objetivos:

El primer objetivo de esta tesis es demostrar la existencia y unicidad de una ley
de conservación con flujo continuo mediante un esquema numérico que hace uso de
una caracteŕıstica espećıfica del flujo, la cual radica en que es posible escribirlo como
el producto de la concentración por la velocidad.

El segundo objetivo de esta tesis es proponer un sistema de leyes de conservación
con flujo discontinuo para describir los CTs que conforman el circuito CCD, adicio-
nando un término fuente que describe el acoplamiento entre los diferentes tanques.

El tercer objetivo de esta tesis es demostrar el buen planteamiento del problema
en el caso N = 1. Para esto, se estudia la convergencia de un esquema de volúmenes
finitos a la única solución de entroṕıa del problema. Se realizan experimentos numéricos
comparando las soluciones obtenidas con una solución de referencia generada por el
método de Engquist-Osher.

El cuarto objetivo de esta tesis es proponer un esquema de volúmenes finitos para
el caso N > 1. Se demuestra que, bajo cierta condición CFL, el esquema satisface
el principio del máximo. Se realizan algunas simulaciones numéricas que ilustran el
comportamiento de las soluciones en casos particulares.
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Abstract

In this thesis, we study the modeling and numerical analysis of the solid-liquid
separation process in a countercurrent decantation circuit. The liquid-solid separation
is a fundamental part of many processes of hydrometallurgical treatments, in which
liquids or settlings have to be recovered with the best possible quality. According to
Svarovsky (2001, [1]), the countercurrent system uses several clarifier-thickeners (CTs)
to separate and wash the solid material insoluble in liquids. As a result, the decanted
solutions (underflow) contain dissolved solids that are valuable or are a problem for
production. This process is known as Counter Current Decanting (CCD). Systems of
conservation laws are used to model individual units of CTs [2]. The thesis has the
following objectives:

The first objective of this thesis is to demonstrate the existence and uniqueness
of a conservation law with continuous flux by using a numerical scheme that takes
advantage of a specific characteristic of the flow, which is that it can be written as the
product of the concentration by the velocity.

The second objective of this thesis is to propose a system of conservation laws with
discontinuous flux in space describing the CTs that make up the CCD circuit network,
with source term describing the coupling between the different tanks.

The third objective of this thesis is to show the well-posedness of the problem in the
case N = 1. For this, the convergence of a finite volume scheme to the unique entropy
solution of the problem is studied. Numerical experiments are performed comparing the
solutions obtained with a reference solution generated by the Engquist-Osher method.

The fourth objective of this thesis is to propose a finite volume scheme for the
case N > 1. It is shown that, under a specific CFL condition, the scheme satisfies
the maximum principle. Some numerical simulations are carried out that illustrate the
behavior of the solutions in particular cases.
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2.4. Solución de entroṕıa BVt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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3.5. Conclusiones del caṕıtulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4. Existencia de solución del problema principal 63
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Introducción

El presente trabajo está direccionado al modelamiento y análisis numérico del pro-
ceso de separación sólido-ĺıquido: circuitos a contracorriente. La separación sólido-ĺıqui-
do es una parte fundamental en la mayoŕıa de los procesos de tratamiento e hidrome-
talúrgicos, y de importancia especial después de procesos de lixiviación, clarificación
antes de cambio iónico, extracción por solventes, precipitación, donde hay que recu-
perar los ĺıquidos o soluciones portantes y en aquellos otros procesos donde se precise
recuperar los sólidos de la mejor calidad posible, como por ejemplo, cristalización o
precipitación.

De acuerdo a Svarovsky (2001, [1]), el sistema a contacorriente utiliza varios es-
pesadores (thickeners) en serie para separar y lavar el material sólido insoluble de
los ĺıquidos. Las soluciones decantadas (el underflow) contienen sólidos disueltos que
son valiosos o que son un problema para la producción. Se distinguen dos términos,
Decantación a Contracorriente (CCD) y Lavado de solidos a Contracorriente (CCW).
En aplicaciones reales, el término CCD tiende a usarse cuando los espesantes por gra-
vedad son los separadores del sistema. El producto es un soluto en el ĺıquido de lavado
“decantado” en el desbordamiento del sistema (por ejemplo, en el lavado de lodo rojo
en el proceso Bayer de refinado de óxido de aluminio donde se recupera cáustico del
lodo rojo que luego se desecha). De otra parte, el término CCW implica que los sólidos
son los productos.

Para ejemplificar, en el proceso de recuperación de oro, el sistema CCD de lavado
pulpas de cianuro es el lavado de la pulpa en espesadores (thickeners) en serie, ver Fi-
gura 1. La pulpa se introduce en el primer espesador, y el agua en el último espesador.
El flujo de la pulpa y el agua es en direcciones opuestas. En consecuencia, la pulpa se
vuelve progresivamente más baja en contenido de oro soluble a medida que pasa a la
descarga. Por el contrario, el agua añadida en el último espesador pasa hacia adelante,
aumentando su concentración de cal, cianuro, y oro. El sistema CCD se utiliza para
complementar la filtración. La torta que sale de los filtros, presenta aproximadamente
un 10% de humedad. Esta humedad, no es otra cosa más que solución con un mı́nimo
de oro disuelto, que será enviado junto con los sólidos, previa destrucción del cianuro,
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Introducción

a la presa de jales. Por último la solución rica es clarificada, desoxigenada, y el oro
precipitado con polvo de zinc muy fino, y de alta pureza [3].

Figura 1: Ejemplo de CCD en el procesamiento de oro.

El concepto de espesamiento o thickening es muy simple y radica en la decanta-
ción; consiste en dejar una mezcla ĺıquida y homogénea dentro de un tanque y que
las part́ıculas sólidas finas se acumulen en el fondo sólo por efecto de la gravedad,
separando aśı el material sólido del ĺıquido clarificado en la parte superior.

La matemática subyacente bajo un modelo de separación sólido-ĺıquido para un
espesador o un CCD representa un problema matemático que involucra aspectos del
análisis matemático y numérico de leyes de conservación y de ecuaciones diferenciales
parciales tipo parabólicas (posiblemente fuertemente degeneradas) [4], además de leyes
de conservación con flujo discontinuo respecto de la coordenada espacial, abarcando
aśı un amplio campo de estudio.

0.1. Antecedentes: Modelos matemáticos en sedi-

mentación

La modelación matemática para procesos de espesamiento y clarificación nace de
la mano de Hazen [5] en 1904, quien hace el primer análisis de los factores que afectan
la sedimentación de part́ıculas sólidas en una suspensión diluida en agua. Este trabajo
demuestra que la variable del tiempo no es un factor a considerar en el diseño de
estanques de sedimentación, como śı lo son las variables espaciales, espećıficamente
muestra que las porciones de sólido removidas son proporcionales al área superficial
del estanque, a las propiedades f́ısicas de las part́ıculas e inversamente proporcional
al flujo volumétrico del estanque. En 1912 Mishler [6] es el primero en demostrar
mediante experimentos, que la velocidad de sedimentación de la pulpa es diferente para
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Introducción

suspensiones diluidas que para las concentradas. Mientras la velocidad de asentamiento
de suspensiones diluidas es generalmente independiente de la altura de la columna de
sedimentación, sedimentos densos son gobernados por diferentes leyes y, en este caso,
la velocidad de asentamiento incrementa aumentando la altura de la columna. Con
esta hipótesis, Mishler deduce una fórmula para obtener la capacidad de un espesador
industrial, basado en experimentos de laboratorio.

La década de los 50’ está marcada por la teoŕıa de sedimentación de Kynch [7],
quien plantea que la sedimentación está basada en una ecuación diferencial parcial
hiperbólica, en donde el dato inicial, la concentración inicial, se propaga mediante
ondas a través del tiempo, formando el perfil de sedimentación. Él resuelve la ecuación
expĺıcita del modelo y muestra que conociendo la concentración inicial de la suspensión
y la densidad de flujo del sólido, se puede obtener una solución de la ecuación por
el método de las caracteŕısticas, resultando en zonas donde la concentración vaŕıa
continuamente (ondas de rarefacción) y en discontinuidades (ondas de choque).

Una revisión bibliográfica que consta de más de 100 publicaciones en los últimos 50
años puede ser encontrada en [8, 9]. Para el presente trabajo, nos enfocaremos en los
trabajos sobre modelamiento ideal del clarificador-espesador [2, 10, 11], los resultados
sobre procesos de sedimentación-consolidación de suspensiones floculadas, las cuales
son consideradas como mezclas de dos medios continuos superpuestos [12], el modelo de
sedimentación continua con compresión [13], y el modelo que incluye una descripción
del transporte y reacción de estos componentes [14].

Al d́ıa de hoy, la teoŕıa matemática sobre modelización del proceso de separación
sólido-ĺıquido sobre cada espesador o thickeners es bastante amplia, sin embargo, es
escasa en circuitos a contracorriente, por lo cual, el desarrollo de este proyecto, pretende
entregar un aporte significativo al estado del arte en esta área.

0.2. Objetivos

El objetivo general del presente proyecto es:

Modelar matemáticamente un proceso de separación sólido-ĺıquido en circuitos
en contracorriente mediante el uso de ecuaciones diferenciales parciales tipo leyes
de conservación con flujo discontinuo en la variable espacial.

Para alcanzar este objetivo general, se lograrán uno a uno los siguientes objetivos
espećıficos:

Estudiar el buen planteamiento (existencia y unicidad) de una ley de conserva-
ción con flujo discontinuo respecto a la variable espacial.

Demostrar las propiedades y la convergencia de un esquema de volúmenes finitos
para aproximar la solución de una ley de conservación con flujo discontinuo.
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Introducción

Proponer un esquema numérico para representar la dinámica del proceso de
separación sólido-ĺıquido en circuitos en contracorriente.

Extender los esquemas numéricos propuestos a esquemas de segundo orden de
aproximación en espacio y tiempo.
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Caṕıtulo 1
Leyes de conservación con flujo continuo

Este caṕıtulo esta dedicado al estudio de las leyes de conservación con flujo conti-
nuo. Estudiaremos un problema modelo que tiene diversas aplicaciones en fenómenos
f́ısicos. Mostraremos la unicidad del problema mediante el uso de la técnica de dupli-
cación de variables de Kružkov y propondremos un esquema numérico monótono para
aproximar la solución del problema y aśı establecer existencia de la solución del mis-
mo. Se probará la convergencia de este esquema mediante el uso de resultados clásicos
como el Teorema de Lax-Wendroff (Véase Lema 1.4) y el Lema de Helly (Véase Lema
5.1 en Anexo 1).

1.1. Problema base

En esta sección presentaremos una ley de conservación que servirá de ejemplo
para desarrollar la teoŕıa matemática usual para el estudio del buen planteamiento de
problemas que involucran de leyes de conservación con flujo continuo. Discutiremos la
importancia del estudio de este tipo de Ecuaciones Diferenciales Parciales y finalmente
definiremos el concepto de solución débil para el problema en cuestión.

Se entiende por ley de conservación una EDP de la forma,

∂tu+∇ · f(u) = 0.

La función f se denomina función de flujo y u es la función incógnita. Si escribimos
f = (f1, . . . , fn), x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm, e introducimos un dato inicial u0 en t = 0,
el problema de Cauchy para la ley de conservación se escribe como,

∂tu(x, t) +
m∑
j=1

∂jfj(u(x, t)) = 0, (1.1)

u(x, 0) = u0. (1.2)

1



2 Caṕıtulo 1. Leyes de conservación con flujo continuo

En aplicaciones t normalmente denota la variable temporal, mientras que x describe
la variación espacial en un espacio m−dimensional [15].

En nuestro caso, estudiaremos una ley de conservación con flujo de la forma f(u) =
uV (u), donde V es una función continua que satisface ciertas propiedades que se
especificarán luego, es decir, estamos interesados en estudiar el siguiente problema de
Cauchy:

ut + (uV (u))x = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(1.3)

Este tipo de ley de conservación tiene un amplio rango de aplicaciones en diversos
tipos de problemas. Por ejemplo, flujos del estilo f(ρ) = ρV (ρ), donde

V (ρ) = vmáx

(
1− ρ

ρmáx

)
,

son empleados en el estudio de problemas de tráfico vehicular [16, 17, 18]. Aqúı, ρ(x, t)
representa la densidad de autos en determinada posición x de la carretera en un ins-
tante t, vmáx denota la velocidad máxima de los veh́ıculos y ρmáx la densidad máxima
de los mismos. Similarmente, flujos de Richardson-Zaki, fbk(ϕ) = ϕV (ϕ), con,

V (ϕ) = vSt

(
1− ϕ

ϕmáx

)nMB

, (1.4)

y de Vesilind,

V (ϕ) = vSt
exp(−rVϕ)− exp(−rVϕmáx)

1− exp(−rVϕmáx)
, (1.5)

son empleados en el estudio de problemas de sedimentación [19, 20]. En este caso, ϕ
denota la concentración de sólidos, ϕmáx la concentración máxima, vSt es la velocidad
de Stokes y rV y mMB son constantes adimensionales.

Ahora bien, nos centramos en el problema (1.3) el cual tiene un flujo con velocidad
general. Asumimos que se satisfacen los siguientes supuestos:

u0 ∈ BV(R; [0, umáx]);

0 ≤ V (u) ≤ Vmáx, para todo u ∈ [0, umáx];

V ′(u) ≤ 0, para todo u ∈ [0, umáx],

(1.6)

que serán de mucha utilidad para mostrar el buen planteamiento de (1.3).
Definimos a continuación el concepto de solución débil para (1.3), la cual permite

que una solución discontinua de (1.3) sea admisible.



1.1. Problema base 3

Definición 1.1. Sea u0 ∈ BV(R; [0, umáx]). Decimos que u es una solución débil de
(1.3) con dato inicial u0 si para cada φ ∈ C∞

0 (R× [0,∞)),∫ ∞

0

∫
R
(uϕt + f(u)ϕx)dxdt+

∫
R
u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0. (1.7)

Es conocido que este tipo de leyes de conservación presentan saltos en tiempos
finitos [15, 21]. Más precisamente, si consideramos el problema de Riemann,

∂tu+ ∂x(f(u)) = 0, u(x, 0) =

{
ul, para x ≤ 0,

ur para x > 0,
(1.8)

requerimos que se satisfaga que la siguiente condición de salto,

s(ur − ul) = f(ur)− f(ul), s = x′(t) (1.9)

Esta condición se denomina Condición de Rankine-Hugoniot (ver [2], [22]). Con la
cual podemos expresar la solución de (1.8) como,

u(x, t) =

{
ul, para x ≤ st,

ur para x > st.
(1.10)

Aśı pues, dada una ley de conservación, es natural preguntarse si existe una única
solución débil para esta. Finalizamos esta sección presentando un ejemplo que ilustra
que no siempre ese es el caso.

Ejemplo 1.2 (Ecuación de Bürgers). Consideremos la siguiente ley de conservación,

∂tu+ ∂x

(
1

2
u2
)

= 0, u(x, 0) =

{
1, para x ≤ 0,

−1 para x > 0,
(1.11)

Para cada α ≥ 1, defina la función,

uα(x, t) =


1, para x ≤ (1− α)t/2

−α, para (1− α)t/2 < x ≤ 0,

α, para 0 < x ≤ (α− 1)t/2,

−1, para x ≥ (α− 1)t/2.

(1.12)

En el caso de la ecuación de Burgers vemos que se debe satisfacer la condición de
Rankine-Hugoniot:

s =
u2r/2− u2l /2

ur − ul
=
ul + ur

2
.

Notamos pues que la función uα satisface esta condición de salto. En consecuencia,
(1.12) es solución de (1.11), para cada α ≥ 1.



4 Caṕıtulo 1. Leyes de conservación con flujo continuo

1.2. Unicidad de las soluciones

En esta sección estudiaremos la unicidad de la ley de conservación. Para ello,
definiremos el concepto de solución de entroṕıa y haremos uso de la denominada técnica
de duplicación de variables de Kružkov para probar que (1.3) tiene única solución.

Como vimos en el Ejemplo 1.2 de la sección anterior, una ley de conservación
puede tener infinitas soluciones débiles. Por lo tanto, se requiere imponer condiciones
adicionales para garantizar el buen planteamiento de problemas del tipo (1.3). Para
esto, precisamos la definición de solución de entroṕıa.

Definición 1.3.

1. Una función u se llama una solución de entroṕıa en el sentido de Kružkov o
simplemente una solución de entroṕıa de Kružkov de la ley de conservación ut+
f(u)x = 0 para x ∈ R, t > 0 si,

∀ k ∈ R, ∀ϕ ∈ C∞
0 (R× (0,∞)), ϕ ≥ 0 :∫ ∞

0

∫
R

(
|u− k|ϕt + sgn(u− k)(f(u)− f(k))ϕx

)
dx dt ≥ 0.

(1.13)

2. Si consideramos soluciones en un intervalo finito de tiempo [0, T ] y usamos fun-
ciones test no negativas ϕ ∈ C∞

0 (R× [0, T ]), obtenemos que para todo k ∈ R:∫ T

0

∫
R

(
|u− k|ϕt + sgn(u− k)(f(u)− f(k))ϕx

)
dx dt

−
∫
R
|u(x, T )− k|ϕ(x, T )dx+

∫
R
|u0(x)− k|ϕ(x, 0)dx ≥ 0.

(1.14)

La desigualdad de entroṕıa (1.14) permite garantizar la unicidad de solución de
la ley de conservación. A continuación mostraremos la dependencia continua de la
solución con respecto al dato inicial.

Teorema 1.4. Asuma que f es Lipschitz continua y sean u, v ∈ L1 ∩L∞(R× (0,∞))
dos soluciones débiles de los problemas de valores iniciales,

∂tu+ ∂x(f(u)) = 0, u(x, 0) = u0,

∂tv + ∂x(f(v)) = 0, v(x, 0) = v0,
(1.15)

respectivamente, que satisfacen a su vez la condición de entroṕıa de Kružkov. Asuma
que u0 − v0 es integrable y que u y v tienen variación total finita en x, para cada
tiempo. Entonces,

∥u(·, t)− v(·, t)∥1 ≤ ∥u0 − v0∥1. (1.16)
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Demostración. Sea ϕ = ϕ(x, t, y, s) una función test no negativa tanto en (x, t) como
en (y, s) con soporte compacto en t > 0 y s > 0. Dado que ambas funciones u y v
satisfacen (1.13), podemos elegir k = v(y, s) en la desigualdad para u y k = u(x, t) en
la desigualdad para v.

Luego, integramos la desigualdad para u con respecto a y y s y la desigualdad para
v con respecto a x y t. La suma resulta,∫∫∫∫

{|u(x, t)− v(y, s)|(ϕt + ϕs) + q(u, v)(ϕx + ϕy)} dx dt dy ds ≥ 0. (1.17)

Ahora juntamos algunos hechos básicos sobre las funciones mollifier. Estas funciones
son “distribuciones δ aproximadas”. Consideramos funciones ωϵ, con ωϵ → δ0, para
ϵ→ 0.

Sea ω = ω(σ) ∈ C∞, 0 ≤ ω(σ) ≤ 1, suppω ⊆ [−1, 1], ω(−σ) = ω(σ),∫ 1

−1

ω(σ)dσ = 1, ωϵ(σ) :=
1

ϵ
ω
(σ
ϵ

)
.

Lema 1.1. Sea F : R2 → R localmente Lipschitz continua y Ψ ∈ C∞
0 (R2). Sean

u, v ∈ L1 ∩ L∞(R× (0,∞)). Entonces,∫∫∫∫
F (u(x, t), v(y, s))Ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)
ωϵ(x− y)ωϵ0(t− s)dx dt dy ds

ϵ,ϵ0↓0−−−→
∫∫

F (u(x, t), v(x, t))Ψ(x, t)dx dt.

Demostración. Para simplificar la demostración, omitimos la variabilidad en el tiempo
y deseamos demostrar que,∫∫

F (u(x), v(y))Ψ

(
x+ y

2

)
ωϵ(x− y)dxdy

ϵ↓0−→
∫
F (u(x), v(y))Ψ(x)dx.

Observamos primeramente que,∫
F (u(x), v(y))Ψ(x)dx =

∫∫
F (u(x), v(x))Ψ(x)ωϵ(x− y)dx dy,

luego obtenemos que,∫∫
F (u(x), v(y))Ψ

(
x+ y

2

)
ωϵ(x− y)dxdy −

∫∫
F (u(x), v(x))Ψ(x)ωϵ(x− y)dx dy

=

∫∫ (
F (u(x), v(y))− F (u(x), v(x))

)
Ψ

(
x+ y

2

)
ωϵ(x− y)dx dy

+

∫∫
F (u(x), v(x))

[
Ψ

(
x+ y

2

)
−Ψ(x)

]
ωϵ(x− y)dx dy

:= I1 + I2.
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Estimamos las dos integrales I1 e I2 por separado. Utilizando que u es acotada y la
Lipschitz continuidad de F , obtenemos,

|I1| ≤ ∥Ψ∥L∞C

∫∫
|v(x)− v(y)|ωϵ(x− y)dx dy

≤ ∥Ψ∥L∞C

∫∫
|v(y + z)− v(y)|ωϵ(z)dz dy

≤ ∥Ψ∥L∞C sup
|z|≤ϵ

∥v(·+ z)− v∥L1

∫
ωϵ(z)dz = ∥Ψ∥L∞C sup

|z|≤ϵ

∥v(·+ z)− v∥L1 .

Como la norma ∥ · ∥L1 es continua con respecto a traslaciones, concluimos que este
término desaparece cuando ϵ ↓ 0. Para el segundo término utilizamos un argumento
similar:

|I2| ≤ ∥F (u, v)∥L∞

∫∫ ∣∣∣ψ (z
2
+ y
)
−Ψ(z + y)

∣∣∣ωϵ(z)dzdy

≤ ∥F (u, v)∥L∞ sup
|z|≤ϵ

∥∥∥Ψ(·+ z

2

)
−Ψ

∥∥∥
L1

∫
ωϵ(z)dz

= ∥F (u, v)∥L∞ sup
|z|≤ϵ

∥∥∥Ψ(·+ z

2

)
−Ψ

∥∥∥
L1
.

Nuevamente, la última expresión desaparece cuando ϵ ↓ 0.

Regresando a la prueba del Teorema, elegimos ψ(x, t) una función test con soporte
en t > 0 y definimos la función test ϕ(x, y, t, s) por

ϕ(x, y, t, s) := ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)
ωϵ0(t− s)ωϵ(x− y),

donde ϵ0 > 0 y ϵ > 0 son números pequeños. Esta función satisface,

ϕt + ϕs = ∂2ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)
ωϵ0(t− s)ωϵ(x− y)

ϕx + ϕy = ∂1ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)
ωϵ0(t− s)ωϵ(x− y).

Observamos que las derivadas de ωϵ0 y ωϵ, las distribuciones δ aproximadas, se cance-
lan. Aplicando el Lema 1.1 a la función F (u, v) = |u− v|, Ψ = ψt y F (u, v) = q(u, v),
Ψ = ψx, respectivamente, y dejando ϵ0 y ϵ tender a cero, obtenemos en virtud de (1.17)
del Lema 1.1 la desigualdad,∫∫

(|u(x, t)− v(x, t)|ψt + q(u, v)ψx) dtdx ≥ 0,
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para dos soluciones débiles u y v y cada función test ψ no negativa con soporte en
t > ϵ.

Si hubiésemos considerando (1.14) para el intervalo de tiempo t ∈ [0, T ] y funciones
test para los cuales 0 y T pertenece al soporte, la desigualdad de la formulación de
Kruzkov implicaŕıa la desigualdad∫∫∫∫ {∣∣u(x, t)− v(y, s)

∣∣(ϕt + ϕs) + q(u, v)(ϕx + ϕy) + q(u, v)(ϕx + ϕy)
}
dx dt dy ds

−
∫∫∫ ∣∣u(x, T )− v(y, s)

∣∣ϕ(x, T, y, s)dx dy ds
−
∫∫∫ ∣∣u(x, T )− v(y, T )

∣∣ϕ(x, t, y, T )dx dy dt
+

∫∫∫ ∣∣u0(x)− v(y, s)
∣∣ϕ(x, 0, y, s)dx dy ds

+

∫∫∫ ∣∣u(x, t)− v0(y)
∣∣ϕ(x, t, y, 0)dx dy dt ≥ 0.

Eligiendo la función test como arriba y considerando que estamos integrando solamente
sobre la mitad del soporte de las funciones test, obtenemos un factor 1/2 que multiplica
cada uno de los términos de borde para t = 0 y t = T . Terminamos con,∫∫ (∣∣u(x, t)− v(x, t)

∣∣ψt + q(u, v)ψx

)
dx dt

−
∫

|u(x, T )− v(x, T )|ψ(x, T )dx+
∫

|u0(x)− v0(x)|ψ(x, 0)dx ≥ 0.

(1.18)

Para aprovechar esta identidad, escogimos,

ψ(x, t) := (χ[−,+Lt+ϵ,M−Lt−ϵ]∗ωϵ)(x), t ∈ [0, T ].

Aqúı L = ∥f∥Lip, χ[a,b] es la función caracteŕıstica del intervalo [a, b], y ∗ denota el
operador de convolución. Aqúı elegimos M tan grande que,

M − Lt− ϵ > −M + Lt+ 3ϵ, para t < T.

Para obtener una función test admisible, modificamos la función ψ de tal forma que
desaparece suavemente para t > T . Para t < T tenemos entonces,

ψt =
d

dt

∫ M−Lt−ϵ

−M+Lt+ϵ

ωϵ(x− y)dy

= −L(ωϵ(x−M + Lt+ ϵ) + ωϵ(x+M − Lt− ϵ)) ≤ 0,

ψx = −(ωϵ(x−M + Lt+ ϵ)− ωϵ(x+M − Lt− ϵ)). (1.19)



8 Caṕıtulo 1. Leyes de conservación con flujo continuo

En virtud de nuestra selección de M ambas funciones que aparecen en el lado derecho
de (1.19) tienen soportes disjuntos. Por lo tanto,

0 = ψt + L|ψx| ≥ ψt +
q(u, v)

|u− v|
ψx.

Esto significa |u − v|ψt + q(u, v)ψx ≤ 0. Insertando esto en (1.18), obtenemos para
ϵ→ 0, ∫ M−Lt

−M+Lt

|u(x, t)− v(x, t)|dx ≤
∫ M

−M

|u0(x)− v0(x)|dx.

Como u0 − v0 ∈ L1, entonces u(x, t) = v(x, t) para |x| suficientemente grande. Enton-
ces,

∥u(·, t)− v(·, t)∥1 ≤ ∥u0 − v0∥1. (1.20)
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1.3. Existencia de la solución

En esta sección nos centraremos en estudiar la convergencia de una sucesión de
aproximaciones {u∆} de (1.3) generadas por un método de volúmenes finitos. Para
esto, derivamos las estimaciones de compacidad necesarias para probar su convergencia
haciendo uso del teorema de Helly [23]. Finalmente, mostramos que el ĺımite de la
sucesión es una solución débil del problema (1.3). Recalcamos que estudiamos un
problema en 1D y usaremos el término “malla” para referirnos a una discretización de
nuestro dominio espacio-temporal R× [0, T ].

1.3.1. Método de volúmenes finitos

Introducimos una malla uniforme de ancho ∆x y paso temporal ∆t sujeta a una
condición CFL que será determinada luego. El dominio espacial es discretizado en
celdas uniformes Ij = [xj−1/2, xj+1/2), donde xj+1/2 = xj +∆x/2 son las interfaces de
la celda, y xj son los centros de celda. Sea tn = n∆t el paso temporal y λ = ∆t/∆x.

Queremos construir una solución aproximada en el sentido de los volúmenes finitos
u∆ tal que,

u∆(x, t) = unj , (x, t) ∈ Ij × [tn, tn+1).

Para este fin, aproximamos el dato inicial de la forma,

u0j =
1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

u0(x)dx,

y definimos el método de volúmenes finitos de la forma, y el esquema conservativo,

un+1
j = unj +

∆t

∆x

(
F n
j+1/2 − F n

j−1/2

)
, (1.21)

donde consideraremos para este trabajo el flujo numérico monótono, propuesto en
[24, 17]:

F n
j+1/2 = unj V (unj+1). (1.22)

A continuación estudiaremos propiedades que permiten demostrar la existencia de
la solución del problema (1.3).

Lema 1.2. El flujo numérico definido en (1.22) es monótono.

Demostración. El flujo numérico definido en (1.22) puede ser descrito mediante la
función F : R× R → R, dada por,

F (u,w) = uV (w).
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De los supuestos vemos que,

ı́nf
x∈R

u0(x) = 0 y sup
x∈R

u0(x) = umáx.

Aśı, nuestro intervalo de referencia es I = [0, umáx]. Veamos ahora que se satisfacen las
tres propiedades de monotonicidad.

Consistencia. Sea u ∈ I dado. Es claro que, F (u, u) = uV (u) = f(u). Por lo
tanto el flujo numérico F es consistente.

Lipschitz-continuidad. Veamos inicialmente que F es Lipschitz-continua con
respecto a la primera variable. En efecto, sean u1, u2 ∈ I dados. Luego, note que,

|F (u1, w)−F (u2, w)| = |u1V (w)−u2V (w)| = |V (w)||u1−u2| ≤ Vmáx|u1−u2|, ∀w ∈ I,

esto es,

|F (u1, w)− F (u2, w)| ≤ L1|u1 − u2|, ∀w ∈ I,

donde L1 = Vmáx es la constante de Lipschitz con respecto a la primera variable.

Mostremos ahora que F es Lipschitz-continua con respecto a la segunda variable.
En efecto, sean w1, w2 ∈ I dados. Luego, note que,

|F (u,w1)− F (u,w2)| = |uV (w1)− uV (w2)| = u|V (w1)− V (w2)|.

Ahora, sin pérdida de generalidad asumamos que w1 < w2. Como V es una
función diferenciable en I, entonces por el Teorema del Valor Medio existe ξ ∈
(w1, w2) tal que,

V (w1)− V (w2) = V ′(ξ)(w1 − w2).

Aśı tenemos que,

|F (u,w1)− F (u,w2)| = u|V ′(ξ)||w1 − w2| ≤ umáx∥V ′∥∞|w1 − w2|, ∀u ∈ I,

esto es,

|F (u,w1)− F (u,w2)| ≤ L2|w1 − w2|, ∀u ∈ I,

donde L2 = umáx∥V ′∥∞ es la constante de Lipschitz con respecto a la segunda
variable.

De esta forma vemos que F es Lipschitz-continua con respecto a cada una de sus
variables.
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F (↑,↓). Veamos inicialmente que F es creciente con respecto a su primera varia-
ble. En efecto, sean u1, u2 ∈ I dados tales que u1 ≤ u2. Luego, como V (w) ≥ 0,
para cada w ∈ I, entonces,

F (u1, w) = u1V (w) ≤ u2V (w) = F (u2, w),

esto es, F (u1, w) ≤ F (u2, w). Aśı, F es creciente con respecto a su primera
variable.

Ahora veamos que F es decreciente con respecto a su segunda variable. En efecto,
sean w1, w2 ∈ I dados tales que w1 ≤ w2. Luego, dado que V ′(w) ≤ 0, para cada
w ∈ I, tenemos que V es decreciente. Por lo tanto, V (w2) ≤ V (w1). De ese modo,

F (u,w2) = uV (w2) ≤ uV (w1) = F (u,w1),

es decir, F (u,w2) ≤ F (u,w1). Aśı, F es decreciente con respecto a su segunda
variable.

De todo lo anterior concluimos que el flujo numérico definido en (1.22) es monótono.

Lema 1.3 (Principio del máximo). Supongamos que los tamaños de paso espacial, ∆x
y temporal, ∆t, están sujetos a la siguiente condición CFL:

λ(L1 + L2) ≤ 1. (1.23)

Entonces, el esquema de volúmenes finitos (1.21)-(1.22) satisface el principio del máxi-
mo, es decir,

si 0 ≤ u0(x) ≤ umáx, entonces 0 ≤ unj ≤ umáx, para todo j ∈ Z y n ∈ N.

Demostración. Probemos el resultado usando inducción sobre n. De la hipótesis sabe-
mos que el resultado es cierto para n = 0. Supongamos pues que 0 ≤ unj ≤ umáx, para
cada j ∈ Z. Ahora bien, sea j ∈ Z fijo. Por (1.21) obtenemos que,

un+1
j = unj − λ(F (unj , u

n
j+1)− F (unj , u

n
j )) + λ(F (unj−1, u

n
j )− F (unj , u

n
j ))

= unj + λaj(u
n
j+1 − unj ) + λbj−1(u

n
j−1 − unj )

= (1− λ(aj + bj−1))u
n
j + λaju

n
j+1 + λbj−1u

n
j−1,

es decir,
un+1
j = (1− λ(aj + bj−1))u

n
j + λaju

n
j+1 + λbj−1u

n
j−1, (1.24)

donde,

aj = −
F (unj , u

n
j+1)− F (unj , u

n
j )

unj+1 − unj
, bj−1 =

F (unj−1, u
n
j )− F (unj , u

n
j )

unj−1 − unj
.
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De la hipótesis inductiva sabemos que unj ≤ umáx, u
n
j+1 ≤ umáx y unj−1 ≤ umáx. Por lo

tanto, de (1.24) obtenemos que,

un+1
j ≤ (1− λ(aj + bj−1))umáx + λajumáx + λbj−1umáx = umáx,

esto es,

un+1
j ≤ umáx. (1.25)

De otro lado, por lo probado en a) sabemos que F es creciente con respecto a su
primera variable y decreciente con respecto a su segunda variable. Por lo tanto, es
claro que aj ≥ 0 y bj−1 ≥ 0. Además, de la Lipschitz-continuidad de F vemos que,

aj ≤
|F (unj , unj+1)− F (unj , u

n
j )|

|unj+1 − unj |
≤
L1|unj+1 − unj |
|unj+1 − unj |

= L1

y,

bj−1 ≤
|F (unj−1, u

n
j )− F (unj , u

n
j )|

|unj−1 − unj |
≤
L2|unj−1 − unj |
|unj−1 − unj |

= L2.

De ese modo, empleando (1.23) obtenemos que,

λ(aj + bj−1) ≤ λ(L1 + L2) ≤ 1,

esto es, 1 − λ(aj + bj−1) ≥ 0. Como, unj ≥ 0, unj+1 ≥ 0 y unj−1 ≥ 0, entonces de (1.24)
se sigue que,

un+1
j ≥ 0. (1.26)

Finalmente, haciendo uso de (1.25) y (1.26) concluimos que, 0 ≤ un+1
j ≤ umáx, para

cada j ∈ Z. De esta forma, por inducción matemática se sigue que, 0 ≤ unj ≤ umáx,
para todo j ∈ Z y n ∈ N.

Lema 1.4 (Lax-Wendroff). Si la sucesión u∆ converge en L1 a una función u, entonces
u es solución débil de la ley de conservación (1.3).

Demostración. De las partes a) y b) vimos que el esquema numérico (1.21)-(1.22) es
consistente y conservativo. Supongamos cuando ∆ → 0, satisfaciendo la condición
CFL (1.23), la sucesión u∆ converge en L1 a una función u. Veamos que u es una
solución débil de (1.3).

Sea f(u) = uV (u). Debemos verificar que,∫ ∞

0

∫
R
(ψtu+ ψxf(u))dxdt = −

∫
R
ψ(x, 0)u0(x)dx, ψ ∈ C1

c .
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Considere ψn
j =

1

∆t∆x

∫ tn+1

tn

∫
Ij
ψ(x, t)dxdt. Multiplicando el método conservativo por

ψn
j y sumando para cada j ∈ Z y n ∈ N se obtiene que,

∞∑
n=0

∑
j∈Z

ψn
j (u

n+1
j − unj ) = −∆t

∆x

∞∑
n=0

∑
j∈Z

ψn
j (Fj+1/2 − Fj−1/2).

Reorganizando las sumas, y suponiendo que ψn
j = 0 para |j| o n suficientemente

grandes se obtiene que,

−
∑
j∈Z

u0ju
0
j −

∞∑
n=1

∑
j∈Z

(ψn
j − ψn−1

j )unj =
∆t

∆x

∞∑
n=0

∑
j∈Z

(ψn
j+1 − ψn

j )F
n
j−1.

Observe además que cada suma es finita ya que ψ ∈ C1
c . Multiplicando por ∆x y

reorganizando las ecuaciones tenemos,

0 = ∆x∆t

[
∞∑
n=1

∑
j∈Z

(
ψn
j − ψn−1

j

∆t

)
unj +

∞∑
n=0

∑
j∈Z

(
ψn
j+1 − ψn

j

∆x

)
F n
j−1/2

]
+∆x

∑
j∈Z

ψ0
ju

0
j .

Por la regularidad de ψ y la convergencia L1 de u∆ se tiene que,

∆x∆t
∞∑
n=1

∑
j∈Z

(
ψn
j − ψn−1

j

∆t

)
unj −→

∫ ∞

0

∫
R
ψt(x, t)u(x, t)dxdt, ∆ → 0.

De otro lado, utilizando la monotońıa del flujo,

∞∑
n=0

∑
j∈Z

(
ψn
j+1 − ψn

j

∆x

)
F n
j−1/2 =

∞∑
n=0

∑
j∈Z

(
ψn
j+1 − ψn

j

∆x

)
f(unj )

+
∞∑
n=0

∑
j∈Z

(
ψn
j+1 − ψn

j

∆x

)
(F n

j−1/2 − f(unj )).

Usando la Lipschitz-continuidad del flujo numérico y la propiedad TVD de u∆ vemos
que,

|F n
j−1/2 − f(unj )| = |F n

j−1/2(u
n
j−1, u

n
j )− F n

j−1/2(u
n
j , u

n
j )| ≤ L|unj−1 − unj | ≤ LTV(u0),

por lo cual,

∆t∆x
∞∑
n=0

∑
j∈Z

(
ψn
j+1 − ψn

j

∆x

)
(F n

j−1/2 − f(unj )) −→ 0, ∆ → 0.
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Mientras que usando el hecho que u∆ converge a u y la regularidad de ψ se tiene que,

∆t∆x
∞∑
n=0

∑
j∈Z

(
ψn
j+1 − ψn

j

∆x

)
f(unj ) −→

∫ +∞

0

∫
R
ψxf(u)dxdt, ∆ → 0.

Lema 1.5. El esquema (1.21)-(1.22) es TVD, es decir,

∀n ∈ N,
∑
j∈Z

|un+1
j+1 − un+1

j | ≤
∑
j∈Z

|unj+1 − unj |. (1.27)

Demostración. En la parte b) vimos que el esquema (1.21)-(1.22) puede escribirse de
la forma,

un+1
j = unj + λaj(u

n
j+1 − unj )− λbj−1(u

n
j − unj−1), (1.28)

donde,

aj = −
F (unj , u

n
j+1)− F (unj , u

n
j )

unj+1 − unj
, bj−1 =

F (unj−1, u
n
j )− F (unj , u

n
j )

unj−1 − unj
.

Además, se mostró que λaj ≥ 0, λbj−1 ≥ 0 y λaj+λbj−1 = λ(aj+ bj−1) ≤ 1, para cada
j ∈ Z. Por lo tanto, se satisfacen todas las hipótesis del Teorema de Harten (Véase
Teorema 5.2 en Anexo 1) y en consecuencia podemos hacer uso de éste para concluir
que,

∀n ∈ N,
∑
j∈Z

|un+1
j+1 − un+1

j | ≤
∑
j∈Z

|unj+1 − unj |. (1.29)

De esta forma vemos que (1.21)-(1.22) es TVD. Veamos además que si u0 ∈ BV(R),
entonces,

∀n ∈ N,
∑
j∈Z

|un+1
j+1 − un+1

j | ≤ |u0|BV(R). (1.30)

Realicemos inducción sobre n. Para ello, probemos inicialmente que,∑
j∈Z

|u0j+1 − u0j | ≤ |u0|BV(R).

En efecto, observe que si u0 ∈ C1(R), entonces,

u0j+1 − u0j =
1

∆x

∫ (i+1)∆x

i∆x

(u0(x−∆x)− u0(x))dx = −
∫ (i+1)∆x

i∆x

∫ 1

0

u′0(x− s∆x)dsdx.
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Por lo tanto, ∑
j∈Z

|u0j+1 − u0j | ≤
∑
j∈Z

∫ (i+1)∆x

i∆x

∫ 1

0

|u′0(x− s∆x)|dsdx

=
∑
j∈Z

∫ 1

0

∫ (i+1)∆x

i∆x

|u′0(x− s∆x)|dxds

=

∫ 1

0

∑
j∈Z

∫ (i+1)∆x

i∆x

|u′0(x− s∆x)|dxds

=

∫ 1

0

∫
R
|u′0(x− s∆x)|dxds

=

∫ 1

0

∥u′0∥L1(R)ds = ∥u′0∥L1(R) = |u0|BV(R),

esto es, ∑
j∈Z

|u0j+1 − u0j | ≤ |u0|BV(R).

Para el caso general u0 ∈ BV(R), se usa un argumento de densidad. Aśı, vemos que
la afirmación es cierta para n = 0. Supongamos ahora que es válida para n, es decir,∑

j∈Z

|unj+1 − unj | ≤ |u0|BV(R).

Luego, empleando (1.27) se sigue que,∑
j∈Z

|un+1
j+1 − un+1

j | ≤
∑
j∈Z

|unj+1 − unj | ≤ |u0|BV(R).

De esta manera hemos probado (1.30).

Observación 1.5. Se puede verificar que,

|u∆(t, ·)|BV(R) = TV(u∆(t, ·)) =
∑
j∈Z

|unj+1 − unj |, (1.31)

donde u∆ es la función constante a trozos tal que, u(x, t) = unj , si (x, t) ∈ Ij×[tn, tn+1).

Lema 1.6. Existe una constante C, independiente de ∆t y ∆x, tal que |u∆|BV(R×[0,T ]) ≤
C.

Demostración. De la estimación BV en tiempo realizada en clase sabemos que,

∑
j∈Z

∆x

⌊T/∆x⌋∑
n=0

|un+1
j − unj | ≤ (T +∆t)(L1 + L2)|u0|BV(R). (1.32)
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Observación 1.6. Se puede verificar que,

|u∆(·, x)|BV([0,T ]) = TV(u∆(·, x)) =
⌊T/∆x⌋∑
n=0

|unj+1 − unj |, (1.33)

donde u∆ es la función constante a trozos tal que, u(x, t) = unj , si (x, t) ∈ Ij×[tn, tn+1).

Ahora bien, empleando (1.30), (1.31), (1.32) y (1.33) obtenemos que,

|u∆|BV(R×[0,T ]) ≤
∫ T

0

|u∆(t, ·)|BV(R)dt+

∫
R
|u∆(·, x)|BV([0,T ])dx

≤
∫ T

0

∑
j∈Z

|unj+1 − unj |dt+
∑
j∈Z

∆x

⌊T/∆x⌋∑
n=0

|unj+1 − unj |

≤ T |u0|BV(R) + (T +∆t)(L1 + L2)|u0|BV(R) := C.

Aśı vemos que existe una constante C tal que |u∆|BV(R×[0,T ]) ≤ C.

Lema 1.7 (Desigualdad discreta de entroṕıa). El esquema (1.21)-(1.22) satisface la
siguiente desigualdad de entroṕıa,

|un+1
j − k| − |unj − k|+ λ(Gj+1/2(u

n
j , u

n
j+1)−Gj−1/2(u

n
j−1, u

n
j )) ≤ 0, n ≥ 0, j ∈ Z,

(1.34)
donde,

a ∧ b := máx{a, b}, a ∨ b := mı́n{a, b},

y,
Gj+1/2(a, b) := F (a ∧ k, b ∧ k)− F (a ∨ k, b ∨ k).

Demostración. Defina, H(a, b, c) := b− λ(F (b, c)−F (a, b)). Por la monotonicidad del
fujo, H es creciente respecto a todas sus variables en I3 y además,

H(a, a, a) = a− λ(F (a, a)− F (a, a)) = a,

esto es, H(a, a, a) = a. Además, sabemos que un esquema numérico monótono es de
la forma,

un+1
j = unj − λ(F (unj , u

n
j+1)− F (unj−1, u

n
j )).

Por lo tanto, de la definición de H vemos que, un+1
j = H(unj−1, u

n
j , u

n
j+1).

Luego, sea k ∈ [́ınfR u0, supR u0] dado. Como, unj−1 ≤ unj−1 ∨ k, unj ≤ unj ∨ k,
unj+1 ≤ unj+1 ∨ k, entonces de la monotonicidad de H se sigue que,

un+1
j = H(unj−1, u

n
j , u

n
j+1) ≤ H(unj−1 ∨ k, unj ∨ k, unj+1 ∨ k). (1.35)
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Por otro lado, observe que k = H(k, k, k). Empleando nuevamente la monotonicidad
de H se tiene que,

k ≤ H(unj−1 ∨ k, unj ∨ k, unj+1 ∨ k). (1.36)

En virtud de (1.35) y (1.36), concluimos que,

un+1
j ∨ k ≤ H(unj−1 ∨ k, unj ∨ k, unj+1 ∨ k). (1.37)

Del mismo modo, dado que, unj−1 ≥ unj−1 ∧ k, unj ≥ unj ∧ k, unj+1 ≥ unj+1 ∧ k, entonces
de la monotonicidad de H se sigue que,

un+1
j = H(unj−1, u

n
j , u

n
j+1) ≥ H(unj−1 ∧ k, unj ∧ k, unj+1 ∧ k). (1.38)

Por otra parte, note que k = H(k, k, k). Usando nuevamente la monotonicidad de H
se tiene que,

k ≥ H(unj−1 ∧ k, unj ∧ k, unj+1 ∧ k). (1.39)

En virtud de (1.38) y (1.39), concluimos que,

un+1
j ∧ k ≥ H(unj−1 ∧ k, unj ∧ k, unj+1 ∧ k). (1.40)

Restando (1.37) y (1.40) obtenemos que,

un+1
j ∨ k − un+1

j ∧ k ≤ H(unj−1 ∨ k, unj ∨ k, unj+1 ∨ k)−H(unj−1 ∧ k, unj ∧ k, unj+1 ∧ k).

Pero, observe que,
un+1
j ∨ k − un+1

j ∧ k = |un+1
j − k|.

Además,

H(unj−1 ∨ k, unj ∨ k, unj+1 ∨ k) = unj ∨ k − λ(F (unj ∨ k, unj+1 ∨ k)− F (unj−1 ∨ k, unj ∨ k));
H(unj−1 ∧ k, unj ∧ k, unj+1 ∧ k) = unj ∧ k − λ(F (unj ∧ k, unj+1 ∧ k)− F (unj−1 ∧ k, unj ∧ k)).

Por lo tanto, si S = H(unj−1∨k, unj ∨k, unj+1∨k)−H(unj−1∧k, unj ∧k, unj+1∧k), entonces,

S = unj ∨ k − unj ∧ k − λ(Gj+1/2(u
n
j , u

n
j+1)−Gj−1/2(u

n
j−1, u

n
j ))

= |unj − k| − λ(Gj+1/2(u
n
j , u

n
j+1)−Gj−1/2(u

n
j−1, u

n
j )).

De ese modo,

|un+1
j − k| ≤ |unj − k| − λ(Gj+1/2(u

n
j , u

n
j+1)−Gj−1/2(u

n
j−1, u

n
j )),

es decir,

|un+1
j − k| − |unj − k|+ λ(Gj+1/2(u

n
j , u

n
j+1)−Gj−1/2(u

n
j−1, u

n
j )) ≤ 0.
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1.3.2. Prueba del Teorema principal

Teorema 1.7. Supongamos que u0 ∈ BV(R), y que u∆ es obtenido mediante el es-
quema (1.21)-(1.22) el cual es monótono y satisface una condición CFL tipo (1.23).
Si ∆ → 0, entonces u∆ converge a una solución de entroṕıa de la ley de conservación
(1.3) débilmente en L∞((0,+∞) × R) y fuertemente en Lp

loc([0,+∞) × R), para todo
p < +∞.

Demostración. como u∆ es acotada, de variación total acotada, podemos emplear el
Lema de Helly para extraer una subsucesión denotada nuevamente por u∆ la cual
converge a alguna u débilmente en L∞((0,+∞)×R) y fuertemente Lp

loc([0,+∞)×R)
para todo p < +∞.

Por Teorema de Lax-Wendroff (Lema 1.4) sabemos que u es una solución débil de
(1.3). Resta probar que u es solución de entroṕıa, entonces su unicidad asegura que la
sucesión completa converge.

Sea k ∈ I, ϕ ∈ C∞
c ([0,+∞)×R) una función no negativa y ψn

j su versión discreta.
Como u∆ satisface la desigualdad discreta de entroṕıa (1.34), sumando j y n y re-
indexando las sumas finitas, se obtene que,

0 ≥
∑
n≥0

∑
j∈Z

∆x(|un+1
j − k| − |unj − k|)ψn

j (1.41)

+
∑
n≥0

∑
j∈Z

∆t(Gj+1/2(u
n
j , u

n
j+1)−Gj−1/2(u

n
j−1, u

n
j ))ψ

n
j

≥
∑
n≥1

∆t
∑
j∈Z

∆x|un+1
j − k|

ψn+1
j − ψn

j

∆t
−
∑
j∈Z

∆x|u0j − k|ψ0
j (1.42)

+
∑
n≥0

∑
j∈Z

∆t∆xGj−1/2(u
n
j−1, u

n
j )
ψn
j−1 − ψn

j

∆x
− S1 − S2 + S3.

Observe que,

Gj−1/2(u
n
j−1, u

n
j ) =Fj−1/2(u

n
j−1 ∧ k, unj ∧ k)− Fj−1/2(uj−1 ∨ k, unj ∨ k)

± Fj−1/2(u
n
j ∧ k, unj ∧ k)± Fj−1/2(u

n
j ∨ k, unj ∨ k).

Aśı, definiendo f(u) = uV (u) y considerando la propiedad de consistencia del flujo
numérico y su Lipschitz continuidad, además de la propiedad TVD de u0, se sigue que,

S3 =
∑
n≥0

∑
j∈Z

∆t∆x(f(unj ∧ k)− f(uj ∨ k))
ψn
j − ψn

j+1

∆x
+K∆x

⌊T/∆x⌋∑
n=0

∆x
∑
j∈Z

|unj − unj−1|,
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donde K = K(L1, L2;ψ) y T > 0 es tal que, supp(ψ) ⊂ [0, T ]× R. Definiendo,

Φ∆ :=
ψn+1
j − ψn

j

∆t
sobre Ij × [n∆t, (n+ 1)∆t),

Ψ∆ :=
ψn
j − ψn

j+1

∆x
sobre Ij × [n∆t, (n+ 1)∆t),

Θ∆ := ψ0
j sobre Ij,

Uk
∆ := |u0j − k| sobre Ij.

Por la regularidad de ψ y la definición de u0j , se tiene que cuando ∆ → 0,

Φ∆ → ∂tψ, y Ψ∆ → −∂xψ uniformemente en [0,+∞)× R.

Θ∆ → ψ(0, ·) uniformemente en R y Uk
∆ → |u0 − k| en L1

loc(R).

Notar que Φ∆,Ψ∆ y Θ∆ se anulan fuera de cualquier conjunto compacto, por lo tanto,
la ecuación (1.41) puede ser escrita como,

0 ≥
∫ ∞

0

∫
R
|u∆ − k|Φ∆(t, x)dtdx−

∫
R
U0,k
∆ Θ∆(x)dx

+

∫ ∞

0

∫
R
[f(u∆ ∧ k)− f(u∆ ∨ k)]Ψ∆(t, x)dtdx+ O(∆x).

La convergencia fuerte en L1
loc([0,+∞)× R) de u∆ permite pasar al ĺımite y concluir

que u satisface la condición de entroṕıa.
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1.4. Experimentos numéricos

Ejemplo 1.8. Consideremos el siguiente problema de valor inicial,{
ut + (2u(1− u)2))x = 0, x ∈ [−2, 4], t > 0,

u(x, 0) = χ[− 3
2
,0](x), x ∈ R.

Vemos que esta ley de conservación tiene flujo f(u) = 2u(1 − u)2 = uV (u), con
V (u) = 2(1 − u)2 y el dato inicial consiste de dos problemas de Riemann puestos en
x1 = −3/2 y x2 = 0 en el tiempo t = 0. Hallemos la solución de entroṕıa del problema.

El problema de Riemann definido en x1 = −3/2 en el instante t = 0 tiene los
estados a izquierda y a derecha dados por, uL = 0 y uR = 1, respectivamente.
Como uL < uR, la solución es un choque. Obtenemos para x cerca de x1 y t > 0
suficientemente pequeño, la siguiente solución,

u(x, t) =

{
0 para x < x1(t) := x1 + s1t,

1 para x ≥ x1(t),
(1.43)

donde,

s1 =
f(1)− f(0)

1− 0
= 0.

Del mismo modo, el problema de Riemann definido en x2 = 0 al instante t = 0
tiene los estados a izquierda y a derecha, uL = 1 y uR = 0, respectivamente.
Como uL > uR, se toma la envoltura convexa superior, por lo cual la solución
está compuesta por una rarefacción entre uL = 1 y un punto u∗ seguida de un
choque entre u∗ y uR = 0, donde u∗ satisface que,

f ′(u∗) =
f(1)− f(u∗)

1− u∗
⇐⇒ 2(1− u∗)(1− 3u∗) =

−2u∗(1− u∗)2

1− u∗

⇐⇒ 1− 3u∗ = −(1− u∗) = u∗ − 1

⇐⇒ 4u∗ = 2

⇐⇒ u∗ =
1

2
.

Necesitamos hallar la inversa de la derivada del flujo. Tenemos que,

f ′(u) = 2(1− u)(1− 3u).

Luego, si z = 2(1− u)(1− 3u), entonces

6u2 − 8u+ (2− z) = 0 ⇐⇒ u =
8±

√
64− 4(6)(2− z)

12
=

4±
√
4 + 6z

6
.
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Como f ′(u∗) = −1
2
, entonces debemos tener que (f ′)−1(−1

2
) = u∗. Por lo tanto,

(f ′)−1(z) =
4±

√
4 + 6z

6
.

Obtenemos para x cerca de x2 y t > 0 suficientemente pequeño, la siguiente
solución,

u(x, t) =


1 para x < x2(t) := x2 + f ′(u∗)t,

4−
√

4 + 6
(
x
t

)
6

para x2(t) ≤ x ≤ x3(t) = x2 + f ′(uR)t,

0 para x ≥ x3(t).

(1.44)

Vemos que los frentes x1(t) y x2(t) producen una única colisión. Esta se realiza
al instante obtenido resolviendo, x1 + s1t = x2 + f ′(u∗)t, es decir para,

−3

2
= − t

2
=⇒ t = 3.

Resumiendo las soluciones (1.43) y (1.44) para los problemas de Riemann indi-
viduales, obtenemos la siguiente solución para t < 3,

u(x, t) =



0 para x < −3
2
,

1 para − 3
2
≤ x ≤ − t

2
,

4−
√
4 + 6

(
x
t

)
6

para − t
2
≤ x ≤ 2t,

0 para x > 2t.

(1.45)

Para este caso vemos que, L1 = Vmáx = 2 y L2 = umáx∥V ′∥∞ = 4. Por lo tanto, de la
condición CFL (4.1) obtenemos la cota, λ ≤ 1/6. Escojemos λ = 1/6. Los resultados
numéricos obtenidos se muestran en las figuras subsecuentes.
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(a) Esquema (1.21)-(1.22), Godunov y solu-
ción exacta con ∆x = 1/100 en t = 1.
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(b) Esquema (1.21)-(1.22), Godunov y solu-
ción exacta con ∆x = 1/400 en t = 1.
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(c) Esquema (1.21)-(1.22), Godunov y solu-
ción exacta con ∆x = 1/100 en t = 2.
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Solución exacta

(d) Esquema (1.21)-(1.22), Godunov y solu-
ción exacta con ∆x = 1/400 en t = 2.

Ejemplo 1.9. Consideremos el siguiente problema de valor inicial,{
ut + (2u(1− u)2))x = 0 = 0, x ∈ [−1, 1], t > 0,

u(x, 0) = 0.5(1 + sin(πx)), x ∈ R.

Queremos deducir una versión de orden 2 del método (1.21)-(1.22) para aproximar
numéricamente el problema. Empleamos una estrategia de discretización tipo MUSCL
y hacemos uso de una diferenciación temporal tipo Runge Kutta. Para implementarlo,
aproximamos u(x, tn) mediante funciones lineales a trozos en cada celda, es decir,
ûj(x, t

n) = unj +σ
n
j (x−xj), donde las pendientes σn

j son calculadas usando el limitador
minmod generalizado, esto es,

σn
j = minmod(unj+1 − unj , u

n
j − unj−1),
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donde,

minmod(a, b) :=

{
sgn(a)mı́n{|a|, |b|} si sgn(a) = sgn(b),

0 en otro caso.

Esta extrapolación permite definir los valores a derecha e izquierda en las celdas dados
por,

uLj+1/2 := ûj(xj +∆x/2, tn) = unj + σn
j ∆x/2

uRj−1/2 := ûj(xj −∆x/2, tn) = unj − σn
j ∆x/2,

respectivamente.

Si escribimos nuestro esquema con Euler de primer orden para la diferenciación
temporal y diferenciación espacial formal de segundo orden como,

un+1
j = unj − λLj(u

n) := unj − λ(F n
j+1/2 − F n

j−1/2), (1.46)

donde Fj+1/2 = uLj+1/2V (uRj+1/2). Entonces la versión RK toma la siguiente forma
de dos pasos,

{
u
(1)
j = unj − λLj(u

n)

un+1
j = 1

2
(unj + u

(1)
j )− λ

2
Lj(u

(1)
j ).

Se usó un esquema de Godunov de orden 2 para obtener la solución de referencia.
En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos en los que se evidencia el
segundo orden del esquema propuesto.

∆x ∥e∥∞ log2(∥e1∥/∥e2∥)
1/100 1.54e− 04 -
1/200 4.10e− 05 1.913
1/400 1.08e− 05 1.914
1/800 2.80e− 06 1.956
1/1600 7.01e− 07 1.998
1/3200 1.55e− 07 2.176

Cuadro 1.1: Error numérico en norma L∞ en t = 0.05.
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Figura 1.1: Esquema MUSCL (1.46) y solución de referencia en t = 0.05.
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Figura 1.2: Esquema MUSCL (1.46) y solución de referencia en t = 0.2.
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1.5. Conclusiones del caṕıtulo

En este caṕıtulo se demostró la existencia y unicidad de la ley de conservación (1.3)
asumiendo los supuestos (1.6) y haciendo uso del esquema numérico (1.21)-(1.22) el
cual aprovecha la forma en la que está escrita el flujo, esta es, f(ϕ) = ϕV (ϕ), lo cual
presenta ventajas con respecto a los esquemas numéricos tradicionales empleados para
resolver este tipo de ecuaciones, lo cual es corroborado en los experimentos numéri-
cos presentados. De igual manera es posible extender este esquema a un esquema de
segundo orden.

Este modelo puede ser utilizado para una gran variedad de aplicaciones, entre ellas,
dinámica de tráfico vehicular, problemas de sedimentación, dinámica poblacional, etc.

Cabe resaltar que aún hay preguntas abiertas respecto al esquema numérico utili-
zado, por ejemplo, ¿es posible extenderlo a esquemas de alto orden de aproximación
empleando aproximaciones tipo WENO?¿o a esquemas en 2D?

En el Caṕıtulo 3 haremos uso de las ventajas de este esquema numérico conside-
rando una función de flujo que tiene discontinuidades con respecto al espacio.





Caṕıtulo 2
Modelamiento matemático de un CCD

En este caṕıtulo presentamos un modelo matemático para describir un circuito
CCD introducido en el Caṕıtulo 1. Se presentará una descripción de los caudales pre-
sentes en el modelo, del mismo modo, describiremos la ley de conservación que rige
cada clarificador-espesador del circuito aśı como el transporte entre cada una de las
unidades. Finalizaremos definiendo una solución de entroṕıa para el sistema de leyes
de conservación asociadas al CCD.

2.1. Caudales
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Figura 2.1: Un circuito de decantación a contracorriente compuesto deN clarificadores-
espesadores.

Consideremos un arreglo espacial de N clarificadores-espesadores, denotados por
CT1, . . . ,CTN , como se indica en la Figura 2.1. Asumimos que todos los caudales
son cantidades no negativas y que en cualquier momento tenemos conservación de la
mezcla en cada uno de los CTs, esto es,

QFi = QEi +QUi, i = 1, . . . , N, (2.1)

27
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donde QFi, QEi y QUi denotan las tasas volumétricas de concentración, efluente y des-
bordamiento, respectivamente, de CTi, i = 1, . . . , N . El flujo volumétrico de alimenta-
ción de CT1 es la suma de el flujo externo de alimentación QF y del flujo volumétrico
de efluente de CT2 (para N ≥ 2) o del flujo volumétrico de agua de lavado (para
N = 1).

QF1 =

{
QF +QW si N = 1,

QF +QE2 si N ≥ 2.
(2.2)

Para CTi con i = 2, . . . , N − 1, la tasa volumétrica de alimentación QFi es igual al
desbordamiento que viene de CTi−1 más el efluente proveniente de CTi+1, esto es,

QFi = QU,i−1 +QE,i+1, i = 2, . . . , N − 1. (2.3)

La tasa volumétrica de alimentación QFN de CTN es igual a la tasa de agua de lavado
QW más el desbordamiento proveniente de CTN−1 (para N ≥ 2) o la tasa volumétrica
de alimentación (para N = 1):

QFN =

{
QW +QF si N = 1,

QW +QU,N−1 si N ≥ 2.
(2.4)

Los balances introducidos hasta ahora implican conservación global, esta es

QW +QF = QE1 +QUN . (2.5)

Esto se ve inmediatamente para un solo CT (N = 1). Para N ≥ 2 obtenemos de (2.2)
y (2.4)

QW +QF = QFN −QU,N−1 +QF1 −QE2.

Eliminando QFN y QF1 mediante (2.1) obtenemos

QW +QF = QUN +QE1 + (QEN −QU,N−1 +QU1 −QE2). (2.6)

Para N = 2 la expresión en paréntesis es cero y termina la prueba. Para N ≥ 3, note
que igualando los lados derechos de (2.1) y (2.3) para i = 2, . . . , N − 1 y reordenando
términos, se sigue que

QE,i+1 −QUi − (QEi −QU,i−1) = 0, i = 2, . . . , N − 1,

por lo tanto

QEN −QU,N−1 +QU1 −QE2 =
N−1∑
i=2

(
QE,i+1 −QUi − (QEi −QU,i−1)

)
= 0.
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Vale destacar que (2.5) es satisfecha para cualquier elección deQ-flujos que cumplan
(2.1)–(2.4). En efecto, supongamos que los flujos QF y QW son dados y que estamos
interesados en el número de grados de libertad para elegir 3N variables QFi, QUi y
QEi para i = 1, . . . , N . Luego notamos que (2.1)–(2.4) constituyen dos ecuaciones
escalares independientes para N = 1, cuatro ecuaciones para N = 2 y 2N ecuaciones
para N ≥ 3. Esto es, para todo N , uno puede elegir N de los caudales que forman
el circuito; por supuesto esto debe ocurrir dentro de ciertos ĺımites que aseguren que
todos los flujos son no negativos.

Ahora, notemos que de (2.1) y (2.3) resulta el sistema de ecuaciones:

QE1 +QU1 = QE2 +QF (2.7)

QE,i +QU,i = QE,i+1 +QU,i−1, i = 2, . . . , N − 1 (2.8)

QEN +QUN = QW +QU,N−1 (2.9)

Normalmente, los caudales QF y QW son dados, pues estas cantidades provienen
de plantas de tratamiento de las cuales podemos obtener esta información. Además,
una observación pertinente es que podemos considerar los caudales de desbordamiento
QU,i como parámetros libres, pues en la práctica, estas cantidades son controlables en
cada CTs por medio de llaves que regulan la cantidad de sedimento que sale de cada
unidad. Aśı, de (2.9) obtenemos que,

QEN = QW +QU,N−1 −QUN . (2.10)

Para i = N − 1, de (2.8) y (2.10) obtenemos que,

QE,N−1 = QEN +QU,N−2 −QU,N−1

= (QW +QU,N−1 −QUN) +QU,N−2 −QU,N−1

= QW +QU,N−2 −QUN ,

esto es,
QE,N−1 = QW +QU,N−2 −QUN . (2.11)

Similarmente, para i = N − 2 de (2.8) y (2.11), se sigue que,

QE,N−2 = QE,N−1 +QU,N−3 −QU,N−2

= (QW +QU,N−2 −QUN) +QU,N−3 −QU,N−2

= QW +QU,N−3 −QUN ,

es decir,
QE,N−2 = QW +QU,N−3 −QUN . (2.12)
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Procediendo de esta forma vemos que,

QE,i = QW +QU,i−1 −QUN , i = 2, . . . , N. (2.13)

También, de (2.7) y (2.13) se sigue que,

QE1 = QW +QF −QUN . (2.14)

Dado que asumimos que todos los caudales son no negativos, de las ecuaciones (2.13)
y (2.14) resultan las restricciones:

0 ≤ QUN ≤ mı́n
i=2,...,N

(QW +QU,i−1)

0 ≤ QUN ≤ QW +QF.

Por lo tanto, encontramos la siguiente región de admisibilidad:

O =
{
(QU1, . . . , QUN) ∈ (R≥0)

N : 0 ≤ QUN ≤ QW +mı́n{QU1, . . . , QU,N−1, QF}
}
.

Si los QUi ≥ 0, son dados, en esta región se garantiza que QEi ≥ 0, para cada i =
1, 2, . . . , N .

2.2. Modelo del clarificador-espesador

Asumimos que todos los CTs son idénticos, que tienen área transversal A y que
ocupan el intervalo de profundidad z ∈ [−H,B]. Asuma que los ı́ndices i denotan
todas las cantidades pertenecientes a CTi, i = 1, . . . , N , y definimos las velocidades

qUi := QUi/A, qEi := QEi/A, qFi := QFi/A, i = 1, . . . , N,

y asumamos que ϕFi(t) es la concentración de alimentación de CTi. Más aún, supon-
gamos que f = f(ϕ) es la función no negativa de sedimentación obstaculizada por
bloques que caracteriza la suspensión bajo estudio, véase por ejemplo (1.4) y (1.5) en
el Caṕıtulo 1. Entonces, la ecuación gobernante de CTi (i = 1, . . . , N) es la siguiente
ley de conservación con flujo discontinuo y término fuente singular:

∂tϕi + ∂zgi(ϕi, z) = δ(z)qFi(t)ϕFi(t), z ∈ R, t > 0, (2.15)

gi(ϕi, z) =


−qEiϕi para z < −H,

−qEiϕi + f(ϕi) para −H < z < 0,

qUiϕi + f(ϕi) para 0 < z < B,

qUiϕi para z > B,

(2.16)

donde δ(·) es la una unidad de masa de Dirac ubicada en z = 0. La concentración de
alimentación ϕFi(t) de CTi depende de la concentración aplicada y los flujos de agua
de lavado, aśı como de los efluentes y desbordamientos de los CTs vecinos, como se
explicará en la siguiente sección.
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2.3. Transferencia entre clarificadores-espesadores

σ21 σ32 σ43 σN,N−1

σ12 σ23 σ34 σN−1,N
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Figura 2.2: Esquematización de la longitud de los tubos que conectan los CTs.

En lo que sigue, y para describir la transferencia entre las unidades individuales que
forman la red, asumiremos que el circuito puede ser representado como una red como
la que se muestra en la Figura 2.2. Esto es, asumimos que las unidades se consideran
como “nodos” en el espacio, y que además de las entradas de alimentación y de agua
de lavado, la salida de efluente de CT1 y la salida de desbordamiento de CTN , los CTs
internos (CT2 a CTN−1) están enlazados con sus vecinos por cuatro tubos. El propósito
de la Figura 2.2 es introducir la nomenclatura de la longitud de los tubos: denotamos
por σi,i+1 la longitud del tubo que conecta el desbordamiento de CTi con el nivel de
alimentación de CTi+1 y por σi+1,i la longitud del tubo que conecta el efluente de
CTi+1 con el nivel de alimentación de CTi. Por lo tanto asumimos que cada uno de los
tubos es asociado con un diámetro Ai,i+1 o Ai+1,i (indexado como la correspondiente
longitud). Para la construcción del modelo estamos interesados ahora en el tiempo
de viaje a través de cada tubo. Este tiempo depende de la longitud y el diámetro
de cada tubo aśı como los correspondientes Q−flujos que rigen el flujo a través del
tubo. Si definimos τi,i±1 como el tiempo de viaje del tubo que tiene longitud σi,i±1 y
diámetro Ai,i±1, obtenemos la siguiente expresión si asumimos que todos los Q−flujos
son constantes en tiempo:

τi,i+1 =
QUi

Ai,i+1

σi,i+1, i = 1, . . . , N − 1, (2.17)

τi,i−1 =
QEi

Ai,i−1

σi,i+1, i = 2, . . . , N. (2.18)

Por otro lado, si los Q−flujos son variables en tiempo, entonces debemos ser más
precisos y denotar por τi,i+1(t) and τi,i−1(t) el tiempo de transito de una part́ıcula o
elemento del fluido que llegue a CTi en el tiempo t. Por ejemplo, si definimos la función
invertible

θ 7→ X(θ; t) = σi,i+1 −
∫ t

t−θ

Q(τ)

Ai,i+1

dτ,

entonces τi,i+1(t) = (X(·; t))−1(0); τi,i−1(t) se define de forma análoga.
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Esta información puede ser incorporada de dos formas diferentes. Una opción,
la cual dará origen al Modelo 1 es incorporar estas cantidades como retardos en el
modelo del circuito CCD. Una segunda opción (Modelo 2) es resolver expĺıcitamente
ecuaciones de transporte para el transporte de la mezcla en los distintos tubos. El
último enfoque puede ser adecuado en caso de que estemos interesados en añadir otros
procesos que pueden llevarse a cabo durante el transporte en estos tubos, tales como
reacciones qúımicas biocinéticas.

Enfoquemonos ahora en el Modelo 1. Para ello, denotamos por ϕi((−H)−, t) y
ϕi(B

+, t) las concentraciones de efluente y desbordamiento de CTi en el tiempo t. Estas
cantidades no son dadas, pero son parte de la solución del problema, y estas surgen
“inmediatamente afuera” de la unidad; en particular, estas cantidades satisfacen las
condiciones de salto

gi
(
ϕi(z

−, t), z−
)
= gi

(
ϕi(z

+, t), z+
)
, i = 1, . . . , N

para z = −H o z = B. Para CT1, el flujo de concentración total de sólidos es

QF1ϕF1(t) = QFϕF(t) +QE2ϕ2

(
(−H)−, t− τ21(t)

)
,

por lo tanto, la concentración de alimentación es

ϕF1(t) =
1

QF1

(
QFϕF(t) +QE2ϕ2

(
(−H)−, t− τ21(t)

))
. (2.19)

Para CTi, i = 2, . . . , N − 1, obtenemos

QFiϕFi(t) = QU,i−1ϕi−1

(
B+, t− τi−1,i(t)

)
+QE,i+1ϕi+1

(
(−H)−, t− τi+1,i(t)

)
,

en consecuencia

ϕFi(t) =
1

QFi

(
QU,i−1ϕi−1

(
B+, t− τi−1,i(t)

)
+QE,i+1ϕi+1

(
(−H)−, t− τi+1,i(t)

))
, i = 2, . . . , N − 1,

(2.20)

y finalmente

QFNϕFN(t) = QU,N−1ϕN−1

(
B+, t− τN−1,N(t)

)
+QWϕW(t).

Aqúı ϕW(t) es la concentración dependiente del tiempo de sólidos del agua de lavado
entrante. Para ĺıquidos puros, tenemos, por supuesto, ϕW ≡ 0, pero nos gustaŕıa ser
capaces de tratar la (al menos, teórica) posibilidad de alimentar también sólidos “desde
la derecha”. En cualquier caso obtenemos

ϕFN(t) =
1

QFN

(
QU,N−1ϕN−1

(
B+, t− τN−1,N(t)

)
+QWϕW(t)

)
. (2.21)
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Para simplificar el análisis y siguiendo las ideas expuestas en [2], expresamos el flujo
gi de tal forma que dependa de tres parámetros γ1i (z), γ

2
i (z) y γ

3
i (z), el cual podemos

escribir de forma vectorial por brevedad:

γi(z) := (γ1i (z), γ
2
i (z), γ

3
i (z)).

Entonces,

gi(ϕi, z) := fi(ϕi,γi(z)) := [γ1i (z) + γ2i (z)]ϕi + γ3i (z)f(ϕi),

con

γ1i (z) :=

{
−qEi para z < 0,

0 para z > 0,
γ2i (z) :=

{
0 para z < 0,

qUi para z > 0,

γ3i (z) :=

{
1 para z ∈ (−H,B),

0 para z /∈ (−H,B).

Más aún, (2.15) puede ser escrito como,

∂tϕi + ∂z(fi(ϕi,γi)) = δ(z)Si(ϕ, t, τ1, τ2), i = 1, . . . , N, (2.22)

donde, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕN), τ1 = (τ12, τ23, . . . , τN−1,N), τ2 = (τ21, τ32, . . . , τN,N−1) y

Si(ϕ, t, τ1, τ2) =



qF1

QF1

(
QFϕF(t) +QE2ϕ2

(
(−H)−, t− τ21(t)

))
para i = 1,

qFi
QFi

(
QU,i−1ϕi−1

(
B+, t− τi−1,i(t)

)
+QE,i+1ϕi+1

(
(−H)−, t− τi+1,i(t)

)) para i = 2, . . . , N − 1,

qFN

QFN

(
QU,N−1ϕN−1

(
B+, t− τN−1,N (t)

)
+QWϕW(t)

)
para i = N.

(2.23)

Sea ΠT = R× (0, T ). El resultado final es un sistema de leyes de conservación débil-
mente acoplado en el termino fuente que se puede resumir de la siguiente forma

Problema 2.1 (Problema Principal). Dados QF, QW, (QU1, QU2, . . . , QUN) ∈ O, ϕF ∈
[0, 1], y ϕW ∈ [0, 1] para t > 0, hallar ϕi(z, t) tal que,

∂tϕi + ∂z(fi(ϕi,γi)) = δ(z)Si(ϕ, t, τ1, τ2), (z, t) ∈ ΠT , i = 1, . . . , N, (2.24)

donde Si se define en (2.23), y con condiciones iniciales,
ϕ1(z, t) = 0, t ∈ [−τ21, 0],
ϕi(z, t) = 0, t ∈ [−mı́n{τi−1,i, τi,i+1}, 0], 2 ≤ i ≤ N − 1,

ϕN(z, t) = 0, t ∈ [−τN−1,N , 0].

(2.25)
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2.4. Solución de entroṕıa BVt

Denotamos por M(ΠT ) las medidas finitas de Radon en ΠT . Definimos el espacio
BV (ΠT ) de funciones de variación acotada por,

BV(ΠT ) = {W ∈ L1(ΠT ) : ∂xW,∂tW ∈ M(ΠT )}.

En nuestro caso, precisamos definir el espacio BVt(ΠT ), dado por,

BVt(ΠT ) = {W ∈ L1(ΠT ) : ∂tW ∈ M(ΠT )}.

Es claro que no podemos buscar soluciones únicas de entroṕıa en BVt(ΠT ), pues las
funciones de flujo gi dependen de forma discontinua de z, y por lo tanto, no podemos
esperar soluciones ϕi que pertenezcan a BVx(ΠT ), esto es, que ∂xϕi tenga medida
finita.
Sea J := {−H, 0, B} el conjunto de discontinuidades de gi, i = 1, . . . , N . Proponemos la
siguiente definición de solución BVt de entroṕıa en el sentido de Kružkov, presentada
en [2]:

Definición 2.2. Una función medible ϕ = (ϕ1, . . . , ϕN) : ΠT → RN es una solución
de entroṕıa BVt de (2.15) si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. ϕi ∈ L1(ΠT )∩BVt(ΠT ), ϕi(z, t) ∈ [0, 1] para c.t. (z, t) ∈ ΠT , i = 1, . . . , N .

2. Para todo ψ ∈ D(ΠT ), y cada i = 1, . . . , N ,∫∫
ΠT

(ϕi∂tψ + fi(ϕi,γi(z))∂zψ dz dt+

∫ T

0

Si(ϕ, t, 0, τ1, τ2)ψ(0, t)dt = 0. (2.26)

3. La siguiente desigualdad de entroṕıa de Kružkov se satisface para cada ψ ∈
D(ΠT ), ψ ≥ 0:∫∫

ΠT

(
|ϕi − c|∂tψ + sgn(ϕi − c)

(
fi(ϕi,γi(z))− fi(c,γi(z))

)
∂zψ

)
dz dt

+

∫ T

0

sgn(ϕi − c)Si(ϕ, t, 0, τ1, τ2)ψ(0, t)dt

−
∫∫

ΠT∖J

sgn(ϕi − c)fi(c,γi(z))zψdzdt

+

∫ T

0

∑
m∈J

|fi(c,γi(m
+))− fi(c,γi(m

−))|ψ(m, t)dt ≥ 0, ∀c ∈ R, i = 1, . . . , N ;

(2.27)

4. La condición inicial se satisface en el siguiente sentido L1:

esslim
t↓0

∫
R
|ϕi(z, t)− ϕ0

i (z)|dz = 0, i = 1, . . . , N. (2.28)
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2.5. Conclusiones del caṕıtulo

En este caṕıtulo se presentó una descripción detallada de los caudales involucra-
dos en el proceso de Decantación a Contracorriente. Se mostró que éstos satisfacen
una conservación global y se estableció una región de positividad O, para la cual, si
(QU1, . . . , QUN) ∈ O, entonces QEi ≥ 0, para cada i = 1, . . . , N .

Similarmente, se modelaron los CTs que forman el circuito mediante el uso de un
sistema de leyes de conservación con flujo discontinuo en espacio y con término fuente
el cual describe el acoplamiento de equipos. Se describió la trasferencia entre unidades
haciendo énfasis en que es posible realizarla de dos formas, lo cual da origen a dos
modelos matemáticos para describir el CCD.

Se propuso una definición de solución de entroṕıa tipo BVt la cual tiene en cuenta
el acoplamiento de unidades. Como trabajo futuro, se estudiará la unicidad de solución
del problema (2.15) haciendo uso de esta definición. En el próximo caṕıtulo analiza-
remos el caso N = 1 y mostraremos que el esquema numérico planteado satisface una
desigualdad discreta de entroṕıa análoga a la desigualdad (2.27).





Caṕıtulo 3
Existencia de solución del problema para el
caso N = 1

En este caṕıtulo estudiamos la existencia de solución del problema (2.1) para el
caso N = 1, esto es, cuando tenemos solamente un clarificador-espesador. Observe que
podemos reescribir el lado derecho de (2.15) como:

δ(z)(qE + qU)ϕF(t) = ∂z(H(z)(qE + qU)ϕF(t)),

donde H(z) es la función de Heaviside. De este modo expresamos el término fuente
singular como una discontinuidad en la función de flujo. Aśı, obtenemos que la ley de
conservación que gobierna nuestro modelo en el caso N = 1 viene dada por,

∂tϕ+ ∂zg(ϕ, z, t) = 0, z ∈ R, t > 0, (3.1)

g(ϕ, z, t) =


−qE(ϕ− ϕF(t)) para z < −H,

−qE(ϕ− ϕF(t)) + f(ϕ) para −H < z < 0,

qU(ϕ− ϕF(t)) + f(ϕ) para 0 < z < B,

qU(ϕ− ϕF(t)) para z > B,

(3.2)

Si definimos,
γ(z) := (γ1(z), γ2(z)),

entonces podemos escribir,

g(ϕ, z, t) := f(ϕ,γ(z), t) := γ1(z)(ϕ− ϕF(t)) + γ2(z)f(ϕ),

con

γ1(z) :=

{
−qE para z < 0,

qU para z > 0,
γ2(z) :=

{
1 para z ∈ (−H,B),

0 para z /∈ (−H,B).

37
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La definición de solución de entroṕıa para el problema (3.1) viene dada por:

Definición 3.1. Una función medible ϕ : ΠT → R es una solución de entroṕıa BVt
de (3.1) si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. ϕ(z, t) ∈ [0, 1] para c.t. (z, t) ∈ ΠT y además,

ϕ ∈ L1(ΠT ) ∩BVt(ΠT ). (3.3)

2. Para todo ψ ∈ D(ΠT ),∫∫
ΠT

(
ϕ∂tψ + f(ϕ,γ(z), t)

)
∂zψ dz dt = 0. (3.4)

3. La siguiente desigualdad de entroṕıa de Kružkov se satisface para cada ψ ∈
D(ΠT ), ψ ≥ 0:∫∫

ΠT

(
|ϕ− c|∂tψ + sgn(ϕ− c)

(
f(ϕ,γ(z), t)− f(c,γ(z), t)

)
∂zψ

)
dz dt

−
∫∫

ΠT∖J

sgn(ϕ− c)f(c,γ(z), t)zψdzdt

+

∫ T

0

∑
m∈J

|f(c,γ(m+), t)− f(c,γ(m−), t)|ψ(m, t)dt ≥ 0, ∀c ∈ R;

(3.5)

4. La condición inicial se satisface en el siguiente sentido L1:

esslim
t↓0

∫
R
|ϕ(z, t)− ϕ0(z)|dz = 0. (3.6)

Haremos uso de un esquema tipo (1.22) extendido para el caso leyes de conservación
con flujo discontinuo.

3.1. Método de volúmenes finitos

Discretizamos el dominio espacial R en celdas Ij := [zj−1/2, zj+1/2), j ∈ Z, donde
zj = j∆z son las interfaces de celda y zj+1/2 = zj + ∆z/2 los centros de celda.
Similarmente, el intervalo temporal (0, T ) es discretizado como tn = n∆t, para n =
0, . . . ,M , donde M = ⌊T/∆t⌋ + 1, lo cual conduce a las bandas temporales In :=
[tn, tn+1), n = 0, . . . ,M − 1. Tomamos un tamaño de paso espacial, ∆z y un tamaño
de paso temporal, ∆t, sujetos a la siguiente condición CFL:
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λ
(
máx{qE, qU}+ ∥v∥∞ + ∥v′∥∞

)
≤ 1

2
, (3.7)

donde λ = ∆t
∆z

y,
∥v∥∞ := máx

0≤ϕ≤1
|v(ϕ)|.

El dato inicial {ϕ0
j} para el esquema de diferencias se discretiza mediante,

ϕ0
j :=

1

∆z

∫ zj+1/2

zj−1/2

ϕ0(z)dz, j ∈ Z. (3.8)

Calculamos {ϕn
j } mediante el siguiente esquema de diferencias expĺıcito,

ϕn+1
j = ϕn

j − λ(F n
j+1/2 − F n

j−1/2), (3.9)

para j ∈ Z y n = 0, 1, . . . ,M . Aqúı, el flujo numérico es definido por,

F n
j+1/2 := F (ϕn

j+1, ϕ
n
j ,γj+1/2) =


−qE(ϕn

j+1 − ϕn
F) para j < IH,

−qE(ϕn
j+1 − ϕn

F) + ϕn
j v(ϕ

n
j+1) para IH < j < I0,

qU(ϕ
n
j − ϕn

F) + ϕn
j v(ϕ

n
j+1) para I0 < j < IB,

qU(ϕ
n
j − ϕn

F) para j > IB.

(3.10)
donde IH, I0 e IB son las celdas que contienen a las discontinuidades −H, 0 y B,
respectivamente y F está dado por,

F (u,w,γ(z)) := γ1(z)(u− ϕF) + γ2(z)(w − ϕF) + γ3(z)wv(u), (3.11)

con,

γ1(z) :=

{
−qE para z < 0,

0 para z > 0,
γ2(z) :=

{
0 para z < 0,

qU para z > 0,

γ3(z) :=

{
1 para z ∈ (−H,B),

0 para z /∈ (−H,B).

La solución en diferencias {ϕn
j } se extiende a todo ΠT definiendo,

ϕ∆(z, t) = ϕn
j , (z, t) ∈ Ij × [tn, tn+1), (3.12)

donde ∆ = ∆t = λ∆z. Además, discretizamos γ(z) por,

γj+1/2 :=
1

∆z

∫ zj+1

zj

γ(z)dz, j ∈ Z. (3.13)
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Note que el flujo F es consistente con el flujo real en el sentido de que F (ϕ, ϕ,γ) =
f(ϕ,γ). Más aún, F es Lipschitz en el sentido de que,

|F (u1, w, γ)− F (u2, w, γ)| ≤ L1|u1 − u2|
|F (u,w1, γ)− F (u,w2, γ)| ≤ L2|w1 − w2|,

(3.14)

donde L1 = 2máx{qE, ∥v∥∞} y L2 = 2máx{qU, ∥v′∥∞}.

3.2. Convergencia del esquema numérico

En esta sección, mostraremos que el esquema numérico (3.9)-(3.10) es convergente.

3.2.1. Principio del máximo

Lema 3.1. Bajo la condición CFL (3.7), el esquema (3.9)-(3.10) es monótono y sa-
tisface el principio del máximo, esto es, si 0 ≤ ϕ∆(z, 0) ≤ 1, para todo z ∈ R y si
0 ≤ ϕF(t) ≤ 1, para todo 0 < t < T , entonces 0 ≤ ϕ∆(z, t) ≤ 1, para todo (z, t) ∈ ΠT .

Demostración. Realizamos la prueba por inducción. Asumamos que 0 ≤ ϕn
j ≤ 1, para

todo j ∈ Z. Tenemos varios casos:
Caso 1. Si j < IH, se sigue que,

ϕn+1
j = ϕn

j − λ[−qE(ϕn
j+1 − ϕn

F) + qE(ϕ
n
j − ϕn

F)]

= ϕn
j − λ(−qEϕn

j+1 + qEϕ
n
j )

= (1− λqE)ϕ
n
j + (λqE)ϕ

n
j+1.

Caso 2. Para j = IH, tenemos,

ϕn+1
IH

= ϕn
IH

− λ[−qE(ϕn
IH+1 − ϕn

F) + ϕn
IH
v(ϕn

IH
) + qE(ϕ

n
IH

− ϕn
F)]

= ϕn
IH

− λ[−qEϕn
IH+1 + ϕn

IH
v(ϕn

IH
) + qEϕ

n
IH
)]

= (1− λv(ϕn
IH+1)− λqE)ϕ

n
IH

+ (λqE)ϕ
n
IH+1

≤ (1− λv(ϕn
IH+1)− λqE)ϕ

n
IH

+ λ[qE + v(ϕn
IH+1)]ϕ

n
IH+1

Caso 3. Si IH < j < I0, se tiene que,

ϕn+1
j = ϕn

j − λ[−qE(ϕn
j+1 − ϕn

F) + ϕn
j v(ϕ

n
j+1) + qE(ϕ

n
j − ϕn

F)− ϕn
j−1v(ϕ

n
j )]

= ϕn
j − λ[−qEϕn

j+1 + ϕn
j v(ϕ

n
j+1) + qEϕ

n
j − ϕn

j−1v(ϕ
n
j )]

= (1− λv(ϕn
j+1)− λqE)ϕ

n
j + (λqE)ϕ

n
j+1 + (λv(ϕn

j ))ϕ
n
j−1

= [1 + λϕn
j v

′(ξ
n+1/2
j )− λv(ϕn

j )]ϕ
n
j − λϕn

j v
′(ξ

n+1/2
j )ϕn

j+1 + λv(ϕn
j )ϕ

n
j−1
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Caso 4. Para j = I0, vemos que,

ϕn+1
I0

= ϕn
I0
− λ[qU(ϕ

n
I0
− ϕn

F) + ϕn
I0
v(ϕn

I0+1) + qE(ϕ
n
I0
− ϕn

F)− ϕn
I0−1v(ϕ

n
I0
)

= ϕn
I0
− λ[qUϕ

n
I0
+ ϕn

I0
v(ϕn

I0+1) + qEϕ
n
I0
− ϕn

I0−1v(ϕ
n
I0
)] + λ(qU + qE)ϕ

n
F

= [1− λqU − λqE − λv(ϕn
I0+1)]ϕ

n
I0
+ (λv(ϕn

I0
))ϕn

I0−1 + λ(qU + qE)ϕ
n
F

= [1− λqU − λqE + λϕn
I0
v′(ξ

n+1/2
I0

)− λv(ϕn
I0
)]ϕn

I0
− λϕn

I0
v′(ξ

n+1/2
I0

)ϕn
I0+1

+ λv(ϕn
I0
)ϕn

I0−1 + λ(qU + qE)ϕ
n
F

Caso 5. Si I0 < j < IB, vemos que,

ϕn+1
j = ϕn

j − λ[qU(ϕ
n
j − ϕn

F) + ϕn
j v(ϕ

n
j+1)− qU(ϕ

n
j − ϕn

F)− ϕn
j−1v(ϕ

n
j )]

= ϕn
j − λ[qUϕ

n
j + ϕn

j v(ϕ
n
j+1)− qUϕ

n
j−1 − ϕn

j−1v(ϕ
n
j )]

= (1− λqU − λv(ϕn
j+1))ϕ

n
j + λ(qU + v(ϕn

j ))ϕ
n
j−1

= [1− λqU + λϕn
j v

′(ξ
n+1/2
j )− λv(ϕn

j )]ϕ
n
j − λϕn

j v
′(ξ

n+1/2
j )ϕn

j+1

+ λ[qU + v(ϕn
j )]ϕ

n
j−1

Caso 6. Para j = IB, tenemos que,

ϕn+1
IB

= ϕn
IB

− λ[qU(ϕ
n
IB

− ϕn
F)− qU(ϕ

n
IB−1 − ϕn

F)− ϕn
IB−1v(ϕ

n
IB
)]

= (1− λqU)ϕ
n
IB

+ λ(qU + v(ϕn
IB
))ϕn

IB−1.

Caso 7. Si j > IB, obtenemos que,

ϕn+1
j = ϕn

j − λ[qU(ϕ
n
j − ϕn

F)− qU(ϕ
n
j−1 − ϕn

F)] = (1− λqU)ϕ
n
j + (λqU)ϕ

n
j−1.

Vemos que, a excepción del Caso 6, en todos los casos, escribimos ϕn+1
j como combi-

nación convexa de ϕn
j , ϕ

n
j+1, ϕ

n
j−1 y ϕn

F, en consecuencia tendŕıamos que 0 ≤ ϕn+1
j ≤ 1,

para cada j ∈ Z ∖ {IB}.
Para j = IB considere la función,

h(ϕ) = (1− λqU)ϕ+ λ(qU + v(ϕ)).

Por la condición (3.7) vemos que, h′(ϕ) = 1 − λqU + λv′(ϕ) ≥ 0. En consecuencia,
0 ≤ h(ϕ) ≤ h(1) = 1, para todo ϕ. En particular, 0 ≤ ϕn+1

IB
≤ 1. De todo lo anterior

vemos que 0 ≤ ϕn+1
j ≤ 1, para cada j ∈ Z, con lo cual se concluye la demostración.

3.2.2. Cota L1 temporal

Lema 3.2. Si se satisface la condición CFL (3.7), entonces,

∆z
∑
j∈Z

|ϕ1
j − ϕ0

j | ≤ C1∆t, (3.15)

donde C1 = 2(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)TV(ϕ0) + (qE + qU)|ϕ0
F|.
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Demostración. Se presentan los siguientes casos:
Caso 1. Para j < IH tenemos que,

ϕ1
j − ϕ0

j = λqE(ϕ
0
j+1 − ϕ0

j).

Por lo tanto,∑
j<IH

|ϕ1
j − ϕ0

j | ≤ 2λ(qE + qUi + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)
∑
j<IH

|ϕ0
j+1 − ϕ0

j | (3.16)

Caso 2. Si j = IH, entonces,

ϕ1
IH

− ϕ0
IH

= −λv(ϕ0
IH+1)ϕ

0
IH

− λqEϕ
0
IH

+ λqEϕ
0
IH+1

≤ λ[qE + v(ϕ0
IH+1)](ϕ

0
IH+1 − ϕ0

IH
).

Aśı,
|ϕ1

IH
− ϕ0

IH
| ≤ 2λ(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)|ϕ0

IH+1 − ϕ0
IH
| (3.17)

Caso 3. Para IH < j < I0, tenemos que,

ϕ1
j − ϕ0

j = λqE(ϕ
0
j+1 − ϕ0

j)− λv(ϕ0
j)(ϕ

0
j − ϕ0

j−1)− λv′(ξ0j+1/2)ϕ
0
j(ϕ

0
j+1 − ϕ0

j).

De ese modo,∑
j∈(IH,I0)

|ϕ1
j − ϕ0

j | ≤ 2λ(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)
∑

j∈(IH,I0)

|ϕ0
j+1 − ϕ0

j |

− λ∥v∥∞|ϕ0
I0
− ϕ0

I0−1|
(3.18)

Caso 4. Si j = I0, entonces,

ϕ1
I0
− ϕ0

I0
≤ λ[qE + qU − v′(ξ0I0+1/2)ϕ

0
I0
](ϕ0

I0+1 − ϕ0
I0
)− λv(ϕ0

I0
)(ϕ0

I0
− ϕ0

I0−1)

+ λ(qE + qU)ϕ
0
F

|ϕ1
I0
− ϕ0

I0
| ≤ λ(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)|ϕ0

I0+1 − ϕ0
I0
|+ λ∥v∥∞|ϕ0

I0
− ϕ0

I0−1|
+ λ(qE + qU)|ϕ0

F|
(3.19)

Caso 5. Para I0 < j < IB, tenemos que,

ϕ1
j − ϕ0

j = −λqU(ϕ0
j − ϕ0

j−1)− λv(ϕ0
j)(ϕ

0
j − ϕ0

j−1)− λv′(ξ0j+1/2)ϕ
0
j(ϕ

0
j+1 − ϕ0

j).

En consecuencia,∑
j∈(I0,IB)

|ϕ1
j − ϕ0

j | ≤ 2λ(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)
∑

j∈(I0,IB)

|ϕ0
j+1 − ϕ0

j |

+ λ(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)|ϕ0
I0
− ϕ0

I0−1|
− λ(qU + ∥v∥∞)|ϕ0

IB
− ϕ0

IB−1|.

(3.20)
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Caso 6. Si j = IB, se sigue que,

ϕ1
IB

− ϕ0
IB

≤ −λqU(ϕ0
IB

− ϕ0
IB−1)− λv(ϕ0

IB
)(ϕ0

IB
− ϕ0

IB−1).

De esta forma,
|ϕ1

IB
− ϕ0

IB
| ≤ λ(qU + ∥v∥∞)|ϕ0

IB
− ϕ0

IB−1|. (3.21)

Caso 7. Para j > IB, vemos que,

ϕ1
j − ϕ0

j = −λqU(ϕ0
j − ϕ0

j−1).

Aśı, ∑
j>IB

|ϕ1
j − ϕ0

j | = λqU
∑
j>IB

|ϕ0
j − ϕ0

j−1|

≤ 2λ(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)
∑
j≥IB

|ϕ0
j+1 − ϕ0

j |.
(3.22)

Sumando (3.16)-(3.22) obtenemos que,∑
j∈Z

|ϕ1
j − ϕ0

j | ≤ 2λ(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)
∑
j∈Z

|ϕ0
j+1 − ϕ0

j |+ λ(qE + qU)|ϕ0
F|

= 2λ(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)TV(ϕ0) + λ(qE + qU)|ϕ0
F|

(3.23)

Vemos aśı que existe C1 = 2(qE + qU + ∥v∥∞ + ∥v′∥∞)TV(ϕ0) + (qE + qU)|ϕ0
F|, inde-

pendiente de ∆ y n tal que, ∑
j∈Z

|ϕ1
i,j − ϕ0

i,j| ≤ λC1.

Lema 3.3. Si se satisface la condición CLF (3.7), entonces,

∆z
∑
j∈Z

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤ C∆t, (3.24)

donde C = C1 + (qU + qE) TV(ϕF), con C1 como en el Lema 3.2.

Demostración. Similarmente a la demostración anterior, se dan varios casos:
Caso 1. Para j < IH, tenemos,

ϕn+1
j − ϕn

j = (1− λqE)ϕ
n
j + (λqE)ϕ

n
j+1 − (1− λqE)ϕ

n−1
j − (λqE)ϕ

n−1
j+1

= (1− λqE)(ϕ
n
j − ϕn−1

j ) + (λqE)(ϕ
n
j+1 − ϕn−1

j+1 ).
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Por lo tanto,

∑
j<IH

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤ (1− λqE)
∑
j<IH

|ϕn
j − ϕn−1

j |+ λqE
∑
j<IH

|ϕn
j+1 − ϕn−1

j+1 |

=
∑
j<IH

|ϕn
j − ϕn−1

j |+ λqE|ϕn
IH

− ϕn−1
IH

|,

esto es, ∑
j<IH

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤
∑
j<IH

|ϕn
j − ϕn−1

j |+ λqE|ϕn
IH

− ϕn−1
IH

|. (3.25)

Caso 2. Si j = IH, se sigue que,

ϕn+1
IH

− ϕn
IH

= [1− λv(ϕn
IH+1)− λqE]ϕ

n
IH

+ (λqE)ϕ
n
IH+1 − [1− λv(ϕn−1

IH+1)

− λqE]ϕ
n−1
IH

− (λqE)ϕ
n−1
IH+1

= [1− λv(ϕn
IH+1)− λqE](ϕ

n
IH

− ϕn−1
IH

) + λqE(ϕ
n
IH+1 − ϕn−1

IH+1)

+ λ[v(ϕn−1
IH+1)− v(ϕn

IH+1)]ϕ
n−1
IH+1

= [1− λv(ϕn−1
IH+1)− λqE](ϕ

n
IH

− ϕn−1
IH

)

+ λ[qE − v′(ξ
n−1/2
IH+1

)ϕn
IH
](ϕn

IH+1 − ϕn−1
IH+1).

En consecuencia,

|ϕn+1
IH

− ϕn
IH
| ≤ [1− λv(ϕn−1

IH+1)− λqE]|ϕn
IH

− ϕn−1
IH

|

+ λ[qE − v′(ξ
n−1/2
IH+1

)ϕn
IH
]|ϕn

IH+1 − ϕn−1
IH+1|

(3.26)

Caso 3. Para IH < j < I0,

ϕn+1
j − ϕn

j = [1− λv(ϕn
j+1)− λqE]ϕ

n
j + (λqE)ϕ

n
j+1 + (λv(ϕn

j ))ϕ
n
j−1

− [1− λv(ϕn−1
j+1 )− λqE]ϕ

n−1
j − (λqE)ϕ

n−1
j+1 − (λv(ϕn−1

j ))ϕn−1
j−1

= [1− λv(ϕn
j+1)− λqE](ϕ

n
j − ϕn−1

j ) + λqE(ϕ
n
j+1 − ϕn−1

j+1 )

+ λ[v(ϕn−1
j+1 )− v(ϕn

j+1)]ϕ
n−1
j + λ[v(ϕn

j )− v(ϕn−1
j )]ϕn

j−1

+ λv(ϕn−1
j )(ϕn

j−1 − ϕn−1
j−1 )

= [1− λv(ϕn−1
j+1 ) + λv′(ξ

n−1/2
j )ϕn

j−1 − λqE](ϕ
n
j − ϕn−1

j )

+ λ[qE − v′(ξ
n−1/2
j+1 )ϕn−1

j ](ϕn
j+1 − ϕn−1

j+1 ) + λv(ϕn−1
j )(ϕn

j−1 − ϕn−1
j−1 )
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Por lo tanto,∑
j∈(IH,I0)

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤
∑

j∈(IH,I0)

|ϕn
j − ϕn−1

j |+ λ[v′(ξ
n−1/2
IH+1 )ϕn

IH
− qE]|ϕn

IH+1 − ϕn−1
IH+1|

+ λv(ϕn−1
IH+1)|ϕ

n
IH

− ϕn−1
IH

| − λv(ϕn−1
I0

)|ϕn
I0−1 − ϕn−1

I0−1|

+ λ[qE − v′(ξ
n−1/2
I0

)ϕn
I0−1]|ϕn

I0
− ϕn−1

I0
|

(3.27)

Caso 4. Si j = I0, entonces,

ϕn+1
I0

− ϕn
I0
= (1− λqU − λqE − λv(ϕn

I0+1))ϕ
n
I0
+ (λv(ϕn

I0
))ϕn

I0−1 + λ(qU + qE)ϕ
n
F

− (1− λqU − λqE − λv(ϕn−1
I0+1))ϕ

n−1
I0

− (λv(ϕn−1
I0

))ϕn−1
I0−1 − λ(qU + qE)ϕ

n−1
F

= [1− λqU − λqE − λv(ϕn
I0+1) + λv′(ξ

n−1/2
I0

)ϕn
I0−1](ϕ

n
I0
− ϕn−1

I0
)

− λv′(ξ
n−1/2
I0+1 )ϕn−1

I0
(ϕn

I0+1 − ϕn−1
I0+1) + λv(ϕn−1

I0
)(ϕn

I0−1 − ϕn−1
I0−1)

+ λ(qU + qE)(ϕ
n
F − ϕn−1

F )

Por lo tanto,

|ϕn+1
I0

− ϕn
I0
| ≤ [1− λqU − λqE − λv(ϕn

I0+1) + λv′(ξ
n−1/2
I0

)ϕn
I0−1]|ϕn

I0
− ϕn−1

I0
|

− λv′(ξ
n−1/2
I0+1 )ϕn−1

I0
|ϕn

I0+1 − ϕn−1
I0+1|+ λv(ϕn−1

I0
)|ϕn

I0−1 − ϕn−1
I0−1|

+ λ(qU + qE)|ϕn
F − ϕn−1

F |
(3.28)

Caso 5. Para I0 < j < IB, vemos que,

ϕn+1
j − ϕn

j = [1− λqU − λv(ϕn
j+1)]ϕ

n
j + λ[qU + v(ϕn

j )]ϕ
n
j−1

− [1− λqU − λv(ϕn−1
j+1 )]ϕ

n−1
j − λ[qU + v(ϕn−1

j )]ϕn−1
j−1

= [1− λqU − λv(ϕn
j+1) + λv′(ξ

n−1/2
j )ϕn−1

j−1 ](ϕ
n
j − ϕn−1

j )

+ λ[qU + v(ϕn
j )](ϕ

n
j−1 − ϕn−1

j−1 )− v′(ξ
n−1/2
j+1 )ϕn−1

j (ϕn
j+1 − ϕn−1

j+1 ).

En consecuencia,∑
j∈(I0,IB)

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤
∑

j∈(I0,IB)

|ϕn
j − ϕn−1

j |+ λv′(ξ
n−1/2
I0+1 )ϕn−1

I0
|ϕn

I0+1 − ϕn−1
I0+1|

+ λ[qU + v(ϕn
I0+1)]|ϕn

I0
− ϕn−1

I0
|

− λ[qU + v(ϕn
IB
)]|ϕn

IB−1 − ϕn−1
IB−1|

− λv′(ξ
n−1/2
IB

)ϕn−1
IB−1|ϕ

n
IB

− ϕn−1
IB

|.

(3.29)
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Caso 6. Si j = IB, entonces,

ϕn+1
IB

− ϕn
IB

= (1− λqU)ϕ
n
IB

+ λ[qU + v(ϕn
IB
)]ϕn

IB−1 − (1− λqU)ϕ
n−1
IB

− λ[qU + v(ϕn−1
IB

)ϕn−1
IB−1]

= (1− λqU + λv′(ξ
n−1/2
IB

)ϕn−1
IB−1)(ϕ

n
IB

− ϕn−1
IB

)

+ λ[qU + v(ϕn
IB
)](ϕn

IB−1 − ϕn−1
IB−1).

Por lo tanto,

|ϕn+1
IB

− ϕn
IB
| ≤ (1− λqU + λv′(ξ

n−1/2
IB

)ϕn−1
IB−1)|ϕ

n
IB

− ϕn−1
IB

|
+ λ[qU + v(ϕn

IB
)]|ϕn

IB−1 − ϕn−1
IB−1|.

(3.30)

Caso 7. Para j > IB, observamos que,

ϕn+1
j − ϕn

j = (1− λqU)(ϕ
n
j − ϕn−1

j ) + λqU(ϕ
n
j−1 − ϕn−1

j−1 ).

De ese modo, ∑
j>IB

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤
∑
j>IB

|ϕn
j − ϕn−1

j |+ λqU|ϕn
IB

− ϕn−1
IB

|. (3.31)

Finalmente, sumando (3.25)-(3.31) obtenemos,∑
j∈Z

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤
∑
j∈Z

|ϕn
j − ϕn−1

j |+ λ(qU + qE)|ϕn
F − ϕn−1

F |. (3.32)

En consecuencia, haciendo uso de la estimación anterior y del Lema 3.2, se sigue que,

∑
j∈Z

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤
∑
j∈Z

|ϕ1
j − ϕ0

j |+ λ(qU + qE)
n∑

k=1

|ϕk
F − ϕk−1

F |

≤ C1λ+ (qU + qE) TV(ϕF )λ = Cλ,

con C := C1+(qU+ qE) TV(ϕF). De lo anterior se deduce que existe C, independiente
de ∆ y n tal que, ∑

j∈Z

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤ Cλ.

Multiplicando por ∆z en la anterior desigualdad obtenemos la cota deseada.
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3.2.3. Cota de variación espacial

Sea V b
a (z) la variación total de la función x 7→ z(x) sobre el intervalo [a, b].

Lema 3.4. Para cada intervalo [a, b] tal que J ∩ [a, b] = ∅, y cada t ∈ [0, T ] tenemos
una cota de variación espacial de la forma V b

a (ϕ
∆(·, t)) ≤ C(a, b), donde C(a, b) es

independiente de ∆ y t para t ∈ [0, T ].

Demostración. En virtud de (3.24), sabemos que existe una constante K tal que,

∆z
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤ K, (3.33)

Como J ∩ [a, b] = ∅, podemos asumir que −H < a < b < 0. Fije r > 0 tal que,
2r < mı́n{|a + H|, |b|}, y sin pérdida de generalidad asuma que r > ∆z, para todos
los tamaños de malla ∆z de interés. Sean,

A := A(∆) := {j|xj ∈ [a− r −∆z, a]}, B := B(∆) := {j|xj ∈ [b, b+ r +∆z]}.

Note que, si j ∈ A, entonces a− r−∆z ≤ xj ≤ a, esto es, (a− r)/∆z−1 ≤ j ≤ a/∆z.
Por lo tanto, existe una biyección entre A y [(a− r)/∆z − 1, a/∆z] ∩ Z. Por lo tanto,
∆z|A| ≥ r. Análogamente, ∆z|B| ≥ r. Es claro entonces de (3.33) que,

∆z
∑
j∈A

M−1∑
n=0

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤ K, ∆z
∑
j∈B

M−1∑
n=0

|ϕn+1
j − ϕn

j | ≤ K. (3.34)

Podemos elegir ja = ja(∆), jb = jb(∆) con ja ∈ A, jb + 1 ∈ B tal que,

M−1∑
n=0

|ϕn+1
ja

− ϕn
ja| = mı́n

j∈A

M−1∑
n=0

|ϕn+1
j − ϕn

j |,
M−1∑
n=0

|ϕn+1
jb+1 − ϕn

jb+1| = mı́n
j∈B

M−1∑
n=0

|ϕn+1
j − ϕn

j |.

Se sigue de (3.34) que,

M−1∑
n=0

|ϕn+1
ja

− ϕn
ja | ≤

K

|A|∆z
≤ K

r
,

M−1∑
n=0

|ϕn+1
jb+1 − ϕn

jb+1| ≤
K

|B|∆z
≤ K

r
. (3.35)

Debido a la forma en la que elegimos ja y jb, para ja ≤ j ≤ jb podemos escribir el
esquema como,

ϕn+1
j = ϕn

j − λ∆−F
n
j+1/2. (3.36)

La fórmula (3.36) puede ser escrita en forma incremental,

ϕn+1
j = ϕn

j + Cn
j+1/2∆+ϕ

n
j −Dn

j−1/2∆−ϕ
n
j , (3.37)
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donde,

Cn
j+1/2 =


λqE para j < IH,

λqE − λϕn
j v

′(ξnj+1/2) para IH < j < I0,

−λϕn
j v

′(ξnj+1/2) para I0 < j < IB,

0 para j > IB,

y,

Dn
j−1/2 =


0 para j < IH,

λv(ϕn
j ) para IH < j < I0,

λqU + λv(ϕn
j ) para I0 < j < IB,

λqU para j > IB.

Debido a la condición (3.7), es fácil ver que,

Cn
j+1/2 ≥ 0, Dn

j+1/2 ≥ 0, Cn
j+1/2 +Dn

j+1/2 ≤ 1. (3.38)

La forma incremental (3.38) implica que las diferencias evolucionan de acuerdo a,

∆+ϕ
n+1
j = ∆+ϕ

n
j +C

n
j+3/2∆+ϕ

n
j+1−Cn

j+1/2∆+ϕ
n
j −Dn

j+1/2∆+ϕ
n
j +D

n
j−1/2∆−ϕ

n
j . (3.39)

Note que cuando j = ja, podemos escribir (3.39) como,

∆+ϕ
n+1
ja

= ∆+ϕ
n
ja + Cn

ja+3/2∆+ϕ
n
ja+1 −Dn

ja+1/2∆+ϕ
n
ja − (ϕn+1

ja
− ϕn

ja). (3.40)

Similarmente, cuando j = jb, (3.39) toma la forma,

∆+ϕ
n+1
jb

= ∆+ϕ
n
jb
− Cn

jb+1/2∆+ϕ
n
jb
+Dn

jb−1/2∆−ϕ
n
jb
+ (ϕn+1

jb+1 − ϕn
jb+1). (3.41)

Tomando valor absoluto, sumando sobre j en (3.39) y lidiando con las contribuciones



3.2. Convergencia del esquema numérico 49

de la frontera usando (3.40) y (3.41), obtenemos,

jb∑
j=ja

|∆+ϕ
n+1
j | ≤ (1−Dn

ja+1/2)|∆+ϕ
n
ja |+ Cn

ja+3/2|∆+ϕ
n
ja+1|+ |ϕn+1

ja
− ϕn

ja|

+

jb−1∑
j=ja+1

(1− Cn
j+1/2 −Dn

j+1/2)|∆+ϕ
n
j |+

jb−1∑
j=ja+1

Cn
i,j+3/2|∆+ϕ

n
j+1|

+

jb−1∑
j=ja+1

Dn
j−1/2|∆−ϕ

n
j |+ (1− Cjb+1/2)|∆+ϕ

n
jb
|+Dn

jb−1/2|∆−ϕ
n
jb
|

+ |ϕn+1
ja

− ϕn
ja|

= |∆+ϕ
n
ja|+ |ϕn+1

ja
− ϕn

ja|+
jb−1∑

j=ja+1

(1− Cn
j+1/2 −Dn

j+1/2)|∆+ϕ
n
j |

+

jb−1∑
j=ja+1

(Cn
j+1/2 +Dn

j+1/2)|∆+ϕ
n
j |+ |∆+ϕ

n
jb
|+ |ϕn+1

ja
− ϕn

ja |

≤
jb∑

j=ja

|∆+ϕ
n
j |+ |ϕn+1

ja
− ϕn

ja|+ |ϕn+1
jb+1 − ϕn

jb+1|.

Procediendo por inducción y luego usando (3.34), encontramos que, para 0 ≤ n ≤
M − 1,

jb∑
j=ja

|∆+ϕ
n
j | ≤

jb∑
j=ja

|∆+ϕ
0
j |+

n∑
k=1

(
|ϕk

ja − ϕk−1
ja

|+ |ϕk
jb+1 − ϕk−1

jb+1|
)
≤

jb∑
j=ja

|∆+ϕ
0
j |+

2K

r
.

(3.42)
Note que, [a, b] ⊆ [xja , xjb+1] y ϕ0 tiene variación acotada. Por lo tanto, de (3.42)
resulta,

V b
a (ϕ

∆(·, t)) ≤ TV(ϕ0) +
2K

r
.

3.2.4. Desigualdad discreta de entroṕıa

Lema 3.5. La solución aproximada ϕ∆ generada por el método (3.9) satisface la si-
guiente desigualdad discreta de entroṕıa: para j ∈ Z, para n = 0, . . . ,M − 1 y para
cada c ∈ R,

|ϕn+1
j − c| ≤ |ϕn

j − c| − λ∆−G
n
j+1/2 + λ∆+f(c,γj−1/2, t

n), (3.43)
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donde el flujo numérico de entroṕıa es definido por,

Gn
j+1/2 = F (ϕn

j+1 ∨ c, ϕn
j ∨ c,γj+1/2)− F (ϕn

j+1 ∧ c, ϕn
j ∧ c,γj+1/2),

y F se define en (3.11).

Demostración. Defina, H(a, b, c) := b − λ(F (c, b,γ) − F (b, a,γ)). Por monotońıa, H
es no decreciente con respecto a todas las variables. En adición,

H(a, a, a) = a− λ(F (a, a,γ)− F (a, a,γ)) = a,

esto es, H(a, a, a) = a. Mas aún, sabemos que,

ϕn+1
j = ϕn

j − λ(F (ϕn
j+1, ϕ

n
j ,γj+1/2)− F (ϕn

j , ϕ
n
j−1,γj−1/2)). (3.44)

Por lo tanto ϕn+1
j = H(ϕn

j−1, ϕ
n
j , ϕ

n
j+1).

Fije c ∈ R y denotemos por S(ϕn; j) el lado derecho de (3.44). Defina, Cn+1
j =

S(c; j). Por monotonicidad tenemos,

ϕn+1
j = H(ϕn

j−1, ϕ
n
j , ϕ

n
j+1) ≤ H(ϕn

j−1 ∨ c, ϕn
j ∨ c, ϕn

j+1 ∨ c). (3.45)

Note que k = H(k, k, k). En consecuencia,

k ≤ H(ϕn
j−1 ∨ k, ϕn

j ∨ k, ϕn
j+1 ∨ k). (3.46)

De (3.45) y (3.46), obtenemos,

ϕn+1
j ∨ Cn+1

j ≤ H(ϕn
j−1 ∨ c, ϕn

j ∨ c, ϕn
j+1 ∨ c). (3.47)

Análogamente, se sigue que,

ϕn+1
j ∧ Cn+1

j ≥ H(ϕn
j−1 ∧ c, ϕn

j ∧ c, ϕn
j+1 ∧ c). (3.48)

Restando (3.48) de (3.47) resulta,

ϕn+1
j ∨Cn+1

j −ϕn+1
j ∧Cn+1

j ≤ H(ϕn
j−1∨ c, ϕn

j ∨ c, ϕn
j+1∨ c)−H(ϕn

j−1∧ c, ϕn
j ∧ c, ϕn

j+1∧ c).
(3.49)

Es claro que,
ϕn+1
j ∨ Cn+1

j − ϕn+1
j ∧ Cn+1

j = |ϕn+1
j − Cn+1

j |.
Mas aún,

H(ϕn
j−1 ∨ c, ϕn

j ∨ c, ϕn
j+1 ∨ c) = ϕn

j ∨ c− λ(F (ϕn
j+1 ∨ c, ϕn

j ∨ c,γj+1/2)

− F (ϕn
j ∨ c, ϕn

j−1 ∨ c,γj−1/2));

H(ϕn
j−1 ∧ c, ϕn

j ∧ c, ϕn
j+1 ∧ c) = ϕn

j ∧ c− λ(F (ϕn
j+1 ∧ c, ϕn

j ∧ c,γj+1/2)

− F (ϕn
j ∧ c, ϕn

j−1 ∧ c,γj−1/2)).
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Por lo tanto, siW = H(ϕn
j−1∨c, ϕn

j ∨c, ϕn
j+1∨c)−H(ϕn

j−1∧c, ϕn
j ∧c, ϕn

j+1∧c), entonces,

W = ϕn
j ∨ c− ϕn

j ∧ c− λ(Gn
j+1/2 −Gn

j−1/2) = |ϕn
j − c| − λ∆−G

n
j+1/2. (3.50)

En consecuencia, de (3.49) y (3.50) obtenemos,

|ϕn+1
j − Cn+1

j | ≤ |ϕn
j − c| − λ∆−G

n
j+1/2, (3.51)

Finalmente, de (3.44) y empleando |a+ b| ≥ |a|+ sgn(a)b, obtenemos,

|ϕn+1
j − Cn+1

j | = |ϕn+1
j − c+ λ∆+f(c,γj−1/2, t

n)|
≥ |ϕn+1

j − c|+ λ sgn(ϕn+1
j − c)∆+f(c,γj−1/2, t

n).
(3.52)

lo cual finaliza la demostración.

3.2.5. Teorema principal

Teorema 3.2. Sea ϕ∆ la solución aproximada generada por el método (3.9). Asuma
que ∆ := (∆z,∆t) → 0 con el radio λ fijo y satisfaciendo la condición CFL (3.7).
Entonces ϕ∆ → ϕ acotadamente c.t.p. en L1(ΠT ), donde ϕ es la única solución de
entroṕıa del problema de valor inicial (3.1) en el sentido de la Definición 3.1.

Demostración. Observemos que el Lema 3.1 nos garantiza que nuestra sucesión de
soluciones aproximadas ϕ∆ definida en (3.12), es acotada en L∞. Además, el Lema 3.3
demuestra la L1-continuidad en tiempo de la sucesión ϕ∆, mientras que el Lema 3.4
nos garantiza una cota en la variación total espacial en cualquier intervalo [a, b] tal
que [a, b] ∩ J = ∅. Aplicando resultados estándares de compacidad se sigue que para
cada intervalo [a, b] tal que [a, b] ∩ J = ∅, existe una subsucesión, la cual denotaremos
nuevamente por ϕ∆, que converge en L1([0, T ] × [a, b]). Tomemos pues una unión
contable de intervalos [ai, bi] tales que,

∞⋃
i=1

[ai, bi] = R∖ J.

Empleando un proceso estándar de diagonalización, podemos extraer una subsucesión,
que seguiremos denotando por ϕ∆, que converge en L1

loc(ΠT ) y en c.t.p en L1(ΠT ) a
una función ϕ ∈ L∞(ΠT ).

Teorema 3.3. Sea ϕ una solución débil constrúıda como el ĺımite de aproximaciones
ϕ∆, generadas por el esquema (3.9)-(3.10) y sea c ∈ R. Sea ψ ∈ D((R ∖ J) × [0, T ))
tal que, ψ ≥ 0. Entonces se satisface la siguiente desigualdad de entroṕıa,∫∫

ΠT

(
|ϕ− c|∂tψ + sgn(ϕ− c)

(
f(ϕ,γ(z), t)− f(c,γ(z), t)

)
∂zψ

)
dz dt

−
∫∫

ΠT∖J

sgn(ϕ− c)f(c,γ(z), t)zψ dz dt ≥ 0, ∀ c ∈ R.
(3.53)
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Demostración. Sea ψ ∈ D((R∖ J)× [0, T )), con ψ ≥ 0 dado. Defina ψn
j := ψ(zj, t

n) y
multipliquemos por ∆zψn

j la desigualdad (3.43). Luego, sumando por partes obtenemos
que,

−∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

|ϕn+1
j − c|

(
ψn+1
j − ψn

j

∆t

)

−∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

Gn
j−1/2

∆−ψ
n
j

∆z

≤ ∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c, γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j .

(3.54)

Para (z, t) ∈ Rn
j tenemos que,

ψn+1
j − ψn

j

∆t
= ψt(z, t) + O(∆z +∆t),

D+ψ
n
j :=

∆+ψ
n
j

∆z
= ψz(z, t) + O(∆z +∆t),

D−ψ
n
j :=

∆−ψ
n
j

∆z
= ψz(z, t) + O(∆z +∆t).

De lo anterior y haciendo uso del Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
(Véase Teorema 5.4 en Anexo 3), notamos que la primera suma en (3.54) satisface
que,

∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

|ϕn+1
j − c|

(
ψn+1
j − ψn

j

∆t

)
−→

∫∫
ΠT

|ϕ− c|∂tψ dz dt. (3.55)

La segunda suma en (3.54) se reescribe como,

∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

Gn
j−1/2

∆−ψ
n
j

∆z
= ∆z∆t

∑
j∈Z

M−1∑
n=0

(
1

2
F n
j−1/2D−ψ

n
j +

1

2
F n
j+1/2D+ψ

n
j

)

= ∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

(
1

2
g(ϕn

j−1, zj−1)D−ψ
n
j +

1

2
g(ϕn

j , zj)D+ψ
n
j

)
+ E∆

− + E∆
+,
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donde,

E∆
− := ∆z∆t

∑
j∈Z

M−1∑
n=0

1

2

(
F n
j−1/2 − g(ϕn

j−1, zj−1)
)
D−ψ

n
j ,

E∆
+ := ∆z∆t

∑
j∈Z

M−1∑
n=0

1

2

(
F n
j+1/2 − g(ϕn

j , zj)
)
D+ψ

n
j .

Nuestro objetivo es mostrar que, E∆
− = E∆

+ = O(∆z). Note pues que,

F n
j−1/2 − g(ϕn

j−1, zj−1) = F (ϕn
j−1, ϕ

n
j , γj−1/2)− F (ϕn

j−1, ϕ
n
j−1, γj−1/2).

En consecuencia,

E∆
− =

1

2
∆z∆t

M−1∑
n=0

{∑
j∈Z

[
F (ϕn

j−1, ϕ
n
j , γj−1/2)− F (ϕn

j−1, ϕ
n
j−1, γj−1/2)

]}
D−ψ

n
j

De (3.14) y usando la cota de la variación total espacial (3.42) obtenemos,∑
j∈Z

∣∣F (ϕn
j−1, ϕ

n
j , γj−1/2)− F (ϕn

j−1, ϕ
n
j−1, γj−1/2)

∣∣ ≤∑
j∈Z

L2|ϕn
j − ϕn

j−1| ≤ K ′

De ese modo, E∆
− = O(∆z), un cálculo similar muestra que, E∆

+ = O(∆z). Reuniendo
las cotas anteriores resulta,

∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

Gn
j−1/2

∆−ψ
n
j

∆z
→
∫∫

ΠT

(
f(ϕ,γ(z), t)− f(c,γ(z), t)

)
∂zψ

)
dz dt. (3.56)

Finalmente, observe que,

∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c, γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j

= ∆z∆t
M−1∑
n=0

∑
j<IH

∣∣∣∣∆+f(c, γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j +∆z∆t

M−1∑
n=0

∑
IH<j<I0

∣∣∣∣∆+f(c, γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j

+∆z∆t
M−1∑
n=0

∑
I0<j<IB

∣∣∣∣∆+f(c, γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j +∆z∆t

M−1∑
n=0

∑
j>IB

∣∣∣∣∆+f(c, γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j

+∆z∆t
M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c, γIH−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
IH

+∆z∆t
M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c, γI0−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
I0

+∆z∆t
M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c, γIB−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
IB
.
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Note que el soporte de la función test ψ no incluye las discontinuidades del flujo en
los puntos −H, 0 y B. Por lo tanto, consideramos ψIH = ψI0 = ψIB = 0, de acuerdo a
nuestra discretización. En consecuencia,

∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c, γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j

−→
∫ T

0

∫ −H

−∞
|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt+

∫ T

0

∫ 0

−H

|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt

+

∫ T

0

∫ B

0

|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt+

∫ T

0

∫ ∞

B

|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt

=

∫∫
ΠT∖J

|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt.

Teorema 3.4. Sea ϕ una solución débil construida como el ĺımite de aproximaciones
ϕ∆, generadas por el esquema (3.9)-(3.10) y sea c ∈ R. Sea ψ ∈ D(ΠT ) tal que, ψ ≥ 0.
Entonces se satisface la siguiente desigualdad de entroṕıa,∫∫

ΠT

(
|ϕ− c|∂tψ + sgn(ϕ− c)

(
f(ϕ,γ(z), t)− f(c,γ(z), t)

)
∂zψ

)
dz dt

+

∫∫
ΠT∖J

|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt

+

∫ T

0

∑
m∈J

|f(c,γ(m+), t)− f(c,γ(m−), t)|ψ(m, t) dt ≥ 0, ∀c ∈ R.

(3.57)

Demostración. Sea ψ ∈ D(ΠT ), con ψ ≥ 0 dado. Defina ψn
j := ψ(zj, t

n) y multiplique-
mos por ∆zψn

j la desigualdad (3.43). Luego, sumando por partes obtenemos que,

−∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

|ϕn+1
j − c|

(
ψn+1
j − ψn

j

∆t

)

−∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

Gn
j−1/2

∆−ψ
n
j

∆z

≤ ∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c,γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j .

(3.58)
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Procediendo como en la demostración del Teorema 3.3, vemos que si ∆ := (∆z,∆t) →
0, entonces,

∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

|ϕn+1
j − c|

(
ψn+1
j − ψn

j

∆t

)
−→

∫∫
ΠT

|ϕ− c|∂tψ dz dt, (3.59)

y,

∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

Gn
j−1/2

∆−ψ
n
j

∆z
→
∫∫

ΠT

(
f(ϕ,γ(z), t)− f(c,γ(z), t)

)
∂zψ

)
dz dt, (3.60)

Finalmente, observe que,

∆z∆t
∑
j∈Z

M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c,γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j

= ∆z∆t
M−1∑
n=0

∑
j≤IH

∣∣∣∣∆+f(c,γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j +∆z∆t

M−1∑
n=0

∑
IH≤j≤I0

∣∣∣∣∆+f(c,γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j

+∆z∆t
M−1∑
n=0

∑
I0≤j≤IB

∣∣∣∣∆+f(c,γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j +∆z∆t

M−1∑
n=0

∑
j≥IB

∣∣∣∣∆+f(c,γj−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
j

+∆z∆t
M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c,γIH−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
IH

+∆z∆t
M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c,γI0−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
I0

+∆z∆t
M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c,γIB−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
IB

:= Σ1 + Σ2 + Σ3 + Σ4 + Σ5 + Σ6 + Σ7.

Procediendo como en la demostración del Teorema 3.3, vemos que,

Σ1 + Σ2 + Σ3 + Σ4 −→
∫ T

0

∫ −H

−∞
|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt+

∫ T

0

∫ 0

−H

|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt

+

∫ T

0

∫ B

0

|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt+

∫ T

0

∫ ∞

B

|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt

=

∫∫
ΠT∖J

|f(c,γ(z), t)z|ψ dz dt.

Resta analizar las sumas Σ5, Σ6 y Σ7. En efecto, sea m1 = −H. De acuerdo a
nuestra discretización, tenemos que existe un único ı́ndice IH tal que,

zIH−1/2 < m1 ≤ zIH+1/2,
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de lo cual se sigue que,

|γIH+1/2 − γ(m+
1 )| ≤ ∥γ ′∥L∞(m1,∞)∆z

|γIH−1/2 − γ(m−
1 )| ≤ ∥γ ′∥L∞(−∞,m1)∆z

(3.61)

De ese modo, haciendo uso de (3.61) se tiene que,

Σ5 = ∆z∆t
M−1∑
n=0

∣∣∣∣∆+f(c,γIH−1/2, t
n)

∆z

∣∣∣∣ψn
IH

= ∆t
M−1∑
n=0

|f(c,γ(m+
1 ), t

n)− f(c,γ(m−
1 ), t

n)|ψn
jH

+ O(∆z).

Haciendo uso del Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue obtenemos
que si ∆ := (∆z,∆t) → 0, entonces,

Σ5 −→
∫ T

0

|f(c,γ(m+
1 ), t)− f(c,γ(m−

1 ), t)|ψ(m1, t) dt. (3.62)

Análogamente vemos que si m2 = 0 y m3 = B, entonces,

Σ6 −→
∫ T

0

|f(c,γ(m+
2 ), t)− f(c,γ(m−

2 ), t)|ψ(m2, t) dt, (3.63)

y,

Σ7 −→
∫ T

0

|f(c,γ(m+
3 ), t)− f(c,γ(m−

3 ), t)|ψ(m3, t) dt. (3.64)

Aśı, en virtud de (3.62),(3.63) y (3.64), concluimos que,

Σ5 + Σ6 + Σ7 −→
∫ T

0

∑
m∈J

|f(c,γ(m+), t)− f(c,γ(m−), t)|ψ(m, t) dt,

lo cual finaliza la demostración.

3.3. Experimentos numéricos

Ejemplo 3.5. Consideremos un clarificador-espesador que inicialmente está comple-
tamente lleno de agua, esto es, ϕ0(z) = 0, para cada z ∈ R. En t = 0, empeza-
mos a alimentar el clarificador-espesador con una tasa de alimentación constante de
ϕF(t) = 0.7, para cada t > 0. Los caudales vienen dados por qE = 1 y qU = 0.6.
Los resultados se muestran en la Figura 3.1. Se obtuvieron errores en norma L∞, los
cuales se resumen en la Tabla 3.1.
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∆z ∥e∥∞ log2(∥e1∥/∥e2∥)
1/100 4.43e− 02 -
1/200 2.76e− 02 0.682
1/400 1.65e− 03 0.741
1/800 9.40e− 03 0.814
1/1600 4.90e− 03 0.939
1/3200 2.14e− 03 1.195

Cuadro 3.1: Error numérico en norma L∞ en t = 1.
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Solución de referencia

Figura 3.1: Comparación de las soluciones obtenidas empleando el esquema (3.9)-(3.10)
con tamaños de paso dz = 1/100 y dz = 1/800, con una solución de referencia obtenida
con el método de Engquist-Osher (5.4)-(5.5).

Ejemplo 3.6. Un punto importante a considerar en el problema (3.1) es la existencia
de estados estacionarios [25], es decir, soluciones del problema: hallar una función ϕ
no nula, tal que,

gz(ϕ, z) = 0, ∀ z ∈ R.

Es posible encontrar estos equilibrios haciendo de uso de la condición de Rankine-
Hugoniot asociada al problema. De momento, podemos determinar dos tipos de estados
estacionarios los cuales dependen de los caudales QE, QU y de la tasa de alimentación
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ϕF. Uno que ocurre cuando,

0 ≤ ϕF ≤ QU

QU +QE

,

y otro que ocurre cuando,

QU

QU +QE

≤ ϕF ≤ 1.

Sin embargo estos son estados estacionarios triviales. Como trabajo futuro, estamos
interesados en la existencia de estados estacionarios no triviales, en particular, en una
solución estacionaria en la zona de espesamiento [0, B]. Para ilustrar estas dos solu-
ciones, consideramos un clarificador-espesador ocupando el intervalo de profundidad
[−0.8, 3.2] y hacemos uso del flujo de Vesilind dado por,

f(ϕ) = vStϕ

(
exp(−rVϕ)− exp(−rV)

1− exp(−rV)

)
,

con vSt = 6 y rV = 2. En las Figuras 3.3 y 3.3 podemos apreciar estos estados estacio-
narios en un tiempo t = 30.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3.5

3

2.5

2

1.5

1
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0

-0.5

-1
T=200

Figura 3.2: Estado estacionario para QU = 0.6, QE = 1 y ϕF = 0.3. Nótese que,
ϕF <

QU

QU+QE
= 0.375.
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Figura 3.3: Estado estacionario para QU = 0.6, QE = 1 y ϕF = 0.6. Nótese que,
ϕF >

QU

QU+QE
= 0.375.

3.4. Unicidad

En el Caṕıtulo 1 vimos que para garantizar la unicidad del problema base (1.3)
bastaba imponer cierta condición de entroṕıa de Kružkov. Sin embargo, de acuerdo a
Mitrovic, Karlsen, Bürger, et al. [26, 27, 13], cuando tenemos discontinuidades en el
flujo, esta condición es insuficiente para probar la L1−estabilidad de la solución débil
del problema estudiado. Es por ello que es requerido estudiar conceptos adicionales
como lo son la condición de cruce y la existencia de trazas.

Primero, precisamos lo que significa que los saltos presentes en γ satisfagan la
condición de cruce.

Definición 3.7 (Condición de cruce). Para cada salto en γ con ĺımites a izquierda
y derecha (γ−,γ+) asociados, decimos que la condición de cruce se satisface, si para
estados u y v, se cumple que,

f(u,γ+, t)− f(u,γ−, t) < 0 < f(v,γ+, t)− f(v,γ−, t) =⇒ u < v. (3.65)

Geométricamente la condición (3.65) impone que las gráficos de las funciones
f(·,γ+, ·) y f(·,γ−, t) no se corten o que la gráfica de f(·,γ−, t) quede por encima de
la gráfica de f(·,γ+, t), a la izquierda del punto de corte.
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Por ejemplo, como podemos ver en la Figura 3.4, los flujos numéricos del Ejemplo
3.5 satisfacen esta condición.

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 3.4: fL(ϕ) = −(ϕ− ϕF) + ϕVVe(ϕ), fR(ϕ) = 0.6(ϕ− ϕF) + ϕVVe(ϕ).

También, necesitamos el concepto de traza.

Definición 3.8. Sea W : R × R+ → R una función que pertenece a L∞(R × R+) y
∂xW ∈ M(ΠT ). Una traza a derecha de W (·, t) en el punto x = x0 es una función
t→ W (x0+, t) ∈ L1

loc(R+) tal que para c.t.p. t ∈ R+, se tiene que:

esslim
x↑x0

|W (x, t)−W (x0+, t)| = 0. (3.66)

Similarmente, entendemos por traza a izquierda de W (·, t) en el punto x = x0 es una
función t→ W (x0−, t) ∈ L1

loc(R+) tal que para c.t.p. t ∈ R+, se tiene que:

esslim
x↓x0

|W (x, t)−W (x0−, t)| = 0. (3.67)

Cabe resaltar, que en trabajos anteriores se demostró que las condiciones (3.65),
(3.66) y (3.67), garantizaban la L1−estabilidad de la solución débil y por ende se
teńıa unicidad de solución. Por ejemplo, Bürger et al. en [2], hicieron uso de un flujo
numérico tipo Engquist-Osher para aproximar las soluciones del problema (3.1). Esto
les permitió definir una función auxiliar conocida como singular mapping, con la cual
demostraron que las trazas (3.66) y (3.67) existen.
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Cabe resaltar que para nuestro flujo numérico esta estrategia no es aplicable y
que, a priori, no tendŕıamos garant́ıa de la existencia de estos ĺımites. Sin embargo,
basándonos en los comentarios de Mitrovic [26], los trabajos de Panov en [28] mostraron
que las trazas existen en prácticamente todas las situaciones relevantes. Aśı, podemos
asumir la existencia de trazas y de ese modo obtener el siguiente resultado de unicidad.

Teorema 3.9. [2] Asuma que u y v son soluciones de entroṕıa tipo BVt en el sentido
de la Definición 3.1 del problema de valor inicial (3.1) con condiciones iniciales u0 y
v0, respectivamente. Entonces, para c.t.p. t ∈ (0, T ),∫

R
|u(z, t)− v(z, t)|dz ≤

∫
R
|u0(z)− v0(z)|dz.

3.5. Conclusiones del caṕıtulo

En este caṕıtulo estudiamos la convergencia de un esquema numérico de volúmenes
finitos para el caso N = 1, es decir, cuando tenemos solo un clarificador-espesador.
Para ello, se incluyó el término fuente como una discontinuidad en el flujo y definimos
una desigualdad de entroṕıa la cual es un caso particular de la Definición (2.2).

Demostramos que la sucesión generada por el esquema numérico {ϕ∆} satisface
propiedades de acotamiento y de variación total en tiempo y en espacio. Luego, se
propuso una desigualdad discreta de entroṕıa y finalmente mostramos convergencia de
esta sucesión a la desigualdad de entroṕıa (3.5).

Se presentaron algunas simulaciones numéricas en las que se hizo uso de una so-
lución de referencia proporcionada por el Método de Engquist-Osher (Véase Anexo
2), el cual sabemos que converge a la única solución de entroṕıa de este modelo ([2],
2004).

Nos centramos ahora en extender este método numérico para el caso de varias
unidades, esto es, N > 1, lo cual se estudiará en el capitulo subsecuente.





Caṕıtulo 4
Existencia de solución del problema
principal

En este caṕıtulo estudiamos la existencia de solución del problema principal (2.1)
mediante el uso de un esquema tipo (1.22) extendido para el caso leyes de conservación
con flujo discontinuo.

4.1. Método de volúmenes finitos

Discretizamos el dominio espacial R en celdas Ij := [zj−1/2, zj+1/2), j ∈ Z, donde
zj = j∆z son las interfaces de celda y zj+1/2 = zj + ∆z/2 los centros de celda.
Similarmente, el intervalo temporal (0, T ) es discretizado como tn = n∆t, para n =
0, . . . ,M , donde M = ⌊T/∆t⌋ + 1, lo cual conduce a las bandas temporales In :=
[tn, tn+1), n = 0, . . . ,M − 1. Tomamos un tamaño de paso espacial, ∆z y un tamaño
de paso temporal, ∆t, sujetos a la siguiente condición CFL:

λ
(

máx
1≤i≤N

{qEi, qUi}+ ∥v∥∞ + ∥v′∥∞
)
≤ 1

2
, (4.1)

donde λ = ∆t
∆z

y,
∥v∥∞ := máx

0≤ϕ≤1
|v(ϕ)|.

El dato inicial {ϕ0
i,j} para el esquema de diferencias se discretiza mediante,

ϕ0
i,j :=

1

∆z

∫ zj+1/2

zj−1/2

ϕ0
i (z)dz, j ∈ Z. (4.2)

Calculamos {ϕn
i,j} mediante el siguiente esquema de diferencias expĺıcito,

ϕn+1
i,j = ϕn

i,j − λ(F n
i,j+1/2 − F n

i,j−1/2) + λSn
j , (4.3)

63
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para j ∈ Z y n = 0, 1, . . . ,M . Aqúı, el flujo numérico es definido por,

F n
i,j+1/2 := F̂i(ϕ

n
i,j+1, ϕ

n
i,j,γi,j+1/2) =


−qEiϕn

i,j+1 para j < IH,

−qEiϕn
i,j+1 + ϕn

i,jv(ϕ
n
i,j+1) para IH < j < I0,

qUiϕ
n
i,j + ϕn

i,jv(ϕ
n
i,j+1) para I0 < j < IB,

qUiϕ
n
i,j para j > IB.

(4.4)

donde F̂i está dado por,

F̂i(u,w,γi(z)) := γ1i (z)u+ γ2i (z)w + γ3i (z)wv(u),

con,

γ1i (z) :=

{
−qEi para z < 0,

0 para z > 0,
γ2i (z) :=

{
0 para z < 0,

qUi para z > 0,

γ3i (z) :=

{
1 para z ∈ (−H,B),

0 para z /∈ (−H,B).

Además,
Sn
i,j := δjSi(ϕ

n
j , t

n, τ1, τ2),

para cada i = 1, . . . , N , donde,

δj =

∫ zj+1/2

zj−1/2

δ(z)dz (4.5)

La solución en diferencias {ϕn
i,j} se extiende a todo ΠT definiendo,

ϕ∆
i (z, t) = ϕn

i,j, (z, t) ∈ Ij × [tn, tn+1), (4.6)

donde ∆ = ∆t = λ∆z. Además, discretizamos γ(z) por,

γi,j+1/2 :=
1

∆z

∫ zj+1

zj

γi(z)dz, j ∈ Z. (4.7)

Note que el flujo F̂i es consistente con el flujo real en el sentido de que F̂i(ϕ, ϕ,γ) =

fi(ϕ,γi). Más aún, F̂i es Lipschitz en el sentido de que,

|F̂i(u1, w, γi)− F̂i(u2, w, γ)| ≤ L1,i|u1 − u2|
|F̂i(u,w1, γi)− F̂i(u,w2, γ)| ≤ L2,i|w1 − w2|,

(4.8)

donde L1,i = 2máx{qEi, ∥v∥∞} y L2,i = 2máx{qUi, ∥v′∥∞}.
Teniendo en cuenta lo anterior y bajo ciertos supuestos, podemos garantizar que

el término fuente es acotado. El resultado se resume en el siguiente lema.

Lema 4.1. Si ϕF(t), ϕW(t), ϕi(B
+, t), ϕi((−H)−, t) ∈ [0, 1], i = 1, . . . , N y para todo

t > 0, entonces Si(ϕ, t, 0, τ1, τ2) ∈ [0, 1].
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4.2. Principio del máximo

En esta sección, mostraremos que el esquema numérico (4.3)-(4.4) satisface el prin-
cipio del máximo. Para ello haremos uso del Lema 4.1.

Lema 4.2. Bajo la condición CFL (4.1), el esquema (4.3)-(4.4) es monótono y satis-
face el principio del máximo para i = 1, . . . , N , esto es,

Si 0 ≤ ϕ∆
i (z, 0) ≤ 1, para todo z ∈ R, entonces 0 ≤ ϕ∆

i (z, t) ≤ 1, para todo (z, t) ∈ ΠT .

Demostración. Realizamos la prueba por inducción. Fijemos i = 1, . . . , N y asumamos
que 0 ≤ ϕn

i,j ≤ 1, para todo j ∈ Z. Tenemos varios casos:
Caso 1. Si j < IH, se sigue que,

ϕn+1
i,j = ϕn

i,j − λ(−qEiϕn
i,j+1 + qEiϕ

n
i,j) = (1− λqEi)ϕ

n
i,j + (λqEi)ϕ

n
i,j+1.

Caso 2. Para j = IH, tenemos,

ϕn+1
i,IH

= ϕn
i,IH

− λ[−qEiϕn
i,IH+1 + ϕn

i,IH
v(ϕn

i,IH
)− (−qEiϕn

i,IH
)]

= (1− λv(ϕn
i,IH+1)− λqEi)ϕ

n
i,IH

+ (λqEi)ϕ
n
i,IH+1

≤ (1− λv(ϕn
i,IH+1)− λqEi)ϕ

n
i,IH

+ λ[qEi + v(ϕn
i,IH+1)]ϕ

n
i,IH+1

Caso 3. Si IH < j < I0, se tiene que,

ϕn+1
i,j = ϕn

i,j − λ[−qEiϕn
i,j+1 + ϕn

i,jv(ϕ
n
i,j+1) + qEiϕ

n
i,j − ϕn

i,j−1v(ϕ
n
i,j)]

= (1− λv(ϕn
i,j+1)− λqEi)ϕ

n
i,j + (λqEi)ϕ

n
i,j+1 + (λv(ϕn

i,j))ϕ
n
i,j−1

= [1 + λϕn
i,jv

′(ξ
n+1/2
i,j )− λv(ϕn

i,j)]ϕ
n
i,j − λϕn

i,jv
′(ξ

n+1/2
i,j )ϕn

i,j+1 + λv(ϕn
i,j)ϕ

n
i,j−1

Caso 4. Para j = I0, vemos que,

ϕn+1
i,I0

= ϕn
i,I0

− λ[qUiϕ
n
i,I0

+ ϕn
i,I0
v(ϕn

i,I0+1) + qEiϕ
n
i,I0

− ϕn
i,I0−1v(ϕ

n
i,I0

)] + λSn
i,I0

= [1− λqUi − λqEi − λv(ϕn
i,I0+1)]ϕ

n
i,I0

+ (λv(ϕn
i,I0

))ϕn
i,I0−1 + λSn

i,I0

= [1− λqUi − λqEi + λϕn
i,I0
v′(ξ

n+1/2
i,I0

)− λv(ϕn
i,I0

)]ϕn
i,I0

− λϕn
i,I0
v′(ξ

n+1/2
i,I0

)ϕn
i,I0+1

+ λv(ϕn
i,I0

)ϕn
i,I0−1 + λSn

i,I0

Caso 5. Si I0 < j < IB, vemos que,

ϕn+1
i,j = ϕn

i,j − λ[qUiϕ
n
i,j + ϕn

i,jv(ϕ
n
i,j+1)− qUiϕ

n
i,j−1 − ϕn

i,j−1v(ϕ
n
i,j)]

= (1− λqUi − λv(ϕn
i,j+1))ϕ

n
i,j + λ(qUi + v(ϕn

i,j))ϕ
n
i,j−1

= [1− λqUi + λϕn
i,jv

′(ξ
n+1/2
i,j )− λv(ϕn

i,j)]ϕ
n
i,j − λϕn

i,jv
′(ξ

n+1/2
i,j )ϕn

i,j+1

+ λ[qUi + v(ϕn
i,j)]ϕ

n
i,j−1
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Caso 6. Para j = IB, tenemos que,

ϕn+1
i,IB

= ϕn
i,IB

− λ[qUiϕ
n
i,IB

− qUiϕ
n
i,IB−1 − ϕn

i,IB−1v(ϕ
n
i,IB

)]

= (1− λqUi)ϕ
n
i,IB

+ λ(qUi + v(ϕn
i,IB

))ϕn
i,IB−1.

Caso 7. Si j > IB, obtenemos que,

ϕn+1
i,j = ϕn

i,j − λ(qUiϕ
n
i,j − qUiϕ

n
i,j−1) = (1− λqUi)ϕ

n
i,j + (λqUi)ϕ

n
i,j−1.

Vemos que, a excepción del Caso 6, en todos los casos, escribimos ϕn+1
i,j como combi-

nación convexa de ϕn
i,j, ϕ

n
i,j+1 y ϕn

i,j−1, en consecuencia tendŕıamos que 0 ≤ ϕn+1
i,j ≤ 1,

para cada j ∈ Z ∖ {IB}.
Para j = IB considere la función,

h(ϕ) = (1− λqUi)ϕ+ λ(qUi + v(ϕ)).

Por la condición (4.1) vemos que, h′(ϕ) = 1 − λqUi + λv′(ϕ) ≥ 0. En consecuencia,
0 ≤ h(ϕ) ≤ h(1) = 1, para todo ϕ. En particular, 0 ≤ ϕn+1

i,IB
≤ 1. De todo lo anterior

vemos que 0 ≤ ϕn+1
i,j ≤ 1, para cada j ∈ Z, con lo cual se concluye la demostración.

4.3. Experimentos numéricos

Ejemplo 4.1. En los experimentos numéricos subsecuentes consideramos cuatro CTs
(N = 4) ocupando el intervalo de profundidad [−0.8, 3.2] y un flujo tipo Vesilind dado
por,

f(ϕ) = vStϕ

(
exp(−rVϕ)− exp(−rV)

1− exp(−rV)

)
,

con vSt = 6.75 y rV = 2. Tomamos también QF = 0.6, QW = 1, ϕF = 1 y ϕW = 0.

En la primera simulación, consideramos caudales de desbordamiento de control
pequeños y en orden decreciente, por lo tanto, la sedimentación se produce de izquierda
a derecha, como podemos apreciar en la Figura 4.1.

En la segunda simulación, consideramos caudales de desbordamiento de control
grandes por lo tanto, se produce un estado “cortocircuito” y no hay sedimentación en
el CCD, como podemos apreciar en la Figura 4.2.

En la tercera simulación, consideramos los mismos caudales de desbordamiento de
control de la Simulación 2, pero cambiamos el caudal QU4 por un valor más pequeño,
esto genera que el cuarto equipo sedimente primero y de esa forma la sedimentación
se produce de derecha a izquierda. Esto se puede ver en la Figura 4.3.
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Figura 4.1: En este ejemplo consideramos QU1 = 0.5, QU2 = 0.4, QU3 = 0.3 y QU4 =
0.2.
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Figura 4.2: En este ejemplo consideramos QU1 = 0.8, QU2 = 0.7, QU3 = 0.6 y QU4 =
0.6.
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Figura 4.3: En este ejemplo consideramos QU1 = 0.8, QU2 = 0.7, QU3 = 0.6 y QU4 =
0.2.

Definamos,

QF := (QF1, QF2, QF3, QF4)

QE := (QE1, QE2, QE3, QE4)

QU := (QU1, QU2, QU3, QU4).

La siguiente tabla resume los resultados obtenidos en los experimentos numéricos an-
teriores.

QU QE QF

(0.5, 0.4, 0.3, 0.2) (1.4, 1.3, 1.2, 1.1) (1.9, 1.7, 1.5, 1.3)
(0.8, 0.7, 0.6, 0.6) (1, 1.2, 1.1, 1) (1.8, 1.9, 1.7, 1.6)
(0.8, 0.7, 0.6, 0.2) (1.4, 1.6, 1.5, 1.5) (2.2, 2.3, 2.1, 1.6)

Observamos que leves cambios en los valores de alimentación de cada CTs generan
dinámicas distintas en el CCD. Esto induce a pensar que existen valores óptimos de
QUi, i = 1, 2, 3, 4, que permiten que los tanques que conforman la red se llenen de la
mejor forma. Lo anterior da pie al estudio de problemas de optimización relacionados
con la elección de estos parámetros libres.
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4.4. Conclusiones del caṕıtulo

En este caṕıtulo presentamos la descripción de un esquema de volúmenes finitos
para aproximar las soluciones del sistema de leyes de conservación que describe el
circuito CCD. Se introdujo una condición CFL bajo la cual se demuestra que la sucesión
de aproximaciones generada por el método numérico satisface el principio del máximo.
Esto constituye una primera aproximación en la demostración del esquema numérico
planteado.

Cabe resaltar que las estimaciones de variación total en tiempo han presentado
dificultades en su demostración debido a que los retardos que acoplan la transferencia
entre unidades tienen contribuciones que no son trivialmente controladas.

Del mismo modo, se realizaron algunas simulaciones numéricas que reflejan de
buena forma el retardo presente en la transferencia entre equipos.





Caṕıtulo 5
Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis se estudió el modelamiento y análisis numérico de un circuito a con-
tracorriente compuesto por N clarificadores-espesadores. Este estudio se realizó por
etapas las cuales están consignadas en cada uno de los caṕıtulos de este documento.

Inicialmente, se estudió la existencia y unicidad de un problema base con flujo
continuo bajo ciertos supuestos. Empleamos un esquema numérico que hace uso de que
el flujo se puede descomponer como el producto de la velocidad por la concentración lo
cual presenta ventajas con respecto a los esquemas numéricos tradicionales. De igual
manera hicimos uso de discretizaciones tipo MUSCL para extender este esquema a un
esquema de segundo orden.

Del mismo modo, describimos los caudales presentes en un sistema CCD. Impusi-
mos condiciones sobre estos que derivaron en un resultado de conservación global y en
la obtención de una región de positividad que garantiza que los caudales de efluente
QEi son no negativos, siempre que los caudales de control de desbordamiento QUi sean
no negativos. Para modelar la dinámica de cada CTs, empleamos leyes de conservación
con flujo discontinuo en espacio y con término fuente el cual describe el acoplamien-
to de equipos. Se describió la trasferencia entre unidades haciendo énfasis en que es
posible realizarla de dos formas, lo cual da origen a dos modelos matemáticos para
describir el CCD, a saber: incorporar estas cantidades como retardos en el modelo del
circuito (Modelo 1) o resolver expĺıcitamente ecuaciones de transporte para el trans-
porte de la mezcla en los distintos tubos (Modelo 2). Se adoptó el enfoque del Modelo
1 y se propuso una definición de solución de entroṕıa tipo BVt la cual tiene en cuenta
el acoplamiento de unidades.

Similarmente, se demostró la convergencia de un esquema numérico de volúmenes
finitos para el casoN = 1, es decir, cuando tenemos solo un clarificador-espesador. Para
esto, incluimos el término fuente como una discontinuidad en el flujo. Probamos que
la sucesión generada por el esquema numérico {ϕ∆} satisface el principio del máximo,

71
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que tiene de variación total acotada en tiempo y que tiene variación total acotada
en espacio en un intervalo [a, b] que no contenga las discontinuidades del flujo. Con
base en estas propiedades y usando una desigualdad discreta de entroṕıa formulada,
finalmente mostramos convergencia de esta sucesión a la solución de entroṕıa (3.5).
Realizamos experimentos numéricos en los que se compararon las soluciones obtenidas
con una solución de referencia obtenida mediante el método de Engquist-Osher.

Finalmente, describimos un esquema de volúmenes finitos para aproximar las so-
luciones del sistema de leyes de conservación que describe el circuito CCD, es decir,
para el caso N > 1. Se introdujo una condición CFL bajo la cual se demuestra que la
sucesión de aproximaciones generada por el método numérico satisface el principio del
máximo. Del mismo modo, se realizaron algunas simulaciones numéricas que reflejan
de buena forma el retardo presente en la transferencia entre equipos.

Como trabajo futuro consideramos lo siguiente:

1. Extender el esquema numérico (1.21)-(1.22) a un esquema de alto orden de apro-
ximación empleando aproximaciones tipo WENO y a un esquema en 2D.

2. Estudiar el Modelo 2 de transferencia de unidades descrito en el Caṕıtulo 2, el
cual consiste en resolver expĺıcitamente ecuaciones de transporte para el trans-
porte de la mezcla en los distintos tubos.

3. Demostrar la unicidad de solución del sistema (2.15).

4. Probar el buen planteamiento del modelo para el caso N > 1.

5. Analizar la existencia de estados estacionarios no triviales para el clarificador-
espesador.

6. Extender el modelo para sedimentación continua de suspensiones con propieda-
des floculantes de la mezcla dependientes del tiempo [29].



Anexos

Anexo 1. Teorema de Harten y Lema de Helly

Definición 5.1. Una función integrable f real valuada es de variación acotada si esta
tiene variación total finita, esto es, si,

TV(f) = sup
m∑
j=1

|f(xj+1)− f(xj)| <∞,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas xj < xj+1 tales que xj es
un punto de continuidad aproximada de f (esto es, δ−1|x : |x−xj| < δ, |f(x)−f(xj)| ≥
ϵ| → 0, para todo ϵ > 0 cuando δ → 0.)

Lema 5.1. Sea {un} una sucesión de funciones de variación acotada en el intervalo
real y acotado [a, b]. Si existe una constante M tal que TV(un) ≤ M y ∥un∥∞ ≤ M ,
para cada n, entonces existe una subsucesión de {un} la cual converge puntualmente
en la norma L1 en [a, b] a una función de variación acotada.

Teorema 5.2. Considere un esquema general escrito en la forma,

un+1
j = unj + aj(u

n
j+1 − unj )− bj−1(u

n
j − unj−1). (5.1)

Entonces, ∑
j∈Z

|un+1
j+1 − un+1

j | ≤
∑
j∈Z

|unj+1 − unj |, ∀n ∈ N,

si las siguientes condiciones son satisfechas,

aj ≥ 0, bj−1 ≥ 0, aj + bj ≤ 1, ∀j ∈ Z.

Demostración. Sea n ∈ N dado. De (5.1) tenemos que,

un+1
j+1 = unj+1 + aj+1(u

n
j+2 − unj+1)− bj(u

n
j+1 − unj ), (5.2)
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y,
un+1
j = unj + aj(u

n
j+1 − unj )− bj−1(u

n
j − unj−1). (5.3)

Restando (5.2) y (5.3) y agrupando obtenemos que,

un+1
j+1 − unj = (1− aj − bj)(u

n
j+1 − unj ) + aj+1(u

n
j+2 − unj+1) + bj−1(u

n
j − unj−1).

Luego, haciendo uso de la desigualdad triangular y de las condiciones dadas, obtenemos
que,∑
j∈Z

|un+1
j+1 − un+1

j | ≤
∑
j∈Z

(1− aj − bj)|unj+1 − unj |+
∑
j∈Z

aj+1|unj+2 − unj+1|+
∑
j∈Z

bj−1|unj − unj−1|

=
∑
j∈Z

(1− aj − bj)|unj+1 − unj |+
∑
j∈Z

aj|unj+1 − unj |+
∑
j∈Z

bj|unj+1 − unj |

=
∑
j∈Z

(1− aj − bj + aj + bj)|unj+1 − unj |

=
∑
j∈Z

|unj+1 − unj |,

esto es, ∑
j∈Z

|un+1
j+1 − un+1

j | ≤
∑
j∈Z

|unj+1 − unj |.

Anexo 2. Método de Engquist-Osher

Un método tradicional para aproximar la ley de conservación,

ut + f(u)x = 0, u(x, 0) = u0(x), x ∈ [a, b] ⊂ R,

es el denominado Método de Engquist-Osher el cual fue propuesto por el matemático
sueco Björn Engquist junto al matemático estadounidense Stanley Osher en 1981 [30].
El método consiste en aproximar usando la fórmula de avance,

un+1
j = unj −

∆t

∆x
(F n

j+1/2 − F n
j−1/2), j = 1, . . . ,M, n = 1, . . . , N, (5.4)

donde el flujo numérico viene dado por,

F n
j+1/2 = FEO(unj , u

n
j+1) :=

f(unj ) + f(unj+1)

2
− 1

2

∫ uj+1

uj

|f ′(θ)|dθ (5.5)
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A pesar de que es un método ampliamente usado en el análisis numérico de leyes de
conservación, notamos que éste presenta algunas limitaciones pues el término integral
en (5.5) es dif́ıcil de tratar y normalmente cambia de acuerdo a la ecuación que estemos
tratando. Por ejemplo, para los valores espećıficos del Ejemplo 3.5 en el Caṕıtulo 3
obtuvimos el siguiente flujo:

F n
j+1/2 =


−qE(ϕn+1

j − ϕF) si j < IH ,

FEO
L (ϕn

j , ϕ
n+1
j ) si IH < j < I0,

FEO
R (ϕn

j , ϕ
n+1
j ) si I0 < j < IB,

qU(ϕ
n
j − ϕF) si j > IB,

donde FEO
L y FEO

R vienen dados por,

FEO
L (u, v) =



−qE(u− ϕF) + V (u) si u ≤ v ≤ α,

−qE(u+ v − ϕF − α) + V (u) + V (v)− V (α) si u ≤ α < v,

−qE(v − ϕF) + V (v) si α < u < v,

−qE(u− ϕF) + V (u) si v < u ≤ α,

−qE(α− ϕF) + V (α) si v ≤ α < u,

−qE(v − ϕF) + V (v) en otro caso,

con α = 6−
√
13

9
y,

FEO
R (u, v) =



qU(u− ϕF) + V (u) si u ≤ v ≤ β,

qU(u+ v − ϕF − β) + V (u) + V (v)− V (β) si u ≤ β < v < γ,

qU(u− β + γ − ϕF)− V (β) + V (γ) + V (u) si u ≤ β y v ≥ γ,

qU(v − ϕF) + V (v) si β < u < v < γ,

qU(γ − ϕF) + V (γ) si β < u < γ ≤ v,

qU(u− ϕF) + V (u) si γ ≤ u ≤ v,

qU(u− ϕF) + V (u) si v ≤ u ≤ β,

qU(β − ϕF) + V (β) si v ≤ β < u < γ,

qU(u− ϕF + β − γ) + V (v)− V (γ) + V (β) si v ≤ β y u ≥ γ,

qU(β − ϕF) + V (β) si v ≤ β < u < γ

qU(u− ϕF) + V (u) en otro caso ,

con β = 30−
√
165

45
y γ = 30+

√
165

45
.
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Anexo 3. Teorema de la convergencia dominada de

Lebesgue

Denotemos por BR≥0
la σ−álgebra de Borel en [0,∞].

Teorema 5.3 (Lema de Fatou). Dado un espacio de medida (Ω,F, µ), sea {fn}, fn :
Ω → [0,∞], una sucesión de funciones (F,BR≥0

)−medibles no negativas. Defina la
función f : Ω → [0,∞] por, f(x) = ĺım inf

n→∞
fn(x), para cada x ∈ Ω. Entonces, f es

(F,BR≥0
)-medible, y también, ∫

Ω

fdµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫
Ω

fndµ.

Demostración. Ver [31].

Haciendo uso de este resultado podemos probar el Lema de Fatou inverso.

Lema 5.2. Dado un espacio de medida (Ω,F, µ), sea {fn}, fn : Ω → [0,∞], una
sucesión de funciones (F,BR≥0

)−medibles no negativas. Defina la función f : Ω →
[0,∞] por, f(x) = ĺım sup

n→∞
fn(x), para cada x ∈ Ω. Si existe una función no negativa g

en Ω tal que, fn ≤ g, para todo n ∈ N, entonces, f es (F,BR≥0
)-medible, y también,

ĺım sup
n→∞

∫
Ω

fndµ ≤
∫
Ω

fdµ.

Demostración. Considere la sucesión de funciones {g−fn}. Observe que esta sucesión
satisface todas las hipótesis del Teorema 5.3. Por lo tanto,∫

Ω

gdµ−
∫
Ω

fdµ =

∫
Ω

(g − f)dµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫
Ω

(g − fn)dµ

≤ ĺım sup
n→∞

∫
Ω

(g − fn)dµ

≤
∫
Ω

gdµ− ĺım sup
n→∞

∫
Ω

fndµ.

Como g es integrable, entonces
∫
Ω
gdµ <∞. Aśı, de lo anterior se deduce que,

ĺım sup
n→∞

∫
Ω

fndµ ≤
∫
Ω

fdµ.
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Teorema 5.4 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea {fn} una
sucesión de funciones real valuadas en un espacio de medida (Ω,F, µ). Suponga que la
sucesión de funciones converge puntualmente a una función f y que existe g integrable
tal que,

|fn(x)| ≤ g(x),

para todo n ∈ N y todo x ∈ Ω. Entonces f es integrable en el sentido de Lebesgue y,

ĺım
n→∞

∫
Ω

|fn − f |dµ = 0,

lo cual también implica que,

ĺım
n→∞

∫
Ω

fndµ =

∫
Ω

fdµ.

Demostración. Como f es el ĺımite puntual de una sucesión {fn} de funciones medibles
que están dominadas por g, entonces f también es medible y está dominada por g, en
consecuencia, f es integrable. Mas aún, de la definición de f sabemos que,

ĺım sup
n→∞

|f − fn| = 0.

De la linealidad y monotonicidad de la integral de Lebesgue vemos que,∣∣∣∣∫
Ω

fdµ−
∫
Ω

fndµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Ω

(f − fn)

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|f − fn|dµ.

Note que |f − fn| es acotada superiormente por una función integrable, en efecto,

|f − fn| ≤ |f |+ |fn| ≤ 2g.

Luego, podemos hacer uso del Lema 5.2 para obtener que,

ĺım sup
n→∞

∫
Ω

|f − fn|dµ ≤
∫
Ω

ĺım sup
n→∞

|f − fn|dµ = 0,

lo cual implica que el ĺımite existe y se anula, esto es,

ĺım inf
n→∞

∫
Ω

|f − fn|dµ = 0.

Finalmente, dado que,

ĺım
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

fdµ−
∫
Ω

fndµ

∣∣∣∣ ≤ ĺım
n→∞

∫
Ω

|f − fn|dµ = 0,

también se sigue que,

ĺım
n→∞

∫
Ω

fndµ =

∫
Ω

fdµ.
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[24] R. Bürger, A. Garćıa, K.H. Karlsen, and J.D. Towers. A family of numerical sche-
mes for kinematic flows with discontinuous flux. Journal of Engineering Mathe-
matics, 60(3):387–425, 2008.

[25] S. Diehl. Operating charts for continuous sedimentation i: Control of steady
states. Journal of Engineering Mathematics, 41(2):117–144, 2001.

[26] D. Mitrovic. New entropy conditions for scalar conservation laws with disconti-
nuous flux. arXiv preprint arXiv:1011.4236, 2010.

[27] K.H. Karlsen, N.H. Risebro, and J.D. Towers. l1 stability for entropy solutions of
nonlinear degenerate parabolic convection-diffusion equations with discontinuous
coefficients. Preprint series. Pure mathematics http://urn. nb. no/URN: NBN:
no-8076, 2003.

[28] E.Y. Panov. Existence of strong traces for quasi-solutions of multidimensional
conservation laws. Journal of Hyperbolic Differential Equations, 4(04):729–770,
2007.

[29] F. Betancourt, R. Bürger, S. Diehl, and S. Far̊as. Modeling and controlling
clarifier–thickeners fed by suspensions with time-dependent properties. Minerals
Engineering, 62:91–101, 2014.

[30] B. Engquist and S. Osher. One-sided difference approximations for nonlinear
conservation laws. Mathematics of Computation, 36(154):321–351, 1981.

[31] H. Royden and P. Fitzpatrick. Real analysis, volume 32. Macmillan New York,
1988.


