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RESUMEN

En esta Tesis se estudia el uso combinado de los Métodos de Ele-
mentos Finitos, Elementos de Frontera, aplicaciones Dirichlet—to—
Neumann y Descomposicién de Dominio para la solucién numérica
de problemas exteriores lineales y no lineales en Teoria del Potencial
y Elasticidad.

Los algoritmos para problemas lineales estan basados en el uso
de aplicaciones Dirichlet-to-Neumann para transformar el proble-
ma exterior en un problema mixto de valores de frontera sobre
una region acotada. Este dominio acotado es descompuesto en un
numero finito de regiones anulares lo cual, mediante el uso de ope-
radores de Steklov—Poincaré, permite la obtencién de un proble-
ma simétrico sobre las interfases. Luego, este problema es resuel-
to usando métodos iterativos, basados en precondicionadores tipo
Dirichlet—Robin, obteniéndose algoritmos de iteracién por subdomi-
nios que pueden ser implementados naturalmente en un computador
paralelo. En lo que respecta a problemas no lineales, se presenta un
esquema de linealizacién basado en el uso de precondicionadores
lineales.

Como modelos en Teoria del Potencial se consideran el problema
exterior de Dirichlet para el Laplaciano en el plano y una clase de
problemas exteriores no lineales fuertemente monétonos. En Elasti-
cidad se considera el problema exterior para el sistema de Lamé y
un problema exterior no lineal en elasto—plasticidad bidimensional.

Gran atencion es puesta en los aspectos variacionales de los es-
quemas de descomposicion de dominio, aproximacion de los corres-
pondientes operadores de Steklov—Poincaré y analisis de los respecti-
vos esquemas discretos. Ademas, se presentan algunos experimentos
numeéricos que confirman nuestros resultados.
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ABSTRACT

This Thesis is concerned with the combination of Finite Ele-
ment, Boundary Element, Dirichlet-to-Neumann mappings and
Domain Decomposition Methods for the numerical solving of linear
and nonlinear exterior boundary value problems arising in Potential
Theory and Elasticity.

The algorithms for linear problems are based on Dirichlet—to—-
Neumann mappings to transform the exterior problem into a mi-
xed boundary value problem on a bounded domain. This domain
is decomposed into a finite number of annular nonoverlapping sub-
domains which, by means of Steklov—Poincaré operators, allows to
obtain a symmetric interface problem. Then, this problem is solved
by using iterative methods, based on Dirichlet—Robin preconditio-
ners, leading to iteration—by-subdomains algorithms well suited for
parallel computations. In what concerning nonlinear problems, we
present a linearization procedure based on linear preconditioners.

As models in Potential Theory, we consider the exterior Dirich-
let problem for the Laplacian in the plane and a class of nonlinear
exterior strongly monotone problems. In Elasticity we consider the
exterior Dirichlet problem for the Lamé system and an exterior pro-
blem in bidimensional elasto—plasticity.

We discuss the variational aspects of the presented algorithms,
approximation of Steklov—Poincaré operators and provide the co-
rresponding finite dimensional analysis. Also, we give some nume-
rical experiments which confirm our results.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Introduccion

En diversas dreas de la Fisica y la Ingenieria, como son el Electromagnetismo, la
Mecanica de Fluidos y la Elasticidad, se encuentran modelos dados en términos de
ecuaciones diferenciales parciales en dominios no acotados. Para resolver este tipo
de problemas, la combinacién del Método de Elementos Finitos (FEM) y el Método
de Elementos de Frontera (BEM), conocida como acoplamiento entre BEM y FEM,
ha sido aplicada con éxito durante las dltimas dos décadas (ver [10], [19], [22], [23],
[30], [39], [57], [58]).

Actualmente, la creciente disponibilidad de poderosos computadores paralelos
ha llevado a una gran cantidad de investigadores al desarrollo de técnicas numéricas
adaptables a este tipo de arquitecturas. Dentro de estas técnicas se destacan los
Métodos de Descomposicién de Dominio (DDM) (ver [43], [52], [56]). Las técnicas
DDM son basadas en la particién del dominio de definicién de la ecuacién diferencial
en un numero arbitrario de regiones més pequenas llamadas subdominios. De acuer-
do a esto se distinguen dos métodos. Los llamados métodos de Schwarz hacen uso de
una divisién del dominio en la cual los subdominios se traslapan. Por el contrario,
los llamados métodos de subestructuracion hacen uso de una particion en la cual los
subdominios no se traslapan.

Las técnicas DDM basan su éxito en la posibilidad de reducir el problema diferen-
cial a la solucién iterativa de problemas del mismo tipo, pero sobre los subdominios.
Ademads, en general, estos subproblemas son totalmente independientes y pueden
ser resueltos en paralelo. Mas aun, estos métodos se adaptan de manera natural a
geometrias complejas y a ecuaciones con coeficientes discontinuos.

En esta Tesis se propone el uso combinado de los Métodos de Elementos Finitos,
Elementos de Frontera, aplicaciones Dirichlet-to-Neumann (DtN) y Descomposicién
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2 Capitulo 1. Introduccion

de Dominio, especificamente los de subestructuracion, para la solucién numérica de
problemas exteriores lineales y no lineales en Teoria del Potencial y Elasticidad.
Como consecuencia de lo anterior, es posible obtener algoritmos que toman ventaja
de cada una de las buenas caracteristicas de los métodos considerados. En efecto,
es conocida la complementariedad que presentan BEM y FEM. Por un lado, FEM
es adecuado para problemas lineales y no lineales sobre dominios acotados. Por otro
lado, BEM se adapta facilmente a problemas lineales sobre dominios no acotados.
Maés aun, mediante el uso de técnicas DDM es posible obtener paralelismo en la
resolucion numeérica de los problemas bajo consideracion.

En este trabajo se presentan dos Métodos de Descomposicién de Dominio, tipo
Dirichlet-to-Neumann (ver [52]), para problemas exteriores lineales. La diferencia
basica entre ambos métodos radica en la forma de aproximar los correspondien-
tes operadores de Steklov—Poincaré (ver [1], [53]). El primer algoritmo realiza esta
aproximacién mediante FEM (ver [4], [27], [43], [45], [52], [53], [56]). El segundo
algoritmo hace uso ademdas de BEM (ver [6], [33], [36], [37], [42], [54], [55]).

Estos algoritmos estan basados en el uso de aplicaciones DtN para transformar
el correspondiente problema exterior en un problema equivalente sobre una regién
acotada. Luego, esta regién es descompuesta en un nimero finito de subdominios
lo cual, mediante el uso de operadores de Steklov—Poincaré, permite obtener una
formulacion equivalente sobre la frontera de los subdominios. En general, este pro-
blema de interfase es mal condicionado y, por lo tanto, el uso de un precondicionador
adecuado es de gran importancia. Entre otras cosas, el precondicionador debe tener
buenas propiedades paralelas y ser 6ptimo en el sentido que la convergencia de los
algoritmos resulte independiente de la discretizacién. Con esto, el uso de métodos
iterativos precondicionados sobre el problema de interfase llevaréd a la obtencién de
algoritmos paralelos e independientes de la discretizacion.

Por otro lado, en lo que respecta a problemas no lineales, las técnicas DDM no
pueden ser aplicadas en forma directa y, en general, es necesario usar algin método
de linealizacién (ver [12], [43]). Nuestros algoritmos para problemas no lineales estan
basados, al igual que en el caso lineal, en el uso de aplicaciones DtN para reducir
el problema exterior a un problema no lineal sobre una regién acotada. De esta
forma, el problema puede ser transformado, equivalentemente, en una ecuacién de
operadores no lineales fuertemente monétonos (ver [2], [15], [16], [17], [19], [21], [22])-
Entonces, al utilizar un esquema tipo Richardson, con precondicionamiento lineal,
es posible obtener un algoritmo iterativo basado en la resoluciéon de los problemas
lineales determinados por el precondicionador. Es justamente en estos problemas
donde pueden aplicarse técnicas de descomposicién de dominio.



1.2 Espacios de Sobolev 3

Los modelos que se consideran en Teoria del Potencial son el problema exterior
de Dirichlet para el Laplaciano en el Plano y la clase de problemas exteriores no
lineales, con una parte lineal homogénea en la regién no acotada, tratada en [3]. En
Elasticidad se considera el problema exterior de Dirichlet para el sistema de Lamé
y un problema exterior no lineal en elasto-plasticidad bidimensional (ver [2]).

La organizacién de esta Tesis es como sigue. En lo que resta de este capitulo, se
revisan los espacios de Sobolev y se presentan algunos resultados e ideas fundamen-
tales sobre FEM y BEM. En el capitulo 2 se introduce el método de desacoplamiento
para el problema exterior de Dirichlet para el Laplaciano en el plano. Se desarrolla
una férmula de integracién para la aplicacién DtN, se presenta el correspondiente
andlisis de error y algunos ensayos numéricos. El capitulo 3 estd dedicado a la ob-
tencion de algoritmos paralelos para los problemas modelo en Teoria del Potencial.
Para el caso lineal, se presentan las correspondientes formulaciones multidominio,
los operadores de Steklov-Poincaré, los algoritmos de iteracién por subdominios,
aproximaciones en dimension finita y algunos experimentos numéricos. En el caso
no lineal, se establece un esquema de linealizacién y se desarrolla el correspondiente
analisis discreto. Finalmente, en el capitulo 4 se extiende la Teoria desarrollada en
el capitulo 3 a los problemas modelo en Elasticidad bidimensional.

1.2 Espacios de Sobolev

Es conocido que el moderno tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales
requiere el uso de los espacios de Sobolev. A continuacién se presentan algunos
resultados y propiedades sobre estos espacios que son de suma utilidad en este
trabajo. En lo que sigue, Q2 es considerado un abierto de R" con frontera I' := 02
suficientemente regular.

Definicién 1.2.1 El espacio L?(Q) consiste de todas las funciones v, medibles en
el sentido de Lebesgue, tales que

1/2
{/ Ude} < +00.
Q

Teorema 1.2.1 El espacio L?(Q) es un espacio de Hilbert con el producto interior
< U,V >p2g)i= / uvdr Yu,v € L*(Q).
Q

Obsérvese que la norma inducida por < -, - >p2(q) estd dada por

1/2
vl L2 == {/ v? dx} Vo e L*(Q).
Q
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Por otro lado, se define C§°(£2) como el espacio de funciones infinitamente dife-
renciables con soporte compacto en 2. Mds atn, C§°(€2) dotado de una topologia
especial, proveniente de una familia de seminormas, es denotado por D(f2) y escri-
bimos D(Q) := {plq : ¢ € D(R™)}. El dual topolégico de D(2) es denotado por
D'(2) y es llamado espacio de distribuciones. Este espacio es de gran importancia
pues, en efecto, los espacios de Sobolev son espacios de distribuciones.

Ahora, denotando por < v, > a la evaluacién de la distribucién v € D'(Q)
en la funcién ¢ € D(Q), observamos que toda funcién localmente integrable f se

identifica con una distribucién mediante
< fip>= / fedr YoeD(Q).
Q

En otras palabras, < -,- > es una extensién del producto escalar en L?((Q2).
Por motivos notacionales, se define el multindice o := (a4, ag, ..., a,,) € N™ con

n
mddulo asociado |a| = Zai. Con esto, para f € Cl?l(Q), se escribe

=1

|l
0°f := 0% f

0zt 0xy? - - - Owon

La siguiente definicién extiende la nocién usual de derivada al espacio de distribu-
ciones D'(2). Usualmente son referidas como derivadas débiles o derivadas genera-
lizadas.

Definicién 1.2.2 Dado v € D'(Q) y a € N, se define 0*v € D'(2) mediante
<%, p>= (1) <0v,0% > VepeDH).
Ademds, se dice que 0%v € L?(Q) si existe w € L*(Q) tal que
(D)l <w,0% >=<w,p> VepeD).

Definicién 1.2.3 Dado m € N, se define el espacio de Sobolev de orden m y expo-
nente 2 como Sigue

H™(Q):={veD(Q):0% e L*(Q) Va,|a <m}.
Teorema 1.2.2 H™(Q) es un espacio de Hilbert con el producto interior

< U,V >pgmo)i= Z < 0%, 0% >y VYu,v € H™(Q).

laj<m
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Noétese que la norma inducida por < -,- >pm(q) estd dada por
1/2

[wllm@y =< D [10%0]32x Vv e H™(Q)

laj<m

y que H™()) puede ser provisto de la seminorma
1/2

|U‘Hm(ﬂ) = Z ||8av||%2(9) Vo e Hm(Q) .

|la|=m

De particular interés en lo que sigue es el caso m = 1. En tal caso se tiene que

1/2
ol oy = {10l + 0B | -

donde
\vﬁql(ﬂ) = /QVU -Vvdz

es una seminorma sobre H*(Q).

Definicién 1.2.4 H{* () es la clausura de D(S2) con respecto a la norma ||- || gm (o)
Esto es, v € H*(QY) si y sdlo si existe una sucesion {¢n tnen € D() tal que

lim [[v — @n|lgm@) =0.
n—0o0

Hasta el momento s6lo se ha presentado la nocién de espacios de Sobolev H™((2)
con m € N. El objetivo de lo que sigue es tratar el caso H*(2) con s € R.

Definicién 1.2.5 Sea €2 un abierto de R™, m > 0 un enteroy s=m+ 0 € R con
0 <o < 1. Se denota por H*(Y) al espacio de distribuciones v definidas sobre S tal
quev € H™(Q) y

aa _ 2
[t dadu < 400 ial=

Puede demostrarse que H*(Q2) es un espacio de Banach con la norma

1/2

|0%v(x) — 0%v(y)|?
||U||Hs(n) = ||U||Hm + Z// ||x_y||n—|—20 dz dy

Es importante mencionar que H*(2) puede también ser definido usando transfor-

mada de Fourier (ver [40]). Ahora, al igual que en el caso entero, se define H((2)
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como la clausura de D(£2) con respecto a la norma || - || gs(). Ademds, se denota por
H=(Q2) al dual de H§(Q2).

Por otro lado, dado que utilizaremos algunas formulaciones variacionales cuyas
variables estan sobre la frontera de un dominio, introducimos los llamados espacios
de trazas. Comenzamos con una definicién que permite definir la regularidad de una
frontera I'.

Definicién 1.2.6 Sea 2 un abierto de R™ con frontera I' y k > 0 un entero. Se
dice que T es de clase C*' si para cada x € T existe una vecindad O de x € R™ y
un nuevo sistema ortogonal de coordenadas y = (y',yn), donde y' := (y1,...,Yn_1),
tal que

o O es un hipercubo en las nuevas coordenadas, es decir,
O={y:—a;<yj<a;, 1<j<n}.
e Eziste una funcién ¢ de clase C*', definida en
O'={y:—aj<yj<aj, 1<j<n-—1},
que satisface

— [¢(¥)| < % para todo y' € O,
QN0 ={y:y. < o)},
~TNO={y:y,= o)}

Esta definicién muestra que €2 estd localmente bajo el grafico de alguna funcién
¢ y que I' es representada por el grifico de ¢. Ademads, la regularidad de T' esta
determinada por la de ¢. Mas atin, como consecuencia de esta definicién, dominios
con cortes no son permitidos. Como ejemplos de dominios de clase C%! estan los
poligonos acotados en R? y los poliedros acotados en R3.

Definicién 1.2.7 Sea 0 < s < 1. Se define H*(I") como la clausura de las funciones
infinitamente diferenciables sobre I' con respecto a la norma

2 1/2
o\T) — Py
nmmm:@mmm+£r'” ()UM@J |

[l = yljn=teee

1/2
nﬂmm:{/ww} |
T

donde
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Ademas, se define H~*(T") como el dual de H*(T") con respecto al producto inte-
rior en L*(T'), es decir, la clausura de L*(T") con respecto a la norma

‘ <o,p >L2(F) |
||G||H—S(Q) = sup
0£peHS(T) ||90||HS(F)

A continuacién se enuncia un Teorema fundamental para la caracterizacién de
funciones v € H*(2) sobre la frontera I'. Para hacer esto, denotamos yyv := v|r para

todo v € D(1).

Teorema 1.2.3 (de trazas) Sea Q2 un abierto acotado de R™ con frontera I de
clase C¥ ke NU{0} y 1/2 < s =k + 1 € N. Entonces, la aplicacién v — v se
extiende de manera inica a un operador lineal y continuo de H*(Q) — H*~'/2(I).

Demostracién. Ver Teorema 6.2.40 en [29). [

A manera de ejemplo, sea €2 un abierto acotado con frontera I' de clase C%!.
Entonces, en virtud del Teorema de trazas, se deduce que existe C' > 0 tal que

[Wllr2wy = vl < Clvllme Vv e HY(Q).

Sea v;v := 2| para todo v € D(Q), donde v denota el vector normal unitario
exterior a I'. Entonces, puede demostrarse que existe C' > 0 tal que

ov -
||$||H—1/2(r) = lmollg-120y < Cllvllmie) Vo€ HA(Q),

donde HA(R) := {v € HYQ) : Av € L*(Q)}. M4s atin, se tiene que Ker(yy) =
HL(Q) y Ker() N Ker(y) = HA(Q).

Finalizamos esta seccién con algunos importantes resultados que involucran fun-
ciones en espacios de Sobolev.

Teorema 1.2.4 (Desigualdad de Poincaré) Sea 2 un abierto acotado de R™.
Entonces, eziste una constante positiva C = C(2) tal que

Demostracién. Ver Teorema 2.3.4 en [40]. [

El Teorema anterior muestra que la seminorma | - |g1(q) define una norma en
Hj(€), la cual es equivalente con || - ||g1(q). Varias generalizaciones de este impor-
tante resultado son posibles. Por ejemplo, el dominio puede ser acotado s6lo en una
direccion. También este resultado es valido en el caso de funciones que no se anulen
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sobre toda I'. Ciertamente, sélo se necesita que se anulen en I'p C T con |[['p| # 0,
en caso contrario, la desigualdad no es valida. La desigualdad tampoco es cierta en
el caso de dominios no acotados. Una generalizacién del resultado anterior estd dada
por el siguiente Lema.

Lema 1.2.1 (Desigualdad de Poincaré Generalizada) Sea Q2 un dominio aco-
tado en R? con frontera T de clase C%'. Sea P,, 1(Q) el espacio de polinomios de
grado menor o igual a m — 1 definidos sobre ). Suponga que existe una familia de
funcionales lineales continuos F sobre H™(Q) con la propiedad

vEP, 1)y flo)=0 VfeF=v=0.

Entonces, la aplicacion || - || : H™(2) — R dada por
1/2
o] = {|v|?qm(m + |f(v)|2}
feF
define una norma en H™(S2), la cual es equivalente a || - || gm(q).-
Demostracién. Ver Teorema 5.11.2 en [41]. [

El siguiente Teorema, el cual se basa fuertemente en la desigualdad de Korn
(ver [8]), es de importancia, por ejemplo, para probar la unicidad de solucién de la
formulacién variacional asociada al problema lineal de Elasticidad.

Teorema 1.2.5 Sea Q) un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%' y sea
I'p C T. Entonces, [Hp (Q)]? == {v € [H(Q)]? : v =0 enTp} es un subespacio
cerrado de [H*(Q)]?>. Mds aiin, si |Up| > 0, eziste una constante ¢ > 0 tal que

2

1/2
vl @p < {Z ||€ij(V)||%2(n)} < cl[vllim @y

ij=1

para todo v := (vy,vy) € [Hp (Q)]?, donde

1 (0v; Ov, o
ii = = , ] = 1, 2.
eij(V) 2{8:vj+5$i} Vi, j
Demostracién. Ver Teorema 6.3.4 en [8]. [

Como consecuencia del resultado anterior, se deduce que la seminorma

9 1/2
le(¥)log = {Z ||6z'j(V)|Iiz(Q)}

ij=1
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define una norma en [Hy_(Q)]?, la cual es equivalente a || - || (q)p2-
En lo que resta de esta Tesis, los siguientes dos Lemas seran referidos simplemente
como integracion por partes.

Lema 1.2.2 Sea Q un abierto acotado de R? con frontera I' de clase C%' y vector
normal unitario exterior v = (v1,1s). Entonces, para todo u, v € H'(Q), se tiene

ov ou
dr = — d i ds .
/Quami x /aniv :L'+/F(u1))l/ s
Ademds, siu € H*(Q) yv e H(Q),

/Vu-Vvdx:—/vAudx—i-/a—uvds.
Q Q r Ov

Demostracién. Ver proposiciones 5.1.5 y 5.1.6 en [5]. [

que

Lema 1.2.3 Sea Q un abierto acotado de R? con frontera T' de clase C%' y vector
normal unitario exterior v. Entonces, para todo campo tensorial suficientemente
regular T € [H*(2)]**? y para todo campo vectorial ¢ € [H*(Q)]?, se tiene que

/T:V<pdxz—/divT-<pd3:+/Tu-gpds,
Q Q T

donde para tensores T := (T3;) y S := (Sij), 4, j = 1,2, se denota

2
T:S:= ZEJS”

i,j=1

Demostracién. Se sigue de las identidades de Green (ver [47]). [

1.3 Método de Elementos Finitos

Muchos fenémenos en Fisica e Ingenieria son modelados mediante ecuaciones
diferenciales parciales. Desde el punto de vista abstracto, una clase muy importante
de ecuaciones elipticas pueden escribirse usando formulaciones variacionales. Esto
es, en vez de buscar la solucién del problema diferencial en el sentido clasico, se
considera el problema: Hallar u € V' tal que

A(u,v) = F(v) YveV, (1.1)

donde V es un espacio de Hilbert, A es una forma bilineal y F' es un funcional lineal
sobre V. Con el objeto de enunciar un resultado fundamental sobre existencia y
unicidad de solucién para una clase de formulaciones variacionales del tipo (1.1),
comenzamos con algunas definiciones.
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Definicién 1.3.1 Sea V un espacio vectorial. Se dice que A:V xV — R es una
forma bilineal si para todo v, w € V, las aplicaciones v — A(v,w) y w — A(v,w)
definen formas lineales sobre V. Ademds, la forma bilineal A se dice simétrica si

A(w,w) = A(w,v) Vo,weV.

Definicién 1.3.2 Sea V' un espacio vectorial con norma || - ||v. Una forma bilineal
A:V xV — R se dice acotada (o continua) si existe 0 < M < 400 tal que

[Au, v)| < M [[ullv[lv]ly Yu,veV.
Ademds, si existe o > 0 tal que
A(v,v) > al|)? YveV,
la forma bilineal A se dice V —eliptica.

Definicién 1.3.3 Sea V un espacio vectorial con norma || - ||yv. Un funcional lineal
F:V — R se dice acotado (o continuo) si existe 0 < M < 400 tal que

[F(v)| < M|jolly VveV.

El siguiente resultado abstracto permite establecer la existencia y unicidad de
solucién para una clase muy importante de formulaciones variacionales del tipo (1.1).

Lema 1.3.1 (Lax—Milgram) Sea V' un espacio de Hilbert y A:V xV — R una
forma bilineal, continua y V —eliptica. Entonces, para todo funcional lineal y acotado
F:V — R, existe un unico u € V tal que

A(u,v) = F(v) YveV.
Demostracién. Ver Teorema 2.7.7 en [5]. [

Ademids, puede demostrarse que si la formulacién variacional (1.1) satisface las
hipétesis del Lema de Lax—Milgram con A simétrica, entonces su tunica solucién
u € V minimiza el funcional de la energia

J(v) = %A(v,v)—F(v) YveV.

Por otro lado, desde el punto de vista computacional, se hace necesario discretizar
el problema variacional (1.1). Para hacer esto, supongamos que el problema (1.1)
satisface las hipdtesis del Lema de Lax-Milgram. Ademds, sea {Vj,}n>0 una familia
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de subespacios de dimensién finita de V', donde el parametro h, el cual define a la
familia, tendrd un significado natural en lo que sigue.
Con esto, se establece el esquema de Galerkin: Hallar up € Vy, tal que

A(uh, Uh) = F(Uh) Vo, € V. (1.2)

Claramente, dado que V}, es un subespacio cerrado de V, una aplicacion directa del
Lema de Lax—Milgram asegura la existencia de una tnica solucién uy, € V} de (1.2).

De gran importancia es conocer que tan cerca esta la solucién u, € Vj, deu € V.
El siguiente resultado, el cual es el punto de partida en la obtencién de estimaciones
de error para FEM, permite responder esta pregunta.

Lema 1.3.2 (Céa) Suponga que (1.1) satisface las hipdtesis del Lema de Laz—
Milgram y que Vi, C V. Entonces, para la solucion up € Vi, de (1.2) se tiene que

M .
lu = unlly < — min fju—vpfly-

Demostracién. Ver Teorema 2.8.1 en [5]. [

El resultado anterior permite reducir el estudio de convergencia de la solucion
discreta u, € Vj, a un problema de aproximacion. Ciertamente, puede definirse a
FEM como el procedimiento de construccion de espacios de dimensién finita que
aproximen a V. Frecuentemente en las aplicaciones, V' es un subespacio cerrado de
H™(Q) conm=10m=2.

Ahora, usando la V—elipticidad de A y la continuidad del funcional F', se deduce
que -

M
Junllv < o (1.3)
donde M es la constante de continuidad de F' y « es la constante de V—elipticidad
de A. Obsérvese que (1.3) muestra que las soluciones discretas u, € Vj, estan uni-
formemente acotadas.

A continuacion ejemplificamos el Método de Elementos Finitos. Para esto con-
sideramos una formulacién variacional del tipo (1.1) que satisface las hipétesis del
Lema de Lax-Milgram con V = H}(2), donde Q@ C R? d = 2,3, es un dominio
poligonal. Ademds, introducimos una triangulacién admisible de ), es decir, una
descomposicién finita 7, de Q compuesta de elementos 7, de didmetro h,, donde

h := max h.,
TETH

y tal que
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ca=r.
TET

, . . . o ’
Cada 7 es un poligono o poliedro de interior 7 no vacio.

(e} (o}

7; N 7;= ) para todo 7, 7; € Tp, i # j.

Si ¢ :=71;N7;# 0, entonces £ es un lado comin, cara comin o vértice de 7; y
Tj-

Sea p, el maximo didmetro de una bola contenida en 7. La siguiente definicion
permite caracterizar un tipo especial de triangulacién que serd de utilidad en lo que
sigue.

Definicién 1.3.4 Sea {T,}ns0 una familia de triangulaciones admisibles de Q. Se
dice que {Tp}nso es una familia reqular si existe o > 1 tal que

Ego V7€ T, Yh>0.

pr

A continuacion, introducimos el espacio de elementos finitos

Vi ={v:veCQ), v, € P(r) VY7 €ET, vjgg =0},

donde P;(7) es el espacio de polinomios de grado < 1 definidos sobre 7. Ademads,
definimos el operador de interpolacién I, : H%(2) > v — Iv € V}, mediante

(In0)(Pj) = v(F;) ¥V Pj €V,

donde V), :={Py,..., P,} es el conjunto de vértices de Tp,.
Entonces, considerando una triangulacién regular 7, de €, puede demostrarse
que el espacio discreto V}, tiene la siguiente propiedad de aproximacién (ver [5], [7])

||U—Ih1)||H1(Q) < Ch|/U‘H2(Q) Yove HQ(Q), (1.4)

donde C > 0 es una constante independiente de h. Por lo tanto, si u € H*(Q), y
usando el Lema de Céa, se deduce que

M
lu = unllm(o) < - lu — Ihullm ()
y luego, en virtud de (1.4),
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Lo anterior muestra que al considerar el espacio de elementos finitos lineales V},,
se obtiene una reduccién del error ||u — up|| 1) con O(h) si u € H*(Q). Mas atn,
al utilizar el espacio de elementos finitos

Vi={v:veCQ),v|, € P.(r) YT ETh,v|gg =0},

donde P,(7) es el espacio de polinomios de grado < r definidos sobre 7, se obtiene,
siu € H™(Q), la estimacién (ver [5], [7])

||u — Uh||H1(Q) S Chr "U/|H7‘+I(Q) .

Por otro lado, en cuanto a la obtencién de la solucién discreta uy € Vj, suponga-
mos que V}, es generado por funciones ¢;, 7 = 1,n. En el caso que V}, sea compuesto
de funciones lineales, las funciones base ¢; € V}, son tales que

1, sit=7j
‘pj(Pi)_{ 0, siij,
donde n corresponde al nimero de nodos interiores de 7. En [7] es dada una com-
pleta descripcion de las funciones base asociadas a espacios de elementos finitos de
mayor orden.
Ahora, dado que el conjunto {¢1,... ,¢,} es una base de V}, la solucién discreta
up € Vj, puede escribirse como sigue

n
Up = E Q; Qi
i=1

donde «; € R, ¢+ = 1,n, son constantes a determinar. Es evidente que la determi-
nacién de las incognitas «;, 2 = 1, n, permite caracterizar completamente a la tinica
solucién uy, € Vj, de (1.2). Entonces, con v, = ¢; en (1.2), se tiene que

Z%‘A(%,@j) =F(p;) Vi=1,n.
=1

Usando lo anterior, el problema (1.2) se reduce a: Hallar o := (o, g, . .., ) €
R” tal que
Ka=b, (1.5)

donde b := (F(¢1), F(p2),---,F(pn)) € R" es llamado vector de carga y los
coeficientes de la matriz K, conocida como matriz de rigidez, estan dados por
Kij = Algi,¢j), 1,7 = 1,n. Claramente, dado que A es V—eliptica, se deduce
que la matriz K es definida positiva y por lo tanto, no singular.
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1.4 Método de Elementos de Frontera

A continuaciéon se presentan algunos fundamentos sobre el Método de Elementos
de Frontera (BEM). Para esto se introducen las ecuaciones integrales de frontera
para el operador de Laplace y, posteriormente, las correspondientes formulaciones
variacionales y su aproximacién discreta.

Sea Q un dominio acotado en R? con frontera I' de clase C%!. El Método de
Integral de Frontera esta basado en el hecho que la solucién u del problema

—Au=0 en {2,

puede ser expresada mediante la formula de representacion de Green

u(z) = /FE(x,y)o(y) dsy—/rainy(x,y) AMy)ds, Ve, (1.6)

donde .
E(z,y) = —5-log |z —yl|

es la solucién fundamental del operador de Laplace en R? v, denota el vector
normal unitario exterior a Q en y € I', A = ulr y 0 = %|r.. Se deduce de (1.6)
que el comportamiento de la soluciéon u sobre €2 puede ser determinado a través de
integrales sobre I'.

Ahora, haciendo tender z a I' desde 2, y usando las condiciones de salto para
las integrales en (1.6) (ver [11]), se tiene que los datos A y o estén relacionados por
la ecuacién integral

1
A= (EI—K))\-{-VU enI', (1.7)

donde I es el operador identidad y los operadores V y K son, respectivamente, el
potencial de capa simple y capa doble definidos por

Vo(z):= /FE(:U,y)o(y) dsy Vzel

KA\ (z) ::/F 0 E(z,y)Ay)ds, Vzel.

By

Por otro lado, realizando el mismo procedimiento de limite, pero sobre la derivada
normal de (1.6), se obtiene una segunda ecuacién integral dada por

1
o=WA+ (51 +K')o enT, (1.8)
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donde W y K’ son, respectivamente, el operador integral de frontera hipersingular
y el adjunto del potencial de capa doble definidos por

0 0
W(z) := ~ % / aTE(x y) My)dsy, Vzel
T y

K'o(z) :—/%E(x y)o(y)ds, Vzel.

Sea < -,- > la paridad dual entre H~'/2(T") y HY?(T') definida a través del
producto interior en L?(T"). Puede demostrarse que (ver [9], [35])

V: HY2H(T) — HY?H(T)

K : HY/?7(T") — HY*(T)

Y

W : HY/*() — H~1/249(T)

K': H'/24¥(1) — H~Y2H(T)

son operadores continuos para todo |J| < % y que V y W son operadores simétricos.
Ademas, el potencial de capa simple V es Ho_l/Q(F)felz’ptico, es decir, existe C' > 0
tal que

<o,Vo>>C ||0||§{_1/2(F) Voe Ho_l/Q(F) :

donde
Hy'"’(M) :={ce H'?): < 1,6 >=0}.

M3és aun, K’ es el adjunto de K con respecto a < -,- > y existe C' > 0 tal que

<WAA>> O3y VA€ H?(T)/R.

)

Hasta el momento sélo se han presentado las ecuaciones integrales de fronte-
ra para la soluciéon de un problema homogéneo. La inclusién de una posible no-
homogeneidad debe ser realizada incluyendo un nuevo potencial. Esto es, la formula
de representacion de Green para la solucién u de

—Au=f en(,

toma la forma

ue) = [ Bewo) s~ [ SBEn s+ [ Feniea 09
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para todo z € €, donde el 1ltimo término en (1.9) es llamado potencial de Newton
para f en €.

Por otro lado, al igual que el Método de Elementos Finitos, BEM requiere el uso
de formulaciones variacionales. A manera de ejemplo, si se conoce A € H'/%(T') en
(1.7), la incégnita o € H~'/2(T") debe satisfacer

1
Vo = (§I+K)/\ en I (1.10)
Ademds, usando la paridad dual < -, - >, se tiene que la ecuacién integral (1.10) es
equivalente al siguiente problema, variacional: Hallar o € H='/?(T) tal que

B(o,&) = F(§) Vée H '),

donde
B(n,&) =< & V> ¥V, €€ HYX(T)

F(&) :=<¢, (%I-&— K)\A> Vée HV2(T).

Ahora, en forma general, consideremos el siguiente problema variacional: Hallar
A€V tal que
B\ p)=F(u) VpeV, (1.11)

donde V' es un espacio de Hilbert, B : V x V — R es una forma bilineal continua y
F' es un funcional lineal acotado sobre V.

Desafortunadamente, en la mayoria de las aplicaciones, las formulaciones va-
riacionales de ecuaciones integrales de frontera no son fuertemente elipticas en el
sentido del Lema de Lax—Milgram. Eso si, satisfacen la desigualdad de Garding, esto
es, existe a > 0 tal que

B(p,p) > allplly, = Cp,p) VpeV,

donde C es una forma bilineal compacta sobre V. Es importante enfatizar que si la
forma bilineal continua B satisface la desigualdad de Garding, se tiene la alternativa
de Fredholm, es decir, la existencia de solucién de (1.11) implica la unicidad y
viceversa.

Por otro lado, con el fin de discretizar (1.11), consideramos una familia {V} }rso
de subespacios de dimension finita de V' y se establece el esquema de Galerkin:
Hallar Ay, € V}, tal que

B()\h, Mh) = F(,U,h) V/Lh € Vh . (]_]_2)
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Analogamente a FEM, la formulacién (1.12) corresponde a un sistema lineal de
ecuaciones, donde la incognita A\, € V, estd dada en términos de una base de V.
Sélo resta precisar el estudio de convergencia de las soluciones discretas A, € Vj,.
Para hacer esto, introducimos la condicién de consistencia y la condicién discreta
de Babuska—Brezzi—Ladyzenskaya (BBL).

Definicién 1.4.1 (Consistencia) Sea {V,,}r>0 una familia de subespacios de di-
mension finita de V. {Vi}nso se dice una familia de aprorimacion consistente si,
cuando h — 0,
inf ||p—pally — 0 VupeV.
BREVR

Definicién 1.4.2 (Condicién discreta BBL) Eziste v > 0, independiente de h,
tal que
B(\
sup |B(An, )|

Z Y ”)\h”V \V//\h € Vh.
0£up€Vy ”Nh”V

El siguiente Teorema establece la unicidad de solucién de (1.12) y reduce el estu-
dio de convergencia de las soluciones de Galerkin, a un problema de aproximacion.

Teorema 1.4.1 Sea {V},}rso una familia de aproximacion consistente. Suponga que
la forma bilineal continua B satisface la desigualdad de Garding y que (1.11) admite
una unica solucion A € V. Entonces, existe hg > 0, tal que la condicion discreta
BBL se satisface para todo h < hg. Mds aun, existe una unica solucion A, € Vj, de
(1.12) y se tiene la estimacion

||)\ — )\h”V S C inf ||/\ — Mh”V Vh S ho,
HREVR
donde C' > 0 es una constante independiente de h y A.

Demostracién. Ver [46], [58]. [






Capitulo 2

El Método de Desacoplamiento

Los métodos Dirichlet—to-Neumann (DtN) permiten simplificar el tradicional
acoplamiento entre el Método de Elementos Finitos (FEM) y el Método de Elemen-
tos de Frontera (BEM). Estos métodos, al igual que el de acoplamiento, se basan
en la introduccién de una curva auxiliar 'y, usualmente una circunferencia en R?
o un casquete esférico en R3, suficientemente grande, de manera de dividir el domi-
nio original en dos regiones anulares, una acotada y otra no acotada. Con esto, es
posible deducir una férmula explicita que relaciona los datos de Cauchy sobre I'y,
determinando asi la llamada aplicacién DtN sobre esta curva.

Este procedimiento ha sido utilizado en algunos operadores elipticos como el
Laplaciano y el operador lineal de Elasticidad (ver [14], [24], [25], [26], [31]). La
extension de este procedimiento a una clase de problemas exteriores no lineales en
Elasticidad bidimensional ha sido estudiada en [2] y [16].

Por otro lado, y especificamente en lo que respecta al operador de Laplace, la
eleccién de la curva auxiliar 'y como una circunferencia permite la obtenciéon de
una aplicacion DtN sélo en términos del operador integral de frontera hipersingular.
Esto conduce a una formulacién variacional que incluye s6lo un término de frontera,
débilmente singular, dado por el potencial de capa simple. La combinacion de este
método con FEM ha sido denominada desacoplamiento entre BEM y FEM.

Ahora, en lo que respecta a problemas no lineales, el método de desacoplamiento
ha sido recientemente extendido por Gatica y Hsiao [21], a una clase de proble-
mas exteriores no lineales usando teoria de operadores monétonos. Es importante
mencionar que estos mismos autores, mediante el acoplamiento usual, resolvieron
previamente esta clase de problemas pero a través de formulaciones variacionales
mas complicadas (ver [17], [18], [19], [20], [22]). En efecto, en comparacién con el
método de acoplamiento, el desacoplamiento permite la obtencién de formulaciones
variacionales més simples y una reduccién en el costo computacional asociado.

19
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En este capitulo se desarrolla una féormula que combina célculos analiticos y
numeéricos para la obtencion de la aproximacién discreta, a cualquier exactitud,
del término de desacoplamiento. Ademads, se muestra su aplicacién a la solucién
numérica del problema exterior de Dirichlet para el Laplaciano en el plano. Lo an-
terior es de utilidad, por ejemplo, en la implementacion de esquemas de descompo-
sicion de dominio para el problema exterior de Laplace y para la clase de problemas
exteriores no lineales tratada en [3].

La organizacién del presente capitulo es como sigue. En la seccién 1 se presenta
la formulacion variacional del problema, se identifica el término de desacoplamiento
y se establece el correspondiente esquema de Galerkin. En la seccion 2 se presenta la
férmula de integracién. Los principales resultados y estimaciones de error se dan en
la seccion 3. Finalmente, en la seccién 4 se presentan experimentos numéricos que
confirman la efectividad del método.

2.1 El problema exterior de Laplace

Sea D un dominio acotado y simplemente conexo en R? con frontera suficien-
temente regular I'p. Entonces, dado go € HY?(Tp) y f € L*(R? — D) con soporte
compacto, el problema es: Hallar u tal que

—Au = f enR*>-D,
u = gy enlp, (2.1)
u(z) = 0O(1), ||z|]| = +oo.

A continuacién, introducimos una curva regular I'y, contenida en R? — D, con
vector normal unitario exterior v, y tal que su regién interior contenga al soporte
de f (ver figura 2.1). Ademads, denotamos por €2 a la regién anular limitada por I'p
y I'y y se define Q, := R? — (D U Q). Con estas definiciones, el problema exterior
(2.1) puede ser reformulado como un acoplamiento entre un problema interior y otro
exterior sobre los dominios Q2 y €., respectivamente (ver [22], [32]). Naturalmente,
el acoplamiento es sobre I'y a través de las condiciones de transmision

lim Vu(y) - v, = lim Vu(y)-v, Vz € 'y

Yy Yy
yeEN yEQe

lim u(y) = lim u(y) Vz € Iy,

y—z y—
yEQ yEQe

donde v, denota el vector normal unitario exterior a 'y en z.
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Figura 2.1: Desacoplamiento para problemas lineales.

Ahora, siguiendo a [39], se obtiene la siguiente formulacién variacional del pro-
blema acoplado: Hallar (u,o) € H'(Q2) x Ho_l/Q(FN) tal que u =gy enT'p y

/Vu-Vvda:—<a,v >=/fvdx Vv e Hp () (2.2)
0 0

<tu—2Ku>+2<{Vo>=0 VEeH, *(Ty), (2.3)

donde ¢ := 24|, < -,- > denota la paridad dual entre H=*/2(Ty) y H/*(T'y) y
V : HY?(Ty) — HY*(Ty), K : HY?(Ty) — H3?(Ty) son, respectivamente, el
potencial de capa simple y capa doble definidos en el capitulo 1.

La idea fundamental del método de desacoplamiento, el cual fue introducido
en [34], consiste en invertir la ecuacién integral (2.3) de manera que o pueda ser
expresada explicitamente en términos de u. Para hacer esto, es suficiente elegir I'y
como una circunferencia (ver [38]).

Teorema 2.1.1 Sea 'y C R? — D una circunferencia centrada en el origen. En-
tonces, para la solucion u de (2.1) (o (2.2)-(2.3)), se tiene que

@ =—-2Wu enly
ov

0
< a—z,u >=—-2< 4, Vi> VueHTy),

donde u, [ denotan, respectivamente, las derivadas tangenciales de u y p sobre 'y
y W : H/2(Dy) — H='/2(T'y) es el operador integral de frontera hipersingular.
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Demostracién. Ver Teorema 2.1 en [21]. [

El resultado anterior muestra que el problema exterior (2.1) puede ser transfor-
mado, equivalentemente, en el siguiente problema mixto de valores de frontera sobre
la regién acotada Q: Hallar w € H' () tal que

—Au = f en (),

u = go e€n PD, (24)
0

A —2Wu en I'y.

ov

Por otro lado, usando integracién por partes, obtenemos la siguiente formulacion
variacional para (2.4): Hallar u € H*(Q) tal que u =gy en 'p y

/Vu-Vvdx+2<i),ViL>=/fvdx Vv e H (Q). (2.5)
Q Q

De aqui en adelante, I'y sera asumida como en el Teorema 2.1.1. En este punto
es ya evidente que (2.5) proporciona una formulacién variacional més simple para
(2.1) que la definida por (2.2)—(2.3). La expresién < 0, Vi > en (2.5) es lo que se
denomina término de desacoplamiento. La razén para este nombre radica en que
el uso de este término permite eliminar ¢ de la formulacién variacional (2.2)—(2.3).
Ademss, usando la paridad dual entre H~Y/2(I'y) y HY/?(T'y), definida a través del
producto interior en L?(T'y), se tiene que

1
<oV [ [ ogle-sletas bo@as. o
T Jry Ury
Vo, € H'(Ty).
Lema 2.1.1 Eziste una tinica solucidon u € H*(Q) del problema variacional (2.5).

Demostracion. La continuidad del potencial de capa simple V y de la aplicacién
derivada tangencial muestran que el lado izquierdo de (2.5) define una forma bilineal
continua en Hy (Q) x Hf ().

Por otro lado, notemos que 9|, € HJI/Q(FN) para todo v € H(Q) (ver [48]).
Entonces, usando que V es H, 1/ 2(F]\;)—elz’ptico y la desigualdad de Poincaré en
H%D (), se concluye que (2.5) satisface las hipdtesis del Lema de Lax—Milgram. W
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2.2 La férmula de integracion

Con el objeto de definir el esquema de Galerkin asociado a (2.5) consideramos
una familia finita de triangulaciones { 7, }no de €, tal que cada T, es compuesta
de tridngulos. Como es usual, A denota el lado mas largo de los tridngulos de 7.
Ademas, se define

y por I'p pn, 'y p, las respectivas aproximaciones poligonales de I'p y I'y. Mas atn,

se asume que { 7 }rso €s cuasi—uniforme, es decir, existe p > 1, independiente de

h, tal que los tamanos de los lados de todos los triangulos de 7, estdn en [% h, h].
A continuacién, introducimos el subespacio de elementos finitos

H; = {Uh € C(Qh) : 'Uh‘r € Pl(T) V7T C Qh}a

donde P;(7) denota el espacio de polinomios de grado < 1 definidos sobre 7, y se
define
Hh,O = {Uh € H, : v, = 0en FD,h}-

Adems3s, denotamos por < -,- >, la paridad dual entre HY/2(Ty,) y HY?(Dy p),
definida a través del producto interior en L*(T'y), y por V= { X, Xo, ..., Xy, }
al conjunto de nodos de 7.

Con estas definiciones, el esquema discreto asociado a (2.5) es el siguiente: Hallar
up, € Hy tal que up(X,) = go(X;) para todo X; € T'py y

Vuy - Vo, de + 2 < ’l')h,Vh’llh >p = fUhd.’L' Yo, € Hh,o, (27)
Qp Qp
donde
< Vp, Vi >p = / (Vh Uh)(.’L') Uh(.’L') ds, (28)
'y
Y 1
(Viip)(z) = —— log ||z — y|| un(y) dsy - (2.9)
2T Ty
Nétese que la base canénica de Hp, {eq,eq,...,en, }, es tal que e; € Hy,

e;(X;) = 1y ei(X;) = 0 para todo 7 # j y que los coeficientes de la matriz
de rigidez asociada a (2.7) estdn dados por

K = Ve; - Vej der + 2 < éj,Vhéi >p . (210)
Qp,

El objetivo de lo que sigue es establecer un método de integracion para el término
de desacoplamiento en (2.10). Para esto se asume, sin pérdida de generalidad, que
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hay M nodos sobre 'y, M < N, y que ellos estdn ordenados de X; a X;; en
sentido horario con la convencion Xy = Xy.
Primero, dado que V}, es simétrico y e; ‘FN,h = 0 para todo 7 > M, se deduce
que
< éj,Vhéi >,=0 Vi>M,j=1,N,

y
< éj,Vhéi >,=0 Vji>M,1=1,N,.
Por otro lado, para cada j = 1, M, se define el segmento de linea
F]' = {X](t) = Xj—l + t(X] - Xj—l) 1t e [0, 1]}
y se escribe |I';| := || X; — X;_1]|. Entonces, puesto que || X(¢)|]| = [[|y

( |Fj|_1 , en F]

éi(X) =19 —ITjpal™", enTjy,

. 0, en otro caso,

se tiene que

M

< &5, Vpéi >p = Z/F (Vhéi)(X) €;(X) dsx
k=1 7Tk

- / (Vi) (X) 65(X) dsx + / (Vi) (X) 5(X) dsx

i1

= ; { (V&) (X;(t) — (Vrés)(Xj41(t)) } dt, (2.11)

donde, sobre I'y j, se ha adoptado la notacién X4 = Xj.
De igual forma, se obtiene que

M
. 1 )
(Vpé)(X) = —— Z/ log || X — Y| &(Y) dsy
27 — Jry
! /1 IX — Y &(Y)d 1/ log X — Y| &:(Y) d
= —— 0 — €; Sy — — 0 — €; s
or Jr. g Y 2 Jroo,s g Y

1 1 1 1
= —%/0 log ||X — X;(s)||ds + %/0 log || X — X;11(9)|| ds. (2.12)
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Entonces, usando (2.11) y (2.12), se sigue que
< éj,Vhéi >p = —Ii]' + Ii_|_1,j + Ii,j+1 - Ii+1,j+1, (213)
donde
1 oo
I, = —/ / log |[Xs(s) — X, (t)] dsdt. (2.14)
2m Jo Jo

Lo anterior muestra que es necesario calcular cada uno de los sumandos que
definen < é;, V;,é; >, en (2.13). En efecto, para i = j, la integral (2.14) tiene una
expresion analitica dada por

1 3

Ademds, para todo i, j = 1, M, |i—j| > 2, el término I;; puede ser calculado usando

el método de cuadratura de Gauss (GCM). Finalmente, sélo resta precisar el modo
de célculo para el término Iy ; (0 I;;11) el cual estd definido por

1 1 1
oy = 50 [ 108 1K) = Xyl dsat.

Para hacer esto, definimos

X; — X, 4

|

Xj+1 = X
A VT

o = min{|Ty], T},
y

b= max {1y}, [T}
Nétese que ||u;|| = [|uj41]] = 1. Méas atin, dado que X, € I'y para todo j =1, M,

el dngulo entre u; y u,41 estd en (0,7/2) y luego, < u;,ujpq > € (0,1).
Por otro lado, haciendo cambio de variables, se deduce que

1 a b
L, = 47rab/0 /0 log{s® + t* + 2st < uj,ujy; > }dsdt

a prb
S / / log (s +t)? ds dt
dmab Jy Jo

1 a b 2st
1 — 1 — o dsdt
47rab/0 /0 log{ (s-i—t)?[ < W Ui >]} 5

+
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o bien,

1 b b
L, = yy {[% + —+2} log (a +b) — %loga— Elogb—3}

47r dmab / / log {1 — z;(s,t)} dsdt, (2.16)

donde z;(s,t) := (SZthtz [1 — < uj,ujy1 >]. A continuacién, se establece la férmula

analitica para I, ;.

Teorema 2.2.1 Para todo N € N se tiene que I, ; = V) — Ry, donde

Jj+1,5
) _ 1 fla 0 a b
Ij+17j—E{[E-i-a-l-?]log(a—i—b)—gloga—alogb—f&}

N

_ 47r1ab ; 2[1-< u]i,ujﬂ >])* /Oa /Ob [(8 itt)Qr e o)

1_ N+1 9 N+1
Ry = / / =Y, Ui > 28t ds dt
47rabN—|—1 1—¢&(s,1) (s +t)?
para algin &;(s,t) € [0,z;(s,t)]. Ademds, para todo h < hy, existe C > 0 tal que
|Ry| < C RN+ " es decir, Ry = O(R*N+1),

Por simplicidad en la exposicién, la demostracion de este resultado se da en la
proxima seccion. Ahora, y como casos particulares del Teorema 2.2.1, consideremos
N =1y N = 2. Primero, obsérvese que las integrales dobles que dependen de & en

(2.17), es decir,
(s+ t

con k € N, pueden ser calculadas analiticamente. Entonces, para N = 1, se deduce
que I ; = I§+1g + O(h*) donde

L _
Ly =

1 a b a b
=~ <uu @ 2 — % oga—logh -1
47T<u],u]+1>{[b+a] log (a + b) p loga — — og b }

45 {log(a+h) — 1} (2.18)
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De igual manera, para N = 2, se tiene que I;;; = Ig-%zu + O(hS) con

1(2) _

J+lg

a

b
loga——logb—l}
b a

1 a b
T Wi Ui > {[5 + a] log (a +b)

[1 —<u;,Uj11 >]2 ab
127 (a+0)?

+%{log(a+b)—1}— (2.19)

Noétese que si la particion inducida por la triangulaciéon sobre I'y es uniforme, es
decir, si [I';| = |T'j41| para todo j = 1, M, entonces (2.18) y (2.19) se simplifican en

1 1 1
1), = - < > {2log2—1} + — {loga +log2 =1} (220)
e
12 = Lcuu>{2log2—1} + — {loga+1log2 — 1}
i+ T gy S W Wi 0g 5, tloga + log
_[]‘ — < uj’ uj"‘l >]2 (221)
481
Consecuentemente, y de acuerdo al andlisis anterior, definimos
Viig = =Ly + Ly + T = T, (2.22)
donde
(5= {log IT;| -2}, sii=j
N D
1, i jl=1

Finalmente, es claro que (2.22) constituye una férmula combinada de integracién
analitica y numérica para el término de desacoplamiento < é;, Vpé; >}.

2.3 Estimaciones de error
A continuacién precisamos la férmula de Gauss para I,;, |i — j| > 2. En efecto,

sean Yi,¥a,-«->Ym Y 1, Ta, ..., Ty, respectivamente, los pesos y puntos de cuadra-
tura para una funcién de una variable en [—1,1].
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Entonces, para f € C?™([0,1] x [0, 1]), se tiene que

// f(s,t)dsdt =

1 . 1
o) Z Z Ve e S (tp- 1+2—($z+1) tor+ o @+ 1)) + Bom,  (224)

donde 0 =ty <t} <---<t, =1 es una particién uniforme de [0,1] y

a?m aZm -
para algin (€,7), (§,7) € [0,1] x [0,1] y Cpp := % Usando lo anterior,

se sigue que

2m
|Enm| < Cp [1:| { max

2m

n (5,t)€[0,1]2

82m
o gm0}

y luego, dado un nimero de puntos de cuadratura m, el error puede ser arbitraria-

mente reducido eligiendo n en forma adecuada. Notemos ademés que para el término
Lj, [t —jl > 2,

Fls1) = 4 Tog IXi(s) = X, ()]

Ahora, puesto que hemos considerado triangulaciones cuasi-uniformes, se deduce

que ||X;(s) —X;(#)|| > Chy |T';| < h. Entonces, usando induccién, se concluye que
32mf a2mf

Os2m ot2m

depende de m. Consecuentemente, la aplicacién de la férmula de cuadratura (2.24)

estan acotadas en el cuadrado [0, 1] x [0, 1] por una constante que sélo

al término I,;, |i — j| > 2, conduce a una férmula de integracién con O ([%}Zm)

Por otro lado, en lo que respecta a la férmula (2.16) para I;;,;, es claro que
lz;(s,t)] < [1—<uj,ujp1 >]<1lyque(l—<ujujy > — 0cuando M — +oo.
Ciertamente, se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.3.1 Euxisten constantes Cy, hg > 0 tal que para todo h < hyg,

1-< uj, u;41 >

< Coh? Vji=1,M.
< uj;,u41 >

Demostracién. Primero, la cuasi—uniformidad de la familia {7, },~0 implica que

existe p > 1 tal que
1
-h < 0; < ph Vji=1M, (2.26)
P
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donde 6; es el dngulo entre X;_; y X;. Ademds, puede escribirse que X; ; = re'®,

X; = refotti) y X, = reletbitbin) donde r es el radio de T'y.

En virtud de lo anterior, se sigue que

0.\ .
X; - Xj_1 = =27 sin (51) a2

y
Xj+1— X = —2r sin <%> eiotbit6i+1/2)
Entonces,
0.
;| = 2r sin (—J>
2
y

0.
IUj11] = 2r sin (JTH) .

Por otro lado,

< X] — Xj—17Xj+1 — XJ >
1] [Tjg1]

= oS (L +29j+1> :

Ma4s atin, usando (2.26), se tiene que

<u;,U541 > =

cos(ph) < <uj,ujyg >

y luego,
1 —<uj,ujp; > < 1 —cos(ph)

<uj,u;1 >~ cos(ph)

(2.27)

Ahora, usando serie de Taylor, podemos escribir que cosz = 1 — % + R(z) con

|R(z)| < Z para todo z € R. Por lo tanto,

24
1—cos(ph) _  ““J — R(ph)
cos (p h) 1- 2% 4 R(ph)
h)? h)*
(p2) + (924)
1— h? _ (et~
2 24

Finalmente, con h < 1, se concluye que

1 —cos(ph) < C, h?
cos(ph) — 1—-C,h%’
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— 12p°4p*
donde C, := T

Esto muestra que puede elegirse cualquier constante hy > 0 tal que hZ < c%, En

: 2._ 1
particular, con hj :=

Ea
1— h
M < Coh2 Vh<hg,
cos (ph)
donde Cy = 2C,. Lo anterior junto a (2.27), completa la demostracién. [

A continuacion, usando el resultado anterior, se demuestra el Teorema 2.2.1.

Demostracién del Teorema 2.2.1. Primero, obsérvese que para analizar (2.16)
basta considerar la integral doble

a b
/ / log {1 — 2;(s,1)} ds dt
0 0

donde z;(s,t) := (524132 [1 — < uj,u;y1 >|. En efecto, al usar la serie de Taylor de

log (1 —z), |z| < 1, se tiene que

al z; (s, t)]* 1 z;(s,t N
log {1 —z;(s,1)} = —;[ (k_ L 1D [1-&(5?7:)} (2.28)

para todo N € N y algin ;(s,t) € [0,z;(s,t)]. Entonces, integrando (2.28) en
[0, a] x [0,b] y reemplazando esto en (2.16), se obtiene la férmula dada para IEIPU

Por otro lado, usando que &;(s,t) € [0, z;(s, )] y
(s, )] < [1 = < wj, 054 >],
se deduce que
1 1
<
1-— fj(s,t) < uj,Uj41 >

y por lo tanto,

< 1 1—<uj,uj4 > N+l pa b 2st V1!
| < Amab(N + 1) <uj,ujqq > (s+1)? ds dt .
Jr g+l 0 Jo

Finalmente, considerando que (i%)z < 1, se tiene que
N+1
‘RN‘ < 1 1 —<uj,ujq >
B 47T(N+ 1) < U, W41 >
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y luego, en virtud del Lema 2.3.1, existen constantes Cy, hy > 0 tal que

|Ry| < ﬂhwﬂ) Vh<hg.
~ 4n(N +1) -

Esto completa la demostracion. |

Ahora, tomando en cuenta el resultado anterior, se deduce que existe C' > 0 tal
que

B B 1 2m
‘ < éj,Vhéi >h _Vh,,i,j| < C max { |:—:| , h2(N+1) } (2.29)
n

para todo h < hg, donde m, n son las constantes en la férmula de Gauss (2.24) y
N es el nimero de términos considerados en (2.17). Luego, dado p € N, pueden

elegirse m, n y N tal que
1 2m
max { [—] JRANALD A <opp
n <

Ciertamente, basta considerar N > £ —1yn > h™ .

A manera de ejemplo, dado p =4y m = 5, es suficiente tomar N > 1y n > h~3.
Esto muestra que con un bajo nimero de puntos de cuadratura m y un N pequeno,
se obtiene una alta precision en la aproximacion.

Teorema 2.3.1 Dadop € N, p> 3, sean m, n y N tal que

< Ch (2.30)

| < éj,Vhéi >p _Vh,i,j

para todo h < hy y para todo 1,7 = 1, M. Ademds, sean z,, v, € Hj tales que
M M

Zh|Ty, = E 2 €i|Ty, Y Vh Ty, = E vj €j|ry - Entonces, existe C' > 0, indepen-
i=1 j=1
diente de h, tal que

M

| <00, Vazn >n = Y 20 Vi | < CH7% lanllman lonllm e (2.31)
3,j=1

para todo h < hyg.

Demostracion. Primero, definiendo

M

€(Zh, Uh) =< @h, thh > — E Z; Vj Vh,z',j
1,j=1
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se tiene que
M

e(zn,vp) = Z ZiVj {< Viéi, e >n _Vh,i,j} .

ij=1

Entonces, tomando en cuenta (2.30), se deduce que

M M
le(zn,on)| < CRP Yzl Y vyl
i=1 j=1

y luego, usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz y el hecho que M = O(3),

=1

le(zn,vp)| < ChPH {Z zf} {Z vf} : (2.32)

En lo que resta de la demostracion, C > 0 denota una constante genérica indepen-
diente de h.
Por otro lado, usando la parametrizacién de X,(t), se sigue que

> [ s

J

WE

||Uh||%2(rN,h)

.
I

1
Ty / [vj—1 + t(v; — vj1)]” dt
0

I
WE

=1

~
I

T
M [UJZ + UjUj—l + ’1)12-_1} .

I
WE

1

<.
I

Ahora, la cuasi-uniformidad de la familia {7, }n>0 implica que |I';| > C h y luego,
usando que v;v;_y > —3 (V] + v; ),

M
”U’L”%?(FN’,E) > Ch Z vy
j=1
o bien,
M 3
{Z “12} < Ch72 |lvplleewy,) Yvn € Hy. (2.33)
j=1
Ademds, en virtud del Teorema de trazas en Qj (ver [13]),

||Uh||L2(FN,h) < C ||Uh||H1(Qh) Yu, € Hh, Vh <hg
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y por lo tanto, usando (2.33), se deduce que

$

lo que junto a (2.32) completa la demostracion. [ |

WE

J

U2} < Ch_% ||’Uh||H1(Qh) VU}LGHh,VhShO,

1

2.4 Experimentos numeéricos

Tomando en cuenta los resultados presentados a través de este capitulo, conside-

Np,
ramos el siguiente esquema discreto: Hallar iy := Z u;e; € Hy tal que 4,(X;) =
i=1
90(X;) para todo X; € Tpy y
M ~
Vﬂh . VUh dx + 2 Z Us; Uy Vh,i,j = f Up, dz (234)
Qh Qh

ij=1

Np
V’Uh = E Vj €4 EHh,O-
j=1

Es importante mencionar que el Lema de Lax-Milgram junto al Teorema 2.3.1
garantizan la unicidad de solucién de (2.34). Mds atin, siguiendo a [3] puede demos-
trarse que existe C' > 0, independiente de h, tal que

||’LL — ’&/h”Hl(Qh) S Ch VYh S ho. (235)

Por otro lado, denotamos por NU al ntiimero de nodos en 7, menos los que
pertenecen a I'p p,, es decir, NU representa el nimero real de incégnitas del sistema
lineal de ecuaciones asociado a (2.34). Ademas, se considera D como el cuadrado de
vértices (1,1), (—1,1), (—1,—1) y (1,—1). Obsérvese que en este caso, I'p j coincide
con I'p. La curva artificial I'y es tomada como la circunferencia de radio r = 3,
centrada en el origen, y se eligen go € H'/?(T'p) y f € L?*(Q) tal que la solucién
exacta de (2.1) esté dada por las siguientes tres funciones de ejemplo:

(2.9) = 55—
u(z = —
7y $2+y2’
(2,1) 3z — 15y

u(x = —
7y :L'2+y2 7

y

6x — 75y

w@,y) = —5

x2+y?2
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Claramente estas funciones tienen O(1) cuando ||z|| — 4o0. Para cada funcién
de ejemplo se presentan ensayos en cuatro diferentes triangulaciones con NU = 496
(h = 0.58831), NU = 1019 (h = 0.37783), NU = 2004 (h = 0.23369) y NU = 5073
(h = 0.17213). Las figuras 2.2 y 2.3 muestran dos de estas triangulaciones.

i
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Figura 2.3: Malla 3, NU=200/.
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En cuanto a la férmula de integracion para el término de desacoplamiento, hemos
considerado Ig-?l’j y m = 5 puntos de cuadratura en (2.23). Ademas, se ha usado
p =4 en (2.30) (n > h~%5). En las tablas 2.1, 2.2 y 2.3, donde se ha adoptado la
notacion

|u = tnlloo,, = max [u(X;)—

max (X))

se presentan los resultados obtenidos al utilizar (2.34).

‘ Malla‘ NU ‘ ||U—1~Lh||00’Qh ‘ ||u—11h||L2(Qh) ‘ ||u—11h||H1(Qh) ‘

1 496 0.00483 0.01637 0.26725
2 1019 0.00419 0.00909 0.20166
3 2004 0.00261 0.00538 0.15643
4 5073 0.00160 0.00285 0.11247

Tabla 2.1: Ejemplo 1, solucion exacta u(z,y) = 52

x2 _|_y2 .

‘ Malla‘ NU ‘ lu — @n|co,0,, ‘ |l — || 2 ‘ v = i 71 (04 ‘

1 496 0.05613 0.17706 2.89234
2 1019 0.04459 0.09845 2.18375
3 2004 0.02795 0.05800 1.68624
4 5073 0.01761 0.03087 1.21747

Tabla 2.2: Ejemplo 2, solucién exacta u(z,y) = 3;;1;23’.

| Malla | NU | [lu = @n[loc, | [|u = @allz2s) | [[v = @allnio,) |

1 496 0.27834 0.86983 14.23799
2 1019 0.23420 0.48339 10.73389
3 2004 0.13134 0.28509 8.29422
4 5073 0.09103 0.15204 5.99179

Tabla 2.3: Ejemplo 3, solucién exacta u(zx,y) = 6;;7;23’.

Se observa en estas tablas que las soluciones obtenidas estan en perfecto acuerdo
con la estimacién de error cuasi-dptima O(h). En las figuras 2.4-2.9 se muestran
las soluciones por FEM para los ejemplos en las mallas 1 y 3.
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A manera de comentarios finales, nétese que las estimaciones de error dadas en
este capitulo son mas ajustadas que las disponibles para los métodos DtN que usan
Expansiones en Series Truncadas de Fourier (TIFE) (ver [24]). En efecto, es suficiente
ver las férmulas (2.18) y (2.19) (o (2.20) y (2.21) para mallas uniformes sobre I'y)
las cuales, de acuerdo al Teorema 2.2.1, aseguran 6rdenes de aproximacién h* y
hS, respectivamente. Estas férmulas, junto a (2.22) y (2.23), proveen expresiones de
célculo para el término de desacoplamiento con érdenes h? y h*, respectivamente (ver
Teorema 2.3.1). Se enfatiza también que estos resultados no dependen del tamano
de I'y.

Sin embargo, para minimizar el costo de cdlculo del término DtN los métodos
TIFE necesitan, en general, aumentar el tamano de la circunferencia I' y. Obviamente
esto trae consigo un aumento en el costo de calculo de la forma bilineal aproximada
por FEM. Por otro lado, de manera de minimizar el costo asociado a FEM, debiera
elegirse una circunferencia pequena lo que implica necesariamente el uso de una
mayor cantidad de términos en las series de Fourier para alcanzar el mismo orden de
aproximacion. Eso si, es importante mencionar la existencia de evidencias numéricas
que muestran la obtenciéon de buenas aproximaciones usando un bajo nimero de
términos, lo que indicaria que las estimaciones de error disponibles para TIFE no
son tan ajustadas (ver [31] en el caso del sistema lineal de Elasticidad).

Finalmente, a manera de conclusion, se observa que este método, aunque com-
putacionalmente comparable con TIFE, provee estimaciones de error mas precisas
y luego, desde el punto de vista teérico, es mejor.






Capitulo 3

DDM en Teoria del Potencial

En el proceso de solucién numérica de problemas diferenciales de interés practico,
a menudo se obtienen sistemas de ecuaciones de gran tamano. En general, este es el
caso en problemas sobre dominios no acotados.

Actualmente, el rapido avance en el area del procesamiento paralelo ha generado
un gran interés en el desarrollo de métodos numéricos adaptables a este tipo de ar-
quitecturas. Dentro de estas técnicas se encuentran los Métodos de Descomposicién
de Dominio (DDM). Las técnicas DDM se basan en la particién del dominio de defi-
nicién de la ecuacién diferencial en subdominios, los cuales pueden o no traslaparse.
En esta Tesis consideramos los llamados métodos de subestructuracion, es decir, los
que hacen uso de una particién no traslapada del dominio. Siendo este el caso, el
problema diferencial puede ser reformulado sobre cada subdominio dando lugar a
una familia de problemas de menor tamano, cuyas soluciones deben cumplir ciertas
condiciones de transmision sobre las interfases.

Desde el punto de vista matematico, los llamados operadores de Steklov—Poincaré
(ver [1], [53]) aseguran el cumplimiento de estas condiciones de transmisién. Esto
genera un problema de interfase, conocido como de Steklov—Poincaré, cuya solucién
estd dada por las trazas de la solucién del problema original sobre las interfases. A
menudo, este acoplamiento sobre las interfases es removido introduciendo un proceso
iterativo lo que conduce a la obtencion de algoritmos basados en la resolucion de
problemas independientes sobre cada uno de los subdominios. Dado que, en general,
el problema de Steklov—Poincaré es mal condicionado, el uso de un precondicionador
adecuado es de gran importancia.

Ciertamente, las técnicas DDM pueden visualizarse como un proceso de cons-
truccién de precondicionadores para el problema discreto de Steklov—Poincaré. En
lo que respecta a problemas no lineales, las técnicas DDM pueden ser vistas co-
mo el proceso de construccion de precondicionadores para los problemas lineales

41
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determinados por un método de linealizacion especifico.

Ademads de sus inherentes caracteristicas paralelas, las técnicas DDM pueden
adaptarse a una gran cantidad de métodos de discretizacién como son el Método de
Elementos Finitos (FEM), el Método de Elementos de Frontera (BEM) y los Métodos
de Diferencias Finitas, entre otros. Mas aun, se puede tratar una gran variedad de
problemas como son las ecuaciones diferenciales elipticas, de adveccién—difusion, de
Stokes para fluidos compresibles e incompresibles, de Maxwell en tiempo armoénico,
parabdlicas, hiperbdlicas y algunos acoplamientos entre éstas. Una completa revisién
sobre estos métodos es dada en [52] y [56].

Por otro lado, es importante mencionar que casi toda la literatura disponible
estd confinada a problemas en dominios acotados. Eso si, algunos avances han si-
do realizados en la aplicacién de técnicas DDM para el acoplamiento entre BEM
y FEM (ver [42], [50]). Sin embargo, el uso de aplicaciones Dirichlet-to-Neumann
(DtN) sugiere, de manera natural, la aplicacién de técnicas DDM sobre el problema
resultante. Especificamente, en este capitulo se presentan dos esquemas de descom-
posicion de dominio para problemas exteriores usando como modelo el problema
exterior de Dirichlet para el Laplaciano en el plano. El primer enfoque, denomina-
do D-FEM, esta basado en la aproximacion de los operadores de Steklov—Poincaré
mediante FEM. El segundo esquema, denominado D-BEM-FEM, se basa en el uso
combinado de BEM y FEM. Mas atun, se desarrolla un esquema de linealizacién
para problemas exteriores no lineales que conducen a formulaciones variacionales
fuertemente mondtonas.

La organizacién del presente capitulo es como sigue. En la seccién 1 se presenta
el modelo lineal, se aplica el método de desacoplamiento y se da la correspondien-
te formulacién variacional del problema resultante. En la seccién 2 se desarrolla el
esquema D-FEM. Aqui se presentan los aspectos variacionales del esquema, los ope-
radores de Steklov-Poincaré, algoritmos de iteracién por subdominios y aproxima-
ciones en dimensién finita. El esquema D-BEM-FEM es presentado analogamente
en la seccién 3. En la seccion 4 se desarrolla un esquema de linealizaciéon para pro-
blemas no lineales fuertemente mondtonos y se muestra su aplicabilidad al problema
exterior no lineal discutido en [3]|. Finalmente, en la seccién 5 se presentan algunos
experimentos numéricos para el esquema D-FEM.
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3.1 El problema exterior lineal

Aligual que en el capitulo anterior, consideramos como modelo lineal al problema
exterior de Dirichlet para el Laplaciano en el plano. Eso si, en lo que sigue, incluimos
una condicién al infinito méas general. Sea D un dominio acotado y simplemente
conexo en R? con frontera poligonal I',. Entonces, dado gy € H'/?(T'p), f € L>(R?—

D) con soporte compacto y b € R, el problema es: Hallar u tal que

—Au = f enR?*—D,
u = go enlp, (3.1)

b
u(z) = O()+ —logllzl, laf| = +oo.

Ahora, con el fin de aplicar el método de desacoplamiento, introducimos una
circunferencia I'y de radio r, centrada en el origen, cuya regién interior contenga a
D y tal que el soporte de f esté contenido en la regién anular € limitada por I'p
y I'y. Con esto, el problema exterior (3.1) puede transformarse, equivalentemente,
en el siguiente problema mixto de valores de frontera sobre el dominio acotado 2:
Hallar v € H'(Q) tal que

—Au = [ en (),

u = go enlp, (3.2)
ou
ov

donde W : H'/2(I'y) — H~'/?(I'y) es el operador integral de frontera hipersingu-
lar y v denota el vector normal unitario exterior a I'y. Es importante mencionar

b
= —2Wu+— enly,
r

que esta ligera modificaciéon del Teorema 2.1.1 proviene de utilizar la féormula de
representacion de Green sobre el dominio exterior tomando en cuenta esta nueva
condicién al infinito (ver Teorema 2.1 en [21]).

Por otro lado, usando integracién por partes, obtenemos la siguiente formulacién
variacional de (3.2): Hallar u € H(Q) tal que u=go enTp y

/Vu-Vvd:c—i—Q<1'),Va>=/fvdav—i—i vds (3.3)
Q Q Tr Jry

para todo v € Hp (), donde H} (Q) :== {v € H'(Q) : v =0en I'p}. En (3.3),
% y v son, respectivamente, las derivadas tangenciales de v y v sobre 'y, V :
H'2(T'y) — HY?(I'y) es el potencial de capa simple y < -,- > denota la paridad
dual entre H=Y/2(I'y) y H'/?(I'y) definida a través del producto interior en L?(I'y).
Finalmente, observamos que la unicidad de solucién para la formulaciéon variacional
(3.3) estd garantizada por el Lema 2.1.1.
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3.2 Esquema D-FEM

3.2.1 Operadores de Steklov—Poincaré

Sea I' una curva cerrada y poligonal contenida en €2, tal que su regién interior
contenga a D y tal que divida a Q en dos subdominios, £; y Q5. Esto es, OQ; es la
regién anular limitada por I'p y I', Qo por 'y 'y vy 2 = Q; UT' U Q5. Ademds, se
denota por v;, i = 1,2, a los vectores normales unitarios a 9€2; en I' (ver figura 3.1).

Figura 3.1: Particion anular de 2.

Ahora, con el objeto de desacoplar el problema (3.2), y dado A € H'/?(T), se
definen los siguientes problemas de valores de frontera:

e Hallar ui;(\) € HY(Q4) tal que

—Aui(A) = f enfy,
U1 ()\) = go €n FD s (34)
ur(A) = A enl.

e Hallar us(\) € H'(Q2) tal que

—Auy(A) = f en Qy,
ug(A\) = X enT, (3.5)
8u2(/\)

= —2WuQ()\)+i en 'y .
r
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La razon de considerar una particion anular de €2 radica en el caracter no-local
de la condicién de borde sobre I'y. En efecto, lo anterior obliga a que I'y deba
pertenecer completamente a la frontera de un solo subdominio pues de lo contrario,
no seria posible calcular la contribucién del término DtN.

Por otro lado, es conocido que la continuidad de derivadas normales sobre I’
es una condicion de compatibilidad adecuada para que (3.4) y (3.5) constituyan
una formulacién multidominio de (3.2) (ver [52]). Lo anterior lleva a considerar el
siguiente problema sobre I': Hallar A € H'/%(T") tal que

81/1 + 61/2 e

donde [-,-] denota la paridad dual entre H*/2(I') y H'/?(T") definida a través del
producto interior en L?*(T"). En lo que sigue mostraremos que (3.6) admite solucién
tnica y que las soluciones de (3.3) y (3.6) estan conectadas a través de las siguientes

=0 VYpeH YD), (3.6)

relaciones: A = u|r, u|o, = u1(N) v ulg, = ua(A).
Ahora, definimos operadores lineales de extensién R;, ¢ = 1,2, como sigue

o Ry : H/*(T) 3 A — R\ € H'(S) solucién de
—A(R1A) = 0 en )y,
RiA = 0 enlp, (3.7)
Rl)\ = )\ enl.
e Ry: H'/2(T') 3 A — Ry € H'(S)) solucién de
—A(R2A) = 0 en Qy,

Ryd = X enl, (3.8)
a(gf) = —2W(Ry\) enTy.

Nétese que para cada A € H'/2(T'), Ri\ y Ro) son, respectivamente, las exten-
siones arménicas de A a Q; y Q. Obsérvese también que, dado A € HY?(T), las
extensiones Ri\ y Ry\ son tnicas en virtud del Lema de Lax—Milgram. Definimos
ademas, W, € H' (1) y wy, € H'(;) como las tinicas soluciones débiles de los
siguientes problemas de valores de frontera:

e Hallar w, € H'(Qy) tal que

—A’lI]l = f en Ql,
’lI)l = gop e€n FD, (39)

w; = 0 enl.
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e Hallar wy € H(Ss) tal que

—AUJQ = f en QQ,
wy = 0 enl, (3.10)

% = —2Ww2—i-i en I'y.
ov mr

Més atin, se denota por ¢ € H*(2) a una extensién regular de gy sobre Q, tal
que g :=0en Qo UI, y definimos w; := w1 — g. En virtud de lo anterior, es facil ver
que

A continuaciéon se introducen las formas bilineales continuas y simétricas A; :
Hl(Ql) X Hl(Ql) — R, A2 : HI(Q2) X HI(QQ) — R y A HI(Q) X HI(Q) — R,
definidas por

A1 (Zl, 1)1) = VZl . V’Ul dx y

Q4

AQ(ZQ,’UQ) = / Vzy - Voo dr +2 < 1-}2,V22 >
Q2

y
2
Az,v) = Aglar,v) Va,veH(Q),
k=1
donde zj, = z|o, y vk := v|q,. Con esto, la tnica solucién v € H'(Q) de (3.3)

satisfaceu = goen 'p y
A(u,v) = F(v) Yv € H._(Q),

donde ;
F(v) ::/fvd:c—f-— vds.
Q mr 'y

Obsérvese que para cada A € H'/?(T"), las extensiones R;\, i = 1,2, satisfacen

Al(Rl)\,QOl) =0 V§01 c H&(Ql) (313)

AQ(RQ)\, 902) =0 \V/QOQ € H%(QQ), (314)
donde H} () :={v e H' () :v=0en T}
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Lema 3.2.1 La solucidn u € H'(Q) de (3.8) estd relacionada con wy y wq a través
de las siquientes itdentidades:

wr = (u—9) o, — Ri((u—9)|r)

wy = ule, — Ra(ulr).

Demostracién. Sea w; := (u—g)|o, — Ri((u—9)|r) y w2 := ula, — Ra(ulr).
Entonces, puesto que (u—¢g) = Ri((u—g)|r) =0enT'py Ri((u—9)|r) = (u—9)
en I, se deduce que w; € H{ ().

Ahora, dado ¢; € H}(€y), denotamos por ¢ € H}(Q) a la extensién de ¢,
sobre Q tal que ¢ o, = 0y ¢|a, = ¢1. Por lo tanto, usando que A;(R1\, 1) = 0
para todo A € HY?(I') y para todo ¢; € H} (), se tiene que

Ai(wr,01) = Ai((u—9) |y, 1) — Ai(BRa((vw = g) Ir), 1)
Ar((u = 9) |y, 1)
= A(u, ) — Ai(gloy; p1)

= F(p)— Vg-Vpidz
1971
b
= /fgpd;rj—l—— pds — Vg -V dx
Q T Jrn o
= fordx — Vg-Vodo,
(951 Q1

lo cual prueba que w; + g = w; y luego, w; = ;.

Por otro lado, puesto que Ry(u|r) = u|r en T, se tiene que wy € HE(y). Mas
aun, dado ¢, € H(Q;), denotamos por ¢ € Hf () a la extensién de ¢, sobre €
tal que ¢ o, = 0y ¢la, = @2. Entonces, usando que Ay(Ry), o) = 0 para todo
A € HY2(T) y para todo ¢, € HE(€y), se sigue que

Ao (g, p2) = As(ulay, p2) — Az(Ra(u|r), ¢2)

= AQ(U‘Qza(pQ)
= A(u,p)
b
= /fgoda:—{—— pds
Q wr 'y
b
= fpadr + — P2 ds
Qs T Jry

y por lo tanto, wy = wy. Esto completa la demostracion. |
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A continuacion, definimos las funciones

W= w1 , eanuF
T wa , enQQUF

Rl)\, €en Ql Jur
A=
r { Rz)\, en QQ ul
para todo A € HY/?(T'). Nétese que w € H'(Q),w = 0en 'pUl'y RA € H} ().
Entonces, reemplazando (3.11) y (3.12) en (3.6), y usando integracién por partes,
obtenemos el siguiente problema de interfase: Hallar A € H'/?(T") tal que

S\ = x, (3.15)

donde S : H'/?(I') = H~'/2(T") es el operador de Steklov-Poincaré dado por

2
[SAp] == Ap(Red, Rep) VA, pe HP(D)
k=1

y x € H™'/2(T") es definido como sigue
b
[x, 1] = / f Rudr + — / Ruds — A(w+g,Ru) Vue HYX(I).
Q I'n

Obsérvese que S = S; + Sy, donde S;, £ = 1,2, son los operadores locales de
Steklov-Poincaré dados por

[Sk A 1] == A (ReA, Repr) VA, p€ HYA(I).

El siguiente Lema es necesario para probar la existencia y unicidad de solucién
del problema de Steklov-Poincaré (3.15).

Lema 3.2.2 Ezisten constantes C;, C; > 0, i = 1,2, que dependen sdlo de Q;, tal
que
CilMlarwy < IR Mlmoy < CilMmpgy YA€ HP(D).

Demostracion. En virtud del Teorema de trazas se deduce la existencia de constan-
tes C; > 0, 1 = 1,2, que dependen sélo de €, tal que C; ||| g1/2(ry < [|[Bi All a1y
para todo A € H'/?(I'). En lo que sigue de la demostracién, C' > 0 denota una
constante genérica.

Por otro lado, para probar la desigualdad de la derecha, analizamos separada-
mente cada una de las extensiones R;A € H'(£;), i = 1,2. Comenzamos con R;\.
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En efecto, tomando una inversa a derecha y continua del operador de trazas, puede
definirse A € H'(€);) como la extensién de A sobre Q; tal que A\=0en 'p y

I\ mr1g0y) < C Mgy VA€ HY(I). (3.16)

Ademads, usando la desigualdad de Poincaré, el Lema de Lax-Milgram y el hecho
que v:= Ry\— X € H} () es la tinica solucién del problema variacional

Vv -Vode=— [ VX-Vodr Vee Hi (),
(951 1971

se deduce que
o]0 < C Mm@y - (3.17)
Entonces, usando la desigualdad triangular, (3.16) y (3.17), se tiene que

|RiM| ) < ||U||H1(Ql)+||5\||H1(Ql)
< ClMean
<

ClI M2y -

A continuacién consideramos la extension Ry). Esto es, usando una inversa a
derecha y continua del operador de trazas, definimos A € H'(€) como la extensién
de A sobre €2y tal que

M m1(0) < C Aoy YA€ HYA(T). (3.18)

Mas atn, usando la desigualdad de Poincaré, el Lema de Lax—Milgram, las pro-
piedades del potencial de capa simple V y el hecho que v := RoA — A\ € HE () es
la tnica solucion del problema variacional

Vo-Vedz+2 <, Vi>=— | VA-Vodz—2 <¢, VA >
Q2 QZ

para todo ¢ € H}(£2y), se deduce que
V]l (0s) < C M0y - (3.19)
Finalmente, usando la desigualdad triangular, (3.18) y (3.19), se concluye que

[ReMlzrny < 1ol anas) + 1M as)
< O Az,
<

¢ ||)\||H1/2(r) .

Esto completa la demostracion. |
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Lema 3.2.3 Eziste un tinico A\ € H'/2(T') tal que S\ = .

Demostracion. Primero, dado que la formas bilineales A; y A son continuas,
usando el Lema 3.2.2 se deduce que el operador S induce una forma bilineal continua,
en HY?(T) x HY?(T). En lo que sigue de la demostracién, C > 0 denota una
constante genérica.

Ahora, puesto que R\ € H%D (), en virtud de la desigualdad de Poincaré y el
Lema 3.2.2, se tiene que

2
[SAA] > ) [ReM o,
k=1

(R Ao
CIIR Al (0

AV

2
C Y I1BeM 0

k=1
> C M)

para todo A € H'?(T). Esto muestra que S induce una forma bilineal H'/2(T)-
eliptica y luego, una aplicacién directa del Lema de Lax—Milgram completa la de-
mostracion. [ ]

El siguiente resultado establece la equivalencia entre la formulacién variacional
(3.3) y el problema de Steklov—Poincaré (3.15).

Teorema 3.2.1 Sean u € H'(Q) y A € HY?(T') las vinicas soluciones de (3.3) y
(3.15), respectivamente. Entonces

X:u‘r

. T ur(N), en
u—g—i-w—i—R)\—{W(/_\)’ en .

Demostracion. Usando el Lema 3.2.1 y el hecho que ¢ = 0 en 2, U I', se tiene que

[S(ulr),u] = ZAk(Rk(U\F),RkM)

k=1
= Ai(u—g—wy, Rip) + As(u — wa, Ropt)

= A(u,Rpu) — A(g + w, Rp)



3.2 Esquema D-FEM 51

para todo 1 € H'/?(I'). Entonces, dado que A(u, Ru) = F(Rp), se sigue que

b
[S(ulr),n] = /QfRud:erﬁ/F Rpds — A(g + w, Rp)
= [x,u]

para todo u € H'Y?(T). Esto muestra que ulr es solucién de (3.15) y por lo tanto,
A = ulp. Finalmente, la expresién para u se sigue directamente de (3.11), (3.12) y
el Lema 3.2.1. [ ]

3.2.2 Aproximaciones discretas

En lo que sigue nos ocuparemos de la aproximacién discreta del problema (3.15)
usando FEM. Es importante mencionar que, a nivel discreto, el operador de Steklov—
Poincaré es mal condicionado (ver [43], [52], [56]) y por lo tanto, la solucién de
(3.15) mediante métodos iterativos requiere el uso de un precondicionador adecuado.
En efecto, a continuacién establecemos un esquema de precondicionamiento tipo
Dirichlet—Robin para (3.15) (ver [52]). Mostraremos que este esquema es 6ptimo en
el sentido que la convergencia de métodos iterativos como el Método de Iteracion de
Richardson o el Método de Gradiente Conjugado (PCGM), no se deteriora cuando
h — 0.

Para hacer esto, consideramos 7}, una triangulacién cuasi—uniforme de €2, com-
puesta de tridngulos 7 que no cruzan I', y definimos

Qh = U T.
TETH
También, para i = 1,2, se define
Qi,h = U T
TN £0

y denotamos por 'y a la aproximacién poligonal de I'y inducida por 7. Ademds,
introducimos las formas bilineales 4; ,, : H' () x H (1) — R, i = 1,2, definidas
por

Al,h(zla Ul) = V,Zl . VUl dx

Qh

AQ,h(ZQ, UQ) = / Vzy - Vugdr +2 < /1.)2,Vh22 >p

Qo

para todo 2z;, v; € H' (), donde Vy, : H-Y2(Ty ) — HY?(Ty ;) es el potencial
de capa simple sobre Iy, y < -,- >} denota la paridad dual entre H_I/Q(I‘N,h)
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y HY*(Ty}) definida a través del producto interior en L?(T'y ;). Es importante
mencionar que, dado que I'p y I' son poligonales, las formas bilineales A; y A
coinciden.

A continuacion, introducimos los espacios de elementos finitos

Hi,h = {Uh c C(Qz,h) . Up ‘7’ € Pl(T) VT Q Qi,h}

Ah = {’l)h |I‘ U € Hi,h}:

donde P (7) denota el espacio de polinomios de grado < 1 definidos sobre 7. Mds
aun, denotamos el dual de A, por A} y definimos

Hf’h ={vn€Hp:v,=0enlpuUl}

Hg’h ={v, € Hyp, : v =0enT}.

Consecuentemente, en virtud de las relaciones (3.13) y (3.14), se definen, para todo
An € Ay, las extensiones discretas R, p, ¢ = 1,2, como sigue

® Rip:Ap2 A — RipAy € Hyy solucién de
Avp (Ripn,on) = 0 Yo, € H,
Rl,h)\h = 0 en FD ;
Rl,h)\h = )\h enl'.
° Rg’h AL A\ — Rg’h/\h S H27h solucién de
Ag,h (RQ,h,)\ha Uh) = 0 V’Uh - Hg,h ,
Rg,h)\h = Ah en I'.

Tomando en cuenta lo anterior, definimos el operador discreto de Steklov—Poin-
caré por
Sy = Sl,h + SQ,h , (320)

donde S;, : A, = A}, i =1, 2, son los operadores locales discretos dados por
[SinAn, n] == Aip(RipAn, Ripptn) ¥ An, fin € Ap . (3.21)

Como ya fue comentado, utilizaremos precondicionadores tipo Dirichlet—Robin.
La razon de no utilizar un precondicionador tipo Neumann—Neumann o Dirichlet-
Neumann (ver [52], [56]) radica en que, una vez que se ha particionado el dominio §2
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en p > 2 subdominios €2;, el uso de estos precondicionadores origina algoritmos de
iteracion por subdominios en los cuales aparecen problemas no tinicamente solubles.
Por lo tanto, introducimos los precondicionadores tipo Dirichlet—-Robin

Py, == Sy, + Ty,

donde el operador T}, tiene alguna de las siguientes dos estructuras:

[T, pn] = c[1, Ap] [1, pn] =c/)\h ds/,uh ds (3.22)
r r

[Th)\h; ,Lbh] =2cC [)\h: /,Lh] =cC / )\h Mh ds (323)
T

para todo Ay, up € Ap, con ¢ > 0 una constante arbitraria. Mas adelante sera claro
que la eleccién de (3.22) o (3.23) produce diferentes condiciones de frontera en los
subproblemas que integran los algoritmos de iteracién por subdominios.

En lo que sigue, probaremos que la convergencia del esquema con estos precon-
dicionadores es independiente de h. La optimalidad en el sentido de asegurar una
convergencia independiente del nimero de subdominios debe necesariamente pasar
por esquemas multinivel los que no se discuten en esta Tesis. En [56], se da una
discusién detallada acerca de métodos multinivel, sobre todo, en precondicionadores
Neumann—Neumann.

Observemos primero que P;l S}, es simétrico y definido positivo con respecto al
producto interior

Ay tn)e,, i= [P, ptn] Y Ap, pin € Ap .

Lo anterior se debe a que los operadores P, y S; son simétricos y definido positivos
con respecto a [, -]. Mds ain, se tiene que los valores propios de P,;lsh son nimeros
reales positivos 0 < 01 < 09 < --+ < g,,,, donde m es la dimensién de Ay,

El siguiente resultado, andlogo al conocido Teorema de extension para FEM (ver
[4], [45], [59]), es necesario para mostrar que el nimero de condicién espectral de
P;ISh, el cual es dado por k := 0, 07 ', estd acotado independientemente de h.

Teorema 3.2.2 Existen constantes Cy, Cy > 0, independientes de h, tal que

Ay p(RypAn, RipAn) < Cy ||)\h||§11/2(r) VAn €Ay

Ao h(RopAny RopAn) < Cy ||)\h||ill/2(p) VA €Ay.
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Demostracion. Notemos primero que
Al,h(Rl,h)\h; Rl,h)\h) < ||R1,h)\h||?{1(91) \V/)\h € Ah. (324)

En lo que sigue de la demostracién, C' > 0 denota una constante genérica indepen-
diente de h.

Ahora, puesto que €; es un dominio poligonal y A\, € H'(T'"), se tiene la siguiente
estimacion de regularidad (ver [44])

1R Mllorzony < ClDwllasc (3.25)

Ademds, usando el Lema de Céa y estimaciones usuales de interpolacién (ver [7]),
se sigue que
R, — Rupnll ey < C Y[R 2y - (3.26)

M4s atin, se tiene la desigualdad inversa (ver [7]),
B2 Anllar @y < ClAnllgvzey VA € Ag. (3.27)
Luego, usando la desigualdad triangular, el Lema 3.2.2, (3.25) y (3.26),

|RiAn — Rip Al n) + || Bidalla o)
C b2 ”Rl)\h”He‘/z(Ql) + [[Ra Al 1 ()
ChY2 [ Anllr oy + C Al oy -

| Ry pAn | m1 o)

ININ A

Entonces, en virtud de (3.27), se deduce que

Ch'?h='/? ARl 12y + C w12y
c ||)‘h||H1/2(F)

|RipAnll o) <
<

lo que junto a (3.24), completa la primera parte de la demostracion.

Por otro lado, sea V}, el conjunto de nodos de 7, y definamos por ¢y, : I'np, = 'y,
la aplicacién que asocia a cada y € I'y p, ¥ & Vi, el punto de interseccién entre I'y
y la linea recta, perpendicular a I'y 5, que pasa a través de y. Ademds, denotamos
Yn(y) = y para todo y € V,NI'y. Claramente, para h pequeno, 1, es una biyeccién.
Con esto, introducimos la aplicacién lineal de extensién

M:C(Qg’h)a’lh)'%M@I:UEC(QQ) VﬁEC(QQ,h),

donde v(z) = #(z) para todo x € Qy,NQy y v(z) = v(y) para todo z en el segmento
que une y € I'y j, con ¢,(y) € T'y.
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Sea vy, 1= M(RapAp) y denotemos Vj, := M(H,y). En virtud de lo anterior, se
tiene que

Ag’h(Rg,h/\h, Rg,h)\h) = / V’l)h . V’Uh dx + Ch(vh; Uh) y (328)

Q3

donde Cj, : V;, x V;, = R es la forma bilineal definida por

ontva)i= 1 [ o8 iy Sy o) s

para todo v, z € V},. Por lo tanto, usando (3.28),

Ao p(Ry pAny RopAn) < Vup, - Vo, dz + Cp(vh, vp)

Qo

= Vo, - Vu, dx + Ch(’Uh,’Uh) —2 < v, Vop > +2 <o, Vo, >
Qo

= AZ(Uha Uh) -+ Ch(vh, Uh) -2 < T)h,V?)h >

para todo v, € V},. Ademas, siguiendo a [39] y usando el Teorema de trazas, se tiene
que
‘Ch(’l)h,’l)h) -2 < ’l')h,V’(.)h > ‘ <Ch ||’Uh||?q1(ﬂ2) Yo, €V},

y luego, usando la continuidad de A,

Agn(Rapdns Ropdn) < Cllonllinay) + C B lloallin oy
< Cllonllina,) - (3:29)

Maés atn, siguiendo a [19], se deduce que

lvnllmi@s) < [lvn — RoAnllm(0,) + [ R2Anl 51(0)
< CRY? |RyMillgsrzgy) + 1R2Anl i (00)

y luego, usando la regularidad de Ry, el Lema 3.2.2 y (3.27),

lonllari@yy < CRY? [ Mallaey + C Il ey
< ChPR Y2 M@y + C Il ey
= C||/\h||H1/2(r)-

Lo anterior junto a (3.29) completa la demostracién. [

El siguiente resultado muestra que los operadores discretos S;, y Sa 5 + T}, son
espectralmente equivalentes con cualquiera de las estructuras para T dadas por las
relaciones (3.22) y (3.23).
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Teorema 3.2.3 FExisten constantes Cy, Cy > 0, independientes de h, tal que
C1 {[S2,0Ah, An] 4+ [ThAn, Anl} < [S1pAns An] < Co {[SonAn, An] + [TrhAn, Anl}
para todo Ay, € Ay,

Demostracién. Usando el Teorema de trazas, la elipticidad de A, ) y denotando
por C' > 0 a una constante genérica e independiente de h, se tiene que

C IR p A7 )
C Ay p(RipAn, RipAn)
C [S1,pAn, Ar)

Az <
<

para todo A, € Aj. Entonces, en virtud del Teorema 3.2.2 se deduce que existen
constantes positivas C, Cs, independientes de h, tal que

CullMmllFne@y < Stadns Al < CollMllFpaqy Y An € A (3.30)

Por otro lado, usando el Teorema 3.2.2 y el hecho que [Tp\s, A\y] < C ||)\h'||§11/2(P)

para todo A\, € Ay, se sigue que
[So,n s An] + [Tadn, Al < Co [ Anll ey ¥V An € A, (3.31)

donde C, > 0 es independiente de k. Finalmente, de la desigualdad generalizada de
Poincaré y el Teorema de trazas, se deduce que existe C, > 0, independiente de h,
tal que

o ||Ah||§{1/2(1") < [Sondn, An] + [Thdn, An] Y An € Ap,

lo que junto a (3.30) y (3.31) completa la demostracién. [

El siguiente resultado establece que el nimero de condicién espectral de P,fSh
estd acotado independientemente de h.

Teorema 3.2.4 FExiste C' > 0, independiente de h, tal que k < C.

Demostracién. Puesto que & := 0,07 ", es suficiente mostrar que o, y 07" estdn
acotados independientemente de h.

Ahora, dado que P,:lsh es simétrico y definido positivo con respecto a [, -|p,,
observamos que o, y o7 " pueden ser expresados por

[P 'SpAn, Anle,

Aed,  [Ans Anlp,
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o7

1 [An, Anlp,

= Sup — .
01 aenn [Py 'ShAn Anlp,

Entonces, en virtud del Teorema 3.2.3, se tiene que

Om =

IN

<

sup [P;lsh)\h,)\h]ph

Mmehn  [Ans Anlp,

sup [ShAns Ar]

Mehn [PrAR; Ap)

sup [S1,8An; Al + [S2,pAns An]

aern [S2,8 M5 An] + [ThAn, An]

sup [S1,nAns An] + [SanAn, An] + [ThAn, As]
An€A [S2.8 AR, An] + [ThAn, An]
(1+0Cy).

Por otro lado, usando nuevamente el Teorema 3.2.3, se deduce que

1
[ThAn, An] < a[sl,h)\h;)\h] VL €Ay

y luego,

— s [Ans Anlp,

aedn [Py 'ShAn, Anlp,

sup [PyrAn, An

AneAn [ShARs An]

sup [S2.nAn; An] + [ThAn, As)

An€nn [S1,p ARy An] + [S2pAn, A

sup [So.nAn, An] + C%[Sl,h)\h, An)

aehn ST An) F [So.pAn, A
1

< 1, —1}.
_maux{,c1

IA

Esto completa la demostracion. [ |

3.2.3 Algoritmos de iteraciéon por subdominios

Métodos iterativos

El objetivo de lo que sigue es obtener los correspondientes algoritmos de iteracion

por subdominios asociados al problema de Steklov—Poincaré (3.15). Para hacer esto,
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a continuacion presentamos el Método de Iteracion de Richardson y el Método de
Gradiente Conjugado (PCGM). En efecto, consideramos el problema: Hallar A, € A,
tal que

Sh)\h = Xh (332)

donde Sy : A, — A} es el operador discreto de Steklov—Poincaré definido por (3.20)
y (3.21), xn € A} y Ay es el espacio de trazas discreto.

Entonces, dado un precondicionador Py, : A, = A}, un pardmetro a > 0 y una
estimacién inicial ) € A, el método de Richardson construye la siguiente sucesién
para encontrar la solucién A, € Ay, de (3.32):

A=A+ aPy ' (xn — SpAp) Vn e NU{0}. (3.33)

Notese que, dado un parametro « suficientemente pequeno, la invertibilidad de
P, y S, asegura la convergencia de (3.33). Sin embargo, desde el punto de vis-
ta computacional, es necesario mostrar que esta convergencia es independiente de
h. Ciertamente, ésto queda garantizado al mostrar que k, el nimero de condiciéon
espectral de P,'S;, estd acotado independientemente de h (ver [52], p. 126). Por
lo tanto, en virtud del Teorema 3.2.4, se deduce que la utilizacién de (3.33) en la
formulacién D-FEM permite la obtencién de algoritmos independientes de h.

Es importante mencionar que el parametro 6ptimo «, es decir, el que minimiza el
radio espectral de la matriz iterativa (I—a P, 'Sy,), estd dado por oy == 2/(01+04,)
y que en este caso, el radio espectral de (I — ap P,:lsh), conocido como factor de
reduccién del error, es (k — 1)/(k + 1) (ver [52], p. 127).

Por otro lado, y con el fin de acelerar la convergencia, usualmente se utiliza
PCGM el cual es aplicable sélo a un sistema simétrico y definido positivo. Siguiendo
a Concus, Golub y O’Leary (ver [28], p. 540), PCGM puede ser escrito en la siguiente
forma:

(0) Elegir \) € Ay,
(1) Resolver
TO = Xh — Sh)\g,a
[P,2°, 2°]
) = o1
[Sh20, 20]

1 0 0
)\h:)\h+a02 s
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(2) Resolver
thn = Tn =Xh— Sh)‘z y

_ [Pp2", 2"
" [Spem, 2]
1 _ | _ Gm [Pre",2"] 1
v ana P L g

ML= AT g (2™ + A — A

(3) Si algin criterio de convergencia especificado no se cumple, hacer n =n+1y
volver a (2).

Con respecto a este método, se tiene la siguiente estimacion de error en la norma
de la energia (ver [52], p. 127),

k—1\"
=Nl <2 (YEST) = Al

La estimacién anterior muestra que la aplicacion de PCGM a la formulacion D-FEM

permite obtener un algoritmo cuya convergencia es independiente de h.

En estricto rigor, los algoritmos de iteracién por subdominios deben ser escritos
en términos de las formas bilineales asociadas a los problemas discretos generados
por el método de Richardson o PCGM. Sin embargo, con el objeto de visualizar
exactamente que problemas deben resolverse, usaremos la notaciéon continua. En-
tonces, es importante enfatizar que la discretizacion de los respectivos problemas
de valores de frontera, debe ser consistente con el andlisis discreto presentado en la
seccién 3.2.2.

Algoritmos de iteracién por subdominios tipo Richardson

Para obtener los algoritmos de iteraciéon por subdominios usando el método de
Richardson, comenzamos con dos subdominios para luego extender este desarrollo
a un numero arbitrario de subdominios. En efecto, reemplazando P = Sy + T en el
andlogo continuo de (3.33), se sigue que

)\n+1:(1_a))\n+aﬂ"’

donde (" satisface
Pp" =x—(S1—-T)A".

Entonces, usando integracion por partes, se deduce que

ouy ou?
T = —
81/2 + ﬂ 81/1

+ T\ enl,
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donde u} = uy(A") = W + RiA" y ul} := us(8") = wy + Ryf™. Lo anterior junto
al hecho que uf|. = A" y ul|, = (", implica el siguiente esquema iterativo para
actualizar A"™:
(0) Elegir \° € A, y hacer n = 0.
(1) Resolver el problema de Dirichlet
—Au} = f en ),

n
uy = ¢go enlp,

uy = A" enl.
(2) Resolver el problema tipo Robin
—Auy = [ en €,

n n
oul ouf

Tul = — T\ r
£ + T ug o1 + en ',
ous b
o —2Wuy + — enly.

ov r

(3) Actualizar A" mediante \"*! = (1 —a) A" + « 4", donde " := uf |.. Si algtin
criterio de convergencia especificado no se cumple, hacer n =n+ 1 y volver a
(1).

A continuacion extendemos este algoritmo a un nimero arbitrario de subdomi-
nios. En efecto, dado un entero p > 2, sean I';, 7 = 1,p — 1, curvas poligonales
contenidas en (2, tales que la regién interior a I'; contiene a D y a la regién inte-
rior a I';_4, y tal que ellas dividan a €2 en p subdominios 2; con vector normal v;,
Jj = 1,p. En otras palabras, (2, es la regién anular limitada por I';_; y I';. Ademis,
adoptamos la notacién I'g := I'p, I'; := In, A§ := go, A} = A"|r; v uf := u”|q;.

p—1
Maés aun, se definen Q = U Q;, Q, = U Qy [ = U L.
J tmpar j par 7j=1
Entonces, aplicando el esquema anterior sobre Q1, Q, y I, y suponiendo, sin
pérdida de generalidad, que p es par, se obtiene el siguiente esquema de iteracién

por subdominios:
(0) Elegir \° € A, y hacer n = 0.

(1) Resolver en paralelo, para todo j impar, j < p—1, los problemas de Dirichlet

n —
—Aui = f en(y,
n o __ n .
UJ — )\]71 en P]_l 9
n o __ n )
uy = )\j enl’;.
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(2) Resolver en paralelo, para todo j par, j < p — 2, los problemas tipo Robin

—Auj = [ enQy,

ouf n ouj_, n
a_yj -+ TU,J = — al/jil -+ T)\j—l en Fj_l,
j _ Jtl
ov; Ty = - ;1 T e
y
—Auy = f en(,
ou” un_l
ay T T T, TN e
Ouy _ n
2 = —2Wup + — enly
ov T

(3) Actualizar A" mediante \?*! = (1 —a)A\? + a8, i=1,p — 1, donde
ﬂn = (u3|p1,u3|p2, U’Z‘T‘sa U2|F4, SRR /U';L‘Fp—l) :
Si algin criterio de convergencia especificado no se cumple, hacern=n+1y

volver a (1).

Algoritmos de iteracién por subdominios tipo PCGM

A continuacion presentamos el algoritmo de iteraciéon por subdominios generado
al usar PCGM en un ntimero arbitrario de subdominios. En este algoritmo, las etapas
(0’)—(6’) corresponden a los pasos (0)—(1) de PCGM mientras que los pasos (1)—(7),
corresponden a (2)—(3). Entonces, definiendo z{ := 0 y suponiendo, sin pérdida de
generalidad, que p es par, se obtiene el siguiente esquema iterativo:

(0’) Elegir \° € A;,.

(1) Resolver en paralelo, para todo j impar, j < p—1, los problemas de Dirichlet

0 _
—Au; = f en{y,
0 _ 10 ,
u; = )‘j—l enl';_q,
0 _ 10 _
u; = )\j enl’;.
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(2?) Resolver en paralelo, para todo j par, j < p — 2, los problemas tipo Robin

—Au? = [ en(y,

0 -1 0

a_y'; -+ Tu] = — Wjil -+ T)\j—l en Fj_l )
L+ Tul = _ + TX} enTl;

al/j 81/j+1

y
—Aug = [ en(},
ou? 8U0_1
3—,/: + Tug = - ayﬁil + T)\g—l en Fp—l 3
ou

b
_ 0
a—y = —QW’U,p —+ E en FN

(3’) Calcular 22 = 82 — )0, i =1,p— 1, donde
ﬂo = (ug‘lﬁaug‘Fw u91|F37 u2|F47 s 7ug‘Pp—1) .

(4’) Resolver en paralelo, para todo j < p — 1, los problemas armdnicos

0 0 _ ,
—ARj(zjfl, zj) 0 en €y,
0 0 0
R](Z]—]_7 Z]) Z]—l en F]—]. 9
0 0 0
Rj(zj 1,2)) = zj enly

—A(Rpz) 1) = 0 eny,

szg_l = zg_l enI'p_q,
O(R,2°_,)
#ﬂ = —2W(Ryz_,) enTy.
(5) Calcular
p—1

Z < ZZO,")/,? >rry) + < TZ;), Z,? >1(T;)

=1

Qg =

=7
Z < Z?, 6;) >rry) + < Z?: '7? > L2(T;)
=1

Y
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donde
’70 — aRQ(Z(l)a Zg) OR, (Z?’ Zg) 8R4(z§, Zz(l)) OR,4 (ZZ(%)’ Zg)
’ 61/2 T ’ 81/2 Ty ’ 61/4 I's ’ 81/4 T4 T
aRp(Zg—l)
vy T,
y

8R3 (2(2) ) Zg)
81/3

aR?) (Zg’ Zg)
61/3

g ey

50 — aRl (28’ Z?)
. 61/1

) )
I't I's I's

Fp—l)

(6°) Actualizar \° mediante \] = \? + ap2), i=1,p— 1,y hacer w; =1, n = 1.

aR;D—l (Zg—% zp )

p—1

ORp-1(z 22—1)

p—2

Y
Tps

8Up_1 8yp_1

(1) Resolver en paralelo, para todo j impar, j < p—1, los problemas de Dirichlet
—Au; = f en{)y,

= A enlyg,

= )\? €en F] .

(2) Resolver en paralelo, para todo j par, j < p — 2, los problemas tipo Robin

—Auj = [ en{y,

ouf n Ouj_, n
8—1/j+Tuj = —m-i-T)\j_l eIle_l,
ou” ou”

L+ Ty = — 22 + TA? enTy
al/j 81/j+1

—Au, = f enf}y,

ou™ u”

— P LTyt = — Pl LTy T,
av, + 1w, 901 + -1 enlyp g,
ou™ b
—L = _2Wu" + —enTly.
ov p Tr

(3) Calcular 2" = g — A", i = 1,p — 1, donde

ﬁn = (’U:gh‘l,U3|F2,UZ|I‘3,’UIZ|I‘4, .- -auZ|Fp—1) :
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(4) Resolver en paralelo, para todo j < p — 1, los problemas armdnicos

—AR(ZJ"1 z7) = 0 enQy,

77
n n _ n )

R](z]" »2;) = z; enly
—A(Ryzy 1) = 0 en )y,

Rpyzy v = 2z, enly g,
O(Ry2,_1) "
Tl = —2W(Ryz, ;) enTy.
(5) Calcular

Z<z?,'yf >rary) + < T2, 20 >y

o7y
Z < z ,5? >L2 ) + < Z;n,"}’;n >L2(I‘¢)
y
Z<Zz~n,’}/zn>L2 )+<TZZ7Z>L2()
wl =1- " =1 L
n+1 — 1 p—1 w,, 9
Z <l ynt >y + < Tt 2t > (1)
donde
,Yn — aR?(Z?’ Zg) ORy (Z?a Zg) 8R4(Z§L’ ZZ) 8R4(Z§L’ ZZ)
61/2 I ’ 61/2 Ty ’ 61/4 I's ’ 61/4 T4 ’ ’
3Rp(2271)
vy P
y
5" = aRl (Zga Z{L) 8R3(23, Z:?) 8R3(23, Z:?)
' 7 P 7 WL A I
OR,— 1(2p Rp— Q’Zp 1) OR,_ 1(zp Rp— Z’Zp 1)
81/,,,1 Tp_2 ’ al/p,1 Tp1

(6) Actualizar A" mediante A\Jt' = AP ' + w, 1 (a2 + AT = AP, i=1,p— 1.

(7) Si algin criterio de convergencia especificado no se cumple, hacer n =n+1y
volver a (1).
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3.3 Esquema D-BEM-FEM

3.3.1 Operadores de Steklov—Poincaré

En la seccion anterior se ha presentado un esquema de descomposicion de domi-
nio en el cual la aproximacién de los operadores de Steklov-Poincaré es realizada
mediante FEM. A diferencia de lo anterior, en esta seccion se presenta un esquema
basado en el uso combinado de FEM y BEM.

En efecto, y por razones que seran claras en lo que sigue, particionamos desde
un principio el dominio {2 en un nimero arbitrario de subdominios €2;. Esto es,
dado un entero p > 2, sean I';, j = 1,p — 1, curvas poligonales contenidas en (2,
tal que la regién interior a I'; contiene a D y a la regién interior a ['_1, y tal que
ellas dividan a €2 en p subdominios €2, j = 1, p. En otras palabras, €); es la regién
anular limitada por I';_; y I';. En lo que sigue, se adoptard la notacién I'y := I'p
y I'; := I'n. Ademds, denotamos por v;, 1 = 1,p, a los vectores normales unitarios
exteriores a €2; sobre 0€;.

Entonces, dado \; € H'/?(T';), i = 1,p — 1, definimos los siguientes problemas de
valores de frontera:

e Hallar uy(\;) € HY(Qy) tal que
—Aul()\l) = f en Ql,

u1 (M) = go enlp, (3.34)
U1()\1) = )\1 €n Fl.

—

e Hallar u;(Ni_1, i) € HY (), i =2, p— 1, tal que

—Aui ()\Z',l, /\z) = f €n QZ y
U; ()\i—lg )\z) = )\i—l en Fi—l X (335)
ui()‘i—la /\i) = A enlj.

e Hallar uy(A\p—1) € H' () tal que

—Auy(Ap—1) = f en )y,
Up()\pfl) = )\p,1 en prl, (336)

o) b
aup()\p_l) = —2Wu,(Ap_1) + — en y.

Por otro lado, y de manera que los problemas anteriores constituyan una formu-
lacién multidominio para (3.2), consideramos la continuidad de derivadas normales
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sobre I';, i = 1,p— 1. Lo anterior conduce al siguiente problema de interfase: Hallar

Ai= (A, At El—IHl/2 ) tal que
o .. 9 = 9 -
[8—1/1“1()\1)+ 81/2 ()\1,)\2 } + - [ ” A1, ')+ay—i+1ui+1()\i,)\z'+1),ui i
+i (A2, )+i (Ap_1) =0 (3.37)
an—l Up—-1\Ap—2;, Ap—1 aypup p—1)5 p—1 ot - .
p—1
para todo p = (f1,...,lp-1) € HHI/Q(F,-), donde [-,-]; denota la paridad dual
i=1

entre HY/2([';) y HY?(I';) definida a través del producto interior de L?(T;).
Ahora, definimos operadores lineales de extension R;, ¢ = 1, p, como sigue

o Ry : H/2(T)) 3 A\ = R\ € HY(S) solucién de

—A(Rl)\l) = 0 en Ql s
Rl/\l = 0 en FD y (338)
Rl)\l = )\1 en Fl .

o IR : H1/2(Fi_1) X H1/2(FZ) = ()\i—la)\i) — Rz()\z—lg)\z) € HI(QZ), 1=2,p—1,

solucién de

_AR’L ()"ifla )‘Z) = 0 en Q’L )
Ri ()‘i—la )‘z) = )‘i—l en Pi—l y (339)
Ri(Ai—1, M) = A enTy.

e R,: HY/2(T, 1) > A\, 1 = R\, 1 € HY(S,) solucién de

—A(Rp)\p_l) = 0 en Qp,

Rp)\pfl = )\p,1 en prl, (340)
0
a—y(Rp)\p_l) = —2W(Rp/\p_1) en PN-
Obsérvese que los operadores lineales de extension R;, ¢ = 1,p, estan bien

definidos en virtud del Lema de Lax—Milgram. Definimos ademds, v, € H*(§2;),
w; € H'(),1=2,p— 1,y wy, € H'(Q,), como las tnicas soluciones débiles de los
siguientes problemas de valores de frontera:
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e Hallar w, € H' () tal que

—AU~J1 = f en Ql,
wy = go enlp,

w; = 0 enl}.

e Hallar w; € H' (), i =2,p — 1, tal que

—Aw, = f en QZ‘,
w; = 0 en 09);.

e Hallar w, € H' () tal que

—Aw, = f en(},,
w, = 0 enlp_q,
ow,

b
e = —2Wwp+ﬁ enI'y.

(3.41)

(3.42)

(3.43)

M4s atin, se denota por g € H'(Q2) a una extensién regular de gq sobre Q tal que

p
g:=0en U Q) y definimos w, := ; — g. Entonces,
i=2

u (A1) =wi +g+RiA en Oy,
wi(Xic1, Ni) = w; + Ri(Nimi, Ai) en €y, i=2,p—1

Up(Ap—1) = wp + RpAp_1 en Q.

Ahora, introducimos la formas bilineales continuas y simétricas A;
HY(Q) - R,i=1,p,y A: H}(Q) x H(Q) — R, definidas por

A,‘(Zi,?)i) I:/ Vzi-Vvidac, izl,p—l,
Q;

Ay (zp, vp) == /Q Vzp - Vu,dr +2 <1, Vz, >

P

A(z,v) == Ai(zk,00) V2,0 € HY(Q),

ES
Il =
—

(3.44)

(3.45)

(3.46)

: HY(S) x
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donde z := z|q, ¥ vk := v|q,. Con esta notacién, la tinica solucién v € H'(Q2) de
(3.3) satisface u =gpen I'p y

A(u,v) = F(v) VYveH (Q),
donde ;
F(v) ::/fvd:v—i—— vds.
Q wr Ty

Nétese que para todo \; € HY/2(I;), i =1,p— 1,

AI(R]_)\]_; g01) =0 VgOl € H&(Ql) s (347)
y
Ap(RpAp—1,0p) =0 Vi € H%p_l(Qp) ; (3.49)

donde Hy () :=={v € H'(Q) :v=0en T, 1},

Lema 3.3.1 La solucidn u de (8.8) estd relacionada con w;, i = 1,p, de acuerdo a
las siquientes identidades:

wr = (u - g)|91 - Rl((u - g)|F1)’

w; = U’|Q¢ - Ri(u|ri—1’u|ri) s t=2,p—1

wp = ula, — Bp(ulr,,)-
Demostracién. Sea w; := (u — g)|o, — Ri((v — 9)|r,), Wi = u|a, — Ri(u|r,_,, ulr,),
i=2,p—1,y Wy, := ulg,—R,(u|r,_, ) Entonces, dado que (u—g) = Ri((u—g)|r,) =0
en I'py Ri((u—g)|r,) = u— g en 'y, se deduce que w; € HJ(;). Ahora, dado
1 € H} (), denotamos por ¢ € H () a la extensién natural de ¢; sobre Q. Por
lo tanto, usando el hecho que A;(R; A1, 1) = 0 para todo A\; € HY/?(T'}) y para todo
©1 € Hj(Qy), se tiene que

A(01,01) = Ai((v—9)la,, 01) — At(Ri((u — 9)|r,), 1)
Ar((u = g)lay, ¢1)
= Au,¢) — Ai(glas, 1)
= F(p)— | Vg-Vopidr

Q1

b
= /fgpd,’L‘—i——/ pds — Vg -V dx
Q T Jry N

= ferdr— | Vg-Voidz,

Q4 Q1
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lo cual prueba que w; + g = w; y luego, w; = w;.

Por otro lado, puesto que u|r, , = R;(ulr, ,,u|r,)|r, , ¥ ¢|r, = Ri(ulr, ,,ulr;)|r;,
se deduce que w; € Hy (). Ademds, dado ¢; € Hj(£;), denotamos por ¢ € Hj(Q2)
a la extensién natural de ; sobre . Entonces, usando que A;(R;(Ni—1, ), i) =0
para todo (\; 1, \;) € HY?(T;_1) x HY?(I';) y para todo ¢; € H}(€;), se deduce
que

Az((u_]zvgoz) = AZ(U‘QHQOZ)—AZ(RZ(U‘D_“U‘D),(PZ)
= Ai(ulg;, i)

Alu, 9)

= /fgodx—i—i/ pds
Q nr Ty

= feidx

Q;

y luego, w; = w;, 1t = 2,p — 1.

Finalmente, dado que R,(u|r,_,)|r,_, = u|r,_,, se sigue que W, € Hllp_l(Qp).
Ademds, dado ¢, € H{. _ (€,), se denota por ¢ € Hi () a la extensién natural
de ¢, sobre €. Por lo tanto, usando que A,(R,\,_1,¢,) = 0 para todo \,_; €
HY?(T, ;) y para todo ¢, € Hp (Qp), se tiene que

Ap(“_’paﬂf’p) = Ap(u|ﬂpa90p)_Ap(Rp(u|Fp—1),90p)
= Ap(u|ﬂp’90p)
= Alu,p)

= /fgodac—i—i pds
Q mr Tn

b
= fgopdx+;/rNg0pds.

Qp

Lo anterior muestra que w, = w, lo que completa la demostracion. |

En lo que sigue, [-,-];_1,; denota la paridad dual entre H—Y/2([';_;) x H~Y2(T;)
y H'*(T;_1) x HY2(T), i = 2,p — 1, definida por

(i1 &) (i1, pa)]i-1, =< &m1y i1 >r2my_y) + < &y i >121y)

para todo (&_1,&) € HY2(Ty_1) x HY2(T';) y para todo (ui_1, ps) € HY?(T'i_1) x
H'Y2(T;). Con esto, definimos los operadores locales de Steklov—Poincaré

S, : HY2(I'y) - H~Y(Iy),
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i i—1) X i) > H i—1) X i), 1=2,p—1
S, : HY*(T HY2(T H YT H Y4

y
Sp - Hl/Q(Fp—l) - H71/2(F;u—1)

a través de

0
[S1A1, )1 = [8—1/1(1%1/\1),#1] ;

1

[Si()‘i—la /\z'), (Mi—b Mz‘)]z’—l,z’ =

0 )s (i1, ,U'z)]

a. i)‘i— 7)\1'
1’81/Z~R( ! )

L i—1,i

0
[SpAp—1, Hp—1]p—1 := [87 (BpAp-1), N;v—l}
P

p—1
De aqui en adelante, y sin pérdida de generalidad, se asume que p es impar.
Ahora, usando FEM, expresamos los operadores locales S; con indice impar como

sigue
[Sl)\lu ,Uq]l = V(Rl)\l) . V(Rlﬂl) dz
Q1
= Al(Rl)\l, Rlﬂl) (350)
V)\la %31 € HI/Q(FI) )
[Sz’()\i—la /\i)> (Mz’—h Mz‘)]i—l,i = / VRi()\i—la /\i) : VRi(Ni—la ,Mz') dx
Q;
= Ai(Ri(Nie1, Ai)s Ri(pti1,s 114)) (3.51)
V (A1, M), (i, ) € HYP?(Diy) x HYP?(Dy) i =2,p— 1
y
[Sp/\pfla ,Upfl]pfl = o V(Rp/\pfl) : V(Rpﬂpfl) dz
+2 < (Rp/ip—l)av(Rp).‘p—l) >
(3.52)

Ap(RpAp—1, Bppip—1)

V)\p_1, Hp—1 € HI/Q(FP—I) .
Por otro lado, usando la Teoria dada en el capitulo 1 sobre operadores integrales

de frontera, podemos escribir, para indice par,

1
Si := Vg, (51 + Koan,) , (3.53)
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donde, para cualquier variedad T C 99;, los operadores integrales de frontera Vi y
K estan definidos por

Vio(z) :=/1;E(x,y)a(y) dsy (3.54)

Ked(w) = [ 5o E(r.) Ao ds,.

Es importante notar que (3.53) define una aplicacién no-simétrica en el discreto
y por lo tanto, con el objeto de evitar esta dificultad, usaremos la representacion
hipersingular simétrica (ver [37]):

S; - (;I—l—K’aQ Vih (11+Km )+ Wan, (3.55)
donde
Waa, A( 81/35 o, 8Vy ) Ay) dsy
y
K'gn,0(x /ana—ymExy o(y)dsy.

En descomposicién de dominio, la expresién (3.55) es preferible a (3.53) pues
es simétrica tanto en el continuo como en el discreto. Mas atin, para indice par, se
define la forma bilineal A; : [HY/?(T;_;) x HY?(T;)] x [HY?(T;_1) x H/*(T))] = R
por

Af((Niz1s M), (im1s 1)) 2= [Si(hit, M), (i1, 13)]imv
= ({51 +K'o0) Vi, (T + Kon) + Wan J O 1,0, (s il i (356)

YV (Nimts M)y (Ric1, i) € HY?(Tymy) x HY(TY)

Entonces, reemplazando (3.44), (3.45) y (3.46) en (3.37), usando integracién por
partes, tomando en cuenta (3.50), (3 51), (3.52), (3.56) y denotando por [[-,-]] a la
p—1 —1
paridad dual entre H H _1/ 2 )y H H 1/ 2 ), obtenemos el problema de Steklov—
i:; B
Poincaré: Hallar \ € H HY(T,) tal que
i=1

SA=x, (3.57)
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p—1
donde S : H HY 2(ry) — HH Y 2(T;) es el operador de Steklov—Poincaré definido
por =
[[S)\ M]] 1= Ay (RiAy, Ri) + Ap(R, Ap_bRpup_l)
+ Z Ai(Ri( Nz, Mi), Ri(piz1, 1)) Z A Aic1, Ai), (Hic1, 1))
3<z<p 2 2<7,<p 1
p—1 p—1
para todo \, u € HHI/Q(Fi) y X € HH’I/Q(Fi) esta dado por
i=1 i=1
[ pl] == —Ar (01, Rip) + [ (Rup) dz — Ap(wy, Rppip—1)
1971
+/ f(Rp:U'P 1 d$+ Z [/ fR Hi— la,uz)dx_A (wz:R(,uz 17/%)):|
QP 3<i<p—2
i impar
+ Z [ 391/ f .’13 y dya (:U'z 15/1'1):|
2<i<p—1 i—1,2
p—1
para todo u € HH”Q(FZ-).

i=1
A continuacién, con el objeto de mostrar la existencia y unicidad de solucién del

problema de Steklov-Poincaré (3.57), se establecen algunos resultados previos.

Lema 3.3.2 Los operadores de Steklov—Poincaré con indice impar (FEM) inducen
formas bilineales simétricas y continuas.

Demostracion. Notemos primero que

[Sl)\la /,1,1]1 = V(Rl/\l) . V(Rll,bl) dx

1931

= V(Rl,ul) . V(Rl)\l) dx
1951
= [Sl,ula /\1]1

para todo Ay, py € H1/2(P1) y luego, S; induce una forma bilineal simétrica en
H'Y2(I'y) x H'?(T'}). De igual forma, para i = 3,p — 2, se deduce que

[Si(Ni15 Ai), (Bi-1, pi)liz1i = /VRi()\z'—l,)\i)'VRi(Mi—l,Mi)dI
Q;
= [Si (,U'i—la ,Uz'), ()\i—la /\i)]i—l,i
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para todo (X\i_1, \;), (ii—1, ps) € HY/?(Ti_1) x H'/?(T;). Esto muestra que S; induce
una forma bilineal simétrica en [H'/2(['; ;) x HY2(T;)] x [HY?(T;_1) x HY2(T;)].
Maés aun, usando la simetria del potencial de capa simple V, se tiene que

[Sp)\p—lnup—l]p—l = V(Rp)‘p—l) ) V(Rp/J'p—l) dx

Qp
+2< (Rpﬂp—l)aV(Rp)‘p—l) >
= [Sptp-1, Ap—1]p-1
para todo A, 1, p,_1 € HY?(T,_1) lo que prueba que S, induce una forma bilineal
simétrica en H/2(T,_1) x HY?(T,_,).
En lo que sigue se muestra la continuidad de los operadores de Steklov—Poincaré.
En efecto, usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz,

[SiA, it < [[RiMmen | R lmony Y A1, o € HY?(Ty)

y luego, la continuidad de S; es consecuencia directa del Lema 3.2.2.
También, para 7 = 3,p — 2, se sigue que

[Si(Aic1, Ai),s (i, pa)licrs < N[Ra( i1, Aa) o 1R (i1, ) | 20 (3.58)

para todo (i1, \i), (pi—1, i) € HY?([;_1) x HY?(I;). En lo que sigue de la de-
mostracién, C' > 0 denota una constante genérica e independiente de (\; 1, ;).
Ahora, considerando una inversa a derecha y continua del operador de trazas, puede
definirse A € H'(£2;) como una extensién de (X\;i_1, \;) sobre §; tal que

M@ < CHw1, M)l (3.59)

Ademas, usando la desigualdad de Poincaré, el Lema de Lax-Milgram y el hecho
que v := R;(A\i_1, \;) — XA € H(€;) es la tnica solucién del problema variacional

/ Vv Veds = —/ VA -Vodz Yee HL (),
Q; Q;
se deduce que

ol < C Mm@ - (3.60)

Por lo tanto, usando la desigualdad triangular, (3.59) y (3.60), se tiene que

IR:(Nict, M) Iy < ol + M)
< Cl[Mlar )
<

C | (Ni1s M)l g2 (rs_ )12y
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lo cual, junto a (3.58), prueba la continuidad de S;, i = 3,p — 2.
Finalmente, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la continuidad de V y
el Teorema de trazas, se deduce que

[SpAp—1, p—1lp—1 < Cl|RpApil (0, | Bpttp1ll 10

para todo \,_1, pp_1 € HY?(I',_1) y luego, usando el Lema 3.2.2, se tiene la conti-
nuidad de S,,. |

En lo que sigue, necesitamos recordar el siguiente resultado.

Lema 3.3.3 Sea H un espacio de Hilbert con dual H* y A : H — H* un operador
lineal y continuo. Suponga que

(a) A satisface la desigualdad de Garding, es decir, existen constantes 3,y > 0 tal

que
(AN Xexn > 7N — BIMG VA€ H,

donde H es un espacio de Hilbert que contiene compactamente a H.
(b) A es semidefinido positivo, es decir, [AX, N g+xg > 0 para todo A € H.
(c) A es tal que [AN Nlgrxg =0= A =0 en H.
Entonces, el operador lineal A es H—eliptico, es decir, existe o > 0 tal que
[AN x> M YA€ H.

Lema 3.3.4 Los operadores de Steklov-Poincaré con indice par (BEM), definidos
por
1 1
SZ' = (51 + K’BQZ)V5$Z(§I + Kagi) + W[jQi ,
inducen formas bilineales A;(Ni—1, \i), (-1, 1)) = [Si(Nic1, M)y (Biz1, i)]i=1,i Si-
métricas y continuas en [HY?(T;_1) x H'/2(T;)] x [HY?(T;_1) x H'/?(T;)]. Mas aiin,
A; es [HY?(D;_1)/R] x [HY*(I;)/R] —eliptica.

Demostracion. Primero, dado que Vyo, y Wy, son operadores simétricos en
H=Y2(Ty_y) x H7Y2(y) y HY?(Ty_,) xH'Y*(T;), respectivamente, y que K'sq,
es el adjunto de Kyq,, se sigue que A; es simétrica en [HY/?(T;_y) x HY?(T;)] x
[H'/2(I';_y) x HY2(T;)]. Ademés, la continuidad de A; es consecuencia directa de la
continuidad de V4, Kaq,, K'an, y Waaq,.

Por otro lado, para probar que S; induce una forma bilineal [H 12(1; 1) /R} X
[H'2(T;) /R|~eliptica, y dado que (214 Kog,) p =0 = ¢ = ¢, ¢ € R, es suficiente
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mostrar que Vg, es H Y/2(T;_ 1) x H™Y2(T;)—eliptico y que W g, es semidefinido
positivo en HY/2(T; ;) x HY2(T).

Para hacer esto, usaremos el Lema 3.3.3. En efecto, notemos que (b) y (c) se
siguen facilmente para Vo, y que, usando la férmula de representacién de Green,
Wg, satisface (b). En lo que sigue, probaremos que Vg, también satisface (a).
Esto es, si el didmetro de €; es menor que 1 (ver [35]),

(Voq,(0i-1,0i), (0i-1,08)]i-1i > v ”(O-iflaUz’)”2—1/2(111,71))(}1_1/2(“)
- C((Uz’—l, Uz'), (Ui—l, Uz’)) )

donde v; >0y

C((0i-1,0:),(0i—1,04)) = | <Vr,_,0i-1,0; >y |
+ | < VriO'i,O'z',l >L2(F¢71) ‘
para todo (0;_1,0;) € H™'/2([';_1) x H~Y/?(T;). Nétese que los operadores Vr._, y

Vr, estédn definidos de acuerdo a (3.54). Entonces, dado que I';_;NT'; = (), se deduce
que existe € > 0 tal que

C((0i-1,0), (0i-1,0%))

IN

V. oicillgieemplloill g1z,
+ IVroill s, _plloi-ill a-12-<r,_y)
< B loitll g-1/2-cr,_py ol =172 (ry)
+ B loiller—1r2-e(ryy loicill r-1/2-e(ri_y) 5
donde
ﬁAz‘ = || || E(x, ')||H1/2+e(ri,1)||H1/2+e(1“,-)

/Bi = || ||E(‘/I’" .)||H1/2+E(Fi)||H1/2+6(Fi_1) -
Finalmente, denotando §; := max {3, 3} y usando la desigualdad de Cauchy—
Schwarz, se concluye que
[Voo,(0i-1,0i), (0i-1,0i)]i-1i = i ||(O-i*1’Ui)”if—l/z(l“i_l)xH—l/?(Fi)
= Bill(oi-1, Gi)”?{—1/2—6(Fi_l)xH—lﬂ—f(F-) :

2

Esto completa la demostracion. |

Lema 3.3.5 El operador global de Steklov—Poincaré S induce una forma bilineal

p—1
H H'2(T;)~eliptica.
i=1
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Demostracion. Primero, para indice par 7 = 2, p— 1, usando integracion por partes
y el hecho que los operadores R; definen extensiones arménicas en §2;, se tiene que

[Az ()\i—la )‘Z)a ()‘i—la )\i)]i—l,i =

0 0
(a—ViRi()\ifla)\i) N aa—yiRi()\iflaAi) F-),(/\il’/\i)]
-t i i1,
— [ 2 R AR 1, A ds
- o0, 81/,- s\ N\i—1y g 1\ NVi—1y /\g

- / VR 1, M) - VRN 1, ) da
Q;
=A

i(Ri(Xic1, Ai)s Ri(Ni1, Ad)) -
Luego, en virtud de lo anterior,

p—1
[SAN] = AL (Ridy, Rid) + ) A(Ri(Aio1, M), Ri(Ai1, Ad))
=2
+Ap(Rp)‘p—1> Rp}‘p—l)

p—1

>[R[y + D R(im1 M)y + | RpAp-ilin o)

=2
= |,R’)‘@11(Q) )

donde R es el operador global de extensién definido por

Rl/\l y en Ql
RA:=4¢ Ri(Ai1,N), enQ, i=2p—1 (3.61)
Rp)‘p—l s en Qp

p—1
para todo A := (Ai,..., \p_1) € HHI/Q(FZ-).
=1

1=
Finalmente, dado que R\ € H} (), usando la desigualdad de Poincaré sobre
2 y el Teorema de trazas en cada subdominio §2;, 7+ = 1, p, se concluye que

[[SAA]] = C [RAIIz )

p—1
=C {”Rl)‘l”?{l(ﬂl) + Z [ Ri(Ai-1, /\i)”%p(ni) + ||Rp/\p—1||§11(np)}

=2
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p—1
> O Il
=1

= ClAl

2
TTi=y HY2(0)
Esto completa la demostracion. |

El siguiente resultado establece la unicidad de solucién para el problema de
Steklov—Poincaré (3.57).

p—1
Teorema 3.3.1 Eriste un tinico \ € HH1/2(FZ-) tal que S\ = x.

=1

Demostracion. Usando los Lemas 3.3.2, 3.3.4 y 3.3.5, una aplicaciéon directa del

Lema de Lax-Milgram completa la demostracion. |
p—1

Teorema 3.3.2 Seanu € H'(Q) y X € HHl/Z(Fi) las unicas soluciones de (3.3)
i=1

y (8.57), respectivamente. Entonces,

A= (5\1, .. .,5\1,_1) = (U,‘Fl, .. .,U‘I‘pil)

y _
ul()\l): en Ql
u=1q w1, A), enQi=2p—1
up(Ap-1) , en ), .

Demostracion. Usando el Lema 3.3.1 e integraciéon por partes, para indice par
1=2,p— 1, se sigue que

[Ai(u|ri,1,u|ri), (Mz‘—h ,U'i)]i—l,i =

0

(a—yiRi(U|F¢_1aU|F¢) Ri(“|1“i_1au|ri)

[ )a (:U/ifla /J'Z)]
iy O T -1,

0
~—(ulo, — w;)

0
( al/i

=~ (ulo, — w;)

7
Tio1 (91/Z~

)s (i1, Nz’)]

L i—1,

= —/ I Ri(pti-1, p1s) d$+/ Vu - VR;(pi-1, pt;) d
Q; Q;

+ [V;}éi / Ew,y) () dsy, (i1, Mz.)} (3.6

Q; i—1,
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p—1
para todo g = (p1, ..., pflp—1) € HHl/Q(Fi). Ademi4s, para indice impar i = 3, p—2,
=1

Ai(Ri(uhﬂifw U|Ti)a Ri(/l'ifla .U/z)) = AZ(U|Qz — wy, Ri(lu'ifl: MZ))
Vu - VR (pi-1, i) dz — Ai(wi, Ri(pio1, i) - (3.63)
Q;

Entonces, en virtud de (3.62), (3.63) y el Lema 3.3.1, se deduce que

[[S(ulr), ul] = Ar(u — g — w, Rupn) + Ap(v — wp, Rppip-1)

¥ { / Vu VR (i1 1) dr Ai(wi,Rz-(u“,u,-))}
3<z<p 2

+ Z {—/ fRi(,uz'—h,ui)de'i‘/ VU'VRi(Mz'—1,Mi)d$}
2<i<p—1 Q; Q;

i par

= X Vi [ B ) dsy (o)

2<i<p—1 Q; 1—1,8
i par

= —A (W1, Ripy) — Ap(wp, Rypip—1) + Ay (u, Rip)

p—1
+A,(u, Rypip_1) +Z /Q Vu - VRi(ptio1, ;) d

Z A wu Mz la,u'z Z / fR Hi— I,Mz
2<i<p—1

3<i<p—2
i impar i par

# 3 [Vab [ B 1) ds )

2<i<p—1 Q; i—1,2
i par

Ahora, usando el operador global de extensién definido en (3.61), se tiene que

Ay (u, Ryp) + Z/ Vu - VR (pi—1, i) dz + Ap(u, Rypip—1)
2<z<p 1

/ fR Hi— 1:,U/z
i par

/fR,udx— Z /fR i1, ;) d
2<i<p—1

i par
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= J Ryp dz +/ [ Rypip 1 dx + Z / [ Ri(pi—1, i) d
o Q, oF

3<i<p—2
i impar

y por lo tanto,

[SCule) ] = =As (0, Rap) + [ Rug do = Ayl Ryt

1951
+ /Q fRppip—rdz + ) [Vgéi Q_f(y)E(x,y)dy,(ui_l,ui)]

2<i<p—1
i par

4 Z [/Ql f Ri(pi—1, p) dor — Ai(wiaRi(Ni—laMi))] = [[x, ul]

i—1,

3<i<p—2
T impar
p—1
para todo p € HHI/Q(Fi). Esto muestra que u|p := (u|r,,...,u|r,_,) es solucién
i=1
del problema de Steklov—Poincaré y por lo tanto, A = (ulr,, ..., ulr,_,). Finalmente,
la expresién para u se sigue de (3.44), (3.45), (3.46) y el Lema 3.3.1. [

3.3.2 Aproximaciones discretas

En lo que sigue nos ocuparemos de la aproximacién discreta del problema de
Steklov—Poincaré (3.57). En efecto, sea 7T, una triangulacién cuasi—uniforme de Q
compuesta de tridngulos 7 que no cruzan las interfases I';, : = 1,p — 1, y definimos

Qh = U T.
TETH
También, para ¢ = 1, p, se define
Qi,h = U T
TN £0

y denotamos por I'y j a la aproximacién poligonal de I'y inducida por 7j,.
Ahora, para indice impar ¢ = 1,p, introducimos las formas bilineales A, :
H*(Qir) x H' (1) — R, definidas por

Aiyh(zi, ?}i) = / V,Zi . VUZ' dx
Qin

Apn(2p,vp) = / Vz, - Voydr + 2 < 0y, Vi, >3

Qp,h
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para todo z;, v; € H'(Q;4). Es importante mencionar que, dado que I'p y [,
¢ = 1,p — 1, son poligonales, las formas bilineales A;; y A; coinciden para indice
impar ¢ =1,p — 2.

A continuacion, introducimos los espacios de elementos finitos

Hi,h = {Uh - C(Qz,h) : Uh|7' € Pl(T) YT - Qi,h}

Ai,h = {Uh|1“¢ U € Hi,h}-

Mas atn, se definen
HY,:={vn€Hyp:v,=0enTpUl},

th ={v, € Hip:vp=0enT, UL}, i=2,p—1

H;?,h ={vn € Hpp:vp=0en ) ;}.

Entonces, en virtud de las relaciones (3.47), (3.48) y (3.49), las extensiones discretas
R; »,, para indice impar, quedan dadas por

© Rip:Aip2 A — Ryp)y € Hyy, solucién de

Aip(Ripdn,vn) = 0 Vu, € HYy,
Rl,h)‘h = 0 en FD 5
Rl,h/\h = )‘h en Fl .

© Rin:ANiipxAipD Mnymn) = Rin(An,mn) € Hip, i = 3,p — 2, solucién de

Aip(Rip(Mnsmn)vn) = 0 Yup € Hyy,
Ripn(Mnsmn) = A enTyy,
Rin(Ansmn) = nn en Iy,

® [i,p: Ap—l,h 5\, — Rp,h)\h € Hp’h solucién de

Ap(Rppdn,vn) = 0 Yo, € HY,,
Rp,h)\h = )\h en Fp_l.
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p—1

En lo que sigue, se define Ay, := HAi,h y por Ay su correspondiente dual. Con
i=1

estas definiciones, los operadores discretos de Steklov—Poincaré con indice impar

(FEM) quedan dados por
(St n, tin)1 = Avp(RipAn, Rippn) YA, pin € Aip,

[Sin(An, 0n), (Mhy pon)iz1i = Ain(Rin(An, 0n), Rin(1n, iin))
Y (Ans 0n), (M, ptn) € Nicap X Aip

[Sp.aAn, tnlp—1 = Ap h(RppAns Rpptin) ¥ Anspin € Ap_ip

Ahora, con el objeto de definir los operadores de Steklov—Poincaré con indice par,
es decir, aquellos aproximados mediante BEM, establecemos algunas definiciones y
notaciones. Primero, notemos que el espacio discreto A; 5 es tal que

inf A= Mllarey < ORI ey VA € HITY)
)‘heAi,h

y para todo 0 < p < ¢ < 1. Méas atn, para todo 0 < p < g < 1, se tiene la

desigualdad inversa (ver [7])

”)\h”H‘I(Fi) < C hP™1¢ ||)\h||HP(F¢) V)\h € Az’,h N Hq(l“,) .

Sea A;_;j X A;j un subespacio de elementos de frontera de H=Y2(T; ) x
H~'/2(T;). En lo que sigue suponemos que

inf ||A = Ngllgmry < CRT™Mmsry YA € H(TY)
)‘ﬁeAi,fz

para todo —1 < m < s < 0. Ademds, se asume que existe § > 0 tal que A;, C
H'PT(Ty) y Ay © H'Y/2P(Ly). Nétese que si A, j es compuesto por funciones
constantes a trozos, lo anterior se satisface con § = %

Ahora, dado Ay, € Aj_1 4 X A; 4, definimos el operador discreto Vgé_ E
ANip — Ai_l,,; X Ai,,; tal que &, = Vz;éi,h,ﬁ)\h’ donde §;, € Ai_ul X Ai,,; es la unica
solucién del problema variacional: Hallar &, € A;_, j X A, ; tal que

Ai—l,h X

(Voo i1 = ns pilicri Vg € Ay X Ay

En virtud de lo anterior, se definen los operadores discretos de Steklov—Poincaré
con indice par (BEM) como sigue
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[Si,h,ﬁ()‘ha 5h)a (77h, Mh)]iq,i =

T+ Ko )V,

1
ani,h,ﬁ(_I + Koaq,) + Waaq, }(An, ), (1hy pn)]i-1,

2
YV (Ans0n)s (Mhy ttn) € Nicin X Agp .

El siguiente Lema muestra que los operadores discretos S, j ;,, tiene propiedades
de continuidad y elipticidad andlogas a los operadores continuos S;.

Lema 3.3.6 Los operadores discretos de Steklov-Poincaré con indice par (BEM),
definidos por

1 1
Sini = (G1+ Klani)v_l 3

2 3Qi;h,fl(21 +Koq,) + Woq, ,

son continuos y elipticos.

Demostracién. Primero, dado (Ai_1 4, Aip) € Ai_1n X Ajp, se define wy, € Ay p X
A, ; como la tnica solucién del problema variacional: Hallar w;, € A,_,; X A, ; tal
que

2
para todo uj; € Az‘—l,ﬁ X AZ.’;L. Es claro que wj constituye una aproximacion de
elementos de frontera para w := Vgéi (%I + KaQi) (Ai—1,n, Ai,n)- Entonces, después
de algunas manipulaciones, y usando la continuidad de (%I + Kggi), se deduce que

1
(Voo Wi, tili-1,i = [(—I + Kam) (Niz1,hs Aip)s B )im1,i

||(Sz - Si,h,ﬁ)()\i—l,h’ )‘i,h)”H—l/?(I‘i_l)xH—l/Q(Fi)

1
=1 (54 Kn, ) (0 = 0l

< Cljw - wﬁ||H—1/2(I‘i_1)><H—1/2(Fi)

S C A lnf ||w - Zi],||H_1/2(Fi_1)XH_1/2(Fi) .
2Rl g 5 X R

Ahora, dado que (N 14, N\ip) € H(T; 1) x H'(T;), usando las propiedades de
regularidad de V3 se deduce que w € L?(T';_1) x L*(T;). Entonces, de las pro-
piedades de aproximacién de los espacios discretos involucrados, las desigualdades
inversas, la continuidad de (%I + K’BQZ) y la regularidad de Vgéi, se tiene que

1(Si = Sy i) Nicths i)l 120 yyw-1r2y < C Y2 lwll 2, yyxzery)

~ 1
< ORIV, (514 Koo, ) Ovcans Nl pesnny
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~ 1
< Ch'2| (51 + Kﬁan,-) (Nimt,hs Xigp) [ (ri ) (1)

< C h'/? 1 (Xi=1,5 )\’i,h)”Hl(Fi—l)XHl(Fi)

~\ 1/2
h
S C (ﬁ) ||()\i—1,h; )‘i’h)||H1/2(Fi_1)><H1/2(I‘¢) . (3_64)

Entonces, en virtud de (3.64), la desigualdad triangular y la continuidad de S;,
||Si,h,f~z(Ai*1,h’ /\i,h) ||H—1/2(Fi_1)><H—1/2(F,-)
< |I(S: — Si,h,ﬁ)()‘i—l,m )‘i,h)||H*1/2(1‘i,1)><H*1/2(Fi)
+1Si(Ni-10 i)l =120,y x-172(0y)

o\ 1/2
h
<C (5> [(Xi1,s Aip) L2,y yweirz ey
+ C [N Aip) |20y oy -
De lo anterior se deduce que si h = O(h),

1S w7 (i1 Aii) =120 yr-172(05) < C NN 1m Aiw) 2oy iy - (3-65)

Ahora, usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz y (3.65), se concluye que
[Si,h,ﬁ()‘ifl,ha /\i,h)a (Mz'ﬂ,h, Mz’,h)]iq,i <

C ||()\i—1,h: )‘i,h)||H1/2(Fi,1)><H1/2(1‘i)”(:ui—l,h: ,ui,h)||H1/2(I‘¢,1)><H1/2(I‘i) .

Finalmente, y en forma andloga, usando (3.64), se deduce que los operadores
S, i, preservan las propiedades de elipticidad de S; con h = O(h). Esto completa la
demostracion. [ ]

Es importante enfatizar que la desigualdad (3.64) garantiza que los operado-
res discretos Sz‘,h,ﬁ tienen las mismas propiedades de continuidad y elipticidad de
los operadores continuos S;. Esto motiva a escribir el operador global discreto de
Steklov—Poincaré S, : A, — A} por

p
Sp = Z Sin,
im1

donde, para indice par, el operador S;, representa al operador S, , ;. Ademas, ob-
servamos que en aplicaciones practicas, debe considerarse el operador discreto S, , 7
dado en el Lema 3.3.6.
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Por otro lado, dadas constantes ¢; > 0, 2 = 1,p — 1, consideramos precondicio-
nadores tipo Dirichlet-Robin, Pp, : A, — A}, de la forma

I)h = ZE::S@h + 1jh,

ipar
donde

p—1 p—1
[ ThAn, pn]] := Z Ci [Nihy Higp)i = Z C; / i i dS .
i=1 i=1 Ty

A continuacién, antes de mostrar que el niimero de condicién espectral de P,ZIS,L
esta acotado independientemente de h, se establecen algunos resultados previos.

Lema 3.3.7 Sea I' una curva cerrada de clase C%' y X € HY2(I'), A € H/*(I')/R
y 7 € R tales que A = A+ 7. Entonces, existe C' > 0 tal que

M1y + 1A Z 2wy = ClIM2my YA € HY(T).
Demostracion. Primero, usando la desigualdad triangular, se deduce que

Moy = T3+ 7 e
< 2{lIM Gz + 172y}

N

y luego, dado que ||| g2y = ||| z2(r)

MEmy < 20wy + 1772w}
= 2{[[MlF2 ) + 1A = Allz2my}
< 2{lMGeqy + 2 1Mz + 2 1Mz } -

Finalmente, notando que |||y < ||| g/2ry para todo & € HY*(T), se con-
cluye que
Iy < 6 LMy + IMZ2y} YA € HYA(T).

Lema 3.3.8 FExisten constantes positivas, ag, Mg, independientes de h, tal que

p—1

aSZHAmllHuz < [[Sadn Ml < Ms D ||,

=1

para todo A, == (Aip, -5 Ap—1,n) € Ap.
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Demostracion. A continuacién probamos la desigualdad de la derecha. En efecto,

del Teorema 3.2.2 se deduce que existe C' > 0, independiente de h, tal que

[Sl,h/\l,ha A].,h]]. = Al,h(Rl,h)\l,hv Rl,hAl,h)
< C ||/\1,h|

2
H1/2(F1)

(3.66)

para todo A1, € Ajp. En lo que sigue de la demostracién, C' > 0 denota una

constante genérica independiente de h.

Ahora, para indice impar ¢ = 3, p — 2, definimos los operadores discretos

® Riy:Ai1n €Xi1n— RipAi 10 € Hyp solucién de

Ai,h(Ril,h)\i—l,havh) =0 VUhGHz?h,

1 _
R,-,h)\i—l,h = )\i—l,h enI';_q,

Rz{h)‘ifl,h = 0 en Fz

° Rih : Az’,h S )‘i,h — Rzz,h)‘i,h S Hi,h solucién de

Aip(RZ Xip,vn) = 0 Vo, € HY,
th)\i,h = 0 en Fi—l y
R?’h)\i,h = )\i,h, e Fz .

En virtud de lo anterior, se sigue que
Rin(Nicip, Aip) = Rzl,h)\i—l,h + R?,h)\i,h

y luego, usando el Teorema 3.2.2 y la desigualdad triangular,

[Sin(Nic1hs Ain), Nictmy Aip)lic1i = Ain(Rin(Nic1,n Ain), Rin(Nim1,n, Aip))

= |Rip(Nim1,n, Aisp) [ 11 02
= |RipAiin + R pAin
<A R} pXicinlm ) + R A

2
H(%Q;)

HI(QZ) }2
1 2 2 2

<2{|R; pAi-1nlm () + [RipAinlmn }

< C{ A1,

|§_Il/2(]_“i_l) + ||)‘Z,h| i]l/?(I‘i) } :

Mas aun, usando nuevamente el Teorema 3.2.2,

[Sp.rAp—1,n: Ap-1,lp—1 < C ||)‘p—1,h||§11/2(rp_1) :

(3.67)

(3.68)
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Ahora, dado que los mismos resultados son validos para los operadores discretos
con indice par, la desigualdad de la derecha se sigue de (3.66), (3.67), (3.68) y el

hecho que

[[ShAn, An]

2.8

3<i<p—2
i impar

[S1,pALRs A1 h]l + [Sp.rAp—1.hs Ap—1)p—1

X1,k Aign)s (Nic1hs Aip)]iz1,

+ Z [Sih(Aic1,hs Ain)y (Nie1,hs Aip)ie1,

2<i<p—1
i par

para todo A, € Ay,

Por otro lado, para probar la desigualdad de la izquierda, se define el operador

de extension semidiscreto

Rl,h)\l,ha

Ri(Xi—1,h, Aip) 5
Rp,h/\p—l,h J

Ri n(Nicihy Aig),

en ()

en {);, impari=3,p— 2,
en (), pari=2,p—1,
en (2,5,

para todo A\, € Aj. Obsérvese que 7~%Ah € HllD (Q,) estd definido sobre los sub-
dominios impares como extensiones discretas y sobre los subdominios pares como
extensiones continuas. Entonces, usando la desigualdad de Poincaré y el Teorema
de trazas, se concluye que

[[ShAn, An]] > wlinen + [ Rpnd-1alina, )
+ Z | Ri(Nim1,h5 Min) [ @)
2<i<p—1
+ Z Rin(Nie1,n, zh)|H1(Q)
3§}<p 2
= ‘7%)‘11‘%1(9)
> CRMll7 @y
> C Z ||Ri(/\i71,ha/\i,h)||?{1(ﬂ)
2<i<p—1
>

p—1
O Manllinsr, -
i=1

Esto completa la demostracion. |
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El siguiente resultado establece que el niimero de condicién espectral de P;lsh
estd acotado independientemente de h.

Teorema 3.3.3 FEuxiste C' > 0, independiente de h, tal que k < C.

Demostracion. De la definicién del precondicionador Py, se tiene que

[PrAn, A]] = Z [Sin(Nizths Aih), (Nit,h Aip) iz,

2<i<p—1
i par

p—1
+ > cillhinllze,
=1

para todo A\, € Aj. Luego, usando el Lema 3.3.6 y el hecho que [[Aip|lr2r,) <

1 Xi.pll 12 (r;) Para todo A;p € HY2(T;), se deduce que existe Mp > 0, independiente
de h, tal que
p—1

[PrAn; An]] < Mp Z [ Ai.n

=1

Por otro lado, usando nuevamente el Lema 3.3.6, se sigue que

[Pade, Ml = Y il imans A v,y sy

2<i<p—1
i par

p—1

+Zci IXiallZ2r,)
=1

p—1

> 3 iy + il

=1

by }
L*(T;)

para todo A\, € A, donde 5\1-,;1 € Hl/Q(FZ-)/R se define como en el Lema 3.3.7 y
v := min {q;, ¢;}. Entonces, en virtud del Lema 3.3.7 y definiendo 7 := min {v;}, se
deduce que

p—1
P Alle > 7 D {IRialBrragryy + Ianlay }
=1

v

p—1
ap Z ||/\i,h||?ql/2(ri)
i=1

para todo A, € Ay
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Finalmente, tomando en cuenta las estimaciones para Pj, y el Lema 3.3.8, se
concluye que
SpAn, A M
o = sup WSnAMulln o Ms
aern [Padn, Alln — ap

1 [PrAn; Anlln . Mp
(o] S .
anern [SaAn, Anlln — as
Esto completa la demostracién puesto que x := o, o7 " |

3.3.3 Algoritmos de iteracién por subdominios
Algoritmos de iteracién por subdominios tipo Richardson

En lo que sigue se establece el algoritmo de iteracién por subdominios generado
al usar el método de Richardson (ver seccién 3.2.3). Para hacer esto, suponemos,
sin pérdida de generalidad, que p > 3 es impar y consideramos el precondicionador
tipo Dirichlet-Robin

P:=) S;+T.
par
Ahora, analogamente al esquema D-FEM, reemplazando P en el andlogo continuo
de (3.33), se deduce que
A = (1—a)A" +ap",

donde " satisface

An} |

Entonces, usando integracion por partes, se obtiene el siguiente esquema iterativo

{Zsi+T}5"={X— [Z S;—T

par impar

para actualizar A™:

(0) Elegir A\’ € A, y hacer n = 0.

(1) Resolver en paralelo, para todo j impar, 1 < j < p — 2, los problemas de

Dirichlet
—Aui = f en )y,
U;L )\?_1 en Fj—l y
u;‘ = /\? en I';
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y el problema mizto

—Auy = f en(},,

P
u, = Ay enly g,
8u;} b
= —2Wul! + — enly.
ov P ar

Definir d;, j = 1,p — 1, por

dy = — ou? ’
81/1 Ty
(dir.d) ouf ou? . 3< i< 5
j—15 Wy - » T ,J1mpar,o s jJ s p—
J J 61/j I 6zxj r;
y Sy
u
dp—l = - L
vy Ty

(2) Resolver en paralelo, para todo j par, 2 < j < p—1, las ecuaciones integrales

de frontera

1 1

1
[T 57—, TB}) = [§I+K'6%} [VEé,. W) E(z,) dy]

0
o) = o [ @) Ble)dy+ DXL TX).

(3) Actualizar A" mediante A\ = (1 — a)A? + a8, i = 1,p — 1. Si algtin criterio
de convergencia especificado no se cumple, hacer n =n + 1 y volver a (1).

Algoritmos de iteracién por subdominios tipo PCGM

A continuacién, considerando los pasos (1) y (2) del algoritmo obtenido con
el método de Richardson, se describe el algoritmo generado al usar PCGM en un
nimero impar p > 3 de subdominios. En este nuevo algoritmo, las etapas (0’)—(3’)
corresponden a la etapa de inicializacién de PCGM, mientras que los pasos (1)—(3)

pertenecen al lazo iterativo principal (ver seccién 3.2.3).
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(0°) Elegir \° € A;, y hacer n = 0.
(1°) Calcular 8° usando (1)-(2) y hacer 2 =82 — X, i =1,p— 1.

(2’) Calcular en paralelo

Z[S % 1,%): (% 1,75 JIJ+Z[TJ,J

] par

Qp = 2

[Slz?’ Z?]l + Z [Sj(zg—la Zg)’ (Z;')—la Z?)]j—l,j + [szg—l’ 21(3)—1]1’—1
7j=2
(3’) Actualizar \° mediante \} = \) + ap2), i =1,p—1, y hacer wy =1, n = 1.
(1) Calcular g™ usando (1)—(2) y hacer 2! = g — \I', i =1,p— 1.

(2) Calcular en paralelo

’Yn::Z[S](zg 1’Zy) (] 1)< 9 ] 1;J+Z[T 9’ j

Jjpar
y
1 e
O‘rjl = ’Y_ {[Slz{la Z?]l + Z[Sj('z;'lfla Z;l)a (Z;'lfla Z;'L)]jflj [S —15%p— 1] 1} :

(3) Actualizar w,, y A\ mediante

OnpVn 1
Wy =1 = —————

Op—1Yn—1 Wy

)\n—H — )\n—l + Wh 1 (O!nZn + P )\n—l) .

(4) Si algin criterio de convergencia especificado no se cumple, hacer n =n+1y
volver a (1).

3.4 Extension a problemas no lineales

Con el fin de aplicar técnicas de descomposicién de dominio a problemas no
lineales, en esta seccion se desarrolla un esquema de linealizacién para la clase de
problemas exteriores analizada en [3] y [21]. En efecto, la combinacién de estrategias
de linealizacién con métodos paralelos para problemas lineales constituye una de
las posibles alternativas para obtener paralelismo en la resolucién de este tipo de
problemas. En lo que sigue, se presenta el problema modelo siguiendo a [3].
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3.4.1 El problema exterior no lineal

Sea D un dominio acotado y simplemente conexo en R? con frontera sufi-
cientemente regular I'p. Denotemos por €2; a la regién anular limitada por I'p y
otra curva cerrada y regular I'y, estrictamente contenida en R? — D, y se define
Q. := R? — (DU Q). Ademds, sean q; : ;3 x R? — R, i = 1,2, aplicaciones no
lineales que satisfacen ciertas condiciones a ser establecidas mas adelante.

Entonces, dado f € L?(Q4), go € HY?(Tp), p € HY*(Ty), ¢ € HY2(I'y) y
b € R, el problema es: Hallar u; € H () y up € H..(Qe) tal que

2

0

- ; a_x,-“i(" Vui(r)) = [ en@y,
up = go enlp,
Uy —us = p enly,
2 Ouy
> ai(, Vur ()i — Ty = @ el (3.69)

—Auy = 0 en €,
b
up(z) = —logllzl| +0(1), [la]] = +oo,

donde 7 := (11, 72) denota el vector normal unitario exterior a I';.

Figura 3.2: Desacoplamiento para problemas no lineales.

Ahora, con el fin de aplicar el método de desacoplamiento, introducimos una
circunferencia 'y de radio r, centrada en el origen, tal que su regién interior contenga
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a DU, y definimos por €2, a la regién anular limitada por I'; y 'y (ver figura 3.2).
De esta forma, el problema exterior (3.69) puede transformarse, equivalentemente,
en el siguiente problema de valores de frontera en la regién acotada Q := ; U Qy:
Hallar vy € HY(Q4) y us € H () tal que

_Zax (,Vui()) = f en§y,

up = go enlp,
U —uUy = p enl'yq,
ou
Zai(-, Vi (1)n; — 8—2 = q enl}y, (3.70)
i—1 n
—Auy = 0 en €y,
8u2

b
— = —2Wuy+ — enly,
mr

donde v denota el vector normal unitario exterior a I'y.

Ademds, definimos por ¢ € H'(Q;) a una extensién regular de los datos gy €
HY?(Tp) y p € HY?(T',) sobre € tal que g := go en I'p y ¢ := p en I';. Entonces,
definiendo v € H} () por

u; — g, en )
u::{ Us , ? en (o

y usando integracion por partes, se obtiene la siguiente formulacion variacional aso-
ciada al problema no lineal (3.70): Hallar u € Hy () tal que

A(u,v) + B(u,v) + C(u,v) = F(v) VYve Hf (), (3.71)

donde ,
Awn) =Y [ .+ o)) g do
Y — Ql 7 ’ axz 7
B(u,v) := | Vu-Vuvdz,
Q2
C(u,v):=2<9,Vi >
y

r

b
F(v) := fvda:—i—/ quds + — vds.
(931 Iy 'y

Notemos que F es un funcional lineal acotado sobre Hj (€) y que la forma
bilineal B es continua en H{ (Q) x Hf_(€2). Més atn, la continuidad de V y el
Teorema de trazas muestran que C es continua sobre Hf._ () x H} (Q).
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En este punto imponemos condiciones sobre las aplicaciones no lineales a;. En
efecto, sea Ql C R? un dominio acotado con frontera suficientemente regular y tal
que €); esté estrictamente contenido en €. De aqui en adelante, C > 0 denota
una constante genérica y suponemos que los coeficientes no lineales a; satisfacen las
siguientes condiciones:

(a) Condicidn de Carathéodory: Las funciones a;(-, ), i = 1,2, son medibles en Q;
para todo o € R? y a;(z, ) es continua en R? casi en todas partes (c.t.p.) en
Q.

(b) Condicidn de crecimiento: Existen funciones ¢; € H' (), i =1,2,y C > 0 tal
que
jai(z, @)| < C{1 + o} + [4i(2)]

para todo € R% y c.t.p. en .

(c) Condicidn de monotonia fuerte: Las funciones a;(z,-), i = 1,2, c.t.p. en
tienen primeras derivadas parciales continuas en R%. Adem4s, existe C' > 0 tal

que
2

2
Z %ai(ﬂf,a) BiB; > C Zﬁf
J i=1

2,j=1
para todo a = (e, as), B:= (51, 5) € R?y c.t.p. en Q.

(d) Condicién de Lipschitz—continuidad: Las funciones %ai (z,), 1,5 = 1,2, sa-

tisfacen (a) y existe C' > 0 tal que

<C

%ai(% 04)

para todo o € Ry c.t.p. en €.

Ahora, como consecuencia de (a) y (b), puede deducirse (ver [15]) que los ope-
radores de Nemitsky, A; : H'(€;) — L*(Q4), definidos por

(A4v)(2) := ai(z, V(v + g)(x)) Yz e, Vve H (Q),
son acotados, continuos y
14|72,y < C{1+ [vl3nga,) + 10ill720n} Yo € H ().

Usando lo anterior, se deduce que

1/2
Af,0) + B, o) < C{1+ ullg b Iollme Yuv e HE(©),



94 Capitulo 3. DDM en Teoria del Potencial

2
donde C > 0 es una constante que depende de ||g|| g1, ¥ Z ||¢i||%2(91).
i=1
Entonces, puede definirse el operador no lineal N : Hp _(Q) — [Hf (Q)]* a través
de

[Nu,v] := A(u,v) + B(u,v) + C(u,v) Vu,ve Hp (Q),

donde [-, -] denota la paridad dual entre [Hy_(Q)]* y Hp_(€2). Con esto, el problema
(3.71) puede escribirse en la siguiente forma: Hallar uw € Hy () tal que

[Nu,v] = [F,v] Vove H. (Q). (3.72)

Teorema 3.4.1 Sean a;, i = 1,2, aplicaciones no lineales que satisfacen (a), (b) y
(c). Entonces, existe un tnico u € Hy (Q) solucidn de (3.72).

Demostracion. La continuidad de las formas bilineales B, C y los operadores
de Nemitsky A;, i = 1,2, garantizan que N es acotado y continuo. Entonces, es
suficiente mostrar que N es fuertemente monétono (ver [48]).

En efecto, usando (c) y el hecho que C(v,v) > ||0 para todo v € H'(Q),

se deduce que (ver Teorema 3.2 en [21])

”3171/2(1“,\,)

[Nv,v — 2] = [Nz,v— 2] > C||lv — Z”%l(ﬂ) Vv,z € H(Q),

lo que prueba la monotonia fuerte de N. Esto completa la demostracion. [ |

3.4.2 Aproximacién discreta del problema no lineal

A continuacién se establece el problema discreto asociado a (3.72) y se presen-
tan algunas estimaciones de error que son ttiles en lo que sigue. Para hacer esto,
consideramos {75} ne(0,n0), como una familia de triangulaciones cuasi-uniformes de
), compuestas de triangulos 7, y escribimos

Ademads, sean I'pj, y I'y,n las respectivas aproximaciones poligonales de I'p y I'y
con todos sus vértices sobre 0. De la misma forma, I'; ;, denota la aproximacién
poligonal de I'; con todos sus vértices sobre I';. Nétese que ), = Ql,h U Qm, donde
Q15 y Qo son, respectivamente, los dominios limitados por I'p s, I'ip ¥ T'ipy Ivse

En lo que sigue se asume que hg y Q) son tales que Oy C Q) para todo h < hy.

También, se supone que f € L?>(Q) y que g y ¢ admiten extensiones a Q2 tal que
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g, ¢ € H*™(Q) para algiin ¢ > 0. M4s atin, introducimos los espacios de elementos
finitos

H,; = {’()h € C(Qh) : ’l)h|T € Pl(T) V1 e 771}

H) ={vy € Hy:v,=0enTp}.

Como es usual, se define el operador de interpolacién I, : H?*(,) — Hj tal que
(Iyv)(P;) == v(P;) para todo P; € Vj, donde V), denota el conjunto de vértices de
Tr v se define v" := Iv para todo v € H?(§2,).

Entonces, usando (a), (b) y el hecho que g € H 2+6(Ql), puede definirse la forma
semilineal continua

2
0
Ap(v,2) = g ai(-, V(v +g")()) Z. dr Vv,z€ H' ().
i=1 Y Q,n ox;

Similarmente, los andlogos discretos de B y C estan dados por

By(v,z) := Vv-Vzdr VYv,z€ H' (Qp)
Qo p
Ch(v,2) :=2< 2 Vyo >, VYou,2€ H' (Qp).

Ahora, dado que V}, es continuo sobre 'y, usando el Teorema de trazas se
deduce que la forma bilineal Cj, es continua en H'(Q) x H'(). Por lo tanto,
definimos el operador discreto Ny, : Hf () — [HE ), (%)]* por

[Npv, z]p := Ap(v, 2) + Br(v, 2) + Cp(v,2) Vv, z € H%D,h(Qh) ;

donde [+, -], denota la paridad dual entre [Hf  (Q4)]* v Hp,, (Q). Ademas, defini-

b A
mos el funcional lineal discreto

b
[Fp, 2] = fzda:—i—/ ¢ zds+ — zds VzEH%Dh(Qh).
Qn Tin T JT ’

En virtud de lo anterior, el problema discreto asociado a (3.72) queda dado por:
Hallar uy, € HY tal que

[Nhuh, ’Uh]h = [Fh, Uh]h Vvh S H]? . (373)
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Teorema 3.4.2 Eziste un unico u, € HY solucidn de (5.73).

Demostracion. Se reduce a verificar que Ny, es fuertemente monétono y Lipschitz—
continuo (ver [48]). En efecto, usando (d) puede probarse que Ny, es Lipschitz—
continuo, es decir, existe C' > 0, independiente de h, tal que

||thh — thh”[Hl(Qh)]* <C ||Uh — Zh“Hl(Qh) Yy, 2p € Hl(z) .

Ademds, usando (c) se deduce que Ny, es uniformemente fuertemente monétono, es
decir, existe hy > 0 y C > 0, independiente de h, tal que (ver Teorema 4.12 en [3])

[Nh’l)h — thh, Vp — Zh]h > é ||’Uh — Zh“%[l(nh) V’Uh, Zp € H,(I),Vh < h() .
Esto completa la demostracion. |

Es importante notar que (3.73) corresponde a un sistema de ecuaciones no li-
neales, cuyas incognitas son los valores de u en los nodos de 7. En [3] se desarrolla
un esquema de integracién con estimaciones de error cuasi—dptimas para (3.73) y se
presentan algunos ensayos numéricos usando el método de Newton—-Raphson.

Por otro lado, en lo que respecta a estimaciones de error, observemos que u y
up no pueden ser comparadas directamente dado que estan definidas en dominios
diferentes. En efecto, se hace necesario introducir una extensién de u;, a €). Para
hacer esto, definimos 9, : I'y, — I'y como la aplicacién que asocia a cada y € I'y p,
y &€ Vp, el punto de interseccién entre I'y y la linea recta, perpendicular a 'y,
que pasa a través de y. Ademds, denotamos 9,(y) = y para todo y € V, N T'y.
Claramente, para h pequeno, ¥, es una biyeccién. De la misma forma se definen
Yip:Tip =Ty Y¥ps:Tpp — I'p. Con esto, introducimos la aplicacién lineal

M:CU)320 = Mb:=veC(Q) Viel(),

donde v(z) = ¥(x) para todo x € QN Qy, v(z) = v(y) para todo = en el segmento
que une y € I'p, con Ypx(y) € 'p y v(z) = v(y) para todo = en el segmento que
une y € 'y con ¢y (y) € Ty

Lema 3.4.1 Emiste C' > 0, independiente de h, tal que
M|y < Cllollmia,) Vo€ H,.

Demostracion. Sea Q" el dominio limitado por I'p y I'y 4. Entonces, existe C' > 0,
independiente de h, tal que (ver Lema 3.9 en [15])

||M17||H1(Q) <C ‘M6|H1(Qh) Voe H,?
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Por lo tanto,

[M|[Fy < CIMB|31gn
C ol a,) — C )i, -«
< Clilhg,)
< Cllo)lF g,
para todo © € H}. Esto completa la demostracién. |

Teorema 3.4.3 Sea u € H*™(Q), € > 0. Entonces, existe C > 0, independiente de
h, tal que
||u - MUh||H1(Q) S Ch.

Demostracién. Ver Teorema 3.2 en [3]. [

3.4.3 El esquema de linealizacién

En lo que sigue se desarrolla un esquema de linealizacién tipo Richardson para
el problema discreto (3.73). Este método de linealizacién es descrito de manera abs-
tracta con el objeto de ser utilizado posteriormente en el capitulo 4, en el problema
no lineal elasto—pléstico estudiado en [2]. Comenzamos con el siguiente resultado
clésico.

Teorema 3.4.4 (Punto fijo de Banach) Sea V' un espacio de Banach con norma
|-llv y T:V —V una contraccion, es decir, existe 0 < pu < 1 tal que

ITv = Twlly < pllv—wly Yo,weV.

Entonces, existe un tnico u € V tal que u = Tu. Ademds, dado cualquier u® € V,
la sucesion uf := Tub~! k> 1, es tal que

lim v =u.
k— 00

Mas precisamente, para todo k € N,

k
lu— u¥lly < 2 Jlu = w0y

Demostracién. Ver Lema 2.7.2 en [5]. [
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A continuacion se describe el esquema de linealizacion para problemas no lineales
fuertemente mondétonos. En efecto, consideramos el problema discreto: Hallar u, €
H,, tal que

[Nuh,vh] = [F, Uh] Vvh € Hh, (374)

donde Hj, es un subespacio de dimensién finita de un Hilbert H con dual H*, [-, -]
denota la paridad dual entre H* y H, F € H* y N : H — H* es un operador no
lineal fuertemente mondtono y Lipschitz—continuo en H, esto es, existen constantes
positivas ay y My tal que

[Nv,v—2] = [Nz,v—2] > ay|lv 2]z Vv,z€H

|INv — Nz|

m < My|lv—2|g Vv,z€ H.

Notemos que bajo estas condiciones, el problema discreto (3.74) admite una tinica
solucion uy, € Hy,.

Sea A : Hx H — R una forma bilineal simétrica, continua y H-eliptica, con
constantes M4 >0y ay > 0, es decir,

[A(u, v)| < Ma [Jullalvlla Vu,v e H

A(v,v) > aalv| YveH.

Obsérvese que la forma bilineal A induce un producto interior en H. Con esto,
definimos la norma

vl == A(v,v)? VYveH

y notamos que ésta es equivalente con || - |[g. En efecto, usando la continuidad y
H-elipticidad de A, se tiene que

o ol < lvlle < MY vla VveH. (3.75)

Por otro lado, definimos el operador discreto P : H, — Hj donde, para todo
v, € Hy, Pv, € Hy, se define como la tinica solucion del problema variacional: Hallar
Puv, € Hy, tal que

A(th, Zh) = [th, Zh] — [F, Zh] VZh € Hh . (376)

Noétese que el operador P estd bien definido en virtud del Lema de Lax-Milgram.
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Lema 3.4.2 Sea P : H, — Hy, el operador discreto definido en (8.76). Entonces,

Mo M2

[Pvp — Pzpl|e < Nf/;‘ lvn — 2ull e
Qy
aN 2
A(th — PZh, Vp — Zh) 2 ﬁ ||Uh — Zh”E
A
para todo vy, z, € Hy,.
Demostracién. En virtud de (3.76) se tiene que
A(P’Uh - PZh, wh) = [N’Uh — N,Zh, ’(Uh] Yw, € Hy (377)

y para todo vy, 2z, € Hy,. Ahora, eligiendo w;, = Pv, — Pz, en (3.77), se deduce que

A(P’Uh - ch, th - ch) = [N’Uh - NZh, P’Uh - ch]
< ||Nwvp — Nzp||a= [|[Pon — Pzu||la

H*

para todo vy, z, € Hy. Entonces, usando la H—elipticidad de la forma bilineal A y
la Lipschitz—continuidad de N, se sigue que

aa [[Pop, — Pzpllzs < My |lvn — zulle [|[Pon — Pzs|la

y luego,

M
||P’Uh — PZh”H < a—iv ||Uh — Zh”H V’Uh, Zn € Hh,

lo cual, junto a (3.75), completa la primera parte de la demostracién.
Por otro lado, eligiendo wy, = v, — 2, en (3.77) y usando la monotonia de N, se

tiene que
A(P’Uh — ch, Uy — Zh) = [N’Uh, Vp — Zh] - [N,Zh, VUp — Zh]
> an|lon — 2l
para todo vy, 2, € Hy. Lo anterior junto a (3.75) completa la demostracion. |

El siguiente Teorema muestra que es posible definir un operador contractivo cuyo
tinico punto fijo sea la tnica solucién u, € Hy, de (3.74).

Teorema 3.4.5 Sea Ty : H, — H,, el operador no lineal discreto definido por
Trop :=vp — pPu, VYov, € Hy.

Entonces, existe py > 0 tal que el operador T, : (Hy, || - ||lg) = (Ha, || - ||g) es una
contraccion para todo p < py.
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Demostracion. Primero, usando la definiciéon del operador Ty, se deduce que
ITrvn = Trzally = | (vn — 21) — p (Pon — P2p) ||

= |lvp — zu||% — 20 A(Pvp, — P2y, v — 21) + p° ||Pvn — Pzp||% -

Entonces, en virtud del Lema 3.4.2, se tiene que

_ 2pay n p M3 My

Tron — Trallz < |1 vp — 21|73
ITron — Tranlly < M, o lon — znll%
= i lon —
. .. 2aya’y .
para todo vy, 2z, € Hy. Finalmente, eligiendo py := ———= se tiene que 0 < u < 1
My M3
lo que completa la demostracion. |

Ahora, como consecuencia de los Teoremas 3.4.4 y 3.4.5, se deduce que la aplica-
cion Tz, admite un tnico punto fijo en Hy,. Es importante observar que si T v, = vy,
es decir, si v, € Hy, es el unico punto fijo de T, se tiene que Pv, = 0 en Hy,. En-
tonces, en virtud de (3.76), se deduce que vy, coincide con la tinica solucién uy, € Hy,
de (3.74).

Lo anterior sugiere el uso de la aplicacion contractiva T para establecer un
esquema iterativo, definido por el Teorema 3.4.4, para encontrar la tinica solucién
up, € Hy, de (3.74). En efecto, dado cualquier u) € Hy, la sucesién

u’,j“ = TLuﬁ Vk>0,
es tal que

1"

lup, = e

lun — uplle < 1

donde

_2pon p?M?vMA]”?

=1
a [ My o)

Ademds, usando (3.75), se tiene la estimacién

My
o = ol < 4/ 2~ (5.79
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Consecuentemente, en virtud del Teorema 3.4.5 y (3.78), definimos el siguiente
esquema iterativo de tipo lineal asociado a (3.74):

(0) Elegir un dato inicial u) € Hj, un pardmetro p < py y hacer k = 0.
(1) Resolver el problema: Hallar 5% € Hy, tal que
A(ﬂk,vh) = [NU,;CL,U}L] — [F,’Uh] VU},, € Hh .

(2) Actualizar uf mediante ujt' = uf — pB*. Si algiin criterio de convergencia

especificado no se cumple, hacer k = k + 1 y volver a (1).

Notemos que este algoritmo necesita resolver en cada iteracién, un problema
variacional lineal determinado por la forma bilineal A. Esto muestra que A actia
como un precondicionador lineal para el problema (3.74). Es importante mencionar
que una buena eleccién de esta forma bilineal podria acelerar la convergencia del
esquema.

Por otro lado, observemos que, en particular, este esquema de linealizacién puede
ser usado para resolver el problema discreto (3.73). Para esto basta notar que el ope-
rador Ny, en (3.73), es uniformemente fuertemente monétono y Lipschitz—continuo
en Hy, := H}) (ver Teorema 3.4.2). Entonces, al elegir una forma bilineal A; que sea
uniformemente Hy,—eliptica y continua, el esquema lineal convergerd de acuerdo a
(3.78), independientemente de h, para un h suficientemente pequeno.

A manera de ejemplo, si se elige la forma bilineal simétrica, uniformemente Hp—
eliptica y continua

Ap(u,v) == / (Vu-Vo+uv)de,
Qp,
el esquema de linealizacién asociado a (3.73) queda dado por
(0) Elegir un dato inicial u) € H}, un parametro p < py y hacer k = 0.

1) Resolver el problema: Hallar % € H? tal que
(1) b h q
/ (Vﬂk . VUh + ﬂk Uh) dr = [Nh ’U,;Cl,’l)h]h - [Fh, ’Uh]h V’Uh € H,(Z .
Qp,

(2) Actualizar uf mediante ujt' = uf — pB*. Si algtin criterio de convergencia

especificado no se cumple, hacer k = k + 1 y volver a (1).

Es importante mencionar que cualquier técnica standard en descomposicién de
dominio puede ser usada para resolver el problema lineal determinado por la forma
bilineal A (o Ap). En particular, las desarrolladas para problemas lineales a través
de este capitulo. Finalizamos con el siguiente Teorema.
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Teorema 3.4.6 Sea u € H*™(Q), € > 0, la tinica solucidn de (3.72). Entonces,
existe C' > 0, independiente de h y k, tal que

k
= M [l < Ch+ Oy ) XA 7t — 0
RIlHL(Q) = axl—p h RIIHY(Q24) -

Demostracion. Usando la desigualdad triangular se tiene que

lu — Mug|| o) < llu— Mug|| gy + M (un — ug) |11
y luego, en virtud del Lema 3.4.1,
llu — Mug |l o) < llu — Mug|lrie) + C llun — ugllae,) -

Finalmente, tomando en cuenta (3.78) y el Teorema 3.4.3 se completa la demos-
tracién. m

3.5 Experimentos numéricos

En esta seccion se presenta experimentacién numérica para el esquema D-FEM
usando como modelo, el problema exterior de Dirichlet para el Laplaciano en el
plano. Para esto se considera D como el cuadrado de vértices (1,1), (—1,1), (-1, 1),
(1,—1) y se eligen f, go y b tales que la solucién exacta de (3.1) esté dada por

u(z, y) = sin(z + y) 9(12(;51’2) , siz?+y? < d?
’ 0, si 22 +1y? > d?,
donde
g(t) == =3t" + 8¢ —6t* + 1

y d es un pardmetro que controla el soporte de u(z,y).

Ahora, dado que se presentan ensayos en varias geometrias, en forma general
denotamos por I';, 2 = 1, p, ala circunferencia centrada en el origen, de radio r = 1+1,
donde p denota el nimero de subdominios. Esto es, cada subdominio anular €;,
1 = 1, p, estd limitado por I[';_; y I';, donde se ha adoptado la notacién I'y := ['p
y I'; := I'y. Para cada uno de los experimentos se utilizan triangulaciones cuasi—
uniformes de ) tales que

p
Qh = U Qi,h .
=1

En las tablas 3.1, 3.2 y 3.3 se presentan las distribuciones de nodos para las
mallas usadas en los experimentos. Nétese que en la tabla 3.1 se describen dos
triangulaciones con diferente grado de refinamiento mientras que en las tablas 3.2 y
3.3, se considera un mayor nimero de subdominios.
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| Nodos [Tp| O | T | Q | Ty | Total |
| Malla 1| 80 | 751 | 80 | 589 | 80 | 1340 |
| Malla 2 | 160 | 2807 | 160 | 2223 | 160 | 5030 |

Tabla 3.1: Particion de Q2 en dos subdominios.

| Nodos [Tp| Qi [T1] Q [To| Qs [T3| Qu [Ty | Total |
| Malla 3| 80 | 755 | 80 | 591 | 80 | 429 | 80 | 331 | 80 | 2106 |

Tabla 3.2: Particion de Q0 en cuatro subdominios.

| Nodos | Tp | O [Ty | Q [To ]| Q [ T3] Q | Ty | Total |
| Malla 4 | 160 | 2815 | 160 | 2195 | 160 | 1598 | 160 | 1293 | 160 | |
| | @ | s [ | Lo [ [0y [ [ Dn ]| | |
| | 1043 | 160 | 914 | 160 | 816 ] 160 | 783 | 160 | | 11457 |

Tabla 3.3: Particion de Q0 en ocho subdominios.

Por otro lado, y como ha sido advertido a través de este capitulo, distintos
precondicionadores llevan a la obtencién de diferentes algoritmos de iteraciéon por
subdominios. La diferencia radica en el operador T. En lo que sigue, se denota por
P al precondicionador generado al usar [TA;, pg]; = ¢; < 1, A > o) < 1, it > 2y
en I';, i = 1,p— 1, y por Py al precondicionador basado en el uso de [T\;, u;); =
ci < Aiy i >r2ry) en Ly i =1,p—1.

Los graficos que se presentan a continuacién, muestran el comportamiento de
log ||u—up|| g1 (o, en funcién del nlimero de iteraciones, donde u; denota la solucién
discreta obtenida con el algoritmo. Més especificamente, cada uno de estos graficos
muestra la respuesta de un precondicionador dado con dos posibles elecciones para
las constantes ¢; > 0. Se distingue el uso de una constante menor con una linea
punteada y una mayor con una linea continua. En todos los experimentos se ha
considerado ¢; = ¢ > 0,1 =1,p— 1, y los vectores iniciales

Aoy = (sin(1),sin(2), ..., sin(n;)),
donde n; denota el nimero de nodos sobre la interfase I';. Ademas, la aproximacién
discreta del término de desacoplamiento es realizada mediante la férmula de integra-
cion desarrollada en el capitulo 2. Todos los experimentos fueron realizados en un
computador paralelo Silicon-Graphics Origin 2000 del Departamento de Ingenieria
Matemdtica.
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En lo que sigue se confirma numericamente que los algoritmos D-FEM poseen
una convergencia independiente de h. Para hacer esto, consideramos los algoritmos
obtenidos con el método de Richardson y presentados en la seccién 3.2.3. Las figuras
3.3 y 3.4 presentan la respuesta del algoritmo, usando respectivamente P; y Ps, con
d=25y a=0.2sobre la malla 1.

-0.4,

Figura 3.3: P =Py, ¢=1.0, c=0.1.

0.4

10 €0 20 100

Figura 3.4: P =P,, c=0.1, c=0.05.

Las siguientes dos figuras presentan la misma situacién sobre la malla 2. Es-
to es, al considerar una malla mas fina, puede estudiarse la influencia de A en la
convergencia del esquema.
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Figura 3.5: P =Py, ¢c=1.0, c=0.1.

Figura 3.6: P = Py, ¢=0.1, ¢=0.05.

Al comparar las figuras 3.3 y 3.5, donde se usa P1, es claro que el mismo nimero
de iteraciones es necesario para alcanzar la solucion de elementos finitos. Exacta-
mente lo mismo se observa para P,, al comparar las figuras 3.4 y 3.6. A manera de
conclusion, notamos que el esquema D-FEM, con cualquiera de los precondiciona-
dores utilizados, posee una convergencia independiente de h, lo que estd de acuerdo
con la Teoria desarrollada a través de este capitulo.
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A continuacién se presentan algunas experiencias numéricas sobre las mallas con
un mayor nimero de subdominios. En efecto, las siguientes dos figuras presentan al
esquema D-FEM (Richardson) en la malla 3, con d = 3.5 y o = 0.05.

Figura 3.7: P =Py, p=4, ¢c=1.0, c=0.05.

Figura 3.8: P =Py, p =4, ¢=0.2, c=0.05.

Las siguientes dos figuras presentan al esquema D-FEM (Richardson) sobre la
malla 4, con d = 4.5y a = 0.015.
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Figura 3.9: P =Py, p=8, ¢=0.2, c=0.05.

Figura 3.10: P =Py, p =8, ¢=1.0, c=0.05.

Las figuras 3.3—3.10 muestran un correcto comportamiento del esquema, en cuan-
to a la convergencia hacia la solucién de elementos finitos, en las distintas situaciones
consideradas y usando el método de Richardson. Ademds, aunque en el contexto de
problemas interiores, algunos experimentos numéricos con esquemas tipo Dirichlet-
to—Neumann son presentados en [51].
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Por otro lado, y como ha sido mencionado, el uso de PCGM permite acelerar la
convergencia a la solucién discreta en comparacién con el método de Richardson.
Lo anterior es confirmado en las proximas dos figuras, donde se muestra el esquema
usando PCGM, en las mallas 1 y 4, respectivamente.

—0.44

Figura 3.11: P =Py, p = 2, ¢=0.1, ¢=0.05.

Figura 3.12: P =Py, p =8, ¢=0.2, c=0.1.

Las figuras 3.11 y 3.12 permiten observar una mejoria significativa en la rapidez
de convergencia mediante el uso de PCGM. Eso si, enfatizamos que los algoritmos
tipo PCGM son mas complejos y necesitan la resolucion de problemas armodnicos
adicionales.
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Finalmente, a manera de ilustracién, las siguientes tres figuras muestran la evo-
lucién de la solucién de elementos finitos para el esquema D-FEM (Richardson) en
la malla 3, con P = Py, ¢ = 0.05, « = 0.05 y n = 40, 70, 100, donde n denota el

numero de iteraciones.

Figura 3.13: D-FEM, n=40.

Figura 3.14: D-FEM, n="70.
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Figura 3.15: D-FEM, n=100.



Capitulo 4

DDM en Elasticidad

En este capitulo se muestra la aplicabilidad de las ideas expuestas en el capitulo
anterior, a la soluciéon numérica de problemas exteriores en Elasticidad bidimensio-
nal. Para esto se consideran como modelos, el problema exterior para el sistema de
Lamé y un problema no lineal en elasto—plasticidad bidimensional (ver [2]).

Una de las principales caracteristicas de los esquemas de descomposicion de
dominio presentados anteriormente, es la utilizaciéon de una aplicacion Dirichlet—
to-Neumann (DtN) para transformar el correspondiente problema exterior en un
problema equivalente sobre una regién acotada. En el caso del operador de Laplace
puede usarse la aplicacion DtN obtenida con el método de desacoplamiento y da-
da en términos del operador integral de frontera hipersingular. Para problemas en
Elasticidad, sin embargo, el método de desacoplamiento debe ser reemplazado por
una clase mds general de aplicaciones DtN (ver [24], [25], [26]). Especificamente,
utilizamos la aplicacién basada en series infinitas de Fourier presentada por Han y
Wu en [31]. Ademds, como ha sido expuesto en [2], la utilizacién de esta aplicacién
DtN en el problema modelo elasto—plastico permite la obtencién de una formulacion
variacional en la cual la Teoria de operadores monétonos es aplicable. Es importante
mencionar que la idea de usar series de Fourier fue introducida en [14].

La organizacién del presente capitulo es como sigue. En la seccién 1 se presenta
el Método de Han y Wu para la solucién numérica del problema exterior para el
sistema de Lamé. Aqui se presenta la aplicacion DtN, la formulacién variacional
resultante y se discute el error inducido al truncar las series de Fourier. En la seccion
2 se muestra la aplicabilidad del esquema D-FEM al problema modelo lineal. Esto
es, se presentan los operadores de Steklov—Poincaré, aproximaciones en dimensién
finita y los correspondientes algoritmos de iteraciéon por subdominios. Finalmente,
en la seccién 3 se aplica el esquema de linealizacién para problemas fuertemente
monétonos, desarrollado en el capitulo anterior, al problema modelo no lineal.

111



112 Capitulo 4. DDM en Elasticidad

4.1 El Método de Han y Wu

Sea D un dominio acotado y simplemente conexo en R? con frontera poligonal
['p. Entonces, dado f := (f1, f2) € [L?*(R? — D)]? con soporte compacto, gy €
[H'2(T'p)]?, el problema exterior lineal es: Hallar u := (uy,us) tal que

—dive(u) = f enR*-D,
= gy enlp, (4.1)
= 0(1), llll = +oc.

donde o(u) := Atre(u)I + 2 pe(u) es el tensor de esfuerzo, e(u) es el tensor de
deformacidn dado por e;;(u) := 1 gzl 8uj} i,j7 = 1,2, tr denota la traza de un
tensor, I denota el tensor identidad y )\, 1 > 0 son las constantes de Lamé.

Ahora, con el objeto de reformular (4.1), introducimos una circunferencia I'y de

radio R, centrada en el origen, tal que su regién interior contenga a D y tal que
el soporte de f esté contenido en la regién anular €2 limitada por I'p y I'y. Enton-
ces, siguiendo a Han y Wu [31], el problema exterior (4.1) puede ser transformado,
equivalentemente, en el siguiente problema de valores de frontera sobre el dominio
acotado Q: Hallar u € [H*(Q)]? tal que

—divo(u) = f en Q,
u = gy enlp, (4.2)
o(u)y = T(u) enly,

donde T := (T}, T3) : [HY?*(T'y)]2 — [H~Y/?(T'y)]? es el operador DtN definido por

- 242k p = [ 0% cosn(f — ¢)
T; = - - hasiad SR 0
1(v) 1 +2k 7R 4 /0 a¢2( A,

’n 621)2 smn(9 ®)
Z [ e s,

de

. 2+2k p T 9%, cos cosn(f — @)
T = d
2(v) 1+ 2k 7R Z/ 8¢2 n ¢
2k 2 821)1 sm n(® — ¢)
——2d
kTR Z/ 8qz$2 n ¢
para todo x € Iy, v i= (v1,v9), v; = vi(r,0), 1 = 1,2, x = rcosf, y = rsinb,
k= y v denota el vector normal unitario exterior a I'y.

,\+u
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Es importante observar que la aplicacién T determina la condicién de borde
exacta para el problema exterior y por lo tanto, en la practica, el tomar en cuenta
s6lo un numero finito de términos introduce un error que debe ser considerado.
Ademas, al igual que la aplicacién DtN utilizada para el operador de Laplace, el

operador T genera una condicion de borde de caracter no—local.

A continuacién, consideramos aproximaciones del operador T. Esto es, definimos
la sucesién TV := (TN, T) : [H?(Ty))> — [H~Y?(T'y)]%, N € NU {0}, por

TN) = 2+2k p 2/2“821)1 cosn(0—¢) "

1+ 2k 7R 6¢2 n
2%  p o [ 0%, sinn(f — ¢)
o), g RO s,
N 242 p EN: T 0% R cosn(0—¢)d
Q(V) - 1+2kﬁn_l/(; 8¢2( 5¢) n ¢
2k p AR sinn(f — @)
1+ 2k 7R Z/ 02 (7,9) n a¢

Lo anterior conduce a definir, para N € NU{0}, los siguientes problemas de valores
de frontera: Hallar uy € [H'(2)]? tal que

—divo(uy) = f en,
uy = gy enlp, (4.3)
ouy)v = TN(uy) enly.

Por otro lado, usando integracién por partes, obtenemos la siguiente formulacion
variacional de (4.2): Hallar u € [H'(Q)]? tal queu =gy en'p y

A(u,v) + B(u,v) = /Q fovde Vvi=(v,0) € [HY, (QF,  (4.4)

donde
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Bluv) = fj;’;jZ/ [ maSmo+ G2ma 5w

><cosn(H o) dodo

2k p 8u1 61}2 Ous vy
+ H?“Z/ [ wo Sz mo -G0S mo)
sinn(f — @)
8 n

depdf . (4.5)

Analogamente, usando integracién por partes, se obtiene la siguiente formulacion
variacional de (4.3): Hallar uy € [H'(Q)]? tal que uy =go en Tp y

fl(uN,v)-i—BN(uN,v):/Qf-vdx Vv e [H (Q), (4.6)
donde
Batas) = RS [T [T S )+ S0 )
Xcosn(H—qb) dé do

Hm // {Ga oS - G2 om0

0
x w dodo . (4.7)
n
El siguiente resultado es necesario para establecer la unicidad de soluciéon para
las formulaciones variacionales (4.4) y (4.6).

Lema 4.1.1 Las formas bilineales B y By son simétricas y continuas en [H(Q)]? x
[H'(Q)]?. Mds ain, B(u,v) > 0 para todo u, v € [Hf (Q)]* y By(u,v) > 0 para
todo u, v € [Hp ().

Demostracién. Ver Lema 2 en [31]. [

Ahora, notemos que A es una forma bilineal continua en [H'(Q)]* x [H'(Q)]%.
Ademds, y como consecuencia del Teorema 1.2.5, se tiene que A es [Hf ()]*~
eliptica. Entonces, usando el Lema 4.1.1, se deduce que las formulaciones variacio-
nales (4.4) y (4.6) satisfacen las hipdtesis del Lema de Lax-Milgram.

El siguiente resultado permite controlar el error generado al usar un nimero
finito de términos en las series de Fourier que definen la aplicacién T.
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Teorema 4.1.1 Existe C' > 0, independiente de N, tal que para todo | > 2,

C
|B(u,v) — By(u,v)| < WHUH[H“UZ(I‘N)]?||V||[H1/2(FN)]2

Vv e [H ()

[u — unl|m @) < W”“”[Hl*l/zmv)]? )
donde By es la constante de elipticidad de A.
Demostracién. Ver Lema 3 y Teorema 1 en [31]. [

El resultado anterior muestra que para resolver (4.4), es suficiente considerar el
problema (4.6) puesto que el error ||u — uy||;z1 ()2 estd controlado por el nimero
de términos usados en las series de Fourier. En efecto, en lo que sigue se estudia la
aplicabilidad del esquema D-FEM al problema exterior (4.1) aproximado por (4.6).

4.2 Esquema D-FEM

4.2.1 Operadores de Steklov—Poincaré

Sea I" una curva cerrada y poligonal contenida en (2, cuya region interior contenga
a Dy tal que divida a © en dos subdominios, §2; y 2. Esto es, £, es la regién anular
limitada por I'p y I', Qo por ' y 'y y = Q; UT U ,. Ademads, se denota por
v;, 1 = 1,2, al vector normal unitario exterior a 0€; sobre I'. Con esto, y dado
A € [HY/2(I")]?, se definen los siguientes problemas de valores de frontera:

e Hallar uy1(N\) € [HY(Q1)]? tal que
—divo(uyi1(A)) = f en )y,
uyi(A) = g enlp, (4.8)
uN,l()\) = X enl.
e Hallar uys(X) € [H'(2)]? tal que

= f en (),
= X enl, (4.9)
TN(uN’Q()\)) en FN .

SN—r
<
Il
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Por otro lado, la continuidad de esfuerzos normales sobre I' lleva al siguiente
problema de interfase: Hallar A € [H'/2(I")]? tal que

[o(una(\)vr +o(unz(A))ve, u] = 0 Ve [HD)P, (4.10)

donde [-,-] denota la paridad dual entre [H~Y/2(T")]? y [HY/?(T")]? definida a través
del producto interior de [L?(T")]%.
Ahora, definimos operadores lineales de extensién R;, i = 1,2, como sigue

e R, :[HY2()]? 5 A = Ry )\ € [H(2))]? solucién de

—dive(R3jA) = 0 en Q,
Rl)\ = 0 en FD, (411)
R\ = X enl.

o Ry: [HV2))? 3 A = Ry € [H'(Q)]? solucién de

—divo(R2A) = 0 en Qy,
Rod = A enl, (4.12)
ocR Ay = TNV(Ry\) enTy.

Obsérvese que para cada A € [H'/2(T)]?, Ri\ y Ry son, respectivamente, las
extensiones arménicas de A a Q; y Q. Definimos ademds w; € [H' ()] y wy €
[H'(Q)]* como las tinicas soluciones débiles de los siguientes problemas de valores
de frontera:

e Hallar wy € [H'(21)]? tal que

—divo(wy) = f en Oy,

\ifl = 8o €n FD y (413)
w; = 0 enl.
e Hallar wy € [H'()]? tal que
—divo(wy) = f en (y,
wy = 0 enl, (4.14)

o(wa)v = TN(wy) enTy.
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Mas aiin, denotamos por g € [H'(2)]* a una extensién regular de g, sobre (2,
tal que g := 0 en 2, UT', y se define w; := W; — g. En virtud de lo anterior, se tiene
que

uy1(A) =w; +g+ R\ (4.15)

uN,g()\) = wy + RQ)\ . (416)

A continuacién, se introducen las formas bilineales continuas y simétricas A; :
[H' Q)P x [H' ()] = R, A« [HI(Q)] x [H(Q)” > Ry A [H(Q)] x
[H'(Q)]? — R, definidas por

Moy = [ () elvi)d,

Ay(z9,v9) 1= /Q o(z2) : e(ve) dx + By(z2,Vs)

y
2
Az, v) = ZAk(Zk:Vk) Vz,v e [H(Q),
k=1
donde z := z|q, ¥ Vi := V|g,. Tomando en cuenta lo anterior, la dnica solucién

uy € [H'(Q)]? de (4.6) satisface uy =gy en I'p y
A(uy,v) =F(v) Vvel[H (),

donde
F(v) ::/f-vdx.
Q

Nétese que para cada A € [HY/2(T')]?, las extensiones R;, i = 1, 2, satisfacen

AR 9) =0 Ve [Hy()] (4.17)

AQ(R‘Q)" QO) =0 V(P € [H%(QQ)]za (418)
donde H}(Qg) :={v e H'(Q):v=0en T}

Lema 4.2.1 La solucidn uy de (4.6) estd relacionada con w1 y wWo a través de las
siquientes identidades:

w1 = (uy — g)lo, — Ri((uxy — g)lr)

Wy = Uy, — Rao(un|r).
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Demostracion. Es andloga a la demostracion del Lema 3.2.1. |

A continuacion, definimos las funciones

wy, en QUD
W=
wy, en QU

R\, en QuUT
R =
{ Rg)\, en QQUF

para todo A € [H'/2(T)]%. Nétese que w € [H(Q)]?2, w = 0en TpUT y R €
[Hf, (©2)]?. Entonces, reemplazando (4.15) y (4.16) en (4.10), y usando integracién
por partes, obtenemos el problema de Steklov-Poincaré: Hallar X € [H'/?(I)]? tal
que

S\ = x, (4.19)
donde S : [H'/2(I")]? — [H~'/2(I")]? es el operador de Steklov—Poincaré dado por

2
[SAp] =Y Ax(ReARyp) VA, p[HAT)
k=1

y x € [HY?(I')]? es definido como sigue

ul = [ f-Ruds = Alw+g R Vi [T

El siguiente resultado es necesario para probar la existencia y unicidad de solu-
ci6én para el problema de Steklov—Poincaré (4.19).

Lema 4.2.2 Egzisten constantes C;, C; > 0, i = 1,2, que dependen sélo de ;, tal
que

Ci lIMlzrarerye < IRMlpnenp < CillMligraeye VA € [HY?(D)]?.

Demostracion. Se sigue de argumentos usuales para problemas elipticos y las pro-
piedades de la forma bilineal By . |
Lema 4.2.3 Eziste un dnico A € [HY/?(I")]? tal que S\ = ¥.

Demostracion. Dado que A; y As son formas bilineales continuas, usando el Lema
4.2.2, se deduce que S induce una forma bilineal continua en [H'/?(T")]? x [H'/?(I")]2.

En lo que sigue de la demostracion, C' > 0 denota una constante genérica.
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Ahora, en virtud del Lema 4.1.1, Teorema 1.2.5 y el Lema 4.2.2, se sigue que
[S\A > C Z/ (Ry)) : e(Ry\) dz
- c /Q e(R)) : e(RN) dz
> C Ry
2
= C Z ||Rk)\||[2H1(Qk)12

k=1
C MG

v

para todo A € [H'/%(I")]2. Esto muestra que S induce una forma bilineal [H'/2(I")]?~
eliptica y luego, una aplicacién directa del Lema de Lax-Milgram completa la de-
mostracion. [}

El siguiente resultado establece la equivalencia entre la formulacién variacional
(4.6) y el problema de Steklov—Poincaré (4.19).

Teorema 4.2.1 Sean uy € [HY(Q)]> y A € [HY2(I)]? las dnicas soluciones de
(4.6) y (4.19), respectivamente. Entonces,

A= uN|F
Y _
< uy1(A), en
= R\ = T
un g+W+ { uNyg()\), en QQ.
Demostracion. Es andloga a la demostracion del Teorema 3.2.1. |

4.2.2 Aproximaciones discretas

Comenzamos definiendo una triangulacién de € compuesta de tridngulos rectos
y curvos con el objeto de describir exactamente a la circunferencia I'y. En efecto,
dado N € N, sea 0 =ty < t;--- < ty = 27 una particién uniforme de [0, 27] con
tiqi—t; = %’r para todo j = 0, N — 1. Ademds, consideramos z : [0, 27] — 'y como
la parametrizacién de I'y definida por z(t) := R (cost,sint)? para todo t € [0, 27]
y denotamos por {2; a la regién anular limitada por I'p y la poligonal I'y ;, cuyos
vértices son z(t1), 2(t2), ..., 2(t,). Més atin, sea 7T; una triangulacién regular de €2;,
compuesta de tridngulos 7 de diametro h;, y se define

h:= sup h;.
TET;,
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Entonces, reemplazando cada tridngulo 7 € 7;, con un lado sobre I'y ;, por el corres-
pondiente tridngulo curvo sobre 'y, obtenemos a partir de 7;, una triangulacién 7y,
de Q) compuesta de tridngulos rectos y curvos.

Sea 7 el tridngulo de referencia con vértices P; := (0,0)", P, := (1,0)" y P;
(0,1)T y consideremos la familia de aplicaciones biyectivas { F; } .7, tal que F,(7)

7. Esto es, si 7 es un tridngulo recto de 7, la aplicaciéon F. estd dada por
F.(2):=B,z+b,, (4.20)

donde B, es una matriz cuadrada de orden 2 y b, € R2. Ahora, si 7 es un tridngulo
curvo con vértices Pi, P», P3, tal que P, = 2(t;—1) € Iy y Ps = 2(t;) € I'y, la
aplicacién F, es como sigue

Fo(2) = B,d+ b, + G, (&) V&= (1,42) €7, (4.21)
donde
GT(i') =
o et alty = 1)) = (o) + Ea(a(t) - 2(t-))]}

Puede demostrarse que (4.21) es un difeomorfismo de clase C* que aplica el tridn-
gulo 7 sobre el tridngulo curvo 7 de forma tal que F,(P;) = P, i = 1,3 (ver [60]).
Ademis, la imagen del lado P, P; es el lado curvo de 7 y los otros dos lados de 7 son
transformados linealmente por (4.21) a los lados rectos de 7.

Sea P;(7) el espacio de polinomios de grado < 1 definidos sobre 7. Entonces,

para cada tridngulo 7 € 7}, se define
Pi(t) ={v:v=(JF,) Y (DF,)d0 F-' Vi€ P(?)},

donde JF, y DF.,. denotan, respectivamente, el Jacobiano y la diferencial de Fréchet
de la aplicacién F,. En virtud de lo anterior, definimos los subespacios de elementos
finitos

ﬁi,h = {Uh € C(Qz) . Uh|T € Pl(T) V1 Q Qz}

/N\h = {Uh|1" TV € I:Ii,h} .

Mas atin, se define
ﬁ?,h = {Uh € ﬁl,h L Up = 0 en FD UF},

IjIZO,h = {uy, € .ﬁQ,h tvp=0en '}
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H;p =H;x H;p,
Ah = Ah X Ah,
0 ._ 170 70
Hl,h - Hl,h X Hl,h .

Consecuentemente, en virtud de las relaciones (4.17) y (4.18), se definen, para
todo A, € Ay, las extensiones discretas R;p, 2 = 1,2, como sigue

° Rl,h AL N, — Rl,h)\h € Hl,h solucién de

A1 (Rl,h/\h; ’Uh) = 0 \V/’Uh € H?,h ,
Rl,h)\h = 0 en FD y
Rl,h)\h = )\h enl'.

e Ry, : Ap 2 Ay = Rop Ay € Hy, solucién de
AQ (RZ,h/\h;'Uh) = 0 V’l)h € Hg’h,

Rg,h)\h = )\h enl'.

Con esto, definimos el operador discreto de Steklov—Poincaré por
Sy :=Sin+ Sapn,
donde S;j, : A, — A}, 1 =1,2, son los operadores locales discretos dados por
[SinAn, pn] == Ai(RipAn, Rintn) Y An, ptn € Ap,

donde A} denota el dual de Ay,

Por otro lado, y como ha sido mencionado, la resolucién de (4.19) a través de
métodos iterativos requiere el uso de un precondicionador adecuado. Este precon-
dicionador debe garantizar que la convergencia de los algoritmos de iteracién por
subdominios sea independiente de h. Para hacer esto, consideramos el precondicio-
nador tipo Dirichlet-Robin Py := Sy, + T, donde

[TAn, pa] == ¢ [ A, pp) = ¢ /)\h “pnds N A, pn € Ay
r

y ¢ > 0 es una constante arbitraria. En lo que sigue se muestra que «, el nimero de
condicién espectral de P,:l S;, estd acotado independientemente de h. Para hacer
esto, establecemos algunos resultados previos.
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Teorema 4.2.2 FExisten constantes Cy, Cy > 0, independientes de h, tal que

Ai(RipAn, Riph) < Cy ||)‘h||[2H1/2(1“)]2 VAL € Ay
Y
As(Raop A, RopAn) < Co||Anll? /202 VAn €Ay
Demostracion. Notemos primero que
A1 (RypAn, RipAy) < C ||R1,h/\h||[2H1(91)]2 V€ Ay, (4.22)

donde C' > 0 sélo depende de las constantes de Lamé. En lo que sigue de la de-
mostracién, C' > 0 denota una constante genérica independiente de h. Ahora, dado
que Q; es un dominio poligonal y A, € [H'(T')]?, se tiene la siguiente estimacién de
regularidad (ver [44])

IR ARl zzzr20)2 < C [ An iz e - (4.23)
Ademds, usando estimaciones usuales de interpolacién (ver [7]), se tiene que
[R1 AL — Rl,h/\h“[Hl(Ql)]2 < Ch'? ||R1/\h||[H3/2(Ql)]2 . (4.24)
Maés atin, se tiene la desigualdad inversa (ver [7]),
B2 Anllizr e < C Al VA € A (4.25)
Luego, usando la desigualdad triangular, el Lema 4.2.2, (4.23) y (4.24),

IR 1A (51 00 |IR1AR — RypAnll iy + IR1AR [ 00)2

C M2 | Ry Aw| o202 + [IR1AR (02
C R Ml + C Il gz oy

INIA A

Por lo tanto, en virtud de (4.25), se deduce que

||R1,h/\h||[H1(01)}2 Ch'/*h 12 ||/\h||[Hl/2(r)]2 +C ||/\h||[H1/2(p)]2
C

<
< Cl Al ey

lo cual, junto a (4.22), completa la primera parte de la demostracién.
Por otro lado, usando el Lema 4.1.1, se tiene que

AQ(RQ,hAh,RQ’h)\h) <C ||R2,h)\h||[2H1(QQ)]2 V)\h € Ah (426)

y luego, procediendo analogamente a lo anterior, se completa la demostracién. W
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Teorema 4.2.3 FExisten constantes Cy, Cy > 0, independientes de h, tal que
C1 {[S2,n A, An] + [TAn, Al} < [S1pAn, An] < Co {[S2,0An, An] + [T An, Anl}
para todo A\, € Ay,.

Demostracion. En virtud del Teorema de trazas, la elipticidad de A;, y denotando
por C' > 0 a una constante genérica independiente de h, se deduce que

IR a AR 1 (62,2
C A1 (Ryp A, RipAn)
C [S1,pAn, Ar)

[ —
<

para todo A\, € Aj. Entonces, usando el Teorema 4.2.2, se tiene la existencia de
constantes C, Cy > 0, independientes de h, tal que

Cr Mz e < [Stadis Ml < CollMlPyieye Y € A (4.27)
[ ()] [ @]

Por otro lado, usando el Lema 4.1.1, se tiene que

[Sg,h)\h, )\h] + [T)\h, )\h] = / U(RQ,h)\h) : e(RQ,h)\h) dx
973
+ By (RopAn, RopAn) + [T(RopAn), RopAn)
> C {le®anm)ia, + IRendllfoye } (4:28)

donde \
le(Randn)lo0, = D lle(Randn)l72(ay) -
2,j=1
Esto induce a definir el operador lineal y continuo C : [H*(Q)]* — [[H*(Q02)]*]*
dado por

[[Cu,v]] ::/Q e(u):e(v)dm—i—/ru-vds Yu,v e [H' (),

donde [[-, -] denota la paridad dual entre [[H'(Q2)]%]* v [H*(£22)]?. A continuacién,
usando el Lema 3.3.3, mostramos que el operador C es [H*(y)]|*—eliptico.

En efecto, notemos primero que [[Cv, v]] > 0 para todo v € [H!(€3)]?. Ademds,
[[Cv,v]] = 0= v = 0. Ciertamente,

[Cv,v]] = le(v)

0,00 T ||V||[2L2(F)]2 =0
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muestra que v € [H'(0)]? es un movimiento rigido con v .= 0 en I'. M4s atn,
usando la desigualdad de Korn (ver [8]), se tiene que

[Cv,v]] > le(v)[5a,
> CvIfaane — IVIE2 @,y

para todo v € [H*(£2,)]?, lo que muestra que C satisface la desigualdad de Gdrding.

El analisis anterior muestra que C satisface las hipotesis del Lema 3.3.3 y luego,
C es [H'(Qy)]?—eliptico. Por lo tanto, usando (4.28), la elipticidad de C y el Teorema
de trazas, se sigue que

[SQ,h)‘ha )‘h] + [T)‘ha )‘h]

v

C {le(andn) 0, + IRan Ml }
C[[C(RonAn), RopAnl]

C IR, Al Fir1 02

CllEgssqeyp (4.20)

(AVARRVS

para todo A\, € Ay,
Ahora, usando el Teorema 4.2.2 y el hecho que [TA,, \y] = C||/\h||[2L2(r)]2 <
c ||)\h||[2H1/2(F)]2’ se deduce que

[SQ h)\h: /\h] + [T)\h, /\h] <C ||)\h|| [H1/2(T) VA €Ay (430)

12

Entonces, en virtud de (4.29) y (4.30), se tiene la existencia de constantes Cy, Cy > 0,
independientes de h, tal que

C [ Mnllzrezqyz < [S2.0Mm5 Anl + [TAn; Anl < Co |l iarrzy (4.31)

para todo )\, € Aj. Finalmente, combinando (4.27) y (4.31) se completa la demos-
tracién. |

El siguiente Teorema muestra que el nimero de condicién espectral de P;ISh
estd acotado independientemente de h.

Teorema 4.2.4 FExiste C' > 0, independiente de h, tal que k < C.

Demostracion. Usando el Teorema 4.2.3, la demostracion es idéntica a la del Teo-
rema 3.2.4. [}
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4.2.3 Algoritmos de iteracion por subdominios
Algoritmos de iteracién por subdominios tipo Richardson

Para deducir los algoritmos de iteraciéon por subdominios generados con el mé-
todo de Richardson, comenzamos con dos subdominios para luego extender este
desarrollo a un nimero arbitrario de subdominios. En efecto, analogamente a la
secci6én 3.2.3, reemplazando P = Sy + T en el andlogo continuo de (3.33), se deduce
que

AN = (1—a)\"+ap,

donde (" satisface
Pp"=x—(S1—T)A".

Entonces, usando integracion por partes, se sigue que
a(u’]im)l/g + Tg" = —a(uﬁ,,l)yl + TA\" enl,
donde uf; :=un,(A") = Wi + RiA" y u}, := unp(8") = wa + Rp8". Lo anterior

junto al hecho que u?/,ﬂr =Ny u']i],2|r = (", implica el siguiente esquema iterativo
para actualizar \™:

(0) Elegir A\° € A, y hacer n = 0.

(1) Resolver el problema de Dirichlet

—divo (uy;) = f enQ,
n
Uy,: = 8o €n I'p,
uy; = A" enl.

(2) Resolver el problema tipo Robin

—divo (uy,) = f enQy,
o(uyo)ve + Tuy, = —o(uy, )y + TA" enl,
o(uy.)v = TN(uSLV’Q) en I'y.

(3) Actualizar A" mediante A\**' = (1 —a) A" + a (" donde " := uf,|.. Si
algin criterio de convergencia especificado no se cumple, hacer n = n+ 1y
volver a (1).
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A continuacion extendemos este algoritmo a un niimero arbitrario de subdomi-
nios. En efecto, dado un entero p > 2, sean I';, 7 = 1,p — 1, curvas poligonales
contenidas en (), tales que la regién interior a I'; contenga a D y a la regién interior
a I[';_1, y tal que ellas dividan a €2 en p subdominios €2;, j = 1, p. En otras palabras,
(2; es la regién anular limitada por I';_; y I';. Ademds, adoptaremos la notacién

[y :=Tp, [ := T, A§ = 8o, A} := A"|r; ¥y uf; := uf|g,- Més atin, se definen
p—1
Q= U Q;, Qy = U Qyl = UFj.
J tmpar j par 7j=1

Entonces, aplicando el algoritmo en dos subdominios a 0, Qy y T, y suponiendo,
sin pérdida de generalidad, que p es par, obtenemos el siguiente esquema iterativo:

(0) Elegir A\’ € A, y hacer n = 0.

(1) Resolver en paralelo, para todo j impar, j < p—1, los problemas de Dirichlet

. noN
—divo (uy;) = f en )y,
n _ n
uN!j = G—1 en Fj—l y
n _ n )
uy, = A7 enly.

(2) Resolver en paralelo, para todo j par, j < p — 2, los problemas tipo Robin

—divo (uy;) = f en(y,
o(uy,)v; + Tuy,; = —o(uy,;)vj-1 + TAL; enlyy,
o(uy;)v; + Tuy,; = —o(uy,;1)vj + TA} en [}
y
—divo (uy,) = f en ),
o(uy,)vy + Tuy, = —o(uy, )1 + TA) ; enlp .y,
o(uy,)y = TN(u’}V,p) enI'y.

(3) Actualizar A" mediante \?™' = (1 —a)A\? + a8, i=1,p — 1, donde

ﬂn = (U’,]?{[72|Fl7 u%,2|r2’ 1_17\[’4 Ts3» ug],4|1‘4, .. ,uT;\r’p Fp_l) .

Si algtn criterio de convergencia especificado no se cumple, hacer n=n+1y
volver a (1).
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Algoritmos de iteracién por subdominios tipo PCGM

A continuacion se presenta el algoritmo de iteracion por subdominios obtenido al
usar PCGM (ver secci6n 3.2.3) en un nimero arbitrario de subdominios. Para hacer
esto, se procede de la misma forma que con el método de Richardson. En este nuevo
algoritmo, los pasos (0°)—(6’) corresponden a la etapa de inicializacién de PCGM
mientras que los pasos (1)—(6), corresponden al lazo iterativo principal.

Entonces, definiendo 2§ := 0, y suponiendo, sin pérdida de generalidad, que
p > 2 es par, el algoritmo es el siguiente:

(0°) Elegir \° € A;,.

(1”) Resolver en paralelo, para todo j impar, j < p—1, los problemas de Dirichlet

. 0 _
—divo (uy;) = f en(y,

0 _ 0

0 _ 10 _

(2?) Resolver en paralelo, para todo j par, j < p — 2, los problemas tipo Robin

—dive (u},;) = f enQ;,
o(uy,)v; + Tu},; = —o(u}, )vj-1 + TA); enT;_y,
o(uy;)v; + Tuy,; = —o(u};)ve1 + TA} enT;
y
—divo (u},) = f en,
a(u?vyp)yp + Tu?v,p = —O'(U?V,p_l)l/p_l + T)\g_l en ')y,
o(uly,)v = TN(u?v,p) en I'y.

(3%) Calcular 22 = 3? — X)) i=1,p— 1, donde

ﬂo = (u?v,2‘F1’ u(I)V,2 IB3) u(I)V,4 I'z» u?\l,4‘r4’ T u?V,p‘Fp—l) :

(4’) Resolver en paralelo, para todo j < p — 1, los problemas armdnicos
—divo (R;(29_,,29)) = 0 en Q;,

17 %

0 0 _ 0

Rj(2]_1,23) = 2z enl;
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y
—divo (Ryzy_;) = 0 en €y,
szg_l = zg_l en '),
o(Rpzg 1)V = ’i‘N(szgfl) en I'y.

(5”) Calcular

p—1
Z <237 >peap + < T2 2 >pee
_a=1

(&) ’

p—1
Z < 7,6 >y + < 2,7 >1L2(Ty)]2
=1
donde
’YO = (0(R2(2?7 ZS))VQ|F1,O'(R2(Z?, Zg))l/2|F2: 0(R4(Zg: ZA(L)))V4|F37

O'(R4(Z§, 22))1/4‘1“4, R U(Rp(zgq))l/phpfl)

50 = (U(Rl(zga Z?))VI‘PU 0(R3(zga Zg))y?»‘Fw U(R3(ng Zg))yfi‘FS’ R
U(Rpfl(zg—m 22—1))’/1171 Ppess U(Rp—1(zg_ga 22—1))’/1;—1 |r,,_1) .
(6°) Actualizar A\’ mediante \] = \? + ap2),i=1,p— 1, y hacer w; =1, n = 1.

esolver en paralelo, para todo j impar, j < p—1, los problemas de Dirichle
1) Resol lel todo 7 i | < 1,1 bl de Dirichlet

) n _ .
—divo (uy;) = f enQy,
n _ n
uNyj — ]_1 €n P]_l 9
n _ n )
uy,; = )\j enl’;.

(2) Resolver en paralelo, para todo j par, j < p — 2, los problemas tipo Robin

—divo (uy;) = f en(y,
o(uy,)v; + Tuy,; = —o(uy,;)vj-1 + TAl, enljy,
o(uy;)v; + Tuy,; = —o(uy,;1)vj + TA} enTy
y
—divo (uy,) = f en ),
o(uy, v, + Tuy, = —o(u}, )vp-1 + TA); enTyy,

o(uy,)y = TN(u’]V’p) en ['y .
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(3) Calcular 2 = " — A\, i =1,p — 1, donde

" = (U olry, U o[y, WX alrs; UN ulrs, - - R I, ) -

(4) Resolver en paralelo, para todo j < p — 1, los problemas armdnicos
—divo (R;(z}_,2})) = 0 en €y,
Rj(z} ,,2;) = 2z}, enlj_,
R;(2" 4,27) = 2z} enly

J J

—divo (Rpz, ;) = 0 en )y,

n - n
Ryzy 1 = 2,4 enlpq,
n MmN n
o(Ryz, 1)v = T (Rpzy ;) enly.

(5) Calcular

p—1
D <2 >waap + < T2 >
=1

(6)) 1
Z <z, 08 >peop + <257 >uear)p
=1
y
p—1
Z <z57 >rerap + < T2z >mee)e
Wpip =1 — 1 p—1 w_n7
D<A AT Smarap + < T T Sparap
i=1
donde
’7” = (O'(RZ(Z?, Zg))l/2|I‘1, U(RQ(Z?, Zg))l/Q‘rz, O'(R4(2g" ZZ))V4‘P37
o(Ra(28, 21))valrys - - - o (Rp(2p_1) )1, 1)
y

0" := (o(Ru(zg, 27))vilry, 0 (Ra(25, 23) )vs|ry, 0 (Ra(2y, 25))valr,, - - -,
o(Ry_1(2p 3, 20 1))Wp-1lr,_a, 0 (Rp—1(2 2, 20 1)) Wprlr, ) -
(6) Actualizar \* mediante A7t = A" + w, 1 (ap2? + AP — AP, i=1,p— 1.

(7) Si algin criterio de convergencia especificado no se cumple, hacer n =n+1y
volver a (1).
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4.3 Extensién a problemas no lineales

4.3.1 El problema exterior no lineal

Sea D un dominio acotado y simplemente conexo en R? con frontera poligonal
I'p. Denotemos por €2; a la region anular limitada por I'p y otra curva cerrada
y poligonal I';. En lo que sigue se considera el problema exterior que consiste de
un material elasto—pldstico en €2y y eldstico lineal en la regién no acotada €2, :=
R?2 - {DUM}.

Como descripcion del material en €2;, se considera la ecuacion constitutiva de
Hencky—-Mises dada por (ver [48], [49])

1. ) -
0ij(u)(2) = [k(2) — 5 Az, G(u)(2))] 6 divu(z) + Az, G(u)(2))ei;(u)(z)
para todo x € 4, donde & : ©; — R es el bulk modulus, i : 2, x R™ — R es la
2

funcién de Lamé y G(u) := Z[e;‘j(u)]z, con e};(u) := e;;(u) — 3 d;; divu. Ademads,
ij=1
se supone que Ky fi son continuas y que fi(z,-) es continuamente diferenciable en
R™ para todo z € Q. M4s aun, se asume que existen constantes positivas ko, k1,
Mos 1Y peo tales que )
koéﬁ($)§k1 ‘v’erl,

po < iz, ) < 2k(z) V(z,m) €U xRY

i o _
pr < ffz,m) + 2 {a—nu(ﬂf,n)}ném V(z,m) € 2 xR,

Por otro lado, como descripcién del material en ()., se considera la ecuacién
constitutiva

oij(u)(z) == 2pe;j(u)(z) + Aé;;divu(z) VzeQ,,

donde A y u son las constantes de Lamé, las cuales satisfacen > 0y 3\ 4+ 2u > 0.
Entonces, dado f := (f1, f2) € [L*((1)]*, go € [H'*(Tp)]* y &1, &2 € [H*(T1)]?,
el problema exterior no lineal es: Hallar u; € [H'(Q1)]? y ug € [H}.(Q)]? tal que

N(u;) = f en Qy,

u = g enlp,
U —u = g1 €n Fl y
t_[ul] — t+[u2] = g9 €I Pl y (432)

—divo(us) = 0 en .,
w(z) = O(lz[ ), llzll = +oo,
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donde N := (N, Ny) es el operador no lineal definido por

M) = o { = g it Glaivaf + 3 il Glesw)

Ademds, las tracciones sobre I'y,

t [u] == (4 (), 7, (w))

t7u] = (6 (), 13 (u))

estan definidas por

_ 1 ~ . i 1 ~ 8UZ 1 ~ 8u
1] = s 3 A GOy f + 3 A G 2 + i G 2
' 0 0
+ o . i . u /LIIZ
t7(u) == A(divu)y; + pv o, +u 5

donde v; := (v{,v?) es el vector normal unitario exterior a I';.

Ahora, con el objeto de aplicar el Método de Han y Wu, introducimos una cir-
cunferencia I'y de radio R, centrada en el origen, tal que su regién interior contenga
a DUQ, y definimos por Q a la regién anular limitada por I'; y I'y. Entonces,
el problema exterior (4.32) se reduce al siguiente problema mixto sobre la regién
acotada Q := Q; U Qy: Hallar u; € [HY()]? y uy € [HY()]? tal que

N(u;) = f enQy,

u = gy enlp,
u —u; = g enly,
t7[w] —tt[u] = go enTy, (4.33)
—divo(uy) = 0 en Qy,
o(ug)y = T(uy) enTy,

donde v denota el vector normal unitario exterior a I'y y T es el operador DtN
basado en series de Fourier y descrito en la seccién 4.1.

Por otro lado, usando integracién por partes, obtenemos la siguiente formulacion
variacional de (4.33): Hallar u; € [H'(Q1)]? tal que u; =gy en T'p y uy € [H(2)]?
tal que

Ai(uy,v) = /Q f-vdz +/r t7[u]-vds Vve[Hr () (4.34)
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Ay(ug,v) + B(ug,v) = _/1“ tT[uy] - vds Vv e [H (D)), (4.35)

donde B es como en (4.5) y las formas bilineales A; : [H'(Q1)]? x [H'()]? > Ry
Ay i [HY(Q2)]? x [H(Q2)]? — R, estén definidas por

i(z,G(uy)(z))] divu; divvdz

N | —

Ai(uy,v):= [ [k(z) —

91

+ Z / (x, G(u1)(z)) e (wr) e;(v) dx

1,5=1

2

Ay(ug,v) = / [Adivuy divv + 2pu Z eij(ug) €;;(v)] dz
Q2

1,j=1

. /Q o(uy) : e(v) dz .

Sean gy € [H'(Q)]? y g1 € [H{(Q)]? extensiones regulares tales que go|r,, := 8o,
8ola, == 0y 81|, := g1. Por lo tanto, usando (4.34), (4.35) y definiendo la incégnita
global u € [Hf_ ()] por

u'—{ u; —go, en
llg—gl, GDQQ,

se obtiene la siguiente formulacién de (4.33): Hallar u € [Hy_(Q)]* tal que
A(u,v)+ B(u,v) = F(v) Vv € [Hf (P, (4.36)

donde
A(u,v) := Aj(u+go,v),

B(u,v) := Ay(u,v) + B(u,v)

F(v) ::/ f-vda;—{—/ g - vds — Ax(g1, V).
(91 Iy

Sea [-,-] la paridad dual entre [[H} (Q)]*]* y [H}, (€2)]>. Entonces, tomando en
cuenta (4.36), se define el siguiente problema no lineal: Hallar u € [Hy_ (Q)]* tal que

[Tu,v]=[F,v] Vvel[H (P2, (4.37)
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donde T : [H}_(Q)]* — [[HL, (Q)]°]* es el operador no lineal definido por
[Tu,v] = A(u,v) + B(u,v) Vu,ve€ [H (Q)

y F e [[H], (Q)]*]* es dado como sigue

[F,v] ::/ f-vdx—i—/ g vds— Ay(g1,v) Vv e[H (D]
Ql 1—‘1
Naturalmente, utilizando la forma bilineal By dada en (4.7), en lugar de B,
definimos el operador no lineal Ty : [Hf_ (Q)]* — [[Hf, (Q)]°]* por
[Tyu,v]:= A(u,v) + By(u,v) Yu,ve [HL(Q)),

donde
By(u,v) := Ay(u,v) + By(u,v) Vu,ve [H ()]

y se establece la sucesién de problemas aproximados: Hallar uy € [Hy (Q)]? tal que
[Tyuy,v]=[F,v] Vvel[H (Q). (4.38)
Por otro lado, puede escribirse que

(v, 2) Z/Q aij(z, e(v)(2)) eyj(z) () dz Vv,z € [Hy, ()],

1,j=1

donde a;; : O x R* - R, 4,7 = 1,2, son las aplicaciones no lineales dadas por

aij(z, @) == [k(z) — = iz, n(a))] 6 Zakk + iz, m(a)) i

k=1

l\DlP—‘

para todo (z,a) € Q; x Rty

n(e) ==Y {%’ - %5@' Zakk}

2,j=1
Ahora, para cada indice ¢,j = 1, 2, definimos los operadores de Nemytsky A;; :
[H'(Q)]? = L*(Q) por

A5(v)(@) = aiy (@, e(v + ) (@)

Ademds, extendemos los coeficientes a;; sobre todo 2, haciendo a;;(z,-) = 0 para
todo z € 2 — €2y, y observamos que

A(u,v) = Ai(u+ &, v) Z/ i (0) () e (v) (z) dz .

1,j=1
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A continuacién presentamos algunos resultados expuestos en [2], los cuales serdn
de utilidad en lo que sigue. En efecto, el siguiente Lema es necesario para verificar
la continuidad de los operadores de Nemitsky A;;.

Lema 4.3.1 La funcién a;;(-,«) es medible en Q para todo o € R* y a;;(x,-) es
continua en R* c.t.p. en Q. Ademds, existe C > 0 tal que |a;j(z, )| < C||a|| para
todo o € R* y c.t.p. en Q.

Demostracién. Ver Lema 4.1 en [2]. [

Los siguientes dos Lemas permiten establecer, respectivamente, la monotonia y
Lipschitz—continuidad de los operadores no lineales T y T .

Lema 4.3.2 Las aplicaciones no lineales a;;(x, ) tienen primeras derivadas parcia-
les en R* c.t.p. en Q. Ademds, existe C > 0 tal que

ZZ azgxaﬁk:lﬂzg>cz

i,k=1j,l= 1 i,j=1
para todo B := (B;;) € R*, a:= (aj) € R* y c.t.p. en Q.
Demostracién. Ver Lema 4.2 en [2]. [

Lema 4.3.3 Las aplicaciones no lineales a;;(x,-) tienen primeras derivadas par-
ciales en R* c.t.p. en Q. Las funciones %Maij(-,a) son medibles en ) para todo
a € R* y las funciones %Maij(x, -) son continuas en R* c.t.p. en Q. Ademds, para
cada 1,5, k,l = 1,2, existe C' > 0 tal que

0

<C Va€R4, Vel
Oorgy

—aij(z, @)

Demostracién. Ver Lema 4.3 en [2]. [

El siguiente resultado establece que las formas bilineales B y By son [HE ()]*-
elipticas. Ademas, permite controlar el error generado al usar un ntimero finito de
términos en las series de Fourier que definen la aplicacién T.

Lema 4.3.4 Existen constantes C1, Cy > 0 tal que
B(v,v) > O [[VIifaap: Vv € [Hr, ()P,
By(v,v) > Cy [Vl YV € [Hy, ()

. . Cy
|B(u,v) — By(u,v)| < WHUH[HI—I/Q(FN)]Z||V||[H1/2(FN)]2

para todo u,v € [H} (Q)]* y para todo | > 2.
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Demostracién. Usando el Lema 4.1.1 y el hecho que A, es [H}_(2)]*~eliptica, se
deduce que

B(V,V) = AZ(Vav) + B(V,V)
> AQ(Va V)
> Cy|IvIiE oy

para todo v € [H}_(2)]?. Claramente el mismo argumento es aplicable a By.
Finalmente, usando el Teorema 4.1.1, se tiene que

|B(U,V) - BN(uv V)| = |A2(U,V) + B(u7 V) - AQ(ua V) - BN(u7V)|
= ‘B(ua V) - BN(u: V)‘
Cy

< F”u“[m—l/z(rm}?||V||[H1/2(PN)]2
para todo u,v € [H}_(Q)]> y para todo [ > 2. Esto completa la demostracién. M
Los siguientes dos Teoremas establecen, respectivamente, la monotonia fuerte y
Lipschitz—continuidad de los operadores T y T y.
Teorema 4.3.1 FExiste C > 0 tal que

[Tu—Tv,u—v]>C|u-— v||[2H1(Q)]z

[TN'I.I - TNV, u— V] 2 C ||11 — v“[ZHl(Q)P
para todo u,v € [Hy (Q)]%.

Demostracion. Se sigue de la desigualdad de Korn y los Lemas 4.3.2 y 4.3.4.
Detalles son dados en la demostracién del Teorema 5.1 en [2]. |

Teorema 4.3.2 Existe C' > 0 tal que
||T11 — TV”[[HI(Q)]Z]* S C ||11 — v||[H1(Q)]2

ITyu — TNV||[[H1(Q)]2}* <Clu- V”[Hl(ﬂ)]2
para todo u,v € [Hp ().

Demostracion. Se sigue del Lema 4.3.3 y la desigualdad de Korn. Detalles son
dados en la demostracién del Teorema 5.2 en [2]. [

Teorema 4.3.3 Eziste un tnico u € [HE_(Q)]? solucidn de (4.37). Mds ain, existe
un tinico uy € [Hp ()] solucidn de (4.38).

Demostracion. Es consecuencia directa de los Teoremas 4.3.1, 4.3.2 y un resultado
cldsico en [48]. [
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4.3.2 Aproximacion discreta del problema no lineal

Al igual que en el caso lineal, definimos una triangulacién de € compuesta de
tridngulos rectos y curvos con el objeto de describir exactamente a la circunferencia
['y. En efecto, dado N € N, sea 0 =ty < t; --- < txy = 27 una particiéon uniforme de
[0,27] con tjpq —1t; = %’T para todo j = 0, N — 1. Ademés, consideramos z : [0, 27] —
[y como la parametrizacién de T'y definida por z(t) := R (cost,sint)T para todo
t € [0,27] y denotamos por 2; a la regién anular limitada por I'p y la poligonal
'y 7, cuyos vértices son z(t1), z(t2), ..., 2(tn). Mds atin, sea 7; una triangulacién
regular de (2;, compuesta de tridngulos 7 de didmetro h;, y se define

h:= sup h;.
T€T;,
Entonces, reemplazando cada tridngulo 7 € 7} con un lado sobre I'y ;. por el corres-
pondiente tridngulo curvo sobre I'y;, obtenemos a partir de 7;, una triangulacién 7,
de Q) compuesta de tridngulos rectos y curvos.

Sea 7 el tridngulo de referencia con vértices P; := (0,07, Py := (1,0)" y P; :=
(0,1)" y consideremos la familia de aplicaciones { F, } ,c7, tal que F,(7) = 7. Es decir,
si 7 es un tridngulo recto de Ty, entonces F;, es como en (4.20). Ahora, si 7 es un
tridngulo curvo con vértices Py, P, Ps, tal que Py = 2(t;_1) € Ty y P3 = 2(t;) € Ty,
entonces F estd dada en (4.21).

A continuacién, denotamos por P;(7) al espacio de polinomios de grado < 1
definidos sobre 7. Entonces, para cada triangulo 7 € 7}, se define

Py(1):={v:v= (JE) (DFE)do E* Ve P(?)},

donde JF, y DF, denotan, respectivamente, el Jacobiano y la diferencial de Fréchet
de la aplicacién F,. En virtud de lo anterior, definimos los subespacios de elementos

finitos
Hy:={v, €C(Q) :wp|, € P(1) Y7 CQ}

ﬁg:z{vheﬁh:vh=OenPD}.

Mas atin, se define
Hh = Hh X Hh

HY = A x AP
Usando lo anterior, consideramos el siguiente esquema discreto asociado a (4.38):
Hallar uy,, € Hy tal que

[TNuN,h: Vh] = [F,Vh] VVh € Hl(z] . (439)
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Es claro que el problema discreto (4.39) admite solucién tinica uy , € Hp. Ahora,

previo a estimar el error ||u — unp||(m1(q)2, se necesita el siguiente Teorema.

Teorema 4.3.4 Sean u y uy las unicas soluciones de (4.37) y (4.38), respectiva-
mente. Entonces, para todo | > 2, existe C' > 0 tal que

lu =yl @) < FHUH[HI—I/?(FN)P :

Demostracion. Usando la monotonia de Ty, el Lema 4.3.4 y el Teorema de trazas,
se deduce que

C||u—uN||[2H1(Q)]2 [Tyu— Tyuy,u— uy]
= A(u,u —uy) + By(u,u — uy)
—A(uy,u —uy) — By(uy,u — uy)

F(1~1 —uy) — B(u,u — uy)
+ By(u,u—uy) — F(u—uy)

< |B(u,u—uy) — By(u,u—uy)|
C

< F“u“[Hl—l/z(I‘N)]?”u - uN||[H1/2(rN)]2
C

<yl eoplle = aw oy -
Esto completa la demostracion. [ |

Teorema 4.3.5 Sean u y uy, las dnicas soluciones de (4.37) y (4.39), respectiva-
mente. Entonces, para todo | > 2, existe C' > 0, independiente de h, tal que

) 1
ool < © it o)+ sl

Demostracién. Se sigue del Teorema 4.3.4. Detalles son dados en la demostracién
del Teorema 5.5 en [2]. [

Teorema 4.3.6 Sean u y uy,, las Unicas soluciones de (4.37) y (4.39), respectiva-
mente. Entonces, para todo | > 2, existe C' > 0, independiente de h, tal que

C
lu — unllipr@p < Chllulliae)e + F”u”[Hl—lﬂ(l‘N)]? :

Demostracién. Se sigue del Teorema 4.3.5 y la estimacion |[v — Iv||giq) <
C h||v|| g2y para todo v € H*(R), donde I, : H*(2) — Hj, es el operador usual de
interpolacién (ver [7]). [
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4.3.3 El esquema de linealizacién

En lo que sigue se muestra la aplicabilidad del esquema de linealizacién para
problemas fuertemente monétonos, presentado en la secciéon 3.4.3, al problema no
lineal discreto (4.39).

Sea H := [H} (Q)]?. Entonces, en virtud de los Teoremas 4.3.1 y 4.3.2, observa-
mos nuevamente que el operador no lineal Ty : H — H* es fuertemente monétono
y Lipschitz—continuo, es decir, existen constantes positivas ay y My tal que

[Tyv,v—z]— [Tyz,v—z]>ay|v-1z|g Vv,zeH

||TNV — TNZ|

e < My|v—z|g Vv,zeH.

Notemos que, en particular, lo anterior es vélido para todo vy, z;, € H) C H.
Sea A: H x H — R una forma bilineal, simétrica, continua y H—eliptica, con
constantes M4 > 0y a4 > 0, esto es,

A

|A(,v)[ < My ||luflalvla Vu,veH

A(v,v) > au|v]|yi VveH.

Usando lo anterior, puede definirse la norma
Iv]|z = A(v,v)/? VveH
y observamos que
o vl < Ivle < My? vl VveH. (4.40)

A continuacién, definimos el operador discreto P : Hy — H}) donde, para todo
v, € Hg, Pv, € H,? se define como la tnica solucion del problema variacional:
Hallar Pvy, € H)) tal que

A(th,zh) = [TNVh,Zh] — [F,Zh] Vz, € H,(z . (441)

Noétese que P estd bien definido en virtud del Lema de Lax-Milgram. Con esto,
introducimos el operador discreto Ty, : Hy — Hjp dado por

Tovyi=vy,—pPv, Vv,€H),

donde p > 0 es un pardmetro fijo.
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Por otro lado, como consecuencia de los Teoremas 3.4.4 y 3.4.5, se deduce que
2ay o

el operador T, admite un tnico punto fijo en HY para todo p < pg := EVORVYOR
My M}

Ademés, dado cualquier u%;, € H}, la sucesién
k1 . k
uN,h - TLuN,h kaO,

es tal que

m
Juy, — uf ulle < ﬁ”u}v,h —ul,lle,

donde

2pany  pPPMEM4Y?
Mi4s atin, en virtud de (4.40), se tiene la estimacién

My ¥
[l = uialla < 4/ === llun, — uiulla- (4.42)

al—p

- |

Entonces, como consecuencia del Teorema 3.4.5 y (4.42), se define el siguiente
esquema iterativo de tipo lineal asociado a (4.39):

(0) Elegir un dato inicial u};, € Hy, un pardmetro p < po y hacer k = 0.

(1) Resolver el problema: Hallar 3* € H) tal que

A(,Bk,vh) = [TNul]cvyh,Vh] — [F,Vh] VVh € Hg .

. k . k+1 . k k . 7 . . .
(2) Actualizar u} j, mediante uy’, = uf , —p3*. Si algin criterio de convergencia

especificado no se cumple, hacer k = k + 1 y volver a (1).

A manera de ejemplo, si se elige la forma bilineal simétrica, continua y H-eliptica
A(u,v) := / o(u) :e(v)der VuveH,

Q
el esquema de linealizacion queda dado por

(0) Elegir un dato inicial u}, € Hy, un pardmetro p < po y hacer k = 0.

1) Resolver el problema: Hallar % € H? tal que
h

/ o(B*) : e(vy) dz = [Tyul,, vi] — [F,vi] Vv e H,.
o
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(2) Actualizar u% , mediante u’f\;’,} = u’fv,h — p 3. Si algtin criterio de convergencia

especificado no se cumple, hacer £ = k+ 1y volver a (1).
Finalizamos con el siguiente Teorema.

Teorema 4.3.7 Sea u € [H?*()]? la tnica solucién de (4.37). Entonces, para todo
[ > 2, existe C > 0, independiente de h y k, tal que

C
o —uipllime@p < Chllulpe@p + flullpe- ey

MA ,uk
T/ a—Aﬂ”u}v,h - 11(1)\/,11||[H1(Q)]2 .

Demostracién. Usando la desigualdad triangular se tiene que

lu—ufpllim@ye = lu—uwp+uny — il o

< Jlu = uvallpr e + oy = Wil @ -

Entonces, usando el Teorema 4.3.6 y (4.42) se completa la demostracion. |



Conclusiones y proyecciones

En esta Tesis se han presentado nuevos métodos para la solucion numérica de
problemas exteriores lineales y no lineales en Teoria del Potencial y Elasticidad.
Para problemas lineales, dos Métodos de Descomposicién de Dominio (DDM), ba-
sados en el uso de aplicaciones Dirichlet—to—Neumann (DtN), han sido establecidos.
El esquema D-FEM hace uso del Método de Elementos Finitos (FEM) para la
aproximacion discreta de los correspondientes operadores de Steklov—Poincaré. El
segundo esquema, denominado D-BEM-FEM, realiza esta aproximacién mediante
el uso combinado de FEM y el Método de Elementos de Frontera (BEM). En lo
que respecta a problemas no lineales, se ha presentado un esquema de linealizacién
basado en el uso de precondicionadores lineales.

Lo anterior muestra la posibilidad cierta de aplicar estrategias DDM a proble-
mas exteriores lineales y no lineales. En efecto, es posible definir precondicionadores
apropiados que permiten la obtencién de algoritmos paralelos de iteracién por sub-
dominios, con una convergencia independiente de h. También, se ha establecido la
factibilidad del uso combinado de aplicaciones DtN, FEM, BEM y DDM para la
soluciéon numérica de este tipo de problemas.

Como posible investigacién futura, se considera la extensién del esquema D-—
BEM-FEM a problemas exteriores en Elasticidad bidimensional. Junto a lo anterior,
se contempla la realizacién de experimentos numéricos para los algoritmos tipo D—
BEM-FEM vy los esquemas de linealizacion propuestos. Ademads, puede estudiarse
el diseno de precondicionadores alternativos, la utilizaciéon de métodos multinivel y
la extension de los algoritmos a otros modelos, tales como las ecuaciones de Stokes
y de Maxwell. Finalmente, se pueden ensayar otras técnicas de discretizaciéon como
la versién p o h-—p de BEM y FEM.
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