UNIVERSIDAD DE CONCEPCION

Departamento de Ingenieria Matematica
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

ESTIMADOR DE ERROR A POSTERIORI
PARA UN PROBLEMA DE ELASTICIDAD

TESIS PRESENTADA POR CINTHYA MACARENA RIVAS VALENZUELA
PARA OBTENER EL GRADO DE INGENIERO CIVIL,. MATEMATICO

PROFESOR GUiA: DR. RODOLFO ARAYA DURAN.

2014



Agradecimientos

Quisiera agradecer en primer lugar a mi familia, a mis padres Eliana y Sergio, a
mi hermano Nick y a mi esposo Marco, por su apoyo y amor incondicional durante to-

dos mis anos de estudio; a mis compateros y amigos por su ayuda durante este proceso.

Agradezco a mi profesor guia, Dr. Rodolfo Araya D. por su dedicacién, entrega y
paciencia que ha tenido durante este trabajo. También quisiera expresar mi gratitud
al Centro de Investigacién en Ingenierfa Matematica, CI?MA, por recibirme en sus

instalaciones.



Indice general

10

10

12

15

20

22

22

29

31

41



Indice general

43

55

o6

99

62

62

67

70

71

74

76

80



Indice de figuras

6.12. Malla inicial, 75 elementos. Malla adaptada 1526 elementos. Solucién e

isovalores de la primera componente de la velocidad. . . . . . . . . . ..




Indice de figuras )

6.14. Malla inicial. 220 elementos. Malla adaptada, 15709 elementos. Solucién

e isovalores de las componentes de la velocidad. . . . . . . .. ... .. 73




Indice de cuadros

|6 1. Frror del métodopara A=1y =10 5] .................. 65




Capitulo 1

Introduccion

El Método de Elementos Finitos (MEF) es uno de los més utilizados para la resolu-
cién de ecuaciones diferenciales, que surgen de problemas de ingenieria o ciencias. Es un
método numérico que permite obtener una aproximacion de la soluciéon de problemas

de contorno gobernados por ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales.

El MEF consiste en particionar el dominio donde esta planteada la ecuacién diferen-
cial, y se aproxima la solucién de la ecuacién diferencial (dada en su forma débil) por
una funcién que restringida a cada triangulo (2D) o tetraedro (3D) es un polinomio de
grado fijo, con el propdsito de ir mejorando la aproximacién a medida que la particion

se hace més fina.

Los MEF mixtos nos permite introducir variables adicionales, motivadas por algin
interés fisico o matematico, como es en el caso de las ecuaciones de la elasticidad, donde
la presion es introducida como una nueva incégnita para ser aproximada simultanea-

mente con el vector de desplazamientos.

Los MEF mixtos utilizan espacios diferentes para aproximar variables diferentes,

sin embargo, estos espacios no pueden escogerse de manera independiente, pues deben

8



Capitulo 1. Introduccion 9

satisfacer la condicion inf-sup.

Dentro de los espacios més utilizados del MEF son del tipo P? para el desplaza-
miento y Py para la presion, es decir, aproximamos el desplazamiento y la presiéon por
funciones continuas y P; a trozos. Estos espacios tienen la ventaja de ser faciles de
implementar computacionalmente. Sin embargo los espacios discretos utilizados para el
esquema de Galerkin del problema de elasticidad linealizada no satisfacen la condicion

inf-sup, con lo cual sera necesario estabilizar el método.

La estabilizacién consiste en introducir un término extra a la formulacién que
regularice el problema, asegurdandose un buen planteamiento de la solucién discreta.
Los métodos de elementos finitos estabilizados han sido utilizados por més de 20 anos,
comenzando por los llamados Streamline Upwind Petrov Galerkin (SUPG), introduci-
dos por Brook y Hughes B], estan también los llamados Galerkin Least Squares (GLS)
introducidos por Hughes, Franca y Hulbert.

Para verificar que la solucion numérica encontrada a través del MEF es cercana a la
solucién exacta del problema, es fundamental el andlisis del error de aproximacién. Las
estimaciones de error se dividen basicamente en dos tipos: las a prior: y las a posteriori.
Las primeras tienen como objetivo demostrar la convergencia del método, obtener el
orden del error y determinar de que depende el error. En cambio, las estimaciones de
error a posteriori tienen como objetivo dar informacién cuantitativa del error y son la

base de los métodos adaptativos o de refinamiento automatico de mallas.

En la presente memoria se desarrollard, de forma tedrica y computacional, un esti-

mador de error a posteriori aplicado al problema de elasticidad linealizada.



Capitulo 2

Notaciones y resultados

preliminares

2.1. Espacios de Sobolev

Dado un abierto Q de R%, (d = 2 o 3), C®(Q) denota el espacio de funciones
infinitamente diferenciables definidas sobre €2, a valores reales. Para cada ¢ € C>(Q)

definimos su soporte por

sop(p) = {r € Q= p(x) # 0}.

Ademas, introducimos el espacio de funciones

Coo(2) :={p € C(Q) : sop(y) es compacto y sop(p) C Q}.

Definimos el espacio

L*(Q) = {u Q=R / lu|*dz < +oo}
Q

10



Capitulo 2. Notaciones y resultados preliminares 11

provisto del producto escalar

(u,v)p.q = / wvdr, Yu,ve L*Q).
Q

Se sigue que la norma || - [lo.o : L*(Q) — R estd dada por

1/2
|ulloq = {/ |u|2d:)3} . Yue L}Q).
0

Por otro lado se denota por L3(£2) al espacio
LY(Q) = {u c L*(Q): / udr = 0} .
Q

Dada v € L?*(Q), para 1 < i < d decimos que av € L*(Q) en el sentido distribu-
&£y

cional, si existe z; € L*(2) tal que

/ 0 dx—/z,apdx, Ve Cy® ().

v

)

En este caso, escribimos = z.

Definimos también el espacio de Sobolev

HY(Q) := {u € L*(Q) : gx € L*(Q) en el sentido distribucional, V1 < i < d} :

el cual es un espacio de Hilbert provisto del producto escalar
(u, )10 = (u, )00 + (Vu, Vo)og, Yu,ve H ().
Se sigue que la norma || - ||1.o : H(©2) — R estd dada por

W2 Yue HY(Q)

lullie = (lullgo + [uli o
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donde |uly o := || Vul|on es una seminorma.

Ademas, introducimos los espacios
Hy(Q) :={u € H' () : ulsg = 0 en el sentido de trazas},

Ht () :={uec H'(Q) : ulr, =0 en el sentido de trazas}.

2.2. Resultados de existencia y unicidad

Sea H un espacio de Hilbert real con producto escalar (-, )y, B: H x H — R una
forma bilineal acotada y sea F' € H', donde H’ corresponde al espacio de los funcionales
lineales y acotados sobre H. Consideremos el siguiente problema variacional: Hallar
u € H tal que

B(u,v) = F(v) VveH. (2.1)

Teorema 2.1 (Lema de Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y B : H x H — R

una forma bilineal tal que

a) B es acotada, es decir, existe una constante M > 0 tal que

B(v,w) < M|jv| g||lw||g, Vv, we H.

b) B es H-eliptica, es decir, existe una constante o > 0 tal que

B(v,v) > alvly, VveH.

Entonces, para F € H', existe un unico u € H solucion de (2.1)). Ademds

1
Jullz < =1 F[ .
(&%

Demostracion. Ver Teorema 1.1.3 en da] O
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Sea () otro espacio de Hilbert y sean a : H x H — R, b : H x Q — R dos
formas bilineales acotadas. Dados F' € H', G € (', consideremos el siguiente problema

variacional: Hallar (u,p) € H x @ tal que
a(u,v) +b(v,p) = F(v) Vv e H,

bu,q) = Glqg) VYqeQ. (2.2)

Introducimos los operadores lineales B: H — Q' y B : Q — H’, definidos por
(Bv,q)oixq = (0, B @) mxm = b(v,q), YveH, VqgeQ.
Teorema 2.2 (Teorema de Babuska-Brezzi). Sea V' := N(B). Suponga que
a) a es V-eliptica, es decir, existe una constante positiva o tal que

a(v,v) > a|v|3 VYveV.

b) Existe una constante positiva B tal que

[b(v, 9)|

sup
ver vl
v#£0

> Bllale YaeQ

Entonces, para cada (F,G) € H' x Q' existe un unico (u,p) € H X Q solucion de
22). Ademas existe una constante positiva C > 0, que depende de o y 3, tal que

[ullz + llplle < CUF(a + [1Gller)-

Demostracion. Ver Capitulo 1, Corolario 4.1 en @] O

Observacion 1. La condicion b) del Teorema de Babuska-Brezzi es conocida como

condicion inf-sup, debido a que ella se puede escribir como:

b q
inf sup 7||| H(U’H )||| > 3.
€Q 4 v q
‘[11 5 ve[(;] H Q
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En algunas aplicaciones, en particular en materiales casi incompresibles, se requiere
una formulacién més general que la del problema (2.2)). Entonces introducimos una
nueva forma bilineal acotada ¢ : @) X ) — R, y consideramos la siguiente extensién del
problema ([2.2): Hallar (u,p) € H x Q tal que

a(u,v) +b(v,p) = F(v) Vv e H,
b(u,q) —clpg) = Glg) Vqe (2.3)

Denotamos por C : Q@ — Q' el operador asociado con la forma bilineal ¢, definido

por

<CQ>T>Q’XQ = C(Q>T)a \V/Q> re Q

Teorema 2.3. Suponga que

a) a es semidefinida positiva, esto es

a(v,v) >0, YveEH,

b) ¢ es semidefinida positiva y simétrica,

c) el rango del operador B es cerrado en ', esto es, existe una constante positiva kg

tal que
b(v,
(v,9)

ver |[0]lu

= kOHQHQ/KerB’ Vqe Q/KerB,,

d) a es invertible sobre el KerB3, esto es, eriste una constante positiva ayg, tal que

wf sup Mo0) o
woEKerB o ciers ||Uo || ||vol|

) a(uo, vo)

inf sup Qp,

weKerByoererB |[Wollm||vollm —
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e) Eriste una constante positiva o tal que Vp € (KerB)*t y¥é > 0, la solucién
po:=p—p€ KerBB de la ecuacion

d(po, q)q + c(po,q) = —c(p,q), Vaqe KerB,

es acotada por

Yollpolle < [Plle-

Entonces para todo F' € H' y todo G € ImB, el problema ([Z3)) tiene una solucion
(u,p), que es unica en H x QQ/M, donde

M = KerB N KerC.

Demostracion. Ver Capitulo 2, Teorema 1.2 en M] O

2.3. Discretizacién por elementos finitos

Sea Q C RY (d = 2 o 3) un dominio abierto acotado, conexo y con frontera
poligonal. Una triangulacién 7, de Q es una particién de Q en tridngulos (d = 2) o
tetraedros (d = 3) K tales que:

LYKEeT,: K#0

2. VK1, Ky € Ty, K; # K se tiene que I%l N I%2 =0

3. VK1, Ky € Ty, K; # K5, entonces su interseccion K; N K es:

(1) vacfa, o un vértice comun, o un lado comin de ambos tridngulos cuando
d=2;

(11) vacia, o un vértice comun, o un lado comin, o una cara comun de ambos

tetraedros cuando d = 3.
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Para K € 7T, denotemos por hx al didmetro de K
hy := diam(K),
por pg el didmetro del circulo (esfera) inscrito en K
px = sup{diam(S) : S circulo (esfera) incluido en K},
y por o al cociente

PK

OK .

También denotaremos por h al didmetro de la triangulacion T, de €, es decir,

h := max hg.
KeTy,

Definicién 2.4. Sea {Tp}n>0 una familia de triangulaciones de Q. Diremos que ella

es regular si existe una constante o > 0, independiente de h, tal que:
ox <o, VK €T, Vh.

Definicién 2.5. Sea {T;}n~0 una familia de triangulaciones de Q. Si d = 2 diremos
que ella satisface una condicion de angulo minimo, si existe una constante ag > 0,

independiente de h tal que
Qg > Qp, VKGE, Vh,

donde o es el angulo minimo de K.
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Observaciéon 2. Esta definicion puede ser extendida al caso d = 3. Llamaremos por
angulos diedros los dngulos entre dos caras de un tetraedro, y por angulos sélidos
los dngulos entre dos de sus lados. Entonces cuando d = 3, diremos que la familia
de triangulaciones satisface una condiciéon de angulo minimo, si existe una constante
ag > 0, independiente de h tal que para todo T, € {Th}n=0, para todo tetraedro K € Ty,

y para cualquier dngulo diedro o solido o de K
a > Q.

Observacién 3. Se puede probar que una familia de triangulaciones {Ty }n=o de Q es
reqular st y solo si satisface la condicion de dngulo minimo. De aqui, es claro que si
{Tn}n>o0 es regular, entonces dado un nodo de Ty, existe una constante positiva que

acota uniformemente el nimero de elementos de T, que comparten dicho nodo.

Sea {7, }n>0 una familia regular de triangulaciones de ) y sea Tj, un elemento de la
familia, denotemos por &, al conjunto de todos los lados (caras) de 7}, con la divisién
usual &, = Eq U En U Ep, donde &g, Ey v Ep denotan los lados (caras) interiores, los
lados (caras) en la frontera con condiciéon de Neumann I'y y los lados (caras) en la
frontera con condicién de Dirichlet I'p, respectivamente. También denotaremos por Ny,
al conjunto de todos los vértices de 7;, con la division usual N, = Ng U Ny U Np,
donde Nq, Ny v Np denotan los vértices interiores, los vértices en la frontera con
condicién de Neumann I'y y los vértices en la frontera con condiciéon de Dirichlet I'p,

respectivamente.

Para K € 7T;, denotemos por hg := |E|, E € &,. También denotamos por N(K) al
conjunto de todos los vértices de K, por N(F) al conjunto de vértices de E,y por E(K),
el conjunto de lados de K. También para K € T, y E € &, definimos las siguientes

vecindades:

E(K)NE(K)AD N(K)NN(K")#0
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= |J K |, @p:= Uy x

EcE(K') N(E)NN(K")#0

- U w

zeN(K')

Dado un lado (cara) E € &, le asociamos un vector unitario ng que es ortogonal
con E y que coincide con el vector normal a 99, si E C 0. Sea ¢ € L*(wg)? tal que
élx € C(K")4, para todo K' € wg. Definimos el salto de ¢ sobre E por:

[o]e(x) := tl_i)r(& o(r+tng) — tl_i)r(g ¢(r+tng), VYrekFE.

Definicién 2.6 (Funciones Burbujas). Sea K € Ty, definimos la funcion burbuja ele-

mental by por:

b = (d+ 1) T .

zeN(K)
donde N\, denota la coordenada baricéntrica asociada al nodo x, es decir, A\, es iqual

a 1 en x y se anula en los otros vértices. Sea K el tridngulo (tetraedro) de referencia.

Denotemos a los lados (caras) de K por Ej, conl<j<d+1.

Definimos la funcion burbuja del lado (cara) E\g, bg,, por:

ddj\lj\g, ZL’G[?
be, (@) = { 0 e.o.c

Sea E € Eq y supongamos que wg = K1 U Ky, entonces deﬁm’mos Ggi,1=1,2, la
transformacion afin que preserva la orientacion tal que Gp (K ) K, yGg,(E)=FE,

i =1,2. Definimos la funcién burbuja del lado (cara) E por:

b/\ OG y xEKi,izl,Q,
belr) = { 0 " e.0.c

St E € EpUEn, be se define con las modificaciones obuias.
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Cuando d = 2, sea 11 el hiperplano definido por Il = {(z,0) : x € R} y cuando
d = 3, sea la recta II := {(2,0,0) : z € R}. Sea @ ‘R la proyeccién ortogonal de
R? en II. Introducimos el operador de levantamiento ]3@ . Po(E) = Py(K) por

P:(3)=50Q VsePyE).
Aqui P, denota el espacio de los polinomios de grado a lo més k.

Sea F € &, v sea K; C wg, definimos otro operador de levantamiento
Pg i, - Pi(E) — Py(K;) por

Pr.(s) = Pg(s0Gp,) 0o Gzl V5 e Py(E).

Con estas notaciones, podemos definir un ultimo operador de levantamiento
PE : ]P)k(E) — Pk(wE) por

o Pg i, (s) en K
Pg(s) = { Por(s) en Ko , Vs ePy(E). (2.4)

Para s = (51, 89) € P? (8 = (81, 82, 83) € P}), denotamos

P(S) = (PE(Sl), PE(SQ)), sid= 2,
P(s) = (Pg(s1),Pr(s2), Pe(s3)), sid=3.

Teorema 2.7. Sean K € T, yv € Pi(K), entonces existen constantes positivas Cy y

Cy independientes de h tales que
[ollp k< Ch(v, bgv)ok, (2.5)

[vbk o, < Cahit[|v]]ox- (2.6)

Ademds, sean E € &, y s € Pi(E), entonces ezisten constantes positivas C3 y Cy

independientes de h tal que
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Isll5. < Cs(s,bes)o,k (2.7)
|P(s)bellos < CohlIsllop- (2:8)
Demostracion. Ver Teorema 19 en B] O

2.4. Operadores de Interpolaciéon

Sea H := H%D, denotemos por Hj al subespacio de dimension finita de H definido
por:
Hy, = {peCQ)?: y|x €P(K)!, VKT, }NH.

Para cada nodo interno z;, 1 < ¢ < N de la triangulacién, asociamos la funcion

base ¢; € Hj, de modo que
L, j=1,
i\Tj) =
©i(7;) { 0, j+£i.
Definicién 2.8. Definimos el operador de interpolacion de Lagrange, como la apli-
cacion 11, : C(Q)¢ — Hy,, definida por
N
My ==Y v(w:)p:. (2.9)
i=1
Teorema 2.9. Para todo K € T;, y todo v € H*(K)*UC(K)4, existe una constante
positica C' independiente de h tal que
|’U - Hh'v|r,K S Chi{’“\v\&;{ (210)

con 0 <r<2ymax{r,1} <s<m+1.

Demostracion. Ver Teorema 3.1.6 en da] O
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Ahora presentamos otro operador que puede ser definido para funciones menos
regulares que H2(Q)¢. Sea u € L?(2)¢. Denotaremos por Il,u € Hj a la proyeccién

ortogonal L?(w,)? de u sobre Hj, es decir
/ quvdx:/ uvdr, Vv e Hy.

Definicién 2.10. Definimos el operador de interpolacion de Clément, como la apli-
cacién I, : L*(Q) — Hy, definida por

(II,u)(z), € NqU Ny
(Ihu)(r) =
0, x € Np.
Lema 2.11. Sea K € T,, E € &, y uw € H. Entonces existen constantes positivas
C1, Cs y Cs, independientes de h, tales que

||'u,—Ihu||0,K S ClhK|’U,|1@K (211)
lu— ullos < Cohyl*|uliz, (2.12)
[Thull10 < Csllull1o (2.13)

Demostracion. Ver Lema 1.127 en dﬂ] O
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Problema Modelo

3.1. Problema homogéneo

Consideremos el problema de elasticidad linealizada:

Hallar uw : Q — R? tal que

—dive(u) =f en Q
(E) u =0 en I'p

olu)-n =g en Iy,

donde € es un subconjunto, abierto, conexo, acotado, de frontera poligonal (poliédrica)
de RE T =TpUTlN, [Tp| >0y TpNTy =0, f € L2(Q)? g € L*(T'y)?, n es el vector
unitario normal exterior a I'; A\, u € R son los coeficientes de Lamé del material que

ocupa el dominio €2, y donde el tensor de esfuerzos o tiene la forma
oii(u) :=2pe;(u) +A(V-u)d; 1<i,j<d,

aqui €;;(u) son las componentes del tensor de deformaciones linealizado, las que estan

definidas por

22



Capitulo 3. Problema Modelo 23

1
gij(u) := 5(&’% + 0ju;) 1<,7 <d.

Observacién 4. Los coeficientes de Lamé caracterizan por completo el comportamiento
eldstico de un material. Otro par de parametros constantemente usados son el modulo
de Young de elasticidad E y el coeficiente de Poisson v. Estos pares de constantes se

relacionan entre ellos por las ecuaciones:

A A+2
po N ponBAF2
2N+ p) A+
E E
>\: v M:

(1+v)1-2v) 2(1+v)

La formulacién variacional estandar asociada a la ecuacién (E) esta dada por:
Hallar w € H := H}_(Q)* tal que

A(u,v) = G(v) Vv e H, (3.1)
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donde

A : HxH-—=R

Alu,v) = /Qa(u):s('v)dx

G : H—R

G(v) = /Qfmd:c—i—/FNg-vds.

(3.2)

(3.3)

Es conocido que la formulacién (B]) presenta problemas cuando el material es

casi incompresible pues en ese caso A se acerca a +o00. Para tratar esto, existe una

formulacién mixta del problema (E), la que permite considerar tanto el caso compresible

como el incompresible. Para ello se introduce una variable auxiliar p, denominada

presiéon hidrostatica en el caso incompresible, definida por

p:=—-AV-u,

con esto las componentes del tensor de esfuerzo o (u) quedan dadas por

aij(u7p> =2u 5z'j(u) - p(sij

Luego el problema diferencial (E) puede ser escrito como:

Hallar w: Q2 — R? y p: Q — R tales que

—2pdive(u)+Vp =f
p+AV-u =0

u =0

{2ne(u) —pIin =g

(Em)

Multiplicamos la primera ecuacién por v € H,

en

en

en

en

o)

I'y.
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[2udivetw +vp) vdr= [ fvds
Q Q

/52(2/#5(“) —pl) : e(v) dx — /89(2,u5(u) —pl)n-vds = /Qf ‘v dx

2u/ﬂ€(u):as('v)al:z:—/QpV-'val:)sz/ﬂf-'valx%—/F g-vds.

Multiplicamos la segunda ecuacién por g € Q := L*(2)

1
—/qV~udm——/pqu:O.
Q AJa

Asi, la formulacién mixta asociada al problema (Em) estd dada por:

Hallar (u,p) € H x Q := H} () x L*(Q) tal que

a(u,v) +b(v,p) = Gv) Yve H
b(u,q) —clp,q) = 0 Vqgeq,

donde las formas bilineales a, b y ¢ estan dadas por:
a : HxH—=R

a(u,v) = ZM/Qe(u):s('v)d:)s

b HxQ—R
b(v,q) = —/qV~vdm
Q

c : QxQ—-R
c(p,q) = 6/pqd:r,
Q

con € := 1/\.

(3.4)

(3.5)
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Observacién 5. Definiendo
(HxQ)x(HxQ)—R

B((u,p), (v,q)) = a(u,v)+b(v,p)+b(u,q)
2u(e(u),e(v))oo — (V-v,0)00 — (V- u,q)o0 — €, qoq,

B
- C(pa q)

F : HxQ@Q-—R

F(v,q) = G(v)
= (f.v)oo+(9,9)ory,

la formulacion variacional [B3.4) se puede escribir como:

Hallar (w,p) € H x Q := H{_(Q)? x L*(Q) tal que

B((u,p), (v,q)) = F(v.q)  ¥(v,q) € HxQ.

Para demostrar la existencia y unicidad de la solucién de la formulacién mixta (B.4),
necesitamos el siguiente resultado:

Teorema 3.1 (Desigualdad de Korn). Eziste una constante C > 0, que depende de €2,

tal que
Vv e H.

Cllvlle < lle(v)lloo;

Demostracion. Ver Teorema 3.77 en dﬂ]

Verifiquemos que tanto las formas bilineales a, b, ¢ y el funcional lineal F' satisfacen

las hipdtesis del Teorema

= Las formas bilineales a, b y ¢ son acotadas. En efecto, sean v, w € Hyp, q € Q,
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la(v, w) 2ulle(v)o.alle(w)lo
2C plv)ralwlio

2C pljv]ellw||1a,

VARVAN VAN

IPllo.0llV - vllo0
Callplloelvlio
Collplloellvllie;

IAIAIA

A

le(pg)| < llpllo.cllgllo.c-

= ¢ es semidefinida positiva. En efecto, sea v € H

a(v,v) = 2ulle(v)[5q > 0.
= ¢ es semidefinida positiva y simétrica. En efecto, sean ¢, r € )

c(q,q9) = ellqlg o = 0,
C(qa T) = E(qa T)O,Q - E(T, q)O,Q - C(T, q)

s Veamos que el rango del operador B es cerrado en ()'.

Notemos que B :=div: H— Q y B := -V : Q — H~}(Q)¢, entonces

KerB = Ker(—V) = {q € Q : q es constante sobre Q} .

Seaq € Q/KerB', como L3(2) puede ser identificado isométricamente con L*(Q) /R,
y el operador divergencia es un isomorfismo de V+ en L3(Q2) (ver Corolario 2.4
en [§]) con V :={v € H}(Q)? : Vv =0}, se tiene que existe un tnico v, € V+*
tal que

Veovg=q vy lvgllie < Gsllglloe

donde C'5 es una constante positiva que depende de €. Ahora usando el hecho
que H}(Q)* C HE (Q)?, tenemos
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b b V- 2 2
sup I(v,q>|2 [b(vg, @) _ ( mﬂmh:mmﬂz|wm ~ kollglloo,
ver—{o} ||?][1.0 |vgll1,0 |vgll1,0 lvglle — Csllalloq

donde kg := c% > 0.

= ¢ es invertible sobre el KerBB. Notemos primero que a es H-eliptica. En efecto,

sea v € H, usando la desigualdad de Korn,
a(v,v) = 2ule(v)ll5q = 2Cuu|v| o

Entonces, usando que a es H-eliptica y simétrica, tenemos que a es invertible
sobre el KerB.

= Sean p € (KerB)* y 6 > 0, entonces la ecuacién

5(po,@)q + c(po, ) = —c(p.q), Vg€ KerB,

se reduce a
(0+€)(po,q)on=0, Vge KerB/,

de donde py = 0. Asi para cualquier v > 0, ollpollo < ||Plo-
s (G es acotado. Sea v € H,

G)l < [ fllosllvlloa+lglorylviory
(I fllo.c +ligllory)lvloq-

IN

Por lo tanto, del Teorema 23] la formulacién variacional mixta (3.4) tiene una

solucién (u, p), que es tnica en H x ()/M, donde

M = KerB N KerC.

Como en nuestro caso KerC = {0}, entonces M = {0}, por lo tanto, la formulacién

variacional mixta (3.4]) tiene una solucién (u, p), que es unica en H X Q).
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Observacién 6. Notar que cuando el material se acerca a la incompresibilidad, es
decir cuando N — 400, se tiene que € — 0 lo que no representa un problema para la

formulacion variacional mixta ([B4).

Observacién 7. La condicion inf-sup, aun cuando sea vdlida en el caso continuo,
no necesariamente es verdad (con una constante B independiente de h) en el caso
discreto, lo que impone una restriccion a la eleccion de los subespacios discretos para

el desplazamiento y la presion.

3.2. Problema no homogéneo

Consideramos ahora el problema de elasticidad con condiciéon de Dirichlet no nula:
Hallar u : Q — R? tal que

—dive(u) =f en Q
(E2) U = up en FD
oclun =g en D'y,

donde up € HY3(I'p)?, f € L*(Q)?y g € L*(Ty)?.

Siguiendo el mismo andlisis anterior, puede probarse que la formulacién variacional
estd dada por: Hallar (u,p) € H(Q2) x L*(Q) tal que u =up en I'p y

2u/a(u):s(v)dx—/pV~vdx = /f~'vdx—|—/ g-vds V’UEH%D(Q)
Q Q Q I'n

1
—/qV-udx——/pqu = 0 Vq € L*(Q).
Q Ao
(3.8)
Como en este caso no podemos aplicar el teorema que nos asegura existencia y unici-
dad, se considera un elemento up € H'(2)? tal que up = up en I'p. La existencia de
tal up esta garantizada por el Teorema de Trazas. Introduciendo una nueva incognita

U :=u — Up, observamos que w € Hf (), y luego (B) es equivalente a:
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Hallar (w,p) € Hp () x L§(Q) tal que

a(w,v) +b(v,p) = G(v)—a(up,v) Yve H ()

~ R (3.9)
b(w,q) —c(p,q) = b(up, q) Vg € L*(),

donde a, b, ¢ y G son los mismos que definimos en ([B.3]), B.6), B1) y (B3] respecti-
vamente. Utilizando los resultados ya demostrados para las formas a, b, ¢ y aplicando
nuevamente el Teorema (2.3), conluimos que (B.9) tiene una tinica solucién w € Hp_(€2).

Asi, u := u + up es la tnica solucién de la formulacién (3.
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Sea {7, }rh>o una familia de triangulaciones del dominio Q v sea T, un elemento de
la familia compuesta de triangulos (d = 2) o tetraédros (d = 3), y sean Hy, y @, los

espacios de elementos finitos dados por

Hy, = {vn € CXQ)" : wplx € PL(K), VK €T} HE (Q)
Qn = {thCO(Q) : qh|K€Pl(K), VKGE}QLz(Q)

Esta eleccién particular de espacios discretos Hy, y @, con m y [ arbitrarios, no
satisface necesariamente la condicién inf-sup en el nivel discreto, por lo que necesita-
mos realizar algunos cambios para recuperar la estabilidad del esquema. Para ello, el
método de elementos finitos que se usard en la presente memoria, es el método estabi-

lizado introducido por Franca y Stenberg en H], considerando [ = 1, el cual consiste en:

Hallar (up, pn) € Hp X Qy, tal que

B ((wn, pn), (0n, qn)) = Fr(vn,qn)  Y(vn,qn) € Hy X Qn, (4.1)

donde la forma bilineal B, y la forma lineal F;, estan dadas por:

31
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B ((wn,pn), (0, an)) == B((wn,pn), (vn, 1))

— Z T (—=V - e(up) + Vpu, =V - e(vy) + Van)o k
KE%L

Fr(vn,qn) = Fvnq)— Y & (£, =V - e(vn) + Van)ox,
KeT,

donde el parametro de estabilizacién 7 estd dado por

2
- hK
TK ‘— & y

con a > 0, B y F definidos en la Observacion

Observacién 8. En este capitulo usaremos las letras C, Cy, C1, Cs, ... para denotar

constantes positivas independientes de h y .

Para resultados posteriores, ocuparemos las siguientes desigualdades inversas.

Teorema 4.1 (Desigualdades Inversas). Sea K € Ty, y € Ezisten constantes positivas

C1 y Cs, independientes de K tales que

CrhgVallox < lallox, (4.2)
Cohi ||V - e(@)lox < [le(@)llox-
para todo q € Hj,.
Demostracion. Ver Lema 1.138 en dﬂ] O

Introduciremos la abreviacién | - |, para la semi norma definida sobre @Q:

1/2
lqln = <Z TK||VQ||(2),K> : (4.3)

KeTy
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Usando el Teorema [4.1] obtenemos las siguientes desigualdades inversas:

1/2
qnln = (Z TK||VQh||3,K>

KeTy,

1/2
(6%
< (v —uqhuzK)
(KeTh puc

C
< ﬁHQhHO,Qa YV, € Q. (4.4)

1 _
IR ANECB S 5H€('vh)||8,;< <Crille(w)llbe: YV on € Hy (4.5)
KeTy KeTy

Veamos que B, es una forma bilineal acotada.

Lema 4.2. Eziste una constante positiva C, tal que para todo (v, qn) € Hp X Qp y
(wn, ) € Hy x Qy, se tiene

1/2 1/2
B ((vn, qn), (wn, 1)) < C([loalliq + (e + Dllanllze) " - (lwallf o + (e + Dlirallge)

Demostracion. Sean (v, qn) € Hp X Qn y (wp, 1) € Hp, X Qp,

B ((vn, qn), (wh,741))
= 2u(e(vp), e(wp))oa — (qn, V- wr)oa — (rh, V- v1p)oa — €(qn, Th)o0
= > Tk(=V -e(vy) + Vau, =V - e(wy) + Vra)ox
KeT,,
< 2ulle(vn)lloalle(wn)lloq + lanlloollV - walloo + [[7rlloollV - villo

+ellanlloalrallon + Y mxll = V- e(0n) + Varlloxll — V - e(ws) + Vryllox
KT,

1/2
< C (th!lig + > V- e@n)§x + e+ Dlanlg e + \%\i)

KeTy

1/2
: (H’wh!l?,n + 3 |V - e(wn)§x + (e+ Dliralli e + Wi) :
KeTy,
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De la ecuacion (.3

Y &IV -e(n)lsk < Cle(wa)lisn < Clloall g,
KeTy

entonces, finalmente aplicando ([@4]) queda demostrado. O

Para demostrar la estabilidad del método, necesitamos el siguiente resultado:

Lema 4.3. Ezxisten constantes positivas C1, Cy tales que

Vv, q
sup VOB 5 oo~ Collaalln Yan € Qn. (4.6)
'Uhilgh thHl,Q
v

Demostracion. Sea g, € ()p,, primero escribimos ¢, como g, = G, + ¢}, con

1
= — | qnd.
i \Q\/gqh !

De donde ¢} = ¢, —q,, € L(9), pues / q; dz = 0. Luego existe un w € H}(Q)? no

Q
nulo, tal que V- w = ¢; y Csl|w||1.0 < ||g; o, ast

(V T w, qh)O,Q = (V ' quh)o,ﬂ + (v Tw, q;)O,Q .

Pero integrando por partes
(V ' waqh)O,Q = (w7 VQh)O,Q + (’U) ' nvah)o,aﬁ = 07
de donde

(V-w,gn)on = (V-w. g = (6. dh)oe = 16350 = Cslwliallgllos



Capitulo 4. Formulacion Discreta

35

Sea Iw € Hy N HE(Q)? el operador de interpolacién de Clément de w. Usando los

resultados del Lema 217y el hecho que la malla es regular, obtenemos

1/2
( D Ew—Lwlfg+ D hyp'fw - Ih’wllo,E>

KeT, Ee&q
1/2
< Cy <Z lw|fze + > H’LUHf,aE> < Cyflwlr0
KeTy, Eeé&q

[Thwllo < Csllw]l10.

Integrando por partes sobre cada K € Ty, y usando (), se obtiene

(V ' ]hwv q;)O,Q
(V- (Ihw —w),qy)oa + (V-w,q,)00

(V - hw, Qh)o,Q

(4.7)

> (V- (hw —w),q3)o0 + Csl|lwlliallglloe
= Z [(Ihw —w, Vg )ox + ([hw—w) - n,q;)o,aK] + Csl|lwl1.allg: 0.0
KeTh
= Z /(Ihw—w)Vq,’:dx+ Z (Ihw — w) - n)[q;] ds
KeTh K Ecé&gE
+Csl|wll1allgnllo
> - ( S oh2hw —wl| e+ > b / [Thw — w|*ds
KeTh Ec&q E
1/2
(Z WIVallo ke + Y hE/ I[QZ]I2d8> + Csl|wl10llg oo
KeTh E€&q B
>

KeTh Ecé&q

Pero como @, C C°(Q), se tiene que ¢ = ¢, — g, € C°(2), de donde

1/2
—Cy ( PR A S hE[EI[q;Z]IQdS> + Csllgpllog ¢ lwllo-
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1/2
<Z h%{HVQZH(z),K + Z hE/E |[q;]|2d5’> < CG‘Q;;‘h = Cﬁ|Qh\h

KeTh Ec&q

Combinando ambas estimaciones obtenemos:

(V- Lyw,q)

(v : Zhaqh)

I
no + 0 Zh tenemos
lwllie [zl

Ahora, dado 6 > 0, tomando v, =

-1 :
(V-vn,gn)oa = (V- Ihw, gn)og +5(V Zh; qn)o.g

lwll10 1Znll1.0

_ (V- Lyaw,qn)on n 5(V “ Zhy 01)0,0 5(V “Zhy Q)00

|wl]1,0 zn 1.0 12]l1,0
Crllapllo. — Cslpnln + 0Cs[[@nllo.0 — dllgh oo

A%

> Cullgnlloa — Ciilgnln

cuando 0 < C%. Y como

L,w
vnllLa = M 1§ <Cs+ 6.

[wll.0

tomando el supremo obtenemos el resultado.
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Ahora estamos listos para probar la estabilidad del método.

Lema 4.4. Ezxiste una constante positiva C, independiente de h y A tal que para

(un,pn) € Hy X Qy se tiene

B ((wh, pr), (Vn, qn)) 1/2
sup : )2 Ol + e+ Dlipalo)
(Vn,qn)EHL X Qp (vah||1 ot (6 + 1)th||0 Q)

(vh7qh)7$(070) ’ ’

(4.9)

Demostracion. Sea wj, € Hj una funcion para la cual el supremo del Lema se

alcanza y asumamos que ||wy|/1,0 = ||pallo.o-

Sea 0 > 0, eligiendo (v, qn) = (up, — dwp,, —pp,) tenemos

sup B ((wn, pr), (vn, qn)) - B; ((wn, pn), (wn — 6wy, —py))

/2 =
nanetxan ([onlto + (e + DllanlBa) ™ ™ (lun — dwill g+ (e+ Dol o)

172 -

Usando la bilinealidad de B,,

B ((wh, pn), (wn, — dwp, —pn)) = B ((un, pr), (Wn, —pn)) + 0B-((wn, pr), (—wp, 0)).
(4.10)

= Notemos que de ([@H) y de la desigualdad de Korn tenemos

Br ((wn, pn), (un, —pn)) = 2ulle(un)llia + elpnllog + Ipali = Y IV - e(un) 5 «
KeTy

> (2p - ;{neé%{aK}le)||s(uh)||§7Q + ellpalloc + [pnl

> Cillunllio + ellpnllsa + |pali- (4.11)

= Ademas, usando la bilinealidad de B,

BT((Uh,ph), (_wh>0))
= B ((up,0), (—wp,0)) + B-((0,pr), (—wy,0))

= B:((up,0), (—wp,0)) + (V- wp, pr)oo — Z Tk (Vpn, V - €(wp))o k
KE%L
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De la desigualdad inversa ([£3H]), Lema L2y Lema (Z3])

B ((un, pn), (—wp,0))

> —Colluplrallwnllio + (V- wh, pr)
1/2 1/2
- <Z TK||VPh||(2),K> <Z TK||V'€(’wh)H3,K)
KeTh KeT;,
> —Collunllellwnllie + Csllpalls .o — Calpnlnllpalloq — Cslpalallwn g
> —Chllunllrellpalloq + Csllpnlls.o = (Ca + Cs)lpalnllpallog.

2
Por otro lado, usando la desiguandad de Young, sabemos que 2ab < « + b2,

donde a,b > 0y v > 0. Luego tomando los pares a1 = ||up||1.0, b1 = [[prlloo ¥y

as = |paln, b2 = ||pnllo.q, obtenemos

Up||1,0
Aunlolpellos < % T llpelloe

Phrlln
2palellpellos < % T llpnlloe,

donde 71,7y, > 0. Luego, cuando las constantes positivas 7; y 72 son escogidas lo

suficientemente pequenas, obtenemos

B-((un, pn), (—wp,0))

CQ 2 02’71 (04 + 05)’}/2 2 04 + C5
>~ 2o+ (C5— - B
= 2/_}/1 || h||17Q ( 3 2 2 ||ph||0,Q 2/_}/2

> —Collunlli o + Crllpnlle — Cslpal, (4.12)

|ph|}2z

Entonces, insertando ({II) y (£12) en (£I0) obtenemos

(C1 = 0Cs)l|unll o + (e + 6C) Ipllg o + (1 — 6Cs)|paly

B ((wn, pn), (wn — dwn, —pn))
>
> Col[lunlliq+ (e+ Dllpallte), (4.13)
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cuando 0 < § < min{C,C;*, Cg'}. Por otro lado, tenemos

lonllie + e+ Dllanllso < 2lunlio+ 208 wall o + (e + Dlipallo g

= 2lunllio + (1 +e+20%)llpalloq
< Cuolllualia+ (e + Dlpallge), (4.14)

que combinado con (I3 demuestra la estabilidad de la estimacién. O

Teorema 4.5. El problema variacional estabilizado dado por ([@Il) admite una unica

solucion (wp,pp) € Hp X Qp.

Demostracion. Consecuencia directa del Lema (Z.4) O

Ademas, tenemos el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 4.6. Sean (u,p) € HXQ y (up, pr) € HyxQy, las soluciones de (Em) y (A1)
respectivamente. Supongamos que w € (H™ ()N HE ()% yp € (H'(Q2) NL*(Q)).
Entonces existe una constante positiva C independiente de h y A, tal que el error

(w — up, p — pp) satiface:
|u —unllo+ |lp = prlloe < C(R" ] mir0 + hlplia).
Demostracion. Sea Il,u € Hj el interpolante de Lagrange de uw y sea Il,p € @

la proyeccién L? de p. El resultado de estabilidad dado por el Lema E4] implica la

existencia de (v, qn) € Hy X Q) tal que
[onlli o + (e + Dllanllg o < C (4.15)

y

1T —wp |10 + (e + )Y TLp — pulloe < Br((wn — My, pn — ILp), (va, qn)). (4.16)
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Entonces, si asumimos u € H2(Q)4y p € H'(Q), el esquema es consistente, es decir

B ((un, — Hpu, pr, — Iep), (vn, qn)) = B-((w — Hpu, p — Iup), (v, qr)).  (4.17)

Para el lado derecho de (£17),

B-((u — Hyu,p — ;p), (Vs qn))

1/2
<y (Hu —Thulio+ D 7|V - e(w—TLw)|§ 5+ llp — pl§e + p - pr|i>
KeTy,

1/2
' (”"’h“iﬂ + > 1xlIV - e(wn)l§ x + lanllSo + \qh\i) — e(p — TLp, gu)og-
KeTy,

Como II,p es definida como la proyeccién L? de p, el tltimo término desaparece.

Entonces, usando ({4)), ([{3), y (@I0)-@I7) tenemos

1T — upllia + (e + DY TLp — prlloe < Br((wn — My, pp — ), (s, qn))
= BT((U - Hhuap - pr)v (vha qh))

1/2

< Cy(Jlu =Tl g+ llp—TLplgg) -

Finalmente, usando que ¢ + 1 > 1, la desigualdad triangular y las estimaciones

estandar de interpolacién y, obtenemos:

lu —unll1,0 + [Ip = prllog

lu — w0+ lp — Mepllog + [Thw — w0 + (e + 1) Tp — pulloo
Ci{llu — yultg + lIp - epl3e}

Cs {h*" |ul, 0+ 2P0}

Cs {h" [ufm+1,0 + hlplia}-

VAR VANN VAN

IN
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Estimaciones a posteriori

El error mas significativo en el MEF es el producido por la discretizacién, el cual
representa la diferencia entre la solucién exacta del problema (u,p), y la solucién
discreta obtenida numéricamente (wy,, py). Como en la mayoria de los problemas reales
la solucién exacta es desconocida, solo queda acotar superiormente, de forma eficiente,
la norma del error |[(w — wy,p — pp)|| por una funcién que depende de la solucién

discreta y h.

Algunos de los problemas tratados con el MEF presentan soluciones suficientemente
uniformes como para ser obtenidas con una buena precisién mediante discretizaciones
homogéneas del dominio. Sin embargo, en muchos otros casos, las caracteristicas de la
geometria del dominio produce soluciones que presentan una gran variacién a lo largo
del él, o incluso, singularidades en algunas zonas del mismo. En este caso, una malla
homogénea es altamente ineficiente, pues presenta incégnitas en zonas donde no son
necesarias por escasa variacion de la solucion, y carencia de grados de libertad alli donde
la variacion de la solucién es mayor. La generacién de una malla eficiente se consigue
con la adecuacion de ésta a la variacion de la solucion del problema. Los métodos
adaptativos son los encargados de esta generacién automatica de malla adaptada a la

solucidn.

41



Capitulo 5. FEstimaciones a posteriori 42

Los estimadores de error a posteriori son la base de los métodos adaptativos o de
refinamiento automatico de mallas. Los procesos adaptativos basados en indicadores
a posteriori del error juegan actualmente un rol muy revelante en la resolucion de
ecuaciones diferenciales. Muchos codigos adaptativos de MEF usan la estrategia de un
valor promedio para determinar cudles elementos deberian ser refinados. Esta estrategia
esta motivada por la idea de que asintoticamente el error deberia estar distribuido

uniformemente a través de todos los elementos. El refinamiento consiste en refinar h.

Entonces nuestro objetivo es obtener no sélo cotas de error a posteriori que sean
fiables para el error global, sino también para los errores locales en cada uno de los
elementos de la malla. De esta forma se refinaran solo los elementos en donde se con-
centra un mayor porcentaje del error, evitando asi aumentar los grados de libertad en

todo el dominio.

Construiremos un estimador de error local ny para cada elemento de la malla K,

luego a partir de él, definiremos un estimador de error global utilizando la expresion
1/2
{3 -
KeTy,

Se espera que el estimador de error sea equivalente al error de elementos finitos, es

decir, que existan constantes positivas independientes de h y A, C; y (5, tales que

Cin < |(w —wpn, p—pr)|| < Con.
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5.1. Estimador Residual

Sean (u,p) € H X Q y (up,pn) € Hp X Q, las soluciones de (Em) y (Z]) respecti-

vamente. Utilizando integracién por partes, obtenemos que para todo (v,q) € H x @

B((u — Uy, p — pn)s (0, Q))
= B((u,p), (v,q)) — B((un, pr), (v,q))
= (f,v)on +(g,v)ory — 2u(e(un),€(v))on + (P, V- v)og
+(q, V- up)oqa + € (pr, oo
= Z ((f,v)ox — 2u(e(un), €())ox + (Pr, V- 0)ox + (¢, V- upn)ox + € (Pr @)o,x)

KeTy,
+ Z (g7v)0,E
Eecén
= Z (f+diV0'(’Ufh>Ph),v)07K+ Z (Q—U(Umph)'n,v)OE
KeTy, Eeén
+ Z (— ﬂ”(uh,ph)'nﬂav)07E+ Z (V"U:h+ﬁph,€I)0,K-
Eec&q KeTy,

Para cada K € T, y E € &, definimos los siguientes residuos

Ry 1(un,pn) = (f‘i‘diVU(uh,ph))‘K (5.1)

Rico(un,pr) = (V-up+epn)|, (5.2)

—[o(un, pn) - n]|,, E €&
RE(U’prh) = (g - U(uhaph) ' n) B JONS EN
0, Eecép

(5.3)

asi, el error (u — uy, p — pp,) satisface la ecuacion residual
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B((uw—up,p—pn), (v,q)) = Z (RK,1<uh7ph)7/U)07K+ Z (RK,z(uh,ph%Q)QK

KeTy KeTy

+ 3 (Re(wn),v), -

Ec&y,

Supongamos que m = [ = 1, entonces se tiene que Vv, € Hj, tenemos que

B((u —Up, P — ph)a (vha O)) - B((u,p), (vha O)) - B((uhaph)> (vha O))
= (f,vn)oq + (9,vn)ory — Br((un, pn), (v,0))
= 0.

Definicién 5.1. Definimos la siguiente norma sobre el espacio producto H x Q):

) s Y 1/2
l@.0)l| = {ulofi g+ €+ Dllallsa}~ Vv.a) e HxQ. (5.4)
Dado K € Tn, || - |k v || - llox Tepresentardan esta norma restringida a K y wg
respectivamente.

Teorema 5.2. Eziste una constante C' positiva, que depende de \ y i, tal que para
(v,q) € H xQ:

|(w.g)] <C  sup 5((v. ), (w.1)) (5.5)

(w,t)eEHXQ H(wat)H
(w,t)#(0,0)

Demostracion. En la demostracién de este Teorema usaremos las letras C, Cy, ... para

denotar constantes positivas independientes de h, Ay pu.

Sea v, € H una funcién para la cual el supremo

sup (V- v,q)

> Cllqlloe
veH—-{0} ||’U||1Q



Capitulo 5. FEstimaciones a posteriori

45

se alcanza y asumimos ||v,|l1.0 = ||¢//o.o-

Sea ¢ > 0, luego

sup B((”aQ)a(w>t)) S B(('U,(J),(’U _6'0(1,_(]))

woerxg [[(w. )] T [|(v=dvg, —g)
(w,1)#(0,0)

Usando la bilinealidad de B,

B((Uv q)v (’U - (S’Uq, _Q)) = B((Ua q)v (’U, _Q)) + 6B<<Uv q)v (_Uq7 O))

= Pero usando la desigualdad de Korn,

B((v,9), (v, =q))

a('U, 'U) - C(Q> q)
= Sl +claliig
> 2C1plv|} o + €llqllf o-

= Por otro lado, usando la desigualdad de Young

B((v,q),(-v4,0)) = a(v,—v,) +b(—vg,q)
> —202u|’v|1,9|’vq|1,9+C3||Q||(2),Q
= —202M|’U|1,Q||C_I||O,Q‘I’C?:ang,fl

v

Cy
_7N2|v|iﬂ +(C3 =70 ldllg 0

> —C4/J/2"U|ig + CSHqu,Q

cuando la constante positiva v se escoge lo suficientemente pequena.

Entonces insertando (5.7) y (5.8)) en (5.4])

B((Uv q)v (’U - (S’Uq, _q>>

B((Uv q)v (’U, _Q)) + 63((/07 q)v (_Uq7 O))
> (20, — 5C4M)M|'Uﬁ,ﬂ + (e + 505)HQ||(2),Q-

(5.8)

(5.9)
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Cy . .
Tomando § = o consideremos los siguientes casos:
4

105
4

Caso 1 : Supongamos que > 1, entonces

B((v,q), (v —0dvg,—q)) = Ciplvlig+(e+Dlalge

> min{C, 1}||(v, q)|?*. (5.10)
Caso 2 : Supongamos que Cli‘r’ <1
B((0.0). (0~ dv,-0)) = Cuolig+ (Fter gl
> Culofia+ G 2e+ lalRe
> in{on S o 5.)

Por otro lado

I(v = 0vg, =) |* = plv—dvgliq+ (e +Dllal5e
2ulvli g + 200wl o + (e + 1)llallie
2ulvliq +200°qll50 + (e + Ddlloe

20lv|} o + (e + 14 2u6%)||qll§ o

)
) 207\ 2
max{2,m} (v, )| (5.12)

IIA

IN

Por lo tanto, combinando (5.12)) con (B.11]) o (5.10), dependiendo del caso en el cual

nos encontremos, demuestra el resultado. O
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A continuacién presentamos el estimador de error a posteriori de tipo residual y

mostraremos su equivalencia con el error de aproximaciéon del método.

Definicién 5.3. Definimos el estimador residual ng como sigue

1/2
MR = { > m%,K} , (5.13)

KeTy

donde para cada K € Tp,

s = i || Bica(wno ) ||g i + (| RicoCun o) |lg o+ D 7ol Re(un, p) g
Ec&(K)

h2 .
con T = ﬁ, Tg = PBehg, B = i si Be&qgyfr = i en otro caso.

Teorema 5.4. Sean (u,p) € H x Q y (up,pn) € Hy X Qp las soluciones de (Em)
y (@J)) respectivamente y supongamos que f y g son funciones polinomiales a trozos
sobre la triangulacion Ty,. Entonces existen constantes positivas Cy y Cy independientes

de h, \ y p tales que:

(w0 —wn, p —pn)|| < Cingr (5.14)
1
Cs i < l(w =, p = pa)lla (5.15)
méx{l, % + €, #}

Demostracion. En la demostracion de este Teorema usaremos las letras Cy, Cy, ... para

denotar constantes positivas independientes de h, A\ y pu.

Confiabilidad (Cota Superior): Sean (v,q) € H x Q y v, € Hj,. Entonces:
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B((w—un,p — pn), (v — v, q))

= Z (RK,l(uhaph)a'U_vh)O’K“‘ Z (RK,z(UmPh)ﬂ)QK
KeTy, KeTy,

+ Z (Re(wn, pn),v — 'Uh)OE

Ec&y,

< Z HRKJ(uh’ph)Ho,KHU_UhHo,K+ Z HRK?(uh’ph)HO,KHQHO,K
KeTy, KeTy

+ Z HRE(uhvph)Ho,EHv - vhHO,E :
ECE

Por otro lado:

B((w—wun,p—pn), (v,9))
:B((u Up, P — Pr), (v — vy, )) +B((U—Uh>29—ph)>('”ha0))
= B((w—wn,p—pn), (v —vn,0q))

< D 1Rwa s on)llo sello = wnllo s + D 1B i)l i llallo i
KeTy KeTy

+ Z HRE(uh’ph)Ho,EHv - vhHO,E :
Ecé,

Como esta desigualdad es valida pata todo v, € Hj, tomamos vy, := [,v. Luego

del Lema 2.IT] sabemos que existen constantes C3 y Cy tales que

H'v - vhHo,K - Hv o IthO,K < C3hK‘v‘1,wK’
o = vl = llo — vl < Cobf?Jol, . entonces

B((U — Up,p — pn), (v, Q))

< Z HRKvl(uhvph)HO,KC?’}LK‘U‘LQK + Z HRKQ(uh’ph)Ho,KHqu,K
KeTy KeTy,

+ Z HRE(umph)HO,EC‘lh}‘J/z‘U‘LaE

Ee&y
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h /.
< max{Cs, Cy} { Z \/QIEL—MHRK,I(uhvphWO,K 24'“‘”‘1,7%

KeTy

B2
-3 il il + 3 Rt i,

KeTy, Ee&y

1/2
h? h
<o {3 Semstm il + 3 st il 3 2 mstanl,

KeTs KeT;, Ee€&y
1/2
{ S sl X il Svl,)
KeT;, KeT;, Eecéy

Usando la regularidad de la malla tenemos que

S 2plofi + D wlolin, + Y llale < Co{ulolig+llallig b

KeTy Eegy KeTy,
S CGH(va q)H

Resumiendo:

1/2
B((w—wp,p—pn), (v,q) <C; { Z 7712%,1(} |(v,9)]-

KeTy

Pero del Teorema sabemos que existe una constante Cg tal que:

H(’u,—’u,h,p—ph)HSCS sup B((u —un,p — pn), (w,7))

(w,r)eHxQ [(w, )]
(w.r)#(0,0)

Por lo tanto, existe una constante positiva C, independiente de h y A tal que

H(u — Up, P _ph)H < Cing.
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Eficiencia (Cota Inferior): Para K € T, y E € &g, sean by y bg las funciones
burbujas tradicionales del elemento y del lado, respectivamente. Procederemos acotan-

do cada uno de los términos de 7p k.

» Para Rg, : Sea K € Ty, definimos

v = bxRi1(up,pp)

= b (f +dive(un,pn))|, € Ho(K)?, d=2.3.

Luego, de la definicién de v, usando el hecho que 0 < b < 1y por el Lema 2.7

existe una constante Cy tal que
2 2
CQHRKJ(Uh,ph)HQK < (Ri1(wn, pn), Vi )ox < HRK,l(uhaph)Ho’K . (5.16)
Por otro lado,

(Ric1(wn, pn), v o = Z(RK’,l(uhaph)avK)O,K’
K'eTh,

B((u — up, P — pu), (Vk, 0))
2u(e(u —uy), e(vk))ox — (0 —Pr, V- Vk)oi

QMHE(U - uh)HO,KHE(UK)HO,K + Hp - tho,KHv ' UKHO,K

OlOMH'Uf - uhHLKH")KHLK + Hp - thO,KHV ' vKHO,K
Cn [\/ﬁ}u - uh}LK\/mUK}LK + Hp _thO,K"vK}l,K]

1/2
Cro {plw—wnl} o+ o= mills i} I+ Rloxc,

Cha HTMH(U — Up, P _ph)HK\/'E }DK}LK ‘

IA A

IN - IA

IN
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Combinando este resultado con (B.16]) y por el Teorema 2.7, obtenemos

2 1+
HRK,l(uhaph)HQK < Ci3 MH(U un, p — pu)ll k241 vkl i
14p 1
< Oy —|[(w —up,p — pu) ||k V/24p b | Ric i (wn, pn) ||o,x
1+ _
= Cuay) —L ) (w = wn, p — pa)llic 7 Rac 1 (2, o) o

Asi, existe una constante Ci5 tal que

1+
wWﬁxwﬂm%Kscm(7%)Mu—wm—mm@. (5.17)

» Para Rg: Sea K € Ty, como uw € Ht (Q)?, d = 2,3, se tiene que V-u € L*(1),

entonces definimos

gk = brRga(wn,pp)
= bK(V - Up +€ph)‘K

Luego, de la definicién de g, usando el hecho que 0 < bx < 1y del Teorema 2.7,

existe una constante C'g tal que

Chs | Ric 2w, pr HOK (Ric.2(wn, pn), qi o < || Ric2(wn, pi HOK (5.18)

Por otro lado,

(Rr2(wns pn), ax o = Z(RK’,2(uhaph>7QK>0,K’

K'eTy
B((w —un,p—pn), (0,qx))
—(V- (u—un),qx) o o = €(p = Prs i) ¢

IA

Crr {|lv — uwnllo.xllgx llox + €llp — prllo.xllarllox}
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1/2
(Ri2(Wh,pr)s qr)ox - < 018{M|U—Uh|iK+€H(P—ph)||(2),K}/

1 1/2
- {;anné,K T e||qK||3,K}

, 1
clsmax{l, v +e} 1t = s p — o) el el -

Combinado este resultado con (BI8]) y usando que 0 < b, < 1, obtenemos

, 1
| Rico(wp, pp)||* < ClgmaX{L\/;ﬂLE} (v —wn, p — pu)llxllaxllox
) 1
< Cymax <1, ;+€ [(w — wn, p — pu) || & | Ric2(wn, o) llo,x -

Asi, existe una constante Cyy, tal que

IN

i 1
| Rico(wh, pr)||* < Cor max {L m + 6} [(w — wn, p— p1)|% - (5.19)

s Sea E € £(K). Usando el hecho que 0 < bp < 1y del Teorema [27] existe una

constante Cyy tal que:

Coal| R (wn, pu) 1§ 5 < (Re(wn, pr), beRe(wn, pr))o.s < | Re(wn, pu)ll§ 5

de donde,

||RE(Uhaph)||(2),E < Cy'(Rp(un, pn), bp Re(wn, pr))o.e

< 023{ Z(Rk’l(uh,ph),bEP(RE(uhaph)))of(

I?CNE

—B((u —up,p—pp), (beP(Re(up, pr)), 0))}
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< Oy Z HRR,l(uhaph)HO’[}-HbEPE(RE(uhaph))HO’[?

I?CwE

1/2
+ {,U ‘u — ’U,h}in + Hp - th(z),wE}

Vit1 ‘bEPE(RE(Uh,ph))}LwE} ~

Pero del Teorema 2.7 tenemos que
HbEPE(RE(UmPh))HOJ} < Czshf(|bEPE(RE(uhaph))|1,f{ )

0ePr(Re(un, pr))l,,, < Chshi | R (i, pu)o.5 -

Asi, usando (B.17):

| RE(wn, pr) 15,5

h~
<Cuq Y, \/—%HRle(uhvph)HOJ? + [ (w = wn, p — )l
[?CUJE
14+ p|bpPe(Re(wn, pr))|1ws
1+ p
< 028{ = = )l + - uh,p—pwnw}

1+ p |bEPE(RE('U/h>ph))|1,wE

14+ p _
< Cos——|/(w = wn, p — pi) 1 wop /25 | Rz (wn, o) [Jo.o-

Luego,

1+p

2
2
el el < Co (C20) @ wp-mll, . G20)

De (£17), (519) y (5:20) queda demostrada la cota inferior.
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Observacion 9. Las demostraciones anteriores se hicieron suponiendo que f y g
son funciones polinomiales a trozos sobre la triangulacion. En caso que no lo sean,

definimos

las proyecciones de f y g sobre las constantes. En este caso se procede de forma andloga
al anterior haciendo f = f+ fx — fx v9 =9 +9r — gp, ast aparecerdan mailtiplos
de los términos || f — frllox v g — grllor, los cuales agregamos al estimador y no

alteran el resultado puesto que son términos de orden superior si f y g son suaves.



Capitulo 6
Resultados Numéricos

En este capitulo presentaremos ejemplos numéricos que validaran nuestro estimador
de error a posteriori. Para efectos de programaciéon consideraremos el caso particular

de m =1=1, esto es
H, = {’Uh S CO(Q)d D Un) € P?(K% VK € 7;1} A H%D(Q)d
Qh = {thCO(Q) D Qhlk epl(K), VKGE}QL2(Q)
Hallar (up, pn) € Hp X Qy, tal que

B ((wn, pn), (Vn, qn)) = Fr(vn, qn) V(vn, qn) € Hp X Qp, (6.1)

donde en este caso particular B, y F;, estan dadas por:

B, ((wn, pn), (vn, qn)) = 2p(e(un), €(vn))oo — Pr V- vu)oo — (an, V - wn)oo — €(pn. an)oo
— > % (Vpn, Van)ox
KeT,

Fr(vn.qn) = (f,0n)o0+ (g vn)ory — Y 7 (f. Van)ox
KeT,

59
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Puesto que contamos con un estimador a posteriori local, sobre cada triangulo

(tetrahedro), podemos mejorar la solucién refinando las mallas donde el estimador

tiene valores mayores.

El procedimiento de adaptacion de las mallas esta dado por:

1. Resolvemos para una malla inicial 7.

2. Calculamos ng i, VK € Tp.

3. Sinpkx > 5}rpé%< Nrx, donde 0 < 0 < 1, entonces K se subdivide en cuatro. En
€/n

nuestro caso escogimos § = %

6.1. Implementacién

Para la implementacién del problema de elasticidad lineal y del estimador de error a

posteriori utilizaremos las siguientes definiciones y resultados. Sea 7}, una triangulacion
de Q.
Si d = 2 dado un tridngulo K € 7, de dicha triangulacién, denotamos sus vértices

por

Y denotaremos por K al triangulo de referencia, es decir, el tridngulo de vértices

(2) +-(2) +-(2)

También denotaremos por & y por & a los sistemas de coordenadas dados por:

() ()
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Consideremos la transformacién afin invertible F : K — K tal que F(a;) = a;,
1=1,2,3. Es claro que

F(@):=Bi+b=ug

donde la matriz B y el vector b estan definidos por

-zt 23—t x!
B = ) L . yb:= L
v -y Yy -y Yy

=

Figura 6.1: Transformacion afin F para d = 2.

Observacién 10. F es invertible y F~1 : K — K estd dada por
Flx)=B'zr-B'b==z.
Ademaés

Jr=B

|TF| = det(B) = 2| K|
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Seaw:T — Ry sea@: K — R definida por
U =uoF,
usando la regla de la cadena se obtiene que
Vi = B"Vu,

de donde
Vu =B TVa.

También tenemos la siguiente féormula de integracion

/udw: \jf\/ udz.
T K

Si d = 3 dado un tetrahedro K € 7T, de dicha triangulacién, denotamos sus vértices

por
! x? 3 x?
a; = L], ay:= v |, az:= s ay = y*
2t 22 23 2

0 1 0 0
CA"l = 0 ’ d2 = ’ CAL3 = 1 CAl’4 = 0
0 0 1

x x
Ti=|y y @:=| 7

W
Q>
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Consideremos la transformacién afin invertible F : K — K tal que F(a;) = a;,
1=1,2,3,4. Es claro que
F(@x)=Bx+b==«x

donde la matriz B y el vector b estan definidos por

2=t 23—t ot — gt x!
B:=| y"—y' vy y-y | yb:= |y
22—zt B A 2!

Observacién 11. Al igual que antes F es invertible y F~' : K — K estd dada por
FlYz)=B'z-B 'b=2.

y en este caso |Jr| = det(B) = 6| K.

6.1.1. Esquema Matricial

Dado un elemento K de la triangulacion 7y, veremos como calcular su matriz de
rigidez elemental y el vector elemental del lado derecho. Sélo indicaremos las matrices

para el caso en que d = 2. Si estamos en R?, las definiciones son andlogas.

Sean p;, © = 1,2, 3 las funciones de base de Hj sobre cada tridangulo K y denotemos
por 0;, O, alas derivadas con respecto a cada variable. Entonces usaremos las siguientes

notaciones:

[P ©

Pl=[p p2 ps]. Pl= o p
[DP]: Oip1 Oip2 a1]73]7 [DP]: [DP] ©
Ospr Oapa  Dops © [DP ]
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Entonces
ulp = [Pllu]  plr=[P][p]  Vu|r = [DP][u].

Para el triangulo de referencia sabemos que las funciones de base son:

) . [P e
Pl=|1-i-5 @ g, Pl= | ol
. _ . DF
o= MO e = |27 O |
10 1 o [DP]
[B]: To —T1 T3 — T1 [B]: [B]_t ©
Yo=Y Yz — Y1 | e [B]’
1 0 0 0
Al=1{o 0o o 1/, [2]2[1001]
0 ¥ ¥2 g
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Podemos calcular las matrices locales de la siguiente forma:

(e(w).e®)ox = [v) /K (DPJ![A[A||DP]dlul

BV -vox = [0 /K [DPY(2)[Pldz]y]
@V -wox = [d /K (P} Z][DP)'dac[u
b dox = gl /K [PY[Pldz]y]
Ky
(Vp.Vaox =  [af /K (DPJ!(DP)dxlp]

Asi la matriz de rigidez elemental K esta dada por:

2MK1 —K2
KK =
—Kg —€K4—TKK5

Para el vector de fuerza elemental F'x necesitamos:

Foox = [ /K P)/[P][fldz

(F.Vaox = [d /K (DPY[P)[f]dz[p]
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Asi el vector elemental del lado derecho estéd dado por:

Fy

—Tr I

6.2. Experimentos Numeéricos

En esta seccion presentamos seis ejemplos que validaran la calidad del estimador
a posteriori. Los malladores utilizados fueron Triangle y TetGen. El problema se pro-

gramé en Fortran.

6.2.1. Caso analitico
Para este caso test, el dominio es el cuadrado 2 = [0,1] x [0,1] y los coeficientes

de Lamé son A = 1 y u = 0,5. Consideramos la funcién f = (—4u — 2\ 0)7 y las

condiciones de borde de modo que la solucién exacta del problema de elasticidad es

u(:)s,y) = ( :E ) ) p(l’,y) = —2\z.

'

Fg Q F4

I'y

Figura 6.2: Dominio Ejemplo 1.
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Las fronteras I'y, ['s presentan condiciones de fronteras de tipo Neumann:

o(u)-mn = g, sobre sobre I';, i =1,2, con g, = (0 —2\z)T y g, = (0 2X\z)7.

Las fronteras I's,I'y presentan condiciones de fronteras Dirichlet: up = (0 0)7
sobre I's y up = (1 0)7 sobre I'y.

En las Figuras[6.3y podemos ver los graficos del comportamiento de los errores,
tanto para la velocidad como para la presiéon. En ambos casos, los resultados muestran

el orden de convergencia esperado.

L= .

0.01 - / -

i
rd

ermor

0.001 ¢

0.0001 |- F 4

. |lu-uh]_.0 ——

1e-05 / h~2 —
1e-06 T S T S A W T T R |

0.001 0.01 0.1 1
h

Figura 6.3: Convergencia de |[u — upljoq para A =1y p = 0,5.
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0.01 |

ermor

0.001 |

0.0001
I ||P'Phl1_g =t

1e-05 T S T S A W T T R |
0.001 0.01 0.1 1

Figura 6.4: Convergencia de ||p — plloo para A =1y p=0,5.

Definamos ahora la siguiente norma, que llamaremos norma de la energia
1/2
ltw—wnp=ple = {plu-wiio + G+ elmla} - (©2)

Una medida de la calidad del estimador de error a posteriori esta dada por el indice
de efectividad global

n
0= . 6.3
Ta = p—pillls (©.3)

Este indice nos indica la calidad con que aproxima el estimador al error. En la

préactica se espera que # se mantenga acotado cuando h tiende a 0.

En la Figura[6.5] se muestran los resultados de convergencia del estimador y del er-

ror, donde tanto el estimador como el error tienen el mismo comportamiento asintético.
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01

error

0.01 |

0.001

0.0001

[|(u-uh,p-ph)||_E ——
ETA —=—
h -

0.001

Figura 6.5: Convergencia de ||(u —

0.01 0.1 1
h

up,p—pr)llpy denpara X =1y pu=0,5.

En el cuadro (62)) mostramos la efectividad del estimador cuando h — 0 y podemos

notar que el indice de efectividad se mantiene acotado.

h lu—wunllo | lp—pullo | [I(w—wunp—pu)le
0.5000 3.5576E-002 | 3.1825E-002 0.1756
0.2500 9.0826E-003 | 1.1401E-002 8.6755E-002
0.1250 2.3026E-003 | 4.0399E-003 4.3094E-002

6.2500E-002 | 5.8035E-004 | 1.4300E-003 2.1476E-002
3.1250E-002 | 1.4575E-004 | 5.0590E-004 1.0720E-002
1.56250E-002 | 3.6533E-005 | 1.7891E-004 5.3541E-003
7.81250E-003 | 9.1463E-006 | 6.3268E-005 2.6767E-003
3.90625E-003 | 2.2883E-006 | 2.2370E-005 1.3380E-003

Cuadro 6.1: Error del método para A =1y u =0,5.
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h [(w —up,p—pn)lle U 0
0.5000 0.1756 0.4112 2.3409
0.2500 8.6755E-002 0.1846 2.1282
0.1250 4.3095E-002 8.8454E-002 | 2.0526

6.2500E-002 2.1476E-002 4.3450E-002 | 2.0232
3.1250E-002 1.0720E-002 2.1556E-002 | 2.0108
1.56250E-002 5.3555E-003 1.0739E-002 | 2.0052
7.81250E-003 2.6767E-003 5.3601E-003 | 2.0024
3.90625E-003 1.3380E-003 2.6778E-003 | 2.0013

Cuadro 6.2: Indice de efectividad para A =1y p = 0,5 cuando h — 0.

Consideremos ahora el caso en el que el material es casi incompresible y veamos la
efectividad del estimador considerando A = 10°. Podemos notar que si bien el indice

de efectividad no se mantiene tan constante como antes, este aiin se mantiene acotado.

h [(w —wun,p—pi)lle n 4
0.5000 0.1895 0.7948 4.1936
0.2500 9.0174E-002 0.4620 5.1238
0.1250 4.3976 E-002 0.2457 5.5873

6.2500E-002 2.1700E-002 0.1264 5.8256
3.1250E-002 1.0777E-002 6.4087E-002 | 5.9469
1.56250E-002 5.3697E-003 3.2062E-002 | 5.9709

Cuadro 6.3: Indice de efectividad para A = 10° y g = 0,5 cuando h — 0.
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6.2.2. Ejemplo 2: Cavidad

Consideremos el dominio 2 = [0,1] x [0,1]. £ = (0 0)’. Para este ejemplo consid-
eraremos dos casos, el primero cuando A = . =1 y el segundo caso es el incompresible,
es decir cuando A\ — oo. No se presentan fronteras con condiciones Neumann, y el

desplazamiendo sobre la frontera es up = (0 0)7 sobre I'; y up = (1 0)7 sobre T's.

'y

Fl ) Fl

I'y

Figura 6.6: Dominio Ejemplo 2.

Consideremos primero el caso en que A = p = 1. En la Figura se muestran
la malla inicial y una malla adaptas utilizando nuestra estimacién de error. En este
ejemplo surgen dos singularidades en las esquinas superiores debido al cambio en la

condicién de frontera.
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Figura 6.7: Malla inicial, 64 elementos. Malla adaptada, 368 elementos.

En la Figura[6.8 representamos el campo de presion discreta obtenido utilizando la
mallas inicial y la malla adaptada. Podemos notar la mejora en la calidad de la solucién
computarizada ya que la naturaleza singular de la presion se captura mejor en la malla

adaptada.

Figura 6.8: Presién en la malla inicial y la malla adaptada para A = p = 1.
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Consideremos ahora el caso en que el material es incompresible, en este caso A — 00,
por lo que ¢ = 0, u = 1. Notar que para estos casos, la ecuacion de elasticidad se
reduce a la ecuacién de Stokes de un fluido En este caso v := 2u denota la viscocidad

cinematica y u representa la velocidad del fluido.

Figura 6.9: Malla inicial, 64 elementos. Malla adaptadas, 300 elementos.

Figura 6.10: Presién en la malla inicial y la malla adaptada con A — oo.
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6.2.3. Ejemplo 3

Consideremos el dominio €2 presentado en la Figural6. 11l Los coeficientes de Lamé son
A=0.577y = 0.3846.

Ly

1§

F1 —

I

Figura 6.11: Dominio Ejemplo 3.

Aqui f = (0 0)T. Las fronteras I';, I'y y I's presentan condiciones del tipo Dirichlet:
_ T

Las fronteras I's, I'y, ['¢ presentan condiciones de tipo Neumann: o(u)-n = (1 0)7,
sobre I's y o(u) -n = (0 0)7, sobre T'y y Tg.

En este caso notamos capas limite, tanto en I's como en ['s, lo que es visible por el

mayor refinamiento en dichas zonas.
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Figura 6.12: Malla inicial, 75 elementos. Malla adaptada 1526 elementos. Solucion e
isovalores de la primera componente de la velocidad.

6.2.4. Ejemplo 4

Consideremos el dominio §2 presentado en la Figural6.13], correspondiente al rectangu-
lo [0,2] x [0,1] al que se le ha retirado el circulo de centro (1,0.5) y radio 0.1. Con-
sideraremos como maédulo de Young E = 206900 y de Poisson v = 0.29. Entonces los
coeficientes de Lamé son A = 110743,81 y = 80193,79.

f=0 07T o(u)-n=(0 0)T, sobrew € I';; o(u) -n=(0 —10)T, sobre u € I'y
yo(u)-n = (0 10)7, sobre u € I's.
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Fl F1© Fl

Figura 6.13: Dominio Ejemplo 4.

Como este ejemplo no posee fronteras con condiciones del tipo Dirichlet, el problema
no tendra soluciéon para funciones arbitrarias f y g. Para que exista solucién, las
funciones f y g deben estar relacionadas de manera especial mediante una condicion
de compatibilidad. Esta condicion de compatibilidad de los datos, puede derivarse de

la formulacién variacional (3.4)).

Tomado v € {(0 1)%,(1 0)T,(—y x)T} sobre la primera ecuacién de ([3.4)), nos
queda precisamente la condicién de compatibilidad que los datos f y g deben satisfacer

para que el problema Neumann puro tenga solucién.

[+ i [ @+ giiis=o,

o9
donde f = (f' )T yg=(g" g*)7.

Como en nuestro caso |I';] = |I's], la condicién de compatibilidad se satisface y
entonces el problema esta bien propuesto. En este ejemplo, se espera la existencia de
capas limite en el borde del circulo, lo cual es corroborado por la adaptacién de la

malla realizada con el estimador.
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0
TN,
L

Xw
x

Figura 6.14: Malla inicial, 220 elementos. Malla adaptada, 15709 elementos. Solucién
e isovalores de las componentes de la velocidad.
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6.2.5. Ejemplo 5

Consideremos el dominio ) presentado en la Figura[6.15] que representa una repre-

sa.

— Iy

vlllvv NIy

I'y Iy

I'y

Figura 6.15: Dominio Ejemplo 5.

La frontera I'y presenta condiciones del tipo Dirichlet, con desplazamiento nulo. Las
fronteras I'y, I's y T'y tienen condiciones del tipo Neuman: o(u)-n = (0 0)T, sobre I'y;
o(u)-n = (10 0)7, sobre I's o(u) -n = (0 — 10)7, sobre ['y.

F=00".

En este caso usaremos el coeficiente de Young y Poisson correspondientes al hormigén,
E = 270000 y v = 0.20. Los coeficientes de Lamé son A = 75000 y p = 112500.

En este caso, al refinar la malla, la mayor concentracién de elementos se encuentra

en la zona de interés.
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Figura 6.16: Malla inicial, 139 elementos. Malla adaptada, 9162 elementos.
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6.2.6. Ejemplo 3D

Consideremos el dominio £ C R3 presentado en la Figura 617, correspondiente al

prisma rectangular [0, 1] x [0,3] x [0, 1] al que se le ha retirado el cilindro de radio

r=0,2y largo 1.

Figura 6.17: Dominio Ejemplo 3D.

La fronteras I'; y I'y presentan condiciones del tipo Dirichlet, sobre I'y el desplaza-

miento es nulo y sobre I'; up = (0 1 0)7. La frontera I's presenta condiciones del tipo

Neuman: o(u)-n = (0 0 0)T.
F=00".
En este caso los coeficientes de Lamé son A =ocoy u = 1.

En este ejemplo, es natural esperar la existencia de capas limites en el borde del

cilindro, lo que se ve en la Figura [6.18 en la malla adaptada.
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Figura 6.19: Vectores y Lineas de corriente para la primera componente de la velocidad.
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S

V: 002040608 1 1214161.8 2 22242628 3

f’/‘\\\

\

V: 002040608 1 1214161.8 2 22242628 3

V: 002040608 1 1214161.8 2 22242628 3

Figura 6.20: Cortes para la primera componente de la velocidad.
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level | 2 3 4 5 B 7 8 9 101]1213\4\515‘
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Figura 6.21: Isovalores de la primera componente de la velocidad y de la presion.
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