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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Fluido viscoplastico desde la reologia

La reologia, término acunado por Eugene Bingham en la década de 1920, se refiere al
estudio de la forma en que fluye la materia. El principal objetivo de la reologia es obtener
ecuaciones que describan macroscépicamente lo que se observa en dicho fenémeno y en la
deformacion de la materia cuando es expuesta a distintos tipos de fuerzas.

En [5] E. Bingham crea el término friccion interna que dio los origenes a los estudios

de las deformaciones de materiales plasticos y viscoplasticos. Citando a este autor:

“ En un solido pldstico, una cierta porcion del
esfuerzo de corte es usado en sobrepasar la
friccion interna del material. Si el esfuerzo es
wgual a la friccion interna o wvalor de cedencia,
podemos decir que el material estd en su limite

eldstico. St el esfuerzo F' es mayor que la friccion

interna f, el exceso F' — f serd utilizado para
producir un flujo pldstico.” Eugene C. Bingham,

1878-1945.

Esta definicién tiene sentido inmediato para solidos tales como alambres y ceramicas.
En este trabajo se desarrollara el caso en que la materia es un fluido viscoplastico. Ejemplos
de estos fluidos incluyen mayonesa, ketchup y los lodos derivados de la actividad minera.

A estos fluidos se les conoce también como Fluidos de Bingham.

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.2. Ecuacién de Darcy para un fluido viscoplastico

El movimiento de un fluido incompresible en un medio poroso  C R", con n € {2, 3}

de frontera I' € R™"~! se rige por la relacién de Darcy
u=-KVp en Q (1.1)

donde la velocidad u y la presion p constituyen las incégnitas del modelo, y la funcion
matricial K : Q@ — R™ " describe la permeabilidad de €2, dividida por la viscosidad v
del fluido. A su vez, inspirados en la ecuacién (1.1), y modelando el medio poroso como
una serie de canerias conectadas en paralelo, en [28] se obtuvo la siguiente relacién para

el flujo de fluidos viscoplasticos:
—<1—L>KVp si |Vp| > G,

u = rk(,Vp) = Vo

0 si |Vp| <G,

(1.2)

donde G es un pardametro caracteristico del fenémeno, el cual depende de la tension de
fluencia del fluido viscoplastico, la viscocidad del fluido y la permeabilidad del medio
poroso. Ademas, GG puede ser estimado experimentalmente. Asi, el problema que modela

esta situacion es: Hallar (u,p) € H(div;Q) x H'(Q) tal que

divu=f en () Ec. de continuidad)
Ec. de Darcy)

Cond. Dirichlet)

u = rk(-, Vp) en ()
p=g en I'p

u-v=~nh en 'y

(
(
(
(Cond. Neumann).
Supondremos que la funcién matricial K es uniformemente eliptica, es decir
Ja > 0 tal que (K(x),X)gn > af|x||gn Vx € R",
y ademas que es uniformemente acotada,
M > 0 tal que ||[K(x)||gr < M||z||gn.

Por ejemplo, tales propiedades de la funcion K pueden ser obtenidas cuando las imégenes

de K sean una cantidad finita de matrices simétricas definidas positivas.

1.3. Problema del dique

Para la construccion de un dique es importante saber como el liquido que contiene

se infiltra por sus murallas. El estudio matematico de este problema dio origen a
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Figura 1.1: Situacion esquematica de los fenémenos presentes en un dique.

varios aportes en la década de 1980 (cf. [4], [7], [26] ). A continuacién se describe el
escurrimiento de un fluido viscoplastico en un medio poroso. Cuando el medio poroso se
estda impregnando de un fluido viscoplastico y no ha sido saturado atin, existe una interfase
'3 que separa la zona “himeda” 2 (desconocida) de la parte seca restante, ver Figura 1.1.
Como dicha interfase es desconocida, la situacién descrita constituye un problema de
frontera libre. Las condiciones de contorno naturales que afloran de este problema son del
tipo impermeable y de flujo. Suponiendo que u describe el campo de velocidades en el

dominio €2, ver Figura 1.2, entonces como condicién de impermeabilidad se tiene
u-v=0 en I'1UTs;, (1.3)

donde v representa el vector normal a la frontera del dominio 2. Andlogamente, se tienen

las condiciones de flujo
u-v<0 en Iy y u-v>0 en I}y, (1.4)

es decir, flujo entrante en I'; y saliente en I'y. Entonces, definiendo P(X) como el

conjunto de todos los subconjuntos de ¥ (ver figura 1.2), el problema del dique es: Hallar

(u,p,Q) € H(div; Q) x H'(Q) x P(X) tal que

divu=f en ) Ec. de continuidad)

u = kk(-, Vp) en (2 Ec. de Darcy)

u-v=~hn en I'y U Permeabilidad conocida)

Flujos entrante en la frontera)

(

(
»="I(9) en 'y UT; (Presi6n conocida)

(

u-v<0 en [’y (

(

u-v>0 enI'y Flujos saliente en la frontera).
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Figura 1.2: Corte transversal del tranque y geometria del problema.

1.4. Experimento de laboratorio

Se construye un aparato propuesto en [21], el cual es construido en piezas plésticas y
acrilicas. El objetivo de este experimento es medir la relacion que existe entre el caudal de
un fluido viscopléstico que atraviesa un medio poroso y las presiones a las que es sometido.
Finalmente, se comparan los resultados numéricos con los experimentales.

La construcciéon de la méquina fue llevada a cabo en el Taller de Mecénica de la
Universidad de Concepcién, a cargo del profesor Victor Gonzalez del del departamento
de Ingenieria Mecdnica. Los experimentos se realizaron en el Laboratorio de Ingenieria

Hidraulica Ambiental del Departamento de Ingenieria Civil a cargo del profesor Oscar

Link.



Capitulo 2

Marco funcional

En este capitulo se muestra un breve resumen de conceptos y demostraciones de
algunos Teoremas del Anélisis Funcional, los cuales permitiran establecer resultados de

existencia y unicidad para los problemas que se abordan mas adelante.

2.1. Definiciones

En lo que sigue se considera un espacio de Banach reflexivo X con dual X’. El producto
de dualidad respectivo se denota por (-,-) : X’ x X — R. El siguiente conjunto de
definiciones tienen por objetivo extender conceptos conocidos para operadores lineales al

contexto de operadores no lineales.
Definicién 1. Un operador A: X — X' se dice mondtono si
Vu,v € X, (Au— Av,u —v) > 0.
Definicién 2. Un operador A : X — X' se dice estrictamente mondtono si
Vu #veX, (Au— Av,u—v)>0.
Definicién 3. Un operador A: X — X' se dice fuertemente mondtono si
Ja >0 tal que  Vu,qu € X, (Au— Av,u—v) > allu —v|[%.

Definicién 4. Un operador A: X — X' se dice coercivo si

(Au, u)

— o0 cuando ||u||x — oc.
[lul|x

El siguiente Teorema esté planteado en [31, p.473].

15



16 CAPITULO 2. MARCO FUNCIONAL

Teorema 2.1.1 (Acotamiento de soluciones ). Si A: X — X' es coercivo, entonces para

cada F € X' el conjunto de soluciones {u € X : Au= F} es acotado.

Demostracion. Debido a la coercividad, se tiene que

(Av,v)

AR > 0 tal que Yv €, ||v]| > R, o]
v

> (L+2[[F]),

es decir, desde un cierto R en adelante (Av,v) es lo sucifientemente grande como para
satisfacer la desigualdad anterior. Asi, gracias a la desigualdad de Cauchy Schwarz, se

tiene que

(Av,v) = (Fv,v) = (L+|[F[D][ol] = (1 + [[F[)R > 0. (2.1)

En consecuencia, si Au = F, entonces necesariamente ||u|| < R, ya que en caso contrario

(2.1) induce una contradiccién. O

Definicién 5 (Tipos de continuidad). Sea A : X — X' un operador. Entonces

A se dice Lipchitz-continuo si

AL > 0 tal que Vu,v € X, || Au— Avl||x < L||u — v||x.

A se dice demicontinuo si

Ty, = = A(z,) = A(x).

A se dice hemicontinuo si la funcion

t— (A(u+ tv), w)

es continua en [0, 1] para todos u,v,w € X.

A se dice fuertemente continuo si

T, = v = A(z,) = A(z).

2.2. Teoremas principales

A continuacién dos resultados clasicos debidos a F.E. Browder y G.J. Minty.

Lema 2.2.1. Sea A : X — X' un operador hemicontinuo y mondtono. Entonces
Ve X, (F—A(z),z—2)>0

si y solo si A(x) = F.
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Demostracion. Dados x,w € X y t € (0,1), se define
z=xxtw.
Entonces, por hipdtesis se tiene que
0<(F—-A(zttw),z — (v £ tw)) = (F — Az £ tw), Ftw),
de donde, como t > 0, resulta
F(F — Az £ tw),w) > 0.
Se sigue por la hemicontinuidad de A que
H(F — A(x),w) > 0,
lo cual implica que
(F—A(x),w) >0 Ywe X,
de donde F' = A(z). La implicacién inversa es trivial. .

Teorema 2.2.2 (Browder-Minty 1963). Sea A : X — X' un operador mondtono, coercivo
y hemicontinuo. Entonces, para cada F' € X', existeu € X tal que A(u) = F, y el conjunto

de soluciones de este problema es acotado, convexo y cerrado.

Existen diversas demostraciones del resultado anterior, cambiando las hipétesis por
supuestos mas generales (ver [31, p.557]).
Ahora se enuncia un Teorema que permitird garantizar existencia de solucién para el

esquema de Galerkin (3.10-3.11).

Teorema 2.2.3 (Babuska-Brezzi no lineal). Sean X,Y espacios de Hilbert y sean A :
X — X' un operador no lineal y B : X — Y’ un operador lineal y acotado. Entonces,
para cada (F,G) € X' XY’ existe una unica solucion del problema: Hallar (p,u) € X XY

tal que

st, y solo si,

B
i) Eziste § > 0 tal que sup M
pexpro ||Pllx

ii) Y(F,G) € X' xY', eziste un unico p € V(G) :={q € X : Bq = G} solucion de

> Blvlly, YveY.

(A(p),q) = (F,q) Vg€ Ker(B)=V(0).

Demostracion. Ver [11, p.4]. O
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2.3. Funciones a valores en conjuntos
Interesa estudiar un problema de la forma: Hallar v € X tal que
(A(u) — F,v—u) >0 Yove X,

donde X es un espacio de Banach, A : X — X’ es un operador no lineal y F' € X’ es un
dato. Se vera que este problema posee solucion para cada F' € X’ pero no se garantiza que
esta solucion sea unica. Por este motivo se dice que el problema no induce un operador
solucion en el sentido clasico, pero si induce un operador solucién a valores en conjuntos.
A continuacién se exponen ciertas definiciones al respecto.

Se dice que un operador F': X — P(Y) es un operador a valores en conjuntos si
Vee X F(x)eP(Y),

donde P(Y) representa el conjunto potencia de Y, en otras palabras, el conjunto de todos
los subconjuntos de Y. Se observa que un operador a valores en conjuntos es una extension

de los operadores clésicos en el siguiente sentido, si f: X — Y es un operador, entonces

F:X — P(Y)
z — {f(2)},

es un operador a valores en conjuntos que coincide con f en la siguiente forma
flz)e Fx) AN F(z) C{f(x)} VrelX.

Analogamente a la teoria clasica, se define el grafico de un operador a valores en conjuntos

CcOomo

GF)={(x,y):x€e X Ny € F(x)}.

También se define una seleccion del operador a valores en conjuntos F como cualquier

operador f que satisfaga la condicion
Vee X f(z) € F(x).

Resulta 1til reducir el estudio de los operadores a valores en conjuntos al andlisis de sus
selecciones.

Dado un operador a valores en conjunto F' : X — P(Y), se define el operador inverso

Fl:Y — P)
y — Fly)={reX:yeF(x)}
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Se dice que x € X es un punto fijo del operador a valores en conjuntos F' : X — P(X)
six € F(x).
Dado el espacio métrico (X, d) y el conjunto de sus partes P(X), se introducen las

métricas para x € X y N € P(X)

D(x,N) = inf {d(z.y)}

D(M,N) = sup{D(z,N)},

zeM

donde se define la pseudométrica de Haussdorf inducida por d como
d(M,N) :=méx{D(M,N),D(N, M)},
y en particular se considera el subconjunto CB(X) C P(X) dado por
CB(X):={Y eP(X): Y #0 AY escerrado y acotado en (X, d)}.

Teorema 2.3.1. Si (X,d) es un espacio métrico completo, entonces (CB(X),0) es

también un espacio métrico completo, donde 0 es la métrica de Haussdorf inducida por d.

Demostracion. Ver [29, Theorem 3.5, p.10]. O

Bastantes Teoremas de punto fijo clasicos, entre ellos el contractivo de Banach, el de
analisis convexo de Brouwer, entre otros, tienen su simil en la teoria de funciones a valores
en conjuntos. Para los efectos del presente trabajo se utilizan los siguientes resultados,

publicados en [29].

Teorema 2.3.2. Sean C' un subconjunto convero, compacto y no vacio de un espacio

vectorial topologico X y F : C'— P(C) un operador a valores en conjuntos tales que
i) F(z) es cerrado para cada v € C,
ii) F~'(y) es abierto paray € C.

Entonces, F' posee un punto fijo.

Demostracion. Ver [29, Theorem 4.5, p.21]. O

El siguiente Teorema es un corolario del anterior.

Teorema 2.3.3. Sean K un subconjunto no vacio y convero de un espacio vectorial

topolégico X y T : K — P(K) un operador a valores en conjuntos tales que

1. T(z) es no vacio y abierto para cada x € K,
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2. para algin xo € X, [T(z0)]¢ es compacto,
3. T7Y(z) es convexo o vacio para cada x € K y
4. UperT(z) = K.

Entonces, T' posee un punto fijo.

Demostracion. Ver [29, Corollary 4.10, p.23]. O

2.4. Existencia de solucién para desigualdades
variacionales

Dado un espacio de Banach K y un operador A : K — K’ se introduce el siguiente

problema para el estudio de desigualdades variacionales: Hallar v € K tal que
(Au,v —u) >0, VYve K.(P)

Teorema 2.4.1. Sean K un espacio de Banach y A : K — K’ un operador hemicontinuo

para el cual Jw € K tal que A(w) = 0. Entonces, el problema (P) posee una solucién.
Demostracion. Supongamos por contradiccién que (P) no posee solucion, es decir
Vu e K,Jv € K tal que  (Au,v —u) < 0.

Entonces, podemos introducir el operador a valores en conjuntos

F:K — P(K)
v > F(u):={veK: (Au,v—u) <0}.

Se sigue

Vue K: F(u)#0,

puesto (P) no tiene solucién. Ademds, dado v € K arbitrario y {v'} C F(u), una sucesién

que converge a v € K, se tiene que
<A(u)7 Ui - u> < 07

y luego
(A(uw),v —u) = (A(u),v —v") + (A(u),v" —u) < (A(u),v —v"),
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donde este ultimo término converge a cero. Asi
<A(U), v = U> < 07

lo que significa que v € F'(u), por lo tanto F'(u) es cerrado.

Ademas dados u € K, t € [0,1] y v,w € F(u) fijos pero arbitrarios, tenemos que

esto es

de donde

o equivalentemente

(A(u), (tv + (1 — t)w) —u) < 0.

Como tv + (1 — t)w es cualquier combinacién convexa de v,w € F(u), se concluye que
F(u) es convexo.

Ademas, podemos ver que
Vo€ K: F~'(v) es abierto en K,

donde F~1(v) = {u € K : v € F(u)}. En efecto, consideremos v € K arbitrario, el
complemento K —F~!(v) y una sucesién {u'} C K —F(v), convergente a u € K. Entonces,

se puede establecer que
(A(u'),v —u) = (A(u'),v — ') + (A(W), u’ — u),

y, por la hemicontinuidad de A, se sigue

(A(u'), v —u) =5 (Au),v —u).
Ademds, por la convergencia fuerte de {u’} a u € K, se tiene

(A(u"), u’ — u) 2%,

lo cual implica

(A(u),v —u) = Zlgglo(A(uZ, v —u').
A su vez, dado {u'} € K — F(v), es claro

Aw',v—u') >0 VieN
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y por tanto
<A(U),’U - U’> Z 07

con lo cual se concluye que K — F(v) es cerrado. Asi F'(v) es abierto en K y luego,
una aplicacién directa del Teorema 2.3.2 asegura que existe un punto fijo de F', es decir

Ju € K tal que u € F(u), o equivalentemente
Ju € K tal que  (A(u),u —u) <0,

lo cual es una contradiccién. De este modo (P) posee solucion. UJ

Es comin que los problemas asociados a desigualdades variacionales tomen la forma:
Hallar u € K tal que (Au,v—u) > (f,v—u) Vv € K, donde K es un Banach, A : K — K’

y f € K' . En tal contexto tenemos las siguientes dos proposiciones.
Teorema 2.4.2. Sean K,(Q espacios de Banach reflexivos, B : K — Q' un operador de
rango cerrado con adjunto B' : Q@ — K', g € Q" y K, = {v € Q : B(v) = g}. Las

siquientes propiedades son equivalentes;

i) El problema: Hallar v € K, tal que (Au,v —u) > (f,v —u) Yv € K,, posee

solucion.
i1) El problema: Hallar (u,p) € K X Q tal que
(Afu),0)+ (Bpv) = (fv) VoeH
Bu,q) ={(9.9) ,Yg€Q

posee solucion.

Demostracion. Ver [24, Teorema 1.2, p.378].
El siguiente Teorema permite situar todas las soluciones de una desigualdad variacional

dentro de un conjunto acotado.

Teorema 2.4.3. Sean K un Banach, f € K', g € Q, K, = {v e Q : B(v) =g}y
A: K — K' un operador coercivo. Entonces, las soluciones del problema: Hallar u € K,

tal que

(Au,v —u) > (f,v—u) Yo e K,
son acotadas.

Demostracion. Cualquier soluciéon del problema anterior es necesariamente solucién del

problema: Hallar v € K tal que (Au,v) = (f,v) Vv € K. Esto se verifica observando
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que v = uF ¢, con ¢ € K es también valida como funcién test. Asi, una aplicacién directa

del Teorema 2.1.1 garantiza que tal conjunto de soluciones es acotado.
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Capitulo 3

El problema en un medio saturado

En este capitulo se estudia un método de elementos finitos mixtos para resolver
numéricamente el modelo presentado en la Seccién 1.2. Para ello, a continuacién se
plantea el método, se demuestra existencia de solucién (aunque no unicidad), y se
introduce un problema aproximado que si posee soluciéon tnica. Finalmente, se conecta
este problema aproximado con el original, obteniéndose un método numérico dependiente

de un parametro de estabilizacion.

En esta seccién se asume que €2 es un dominio acotado de R", n € {2,3}, que posee
una frontera Lipchitz continua I', la cual esta dividida en dos partes I'p y 'y tales que
I'p = 8Q\m y I'p posee una medida no nula en el espacio de dimensiéon n — 1, ver Figura

3.1.

Se considera el problema de Darcy, dados f € L*(Q), g € HY*(T'p) y h € HV*(T'y):
Hallar (u,p) € H(div; Q) x H'(Q) tal que

Q) F 5

Figura 3.1: Representacion esquematica del dominio.

25
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u=rk(-,Vp) en(, (3.1)
divu=f en(, (3.2)
p=g enlp, (3.3)
u-v=~h enly, (3.4)
o equivalentemente: Hallar p € H*(9) tal que
divek(-,Vp) =f en (3.5)
p=g enlp, (3.6)
k(,Vp)-v=h en Dy, (3.7)

la cual es una formulacién en presiones.

3.1. Declaracién de un método primal-mixto
Integrando por partes la ecuacién (3.5) se obtiene
[ o 90) - Va =t ) e, = [ fak e, Voe Q). (33
e imponiendo la condicién de frontera (3.6) de forma débil, resulta
Ao, = (N gr, VA€ HV3(Dp). (3.9)

A su vez, se introduce el multiplicador £ = ki (-, Vp)-v|r,, es decir la componente normal
de ki (-, Vp) en la frontera I'p, lo cual requiere asumir A = 0 para poder garantizar que

¢ € HY2(I'p). De esta forma se obtiene la formulacién: Hallar (p, &) € H x Q tal que

a(p,q) +b(q,§) = F(q) VqeH, (3.10)
b(p,\) = G(\) VA€ Q, (3.11)

donde
H=H'Q) , Q=H"*Tp)

y los funcionales
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donde a : H x H — R es una forma semilineal y b : H X () — R es una forma bilineal.
En el caso lineal, es decir cuando el término caracteristico de cedencia G es cero, la
existencia y unicidad de soluciones para la formulacién variacional mixta dada por (3.10-
3.11) cae en los clasicos contextos de los resultados de Babuska-Brezzi ya explorados por
distintos autores (ver [12] y las referencias en él).
Ahora, como es usual en la teoria de las formulaciones variacionales, se reformulan
los problemas dados por las ecuaciones (3.10-3.11) utilizando operadores inducidos. En

efecto, se definen

A H — H

p o (80)a)i= [ el V8)- Ve,
B: H — ’

p o (BN = Py,

de modo que el problema mixto descrito por las ecuaciones (3.10-3.11) puede ser

reformulado como: Hallar (p,&) € H x @ :

Alp)+B'(§) =F
B(p) =G
Para enfrentar el problema de existencia de solucién se requiere de los resultados que

se detallan en las secciones subsiguientes.

3.2. Declaracion de un método mixto

En esta seccion, y sélo por completitud de la presentacién, se introduce un problema
equivalente a (3.10-3.11) el cual es el punto de partida para otro método de Galerkin, no
detallado en este trabajo, que se adapta a los métodos estudiados en [15], [16] y algunas
referencias en ellos.

En este caso se introduce la incognita t = Vp, de modo que el problema dado por

(3.1-3.4) se reescribe como: Hallar (u,p,t) € H(div; Q) x HY2(T') x [L*(Q)]" tal que

u = kk(-,t) en Q, (3.12)
t = Vpen Q, (3.13)
divu= fenQ, (3.14)
p=g enlp, (3.15)
u-v=~h enly, (3.16)
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La formulacién débil de las ecuaciones anteriores se reduce a

/Q/’QK(-,t)-S—/Qu-S:O Vs € [L*(Q)]", (3.17)

—/t'v—/pdivv+<v'1/,p>p:0 Vv € H(div;Q), (3.18)
0 Q

(u-w\)F—/quivu:/qu Vg € L*(). (3.19)

Ahora, considerando las condiciones de contorno (3.15-3.16), las ecuaciones (3.18) y (3.19)

pueden ser reescritas:

‘/ﬂt v /dei“’ + (v vy = (Vorg, W E[LAQ)", (3.20)

—/qdivu—l— (u- v, \)ry = / fa, Vqe L*(Q). (3.21)
Q Q

De esta forma las ecuaciones (3.17), (3.20) y (3.21) se representan como

//{K(-,t)-s —fQu-s 0 0
Q
— Jot-v 0 — Jopdivv + (v v, p)ry | T | (V¥ 9
0 —qudivu—l—(u-V,)\)pN‘ 0 Jo fa

V(s,v,q) € [L*(Q)]" x H(div; Q) x L*(Q). Equivalentemente, en términos de los operadores

introducidos previamente, el sistema anterior se reescribe

A(t) B*u)| 0 0
Bt) 0 |Bp) |=]|¢G
0 Bp | o0 F

Entre las ventajas de este método se destacan el calculo directo del campo de presiones,
del gradiente de presiones y del campo de velocidades.
La teoria tipo Babuska-Brezzi para este tipo de formulaciones es llamada de punto

silla doble (ver [15, 16] y algunas referencias en ellos).

3.3. Un problema geométrico

En esta seccion se describe un problema originado a partir del estudio de las posibles
formas de monotonia para el operador A. Se buscan condiciones necesarias para tener

cotas inferiores positivas para una expresién del tipo

(A(p) — A(q),p —q) conp,qeH,
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donde (-, -) representa el producto de dualidad de H' x H.

Se considera el campo k1 : R™ — R"”, el cual se define como

G :
) <1 — W) v st |lv] > G, a2)

0 si v <G

Se observa que k1 es la contraccién de vectores que tienen largo mayor que G en

exactamente GG unidades, ver Figura 3.2.

Figura 3.2: Representacion esquematica del problema geométrico.

Se observa que el campo vectorial no lineal rr(v) converge al funcional nulo en

iteraciones de la funcién xy. Esto resulta evidente si se considera

madamente LY.
aproximadalrmente el

que en cada iteracion de x; se va reduciendo el largo del vector en GG unidades.

Se prueba a continuacién que la funcién Ky es mondtona.

Teorema 3.3.1. Vv,w € R", (kiw — kv, w — v) > 0.

Demostracion. Sean w,v € R™. De la definicién de kg se obtiene trivialmente la tesis si
es que |[|[w|| < Gy ||v|| £ G. Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que ||[w|| > G y

||v]| < G, entonces

(k1(w) — k1(v),w —v) = (ki(w),w — V)

= (Il = &) Iwll = (45¢) (w, v)

> (Il = &) lIwll - (Be) {15+ 157
= IM=G (| w2 — [|v]2)

> MG (@2 —||v|?) > 0
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Para la situacién restante, cuando ||w||, ||v|] > G se tiene que

w KW

lo cual se dedude de lo que sigue,
G
W — KW = W — (1——)W:Gl,
[[w] hal

KIW
W — RIW = e — KIW

[Twll

_ Wl
= KIW (an—G 1)

= GHIW

y ademas

L
[lwll-¢&

= (W
[lrrwl]*

Por otro lado, en general cuando ||x||,||y|| > 0 se puede establecer, utilizando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz, que

-y - = Il =5 - 58+ 1yl

Ily [yl [
— [xllIvli=Goy) o [yl —¢y)
[lyll |1
> 0.
Ademas, se obtiene
(kiw — kv, w — V) = ||kyw — V|2 + (kfW — K1V, W — V — K/W + K[V)

= ||krw — KkV|]? + (kW — K7V, W — KJW + KV — V).

de donde, reemplazando la igualdad geométrica expresada anteriormente, resulta:

(KIW — K[V, W — V)

l|krw — kpv||* + (kW — kv, G2 KLV

lerwll ooVl
> ||krw — krv|]* >0
O
A su vez, un argumento de densidad permite probar que este resultado también es
vélido en todo H (ver Teorema 3.4.3).
La demostracion anterior puede extenderse al caso en que la matriz K es

uniformemente eliptica.

pr(w) = g6 = [1 = 5| O] =% o
Teorema 3.3.2. kk : R" — R"™ es continuo.
Demostracion. Se sigue facilmente de la definicién (1.2). O

Ademas, podemos establecer la siguiente desigualdad que satisface la contraccion k.
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Proposicién 3.3.3. Si K es uniformemente acotada. Entonces,
JC(K) > 0 tal que ||V — kxW|| < C(K)|[v—w|| Vv,weR"

Demostracién. Si ||v]|,||w]| < G la desigualdad buscada es trivial. Se considera M > 0
como la constante de acotamiento uniforme de K. Sin pérdida de generalidad, se estudian

los siguientes casos.
= Si||v]| > Gy |lw|| <G, entonces

I (v) = mc(w)l| = (1= & ) 1K
< (1= 15) Mllv]

[Vl

=M(|[v]| - G) < M||v —w]|

» Si||v]| > Gy |lw|| > G, entonces

lrac(v) = (W)l = [[(1= 15 ) Kv = (1= 187 ) K|
|

G G
K (1= ) v (1= %) w)|
< [|(1= ) v (1= ) o]
< 2M méx{||v]| - G,||w]|| — G}

< 2M max{||v]| — [[w]], [[w|[ — [|v][}
= 2M|||v|] = [[wl[|

< 2M||V_W||7

asi, queda establecida la desigualdad en ambos casos. [l

3.4. Consecuencias de los resultados geométricos

En esta seccion se extienden los resultados geométricos de la seccion anterior a los
espacios involucrados en las formulaciones variacionales. En particular, se busca obtener
relaciones de monotonia, continuidad y coercividad para A. Dichas propiedades son la base
de resultados de existencia, unicidad y convergencias de error en el analisis del método

de Galerkin.

A continuacion, una de las consecuencias inmediatas de lo visto anteriormente.

Teorema 3.4.1. A : C'(Q) — H' es continuo.
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Demostracion. Si {¢;} € C'(Q) es una sucesién convergente a ¢ € C*(Q) arbitrario,

entonces

(A(¢:) — A(9), w)

|A(¢:) = AD)[(cr @y = sup

weH [|wl]
w#0
ol (V) — Rk (5, VE)] - Vi
= sup
we [
w#0
< ||wx (-, V) — ki (-, Vo) || z2@ — 0.

OJ

Si bien Aloi g es continuo y C! () es un espacio denso en H, no se sigue
inmediatamente que A sea continuo en todo H. Sin embargo, se puede redefinir A como
la extension continua por densidad de A]Cl(g). En lo que sigue se considera que A es la

extension continua de Al ).

Teorema 3.4.2. Si K es uniformemente eliptica. Entonces, el operador A : C1(Q) —

[CY()]) es mondtono.

Demostracion. Dados ¢, € C*(Q), se tiene que

rk(z, Vi(x)) — k(k, Vo(x)) - V(o —)(x) > 0 Vo e Q.

y por lo tanto

(A(W) —A(d), ¢ —¢) 2 0

O

Una consecuencia directa de lo anterior y de la continuidad de A, debido a un

argumento de densidad, es el siguiente resultado.

Teorema 3.4.3. Si K es uniformemente eliptica. Entonces, A : H — H' es mondtono.

Demostracion. Sean v,w € H. Puesto que C'(2) es denso en H, se tiene que existen
dos sucesiones {v'}ien v {w'}ien de CH(Q) que convergen respectivamente a v, w en H.
Entonces, gracias a la continuidad de A y el Teorema anterior, se tiene que

(Av — Aw,v — w) = lim (Av' — Aw’,v" — w') > 0.

1— 00



3.5. EXISTENCIA DE SOLUCION 33

En efecto,

(Av — Aw,v — w) — (Av' — Aw' v’ —w') = (Av — Aw,v — v’ + 0" —w — w' + w?)
—(Av' — Aw', vt — w?)
= (Av—Aw,v —")
+{Av — Aw, w' — w)
+{Av — Avt v' — w?)
+{Aw' — Aw, v’ — w')

donde resulta evidente el limite planteado. 0

3.5. Existencia de solucion

En esta seccién se prueba que la formulacién variacional (3.10-3.11) posee solucién
utilizando los Teoremas 2.2.2 y 2.2.3.
Primero se muestra la Hp._(€2)-coercividad del operador no lineal A, lo cual es hip6tesis

del Teorema 2.2.2 de Browder-Minty.

Proposicion 3.5.1. Si K es uniformemente eliptica. Entonces, A es un operador H}D (Q)-

Coercivo.

Demostracion. Sea C > 0 la constante de equivalencia de normas en HllD Q) ype

HE_(Q) — B(0,%), entonces

de donde, denotando por « la constante de elipticidad fuerte,

(Ap)p) > al|VplPa -G / K[ |Vp)

1/2
> 04|P|%,Q -G (/Q ||K||2) Ipl1.0

> a0lpl[f o = C(K. G, O)lplle.

donde C' es la constante de equivalencia de la norma y la seminorma en Hf._(€2). De esta

manera, se tiene

(A(p), p)

> aCllp|le - C,
Ipll10

de donde sigue inmediatamente la coercividad buscada. U
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Aqui se hace notar que, en los supuestos de que la matriz de difusién K sea dependiente
del espacio, el término [, || K||* representa la medida de una funcién matricial. Es de
esperarse que para funciones matriciales con pocas propiedades, el problema a resolver
resulte de dificil solucién porque, como se vera a continuacion, es suficiente que K sea

uniformemente elipitca y acotada para garantizar existencia de solucién.

Proposicion 3.5.2. El funcional b satisface la condicion inf-sup.
Demostracion. Se busca establecer la siguiente proposicion

b
3C > 0 tal que sup (. 1)
peH,p0 | [Pl |10

> C||M||FD,—1/2a \V/,LL € Q
Para esto se observa que dado g € @, el problema
Vw=0, w=genlp, Vw-v=0enly

tiene por tdnica soluciéon w € H que satisface 3C > 0 tal que ||w|lia < C||g/lo-

Asi entonces
b(p: 1) o [blw, )] 1 [{1, 9)rp |

vert [[plle — llwlle = O lglle
p#0

y como g € () es arbitrario, se tiene también que:

b 1
sup () o (1 9)rp

verr [Plle ™ wea € ldllo
p#0 g7#0

= L
_C ILLQ/'

En consecuencia, b satisface la condicién inf-sup continua, pues p € Q' es arbitrario. [

Teorema 3.5.3. 5i K es uniformemente eliptica y acotada. Entonces, existe una solucion
al problema variacional (3.10-3.11) y ademds, el conjunto solucion es convexo, acotado y

cerrado.

Demostracion. Se observa previamente que el funcional b satisface la condicién inf-sup.
Ademas, se quiere probar que V(F,G) € H x Q, existe p € V(G) :={v e X : Bv = G}
solucion de

(A(p),v) = (F,v) Yove Ker(B) =V/(0).

Se tiene que, por la proposicion (3.5.1), A es coerciva en Ker(B). Ademds, se demostré que
A es continua y mondétona, segin los Teoremas (3.4.1) y (3.4.3), asi entonces este
problema tiene soluciéon gracias al Teorema 2.2.2. Utilizando el Teorema 2.2.3, el problema
variacional ((3.10)-(3.11)) posee solucién. O

La aplicacion del Teorema 2.2.2 no garantiza unicidad de solucion, y por lo tanto esta

implementacion del Teorema 2.2.3 tampoco garantiza la unicidad.
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3.6. Discretizacion mediante elementos finitos

En esta seccién, el problema infinito dimensional (3.10-3.11): Hallar (p,&) € H x @ :

alp,q)+ b(g,§) =F(q) VgeH

bp,\) =G(\) VYA€,
es discretizado utilizando espacios de elementos finitos continuos y polinomiales a trozos
sobre ) y constantes a trozos sobre I'p. Considerando que el campo de presiones tiene
una descomposicién, en la base de funciones techo de una tringualarizacién {¢;},, de la

forma

N
p= ZO%(I% donde a; e R Vie {l,--- ,N}
i=1
y que, analogamente,

M
§=> By, donde §; €R Vie{l,---, M}

i=1

donde {;}, es una base de funciones constantes a trozos sobre la frontera I'p, ver

Figura 3.3.

Figura 3.3: Funciones base de Q y I'p.

Por simplicidad de la notacion matricial, se define la funcion

(1— %)K si |Vp| > G,
k(- V) = VPl (3.23)
0 si |Vp] < G.

donde G € R es el pardmetro caracteristico del fenémeno. Se hace notar que s es sélo el
coeficiente de la funcién original (1.2).
Bajo los supuestos y notaciones anteriores la versién discreta del esquema mixto (3.10-

3.11) se reescribe como: Hallar ((ay, -+, an), (81, -+, Bu)) € RY x RM tal que

N N M
Zai /g; /ﬁ?(', Z&rv¢r> V(bz : V¢j + Zﬁz@bu ¢j>FD = F<¢])7VJ € {17 o 7N}7
=1 r=1 =1

Zi\il ai<¢ja qbi)FD = G(¢J)7vj S {17 e M}
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De donde se introducen las matrices A(x) € RMY | B € RM*N y ¢l vector de x € RN+t

N N
[ r6 > ave)er Ve o [ kY aive)Voy - Vo,
(L £ =

N N
/H('azaiv@)vﬁbl'v@v /H('vzaiv¢i)V¢N'V¢N
| /@ i=1 Q i=1

(631
(U1, 01)r, -+ (Y, O1)r,
an
B = : : X =
b
(V1,08 0 (Yus ON)Tp ,
_/BM_
con la cual los problemas anteriores pueden ser reescritos como: Hallar x € RV*M tal que
F(¢1)
A(x B F
) x= |1l (3.24)
B Oaxm G(¢n)
|G(¥m) |

La no linealidad del sistema se aisla en la matriz A(x), mientras que el lado derecho
y la matriz compuesta por B son derivadas de aplicaciones lineales. El coédigo que a
continuacion se explicita hace uso de esta estructura para ensamblar las matrices del

problema.

3.6.1. Existencia de soluciéon en el esquema discreto

La demostracion de existencia de solucion para el esquema discreto sigue los pasos
clasicos de la Teoria de Babuska-Brezzi, es decir, se va a aplicar el mismo Teorema que
en el caso continuo, pero previamente se va a necesitar la condicién inf-sup en el espacio
discreto, la cual no es directa y se obtiene mediante un resultado publicado en [12], el cual
impone condiciones para los tamanos de malla de frontera y dominio.

Sea {7 }n>0 una familia de triangularizaciones del dominio © de triangulos de &rea
hr que satisfacen h = max{hr : T € T3}, donde se define H}, el subespacio de elementos

finitos de la incognita p € H.
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Ademss, se introduce {T'!, - - -, T} una particién de I'p, donde se define A := max{IV :
j € {l,---,m}} y respectivamente se introduce el espacio de elementos finitos @); de la

incégnita € € Q. Estos espacios de elementos finitos son
Hy:={veCQ): wvpreP(T) VT €T},
Qﬁ = {/\ € LQ(PD) : )\’Fj € ]P)()(PJ),VJ € {1, <. ,m}}
Bajo supuestos de cardcter geométrico sobre el dominio €2 y sus dngulos entrantes se

establece el siguiente resultado.

Teorema 3.6.1. FExiste Cy > 0 y 8 > 0, independientes de h y iL, tales que para todo

h < Coiz se tiene que

b ’Uh,g~
sup o, &) > Bll&ill-1j2rp, V€ € Qj
vp€Hp thHl,Q
vp#0
Demostracion. Ver [13, Lemma 3.1 o [12, Lemma 4.7]. O

Teorema 3.6.2. Bajo los supuestos de los Teoremas anteriores, el esquema discreto (3.24)

posee solucion.

Demostracion. Se aplican los mismos pasos del Teorema 2.2.3 y Teorema 3.5.3, de donde
se sigue que, existe una solucién (pp, ;) € Hy, x @, del problema discreto 3.24. O

La condicién 3C; > 0 tal que h < Cyh, dice que no se puede refinar el dominio
arbitrariamente en su interior, sin arriesgar que el problema discreto deje de tener solucién.
Con el objetivo de garantizar esta condicion, se impone cierta relacién entre las mallas de

interior y frontera.

3.7. Implementacién numérica

En esta seccion se considera, al igual que en la anterior, que 7, es una coleccion de
triangulaciénes regulares del dominio €2, que I'p es la seccion de la poligonal I', la cual
tiene asociado un dato tipo Dirichlet, y que necesariamente 7, contiene elementos cuyos
lados cubren a I'p. Mientras que en paralelo se trazan otros elementos (); que cubren

también I'p pero que definen la base del multiplicador del problema (3.24).

3.7.1. Paridad de los elementos de frontera y dominio

Como se menciona en [15], para poder garantizar la condicion

d4Cy > 0 tal que h < Cyh
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es suficiente imponer que por cada elemento de la frontera I'p existan dos elementos
interiores. En cierto sentido, esto exige que exista una cantidad par de lados en la frontera
I'p a través de los elementos de 7,. Este problema puede ser resuelto agregando elementos
en la malla interior.

En un contexto parecido, para una formulacién completamente mixta, se tiene el

siguiente resultado.

Teorema 3.7.1. La eleccion de elementos doble en la frontera respecto a los del interior,
es suficiente para garantizar la condicion inf-sup discreta para el operador
B: H(div;Q)) — HY(Q)
u — (B(u),q) = (u-n,qhg

Demostracion. Ver [15, p.1937]. O

En [15] se mencionan otras condiciones de paridad, entre los elementos de frontera e
interior, que se puede aplicar para garantizar la condicién inf-sup discreta. Sin embargo,
la condiciéon mencionada anteriormente resulta ser la mas sencilla de aplicar, puesto que
reutiliza los nodos creados al particionar el dominio interior, y ha probado ser suficiente
en los ensayos numéricos realizados.

Experimentalmente se observa que es suficiente la eleccién de esta relacién entre
elementos de interior y exterior, para obtener la condicién inf-sup discreta para B, aunque

esto no ha sido probado formalmente.

3.7.2. Un problema perturbado

En esta seccion el problema discreto es afectado por un parametro y por el operador del
Laplaciano, obteniendo asi, un operador que es Lipchitz-continuo y fuertemente mondétono,
para el cual, siguiendo lo propuesto en [24], se puede establecer unicidad de solucién,
dependencia continua de los datos y convergencia del método de Galerkin.

Dados a € R, f € L*(Q), g € Q y un funcional py € H, se introduce el problema:

Hallar (p1,€) € H x Q :

a(pl,q)Jroz/QVpl-Vqub(%é)=F(q)+a/QVpo-Vq Vge H  (3.25)
b(p, \) = G(N) VA e Q. (3.26)
Este problema introduce el operador perturbado
A,-H — H’
p = (Aap)a) = [ (5, )+ ) Vp- Ve,
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y a su vez, una perturbacién del funcional del lado derecho

F,:HxH — R

(p,q) — F(Q)-I—CY/QVP'VQ'

Discretizando este problema se genera el siguiente. Dados o € R, f € L?(Q), g € Q y un
funcional py € Hy: Hallar (p14,&5) € Hp X Q

Aa(P1,hs qn) + b(qn, &) = Foa(pon, q) Vg, € Hy (3.27)

b(p1ns M) = G(A;) VA, € Q. (3.28)

Para el cual el operador A, es fuertemente monoétono en el kernel de B.

Teorema 3.7.2.

3B > 0 tal que (Aa(p) — Aulq),p—q) = Bllp—dlllq Vp,q € HE ().

Demostracion. Sean p,q € H%D(Q), entonces

(Aa(p) — Aalq);p — q) = (A(p) — Alg),p — q) + Oé/QV(p -q)-V(p—q).

De la monotonia de A (ver Teorema 3.4.3), se sigue que

(Aa(p) — Aalq),p —q) 2 oz/QV(p—Q)-V(p—Q)-

Dado lo anterior y la equivalencia de la norma y la seminorma de Hy (£), se concluye el

resultado.

Teorema 3.7.3. A, es un operador continuo.

Demostracion. La demostracién de esta propiedad sigue rapidamente de la continuidad

de A y del acotamiento del término fQ Vp - Vq. O

Teorema 3.7.4. Si K es uniformemente acotada. Entonces, el operador A es Lipchitz-

continuo en H'(§2).

Demostracién. En efecto, dados p,q,r € H'(Q), usando la desigualdad de la proposicién

(3.3.3) se tiene que

(A(p) — = [o(k(Vp) — k(Vq)) - Vr
< |[&(Vp) = £(V)||z2i» 710
< C(K)p — qhalrhia.
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asi entonces

HMm—Ammm=§g<Mmiﬁ@”>sm

[I7[17#0

K)llp = dll.e-

Como consecuencia de lo anterior, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.7.5. Si K es uniformemente acotada. Entonces, el operador A, es Lipchitz-

continuo en H(2).

En base a las proposiciones anteriores, se establece que el problema perturbado
continuo tiene tunica solucién y que esta depende continuamente de los datos. Mas

precisamente se tiene lo siguiente.

Teorema 3.7.6. El problema perturbado continuo (3.25-3.20) tiene tnica solucion

(p1,€) € H X Q y se tiene la siguiente condicion de estabilidad

1
Iplle < 5@Wﬂ+ﬂmn+w+m”'q Y
|’5H1,9E{HFH + MY =N

Donde k es la constante inf-sup de B, v es la constante de Lipchitz-continuidad para A,

y B es la constante de monotonia fuerte para A,.

Demostracion. Ver [24, p.382]. O
Reestableciendo las proposiciones anteriores para los espacios discretos Hy, y @,
salvaguardando que estos espacios sean tales que se obtenga la condicion inf-sup discreta

para b, se tienen los siguientes Teoremas.

Teorema 3.7.7. El problema perturbado discreto (3.27-3.28) tiene tnica solucion

(P11, &5) € Hy X Qj, y se tiene la siguiente condicion de estabilidad

G
IPLallie < 5{||F||+@|Ip0hll+(7+6)” H} — M
1
||§ﬁ||1,QE{||F||+7M}:Z

Donde k es la constante inf-sup discreta de B, v es la constante de Lipchitz-continuidad

para A, y B es la constante de monotonia fuerte para A,.

Demostracion. Ver [24, p.384]. O
El resultado mas importante, el que garantiza la convergencia del método de elementos

finitos, se expresa a continuacién como una particularizacién de un resultado expuesto en

[24].
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Teorema 3.7.8. Las soluciones (py, &) € HxHY2(T) y (p1n, &) € Hu X Qj, del problema
perturbado continuo (3.25-3.26) y discreto (3.27-3.28) respectivamente, satisfacen que
3C,C" > 0 independientes de h y h, tales que

llp1 — prall + 1€ = &|| < Cdist(py, Hy) + C' méx{dist(&, Q) , dist(p1, Hp)}.

Demostracion. Ver [24, p.386]. O

En la siguiente secciéon se expone un método iterativo para resolver el problema

perturbado discreto y se relaciona este con el problema discreto original.

3.7.3. Meétodo iterativo sobre el problema perturbado discreto

Con el objetivo de implementar un método de direcciones de descenso tipo Newton,
se replantea el problema discreto perturbado, como un problema de encontrar una raiz de
cierto campo vectorial. En otras palabras, dados a € R, f € L*(Q2), g € Q y un funcional

po € Hy, se introduce el problema: Hallar (py ,,&;) € Hy X Q;, tal que

Aa(prp, ¢1) +0(01,6;) — Fo(f. pons d1)

Ao , b(¢1,&) — Fof, pon,
J(p1n, &) = (Pra, o) 001, ) = Falfpon, 0n) | _ Ognv-iat, (3.29)

b(pl,hy V1) — G(1)

b(p1n, ) — G(Vur)

donde {¢;}Y, es una base de elementos finitos asociada a una triangulacién 7, en
Hj, y andlogamente {1;}}, es una base de elementos finitos asociada a una particién

{Fl, cee ,FM} de FD~

En la seccion anterior se establece que el problema anterior tiene solucién tinica en su

forma discreta y continua.

Si 31 eRVy 31 € RM son vectores con las componentes de p1,p Y &, respectivamente,

entonces el problema anterior puede ser pensado como: Hallar (31, ?1) € RY x RM | tal
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B
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que
[ o R(EY, 0V Ve - Ve, Jo (Y, Vo) Von - Vor | [n éith Jo, G1tbar
Jo#(2L, aiV ) V1 - Vo Jo v (CL, V) Von - Von | [, énth Jr, SN
Jr, d1tn Jrn, Gt
: : Onrxnr
L fFD QLN frD PmN
-fo% +anVp0 - Vi ]
fgwa‘f’OéfQVPO'V?/JN _0
— = UpN+M
fFD 99251
fFN g¢M ]

El método iterativo para solucionar el problema original consiste en el siguiente

algoritmo.

1. Se calcula py € Hj, como la soluciéon del problema lineal de Darcy, es decir, cuando

G =0.
2. Se calcula p; j, € Hy, como la solucién del problema perturbado 3.29.

3. Mientras que ||po — p1.x||1.0 sea mayor que una tolerancia, se hace

i) Po = P1in

ii) Se calcula p; ,, € Hy como la solucién del problema perturbado 3.29.

4. Finalmente se retorna (p14,&;) € Hy, X @, la dltima solucién calculada.

Cuando hay convergencia de este esquema, la solucion obtenida es también una

solucién del problema discreto original (3.24).

3.8. Implementaciéon en MATLAB

Se utiliza el mallador triangle, una rutina escrita en C++ de cddigo abierto, para

implementar el método numérico anteriormente descrito.

Se utiliza la notacién usada en las publicaciones [1], [3] y los programas en ellas

contenidos.
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El cédigo aqui expuesto resuelve el problema cuando |I'y| = 0, es decir cuando sélo
esta presente una condicién de tipo Dirichlet en la frontera I'. Ademas, se considera que
la triangularizacién del dominio interior posee una cantidad par de lados de sus triangulos

en la frontera I'.

3.8.1. Lectura de elementos y condiciones de frontera

Si en el directorio de MATLAB existe un fichero con las siguientes caracteristicas:

4201
10 0 1
1 0 1

—_
—
N
=

11

oS b W N
W N
S
—

llamado square.poly. Entonces, la ejecucién en consola de triangle -cpq32.5Aa0.1
square.poly construira cuatro ficheros square.1.poly, square.1.nodes, square.1l.ele
y square.l.edge. Estos fichero son leidos en MATLAB y almacenados como vectores.
Cada uno contiene informaciéon fundamental sobre la triangularizaciéon del dominio

interior. La lectura de estos ficheros se ejecuta segiin

% Initialisation
%Coordinates
fich=fopen(’square.l.node’);
num=fscanf (fich,’%i’,4); nverf=num(1);
Coordinates=fscanf (fich,’%f’, [4,nverf]);
Coordinates=Coordinates’;
Coordinates(:,4)=[]; Coordinates(:,1)=[];

fclose(fich);
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%Elements

fich=fopen(’square.1l.ele’);

num=fscanf (fich,’%i’,3); nelf=num(1);

Elements3=fscanf (fich,’%i’, [5,nelf]);

Elements3=Elements3’; Elements3(:,5)=[]; Elements3(:,1)=[];
fclose(fich);

%Boundary elements

hfich=fopen(’cavidad.l.poly’);
fich=fopen([extension,’.1.poly’]);

num=fscanf (fich,’%i’,6); nelf=num(b);
BElements=fscanf (fich,’%i’, [4,nelf]); fclose(fich);
BElements=BElements’; BElements(:,1)=[];
BDirichlet=find (BElements(:,3)==1);
BElements(:,3)=[];
BElements=[BElements(:,2),BElements(:,1)];...

BElements=BElements(size(BElements,1):-1:1,:);

La paridad entre los elementos de frontera e interiores es almacenada vectorialmente segiin

la siguiente instruccion

BDirichlet=[BDirichlet(1:2:end) ,BDirichlet(2:2:end)];

3.8.2. Ensamblado de la matriz de rigidez lineal y B
La matriz de rigidez lineal se ensambla igual que lo expuesto en [1].

A=sparse(size(unique(Elements3,1)),size(unique(Elements3,1)));
for i=1:size(Elements3,1)
A(Elements3(i,:),Elements3(i,:))=A(Elements3(i,:),Elements3(i,:))...
+STIMA3(Coordinates (Elements3(i,:),:));

end

La paridad entre los elementos de frontera y los de interior queda representada por las
componentes de la matriz B, la cual es inicamente dependiente de las mallas de interior

y frontera. Esta matriz se ensambla segiin el siguiente codigo

%Ensamblado de la matriz B
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B=sparse(size(unique(Elements3,1)),size(BDirichlet,1));

for i=1:MTD
BEpolyLine=[BElements(BDirichlet(i,1),:),BElements(BDirichlet(i,2),2)]
coordenadasPolyLine =Coordinates(BEpolyLine,:);
B(BEpolyLine,i)=B(BEpolyLine,i)+STIMA5(coordenadasPolyLine) ;

end

donde se hace uso de la integracion exacta, representada en la Figura 3.4, de una funcion

techo y una funcién constante a trozos sobre la frontera I'p. Donde se considera que

l; ; (105> ¢4) =

0
| 1
(i, Gig1) = §Wj||
, 1
i+ 1 T+ 2 <'¢Uja(f)i+2>:§‘|lj”

Figura 3.4: Situacion de integracion.

flj Yo(¢ir1) corresponde al drea del tridngulo representada en la Figura 3.5, siendo el

cbdigo de tal operacion:

function [out]=STIMA5(Coordinates)
tangenciales=Coordinates(2:end, :)-Coordinates(l:end-1,:);
LargosBElements=sqrt (tangenciales(:,1). 2+tangenciales(:,2).72);
n=size(LargosBElements, 1) ;

out=0.5.*([LargosBElements;0]+[0;LargosBElements]) ;

-~ ¥

Figura 3.5: Ejemplo de la integracién de fr Oi;.
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3.8.3. Ensamblado del vector del lado derecho

Con el propdsito de calcular la solucion del problema de Darcy lineal, se debe ensamblar
el lado derecho del problema. En el presente codigo se utilizan reglas de doce puntos para

los nodos interiores y de cinco puntos para los nodos de frontera.

%Ensamblado del lado derecho
rhs=zeros (NN+MTD, 1) ;
for i=1:size(Elements3,1)

arT(i) = 0.5*%abs(det([1 1 1;Coordinates(Elements3(i,:),:)’1));

ifl = zeros(3,1);

coev3d = Coordinates(Elements3(i,:),:) ’*cc3;

for j = 1:12
ff = f(coev3d(:,j));

if1(1) = if1 (1) +ff*cc3(1,j)*ps3(j);
if1(2) = if1(2)+ff*cc3(2,j)*ps3(j);
if1(3) = if1(3)+ff*cc3(3,j)*ps3(j);

end
rhs(Elements3(i, :),1)=rhs(Elements3(i,:),1)+ifi1*xarT(i);
end
% Ptos. de integracion de Gauss en [0,1].
npi = 5;
for j = 1:npi
bk(j) = (1+gauss(j,npi))/2;
end
for i=1:size(BDirichlet,1)
area=norm(Coordinates (BElements (BDirichlet(i,1),1),:)...
-Coordinates(BElements(BDirichlet(i,2),2),:));
x1 = Coordinates(BElements(BDirichlet(i,1),1),:)’;
x2 = Coordinates(BElements(BDirichlet(i,2),2),:)’;
int2 = 0;
for j = 1:npi
xk = x1(1)+(x2(1)-x1(1))*bk(j);
yk = x1(2)+(x2(2)-x1(2))*bk(j) ;

int2 = int2+ue([xk,yk]’)*wt(j,npi);



3.8. IMPLEMENTACION EN MATLAB 47

end
rhs (NN+i,1)=rhs (NN+i,1)+int2*(area)/2;

end

Donde los arreglos gauss y wt contienen los pesos y los coeficientes de la combinaciones
lineales de las distintas reglas de integracion numérica.
Con los procedimientos anteriores, la solucién del problema lineal de Darcy, que es la

primera con la que se buscaran raices, se calcula rapidamente segin

u0=[A,B;B’ ;zeros(size(BDirichlet,1) ,size(BDirichlet,1))]\rhs;

3.8.4. Ensayo numérico

Para ver el comportamiento del método propuesto y estimar ordenes de convergencia,
se expone a continuaciéon un ensayo numérico, donde se considera como soluciéon exacta
el campo de presiones p(x,y) = sin(mx)cos(my). Utilizando las ecuaciones fuertes
del problema (3.1-3.4) se obtienen las funciones dato para tal campo de presiones, y
considerando K = Iy.s matriz de permeabilidad y G = 0,5 como parametro de cedencia.

En la Figura 3.6 se presenta la aproximaciéon numérica tomando toda la frontera I’
de cuadrado [0, 1] x [0, 1] como frontera Dirichlet e imponiendo las funciones dato, que
son calculadas a partir de p. En la Figura 3.7 se presentan las estimaciones de orden de
convergencia experimental para el método propuesto.

En las tablas 3.1 y 3.2 se muestran los comportamiento de los errores versus el nimero
de grados de libertad, el area maxima de los tridngulos y las estimaciones de los érdenes

de convergencia, para el potencial y el multiplicador calculados respectivamente.
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Figura 3.6: Solucién numérica del campo de presiones y de velocidades con N = 289 y

N = 4225.
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Figura 3.7: Estimacion de ordenes de convergencia para el error de ||p — pullia ¥

1€ = &nll=1/2,0p -

DOF

h

Error

Orden

25

0.03125

0.83660

81

0.007812

0.41296

0.50928

289

0.001953

0.20708

0.49792

1089

0.000488

0.10516

0.48876

4225

0.000122

0.05407

0.47990

16641

0.000030

0.03863

0.24254

66049

0.000007

0.02346

0.35969

Tabla 3.1: Tabla de errores para el potencial considerando

a = 0,02.
DOF h Error | Orden
8 0.5000 | 1.65171 -
16 | 0.25000 | 0.69037 | 1.2585
32 ] 0.12500 | 0.31967 | 1.1108
64 | 0.06250 | 0.15982 | 1.0001
128 1 0.00312 | 0.07896 | 1.0173
256 | 0.01562 | 0.05794 | 1.0283
512 | 0.00781 | 0.020395 | 1.5064

Tabla 3.2: Tabla de errores para el multiplicador con-

siderando a = 0,02.
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Las tablas 3.3 y 3.4 exponen la dependencia del método propuesto respecto al
parametro «. A nivel de las cotas de error se desearia que a fuese grande, para que la
constante de la monotonia fuerte fuese grande. Pero a nivel del método iterativo un o muy
grande implica que en cada paso se presta mucha importancia a la solucién previamente

calculada, por lo que la convergencia puede resultar muy lenta si a es muy grande.

gl./a| 0.1 |0.05]0.02|0.01
289 - - - -
5945 0.81 | 0.84 | 0.84 | 0.84
1089 0.14 | 0.13 | 0.14 | 0.13

2113 0.72 1 0.79 | 0.81 | 0.81

8321 0.32 | 041 | 0.23 | 0.14

33025 | 0.24 | 0.28 | 0.68 -

Tabla 3.3: Razones experimentales error del potencial
enlistadas como grados de libertad contra parametro de

perturbacion

gl/a| 01 |0.05|0.02 0.01

32 o

64 0.93 ] 096 | 0.96 | 0.96
128 0.8710.99 | 0.82 | 0.79
256 0.63 | 0.92 | 0.63 -

Tabla 3.4: Razones experimentales error del multi-
plicador enlistadas como grados de libertad contra

parametro de perturbacién
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3.9. Otros ensayos numeéricos

En esta seccion se documentan otros ensayos numéricos y sus resultados, tanto en los
errores medidos como en los 6rdenes de convegencia experimentales. Por simplicidad se

presentan los datos tabulados, considerando distintos datos de presién y dominios.

DOF p h Error P | Orden P
145 0.3906 | 20.382 -
289 0.19531 | 18.032 0.17673
545 0.09765 | 12.290 0.55309
1089 | 0.04882 | 10.116 0.28089
2113 | 0.02441 | 5.8870 0.78101

33025 | 0.00153 | 5.0461 0.15316

Tabla 3.5: Razones experimentales y error del potencial.
Considerando p(z,y) = sin(wx)cos(my) con (z,y) €

[0,10]? y a = 0,02.

DOF m h Error m | Orden m
32 0.6250 | 8.1419 -
64 0.3125 | 6.0644 0.28084
128 0.1563 | 3.8564 0.49932
256 0.7813 | 2.8370 0.32770

Tabla 3.6: Razones experimentales y error del multi-
plicador. Considerando p(z,y) = sin(mz)cos(my) con

(z,y) €10,10]? y a = 0,02.
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Figura 3.8: Estimacion de ordenes de convergencia para el error de ||p — pullia ¥

CAPITULO 3. EL PROBLEMA EN UN MEDIO SATURADO

©  Enor del potencial H'

on'?
: ©  Enar del Multiplicador
-3 — o)

— =~ Curva ajustada Potencial

L e TR S s i) — — = Curva ajustada Multiplicador

——

1€ = &nll-1/2,rp, considerando p(z,y) = sin(mz)sin(my) con (x,y) € [0,10]%.

DOF p h Error P | Orden P
145 0.39060 | 116.864 -
289 0.19531 | 74.914 0.64152
545 0.09765 | 57.391 0.38441
1089 | 0.04882 | 37.248 0.62365
2113 | 0.02441 | 28.572 0.38255
4225 | 0.01220 | 18.620 0.61776
8321 | 0.00610 | 14.300 0.38088
16641 | 0.00305 9.356 0.61206
33025 | 0.00152 7.213 0.37555
66049 | 0.00007 | 4.775 0.59485

131580 | 0.00003 3.731 0.35589

Tabla 3.7: Razones experimentales y error del potencial.

Considerando p(z,y)

a = 0,02

23 + y3 con (z,y) € [0,1* v
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DOF m h Error m | Orden m
16 1.25 16.2331 -
32 0.6250 6.6249 1.2930

64 0.3125 | 2.3711 1.3629

128 0.1562 | 0.8521 1.3688

256 0.0781 | 0.3938 1.0149
012 0.0390 | 0.3176 0.2569

Tabla 3.8: Razones experimentales y error del multipli-
cador. Considerando p(x,y) = 2% + y* con (x,y) € [0, 1)?
y a = 0,02

©  Enor del potencial H'
e —on'?

e e @ Emor del Multiplicador
S : : —oM

; e 3 — =~ Curva ajustada Patencial
10 = = c e : 5 Sn : ——~ Curva ajustada Multiplicador

Figura 3.9: Estimacion de ordenes de convergencia para el error de ||p — pullia ¥y

1€ = &nl|-1/2,rp, considerando p(x,y) = 3 4 5.
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Capitulo 4

El problema de frontera libre

Inicialmente en este capitulo se describe un método numérico de ensayo y error que
intenta resolver un problema de frontera libre. Este método no es estable ni robusto. Luego,
se propone un método usando desigualdades variacionales y se prueba su equivalencia con
el problema fuerte. Se introduce un problema relacionado con la desigualdad variacional
cuya existencia de solucién queda abierta. Finalmente se plantea la discretizacién de este
método variacional que lleva a un sistema de desigualdades no lineales.

A continuacion se describe el problema de escurrimiento en un medio poroso cuando
éste se estd impregnando de un fluido viscoplastico y no ha sido saturado atin, es decir
cuando existe una interfase I's que separa la zona “hiumeda” €2, la cual es desconocida,
de la parte seca restante (ver Figura 4.1). Puesto que dicha interfase es desconocida,
la situacion descrita constituye un problema de frontera libre. Si bien, las ecuaciones
para este problema son las mismas de la seccién anterior, las formulaciones variacionales

respectivas deben incorporar el hecho de que la frontera I's no es conocida (cf. [4], [6],

[7])-

'y

Figura 4.1: Corte transversal del tranque y geometria del problema.

95



56 CAPITULO 4. EL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE

Se introducen las siguientes condiciones de contorno sobre la velocidad u y la presion

u-n = h en I'yUT3UTIYy, (4.1)

p =g en ['sUl'y
donde h : 'y UT'3 UT'y — R representa la permeabilidad del fluido a través de la
superficie del dique y g : '3sUI'y — R representa una presiéon manomeétrica, posiblemente

proporcional a la altura del depdsito de lodos o equivalente a la presién atmosférica.

4.1. Un método de fronteras de prueba

Siguiendo lo propuesto por [9, pp. 313] se construye un esquema iterativo sobre
dominios para aproximar la solucién a este problema de frontera libre. A continuacion

se describe un algoritmo iterativo para aproximar tales soluciones.

1. Considerando un dominio ¥ y 7,! una triangularizacién de él.
2. Se almacena la variable de iteracion ¢ = 1 y el contador dif = 1.

3. Mientras dif > 0

a) Se introducen los espacios de elementos finitos H} y Q% del dominio de los

elementos de T;' y de la frontera exterior de dichos elementos respectivamente.
b) Se plantea el problema: Hallar (py,&;) € Hj x Q% tal que
a(pn, qn) + 0(an, &) = F(f,an)  Van € H,,
b(pn, An) = G(\) VAL € QL.
tal problema posee solucién (ph, &) € H} x Q% segun lo expresado en el Teorema

3.6.2 y cercanos.
¢) A partir de la solucién pi, se calcula u}, = kk(-, Vpi).

d) Se extraen de la particién 7, todos aquellos elementos donde uf, sea nula y se

define T,*!, es decir:
T =TTy wlr#0}

e) Se finaliza el ciclo con la redefinicién dif = card(T}) — card(T; ™), la cual
almacena el niimero de elementos que fueron extraidos en la paso anterior.

Ademas se da un paso en la iteracién declarando i =i + 1.

4. Se retorna (p}, &) € Hi x Q;E
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104244temparary.1 105903temporary.1

Figura 4.2: Dominio discreto estimado numéricamente para el campo de presiones
p(z,y) = 2% A la izquierda con 141 DOF y la derecha con 978 DOF, considerando
G =0,5.

4.1.1. Resultados numeéricos

Siguiendo el algoritmo expresado en la seccién anterior, se muestran a continuaciéon
resultados numéricos comparados con la solucién exacta tanto en el campo de presiones,
de velocidad como la superposicion entre el dominio exacto de solucién del problema y el

obtenido numéricamente por el método propuesto.

1. Campo de presiones p(z,y) = 2% en el dominio © = [0, 1] x [0,1], si consideramos
G = 0,5 constante caracteristica, entonces el dominio real de soluciéon del problema
de frontera libre serd 2 = [0,25, 1] x [0, 1], esto se explicita facilmente utilizando la

ecuacién (1.2). Tal solucién se muestra en la Figura 4.2.

2. Campo de presiones p(z,y) = cos(x)+sin(y) en el dominio Q = [0, 71]?, considerando
G = 0,5 constante caracteristica, entonces el dominio real de soluciéon del problema
deberia ser todo 2, puesto ||Vp|| = 1, sin embargo el algoritmo se muestra divergente

puesto el coeficiente de la funcién (1.2) se anula en este campo.

3. Campo de presiones p(z,y) = x> +y* considerando G = 1. Se obtienen los resultados
representados en la Figura 4.3, donde se observa la dinamica del campo pero no se

logran eliminar elementos donde supuestamente no llegaria el campo de velocidades.

4.1.2. Principales inconvenientes

Una desventaja de estos métodos iterativos es la eliminacién inevitable de la porcion

seca del dominio, lo que impide cualquier modelacién mas alla de la regién mojada, como
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Campo de velocidad aproximado

Figura 4.3: Dominio discreto estimado numéricamente para el campo de presiones

p(x,y) = 2* +y°.

son el caso de posibles interacciénes fluido estructura u acoplamiento con cualquier otro
tipo de situacion fisica.

Ademads, como mencionan J.T. Oden y N. Kikuchi [27], este tipo de métodos a
menudo llevan a iteraciones divergentes, y en algunos casos, para que funcionen se debe
empezar con un dominio muy cercano al verdadero dominio saturado, el cual en general
es desconocido. Segun los autores anteriores, otro tipo de dificultades aparecen cuando se
consideran permeabilidades no homogéneas, especialmente en las interfaces de materiales

con grandes diferencias de permeabilidad.

4.2. Un método de desigualdades variacionales

Los métodos de desigualdades variacionales, en el contexto de flujo a través de medios
porosos, son un caso particular de métodos de dominio fijo. Estos métodos tienen por
propésito incoporar la incégnita del dominio a la formulacién, de forma que se busquen
las funciones solucién de un problema de EDP’s y el dominio de estas. A continuacién, se
describe el problema fuerte y el andlisis que lleva a la formulacién débil, en desigualdades

variacionales, del problema del dique.

4.2.1. El problema fuerte

A modo de recapitulacion, el problema que se busca resolver tiene la forma que
se describe a continuacién. Dadas las funciones f € C(Q) originada como la ley
de conservacién de masa, ¢ € C(R?*/T") funcién de presiéon hidroestdtica del fluido

y h € C(I'y UT3) funcién de permeabilidad del fenémeno, interesa: Hallar (u,p) €
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Y=

=
=

JU'—

I

1

Figura 4.4: Representacion esquematica del dominio.

H(div; Q) x H*(Q) tal que

divu= fen Q (4.2)

u = rk(-, Vp) en 2 (4.3)

p=10(g) en Ty UT}; (4.4)
u-v=henl1UTl}; (4.5)
u-v>0enly. (4.6)

Entonces, el problema fuerte consiste en encontrar (u,p,Q) € H(div;Q) x H(Q) x

P(X) que satisfagan las ecuaciones (4.2-4.5) con la condicién (4.6).

4.2.2. El problema débil
Tomando g € H'(Q) y utilizando la identidad de Green en H(div;(), se tiene que

/u-Vq:—/divqu+/u-1/q
Q Q r

de donde, utilizando (4.2) y (4.5), se tiene que

/u~Vq—/ u~uq:—/fq+/ hq,
Q U4 UI's Q I ul's

reeordenando, se establece que

/ u-yq:/u-Vq—l—/fq—/ hq. (4.7)
U’y UI's Q Q I'url's

Entonces, haciendo uso de la condicién (4.6), agregando que ¢ > 0 € I', se puede decir

que

/ u-vqg>0, (4.8)
I'aUl'4 Ul
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lo cual fisicamente representa el hecho de que el caudal de fluido que atraviesa el medio
poroso no puede ser negativo. Esta condicién, que resulta fundamental para los pasos que
siguen, tiene este fundamento fisico necesario para cualquier solucion real del problema.

Combinando la desigualdad (4.8) y la igualdad (4.7), se obtiene la desigualdad variacional

/u~Vq+/fq—/ hq > 0,
Q Q I'pUl's

la cual puede ser formulada en presiones, utilizando la ecuacién (4.3), como

/ﬁ(-,Vp)-Vqu/fq—/ hq > 0.
Q Q I'pul's

Se hace notar que las incognitas de esta desigualdad variacional son el campo de presiones

fundamental

p € H(Q), el dominio saturado Q y la frontera libre I's. A continuacién se introducen
estas incognitas como variables dentro de la desigualdad variacional anterior.
Sea f* € L*(X) la extensién por cero de f € L*(Q2) a todo el dominio ¥, y ademés

extendiendo p € H por p* € H*(X) por g fuera de €, se tiene que

/ k(- Vp) - Vg + / fa= / k(, Vp*) - Vg +/(1 —x)fqa— / xs(, Vg) - Vg,
Q Q b b 2
donde la funcién x corresponde a la caracteristica de R?/2, es decir

Osiz e
x(z) =
1sixzé¢ Q.

Se define
F(x,q) = /E(l - x)f"q—xx(-,Vg) - Vg.

De este modo, una solucién del problema original (4.2-4.6) serd solucién del problema:
Hallar (p, x) € H'(X) x L>=(X) tal que
/ff(va)'VquF(X,Q) 2/ hq.
) I'pUT's

Ademas, otra condicion fisica relevante para que una solucion sea real, es que h = 0 en I's
o0, en otras palabras, que la componente normal de la velocidad en la frontera libre I's sea
cero. Esto tiene sentido, puesto que suponiendo régimen permanente la frontera libre I's se
convierte en una linea de corriente del campo de velocidades del fluido en el medio poroso.
De esta forma, llegamos a la desigualdad variacional: Hallar (p,x) € H'(3) x L*®(X) tal
que

/Eff(',Vp)-VquF(X?cz)Z/ hq,¥q € K, (4.9)

I'p
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donde K = {h € H'(X) : h > 0 en 0X2}.
Los siguientes resultados tienen como objetivo el estudio del problema (4.9) y su

relacién con el problema original (4.2-4.6).

4.2.3. Propiedades de la solucion en desigualdad variacional

En lo que sigue, dada una solucién (p, x) de (4.9) se utiliza el conjunto
Q = {z € ¥ tal que x(x) = 0},

donde ¥ es el dominio del medio poroso. Se entiende como ¥/ la porciéon de medio

poroso que no ha sido alcanzada por el fluido o
¥/Q = {x € ¥ tal que x(x) # 0},

y por R"/Q a todo el exterior de Q.

Teorema 4.2.1. Si eziste una solucion (p, x) del problema (4.9), entonces los datos deben

satisfacer la condicion

(1=x)f, Lox > (h,1)r,

Demostracion. Se tiene que

/E w( V) - Va1 (1= ) fr oz — / vi(V9) - Va = (b qory, Va €K,

donde K = {h € H'(X) : h > 0 en 9X}. En particular, como ¢ = 1 pertenece a K, se

tiene que
(T=x)f, Dos > (h, L)or,-

O
Puesto que f, funcién dato del problema (4.9), es una extension por cero de la funcién

del dato original, se puede entender que el teorema anterior garantiza que

(f,Doa > (h,1)or,-

Asi, esta desigualdad es una condicién necesaria para que el problema (4.9) tenga solucion.

Este tipo condicion es también llamada de compatibilidad de los datos.

Teorema 4.2.2. Si (p,x) € HY(X) x L>(X) es solucién de (4.9), entonces

dive(-, Vp) = f en Q.
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Demostracion. Sea ¢ € Cg°(£2) con Q definido previamente, entonces ¢ y —¢ pueden ser
extendidas fuera de € por cero, satisfaciendo ¢|gx = —¢|ss = 0. Ademads, como p es

solucién de (4.9), se tiene que

/Eﬂ(',Vp)~V¢+/Ef¢—/Exm(»Vg)-sz/FDhqb
[0 Vo + [ -0~ [ x.9)- V(0= [ h(-o)

D

y simplificando, resulta:

|0 Vo [ 1620
- [ #vn)-vo- [ foz0

[
Teorema 4.2.3. Si (p,x) € HY(X) x L*°(X) es solucidn de (4.9), entonces
k(-, Vp) = k(-,Vyg) en £/Q,
en el sentido de las distribuciones.
Demostracion. Sea ¢ € C§°(X/), se tien que
[ 0o+ [ fo- [xnt99)-vox [ ho
5 ) 2 I'p
[ 5690 Vo) + [ 100 [ .99 V-0) = [ hi-0)
b 2 ) I'p
Simplificando, se obtiene:
[ on9m-Vo [ wlVg) Vo zo
5/Q $/Q
K(.V)V(=0) = [ K(.Vg) V(-0 20,
5/Q $/Q
es decir
| V0 = 5(Vg)) - Vo =0
$/Q
.

El resultado anterior puede ser entendido como en casi todo punto de R" /(3.

4.2.4. Existencia de solucién para la desigualdad variacional

De forma andloga a lo propuesto por [8], se introduce el siguiente problema. Dado
€ > 0y los datos del problema fuerte f € L?(X), g € L*(X) y h € L*(I'p): Hallar pe H
tal que

(K, VD))ox + (L = Gc(P) f. @ox — (Ge()(-, V), Va)ox = (h,@)or, Vg€ Hy(X) (F)
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donde
G.: H(Z) — L®(Y)

(

0sip(x) <0

p — Gp)(x) = 1—@sio<p(a;)§e

\ 1sip(x) > e

A continuacion se estudia una desigualdad variacional asociada a todos los términos
del problema anterior que no incorporan al operador G, y se prueba que tal desigualdad
variacional tiene solucién para cualquier término F' € H~1(X) (c.f. [17]), induciendo asf un
operador solucion a valores en conjuntos.

Se observa que elegiendo un adecuado s., dato de la desigualdad variacional, una
solucién del problema (P.) es necesariamente un punto fijo del operador solucién inducido.
Se busca entonces, que el operador solucién posea un punto fijo. Entonces, se tendria,
mediante argumentos clasicos del andlisis funcional, que cuando € — 0 las soluciones del

problema anterior convergen a soluciones de la desigualdad variacional (4.9).

Problema asociado

Para empezar se define el operador
Alw): HY(X) — R
q — <A(u)7 Q> = <’i('7 VU), VCI>0,Z - <h7 Q>0,FD

con el cual establecemos el siguiente Teorema.

Teorema 4.2.4. Dado F € H ' (X) el problema: Hallar u € H}(X) tal que
(A(u),w —u) > (F,w—u) Ywe Hij(%),
tiene solucion.

Demostracion. El resultado sigue como aplicacién directa del Teorema 2.4.2. O
De esta forma, el problema anterior induce un operador solucién a valores en conjuntos
S:H ' (X) = P(HL(Y)), el cual a cada F € H'(X) le asocia el conjunto de soluciones
S(F) € P(H(X)) del problema del Teorema 4.2.4 con dato F.
En particular, observando que V¢ € H(X), u+ & € HY(X) es decir, es una posible

funcion test de la desigualdad del Teorema 4.2.4, se tiene que:

(A(u),€) = (F,¢), V&€ Hy(X).

Asi, una aplicaciéon directa del Teorema 2.4.3, permite establecer el siguiente Teorema.
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Teorema 4.2.5. Sea A : H'(X) — H'(X) un operador coercivo y F € H™(X). Entonces,
existe una bola C' C HY(X) tal que S(F) C C y ademds el operador S|c tiene su recorrido

contenido en C.
Se observa que dado € > 0 y definiendo s, como
se: HY(X) — H7Y(D)
u = Fo(u) = (Ge(w)r(-,V9), V(o — (1 = Ge(w) f,-)os
una solucién del problema (P,) serd un punto fijo u € H'(X) del operador
Sos.: H\(T) — PH'(Y))
es decir donde u es una solucién del problema (P.) con dato s.(u) € H ().

Teorema 4.2.6. Si A es coercivo y hemicontinuio, entonces el operador solucion S o s, :

C — P(C) posee un punto fijo.

Demostracion. Puesto que A es coercivo, se define a C' como la bola de H donde se
encuentran todas las soluciones del problema. Ver Teorema 4.2.5.

Dado u € C, se tiene que
Sos(u)={weC: (Aw),v—w) > (se(u),v —w)}.
Sea {w; }ien € S o0 s.(u) tal que w; 2% en H(Y), se puede afirmar que
Vie N, (A(w),v—w;) > (s(u),v —w;), Vg € H'(Z).
En consecuencia, por la continuidad de A,
(A(w),v —w) = (se(u),v —w),

de donde w € S o s.(u), y por ende S o s.(u) es cerrado.

Ahora, consideremos el operador inverso
(Sos)™t:C — P(O),
del operador a valores en conjuntos S o s.. Dado u € C, se quiere probar que el conjunto
(Sos)H(u)={weC:we Sos(u)},

es abierto en H'(X), para lo cual se demuestra que el complemento H'(3) — (Sos.)~!(u)
es cerrado. En efecto, sea {w;}ien € HY(Z) — (S 0 s.)7!(u), una sucesién convergente a
w € H'(X), sabemos que

VieN, w; ¢ (Sos) H(u),
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lo que es equivalente a
Vie N, (Aw),v—w;) < (s(u),v—wy), Yv € H(X),

asi, por la continuidad de A, se puede establecer que w € H*(X) — (S o s.)7!(u), y en
consecuencia (S o s.)~!(u) es abierto.
Una aplicacién directa del Teorema 2.3.2 permite decir que S o s, posee un punto fijo.

0

4.2.5. Un sistema de desigualdades no lineales

En esta seccién se expone la estructura del problema (4.9) al ser discretizado mediante
el método de Galerkin.

Se busca discretizar el problema continuo: Hallar (p, x) € H'(2) x L>(%),

/ k(- Vp) -V + /(1 —x)fq—xx(-,Vg) Vg = / hq, Vg€ HL(Z),
by by I'p
donde el dominio X tiene como parte de su frontera a la curva I'p y las funciones
h, f,g son datos del problema continuo asociado. Andlogamente a cualquier método de
Galerkin, proponemos un espacio de elementos finitos H;, y un conjunto de funciones base
{¢i}*, C Hp, de polinomiales a trozos, y se reduce el continuo a una versién discreta:
Hallar (p,, xn) € Hp x Hj, tal que
[ Fas [(=x)fa = vl Vo) Vo [ ha Vo o,

I'p

lo que, suponiendo que p = Y I o, y X = ».., fi¢; y denotando como 3,? a
los vectores de las componentes «; y [3; respectivamente, es equivalente al sistema de

inecuaciones no lineales: Hallar (3, F) € R" x R" tal que

fz (o Dy i) - Ve

Js 5 ( 200 udi) - Vo

Js61(for — k(- Vg) - V1) - [ ou(for— k(- Vg)- V)| | b

4 : : :

fg ¢1<f¢n_’%('7v9) V¢n> fz ¢n(f¢n _'%("Vg) V¢n) Bn
fonon| e

>

fFD h¢n fg f¢n
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El primer vector del sistema de desigualdades anteriores contiene el comportamiento
no lineal del problema a través del operador de k, el segundo vector es producto de una
operacién matricial de una matriz que es fija para una particion de ¥ y el vector de
componente E de la incégina y,,. Los restantes dos vectores son funciones de los datos y

la particion de ..



Capitulo 5

Implementacion en laboratorio

En este capitulo se introduce brevemente un experimento que intenta dimensionar el

grado de error entre una situacion real y los supuestos que rigen el presente trabajo.

5.1. Reodémetro de Bingham

Se disené en materiales pldsticos y acrilicos el reémetro propuesto en [21],
originalmente disenado para realizar el experimento de Darcy con grasas provenientes
del petréleo. Este aparato tiene el doble propdsito de medir el parametro de cedencia
de un fluido viscoplastico y a la vez permite observar un problema saturado el cual es
facilmente simulable segin el modelo descrito en los capitulos anteriores.

El aparato consiste en dos cilindros -pistén que mueven un fluido viscoplastico a través
de un tercer cilindro que los conecta, en el cual se encuentra atrapado un medio poroso
saturado con el fluido, ver Figuras [5.1, 5.2]. Los pistones son movidos con presién de
aire la cual es controlada y medida. Los pistones son de polietileno y poseen un monosello
neumatico especialmente diseniado para sellar bajo presién un piston en el cilindro acrilico
cuyo diametro interior es de 14, 4[cm] y exterior de 15,0[cm].

El experimento de Darcy consiste entonces en medir la relacion entre las diferencias de

presion entre los cilindros Ap, el ancho del medio poroso Az y el caudal que atraviesa el

Q
7,22

medio poroso @, estimando entonces que la velocidad media es v,, = Q/A = [em/s].
A través del acrilico se observa la diferencia de presion minima Ap,, respecto a la cual
empiezan a moverse los cilindros, con la que se estima G como |Ap,,|, lo cual se mide en
[Pa/m] = [kg/m?s?].

Como fluido viscoplastico se utiliza una mezcla de bentonita calcacica y agua potable

en la proporcién de 1[Lt] de bentonita y 2,5[Lt] de agua potable. La mezcla que se
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genera posee todas las propiedades de un fluido viscoplastico. Como medio poroso se
utiliza gravilla para hormigén la cual segin bibliografia posee una permeabilidad del
orden 0,001 — 0,0001 [em?]. Se considera que la bentonita tiene una viscosidad de

aproximadamente 8 * 107° [kg/cms], con lo cual la ecuacién (1.2) se transforma en

2 11— &) Vp si|Vpl>G
vlom/s] = —0005lem’ ( Wm) Vpl

— k 2.2
8 x 10-°[kg /em $] lkg/em”s];

0 si |[Vp| <G

donde v es el caudal por area unitaria.
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,:[ 2a
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91.45 =

91.45
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°°°°° 1 X O'RING 259

2

300

BRIDA CON DETALLE

BRIDA CON DETALLE
1XO'RING 271

Figura 5.1: Bridas con dimensiones en Technyl para conexiones del reémetro.

5.2. Sensores utilizados

Las variables del experimento se monitorean con una frecuencia de siete segundos
durante las experiencias. Para las mediciones de presién se utiliza un sensor BOSCH
BMPO085 y para medir los desplazamientos de los pistones se utiliza el sensor Ping))).
Se controlan los sensores utilizando un microprocesador ATMEGA a través de una placa

Arduino Uno, cableados segtn el esquema de la Figura 5.3.
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Figura 5.2: Ensamblado del reémetro.
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Figura 5.3: Esquema de cableado de los sensores utilizados.
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5.2.1. Cdbdigo del microprocesador

Se presenta a continuacion parte del cddigo en Processing que se carga en el

microcontrolador. Se utilizan las bibliotecas open source de los sensores BMPO85 y

Ping))).

#include "Wire.h"
#include "Adafruit_BMP085.h"

#include <Ping.h>

Adafruit_BMP0O85 bmp;  //Objeto BMP0S5.

char inData[20]; // Allocate some space for the string
char inChar=-1; // Where to store the character read

byte index = 0; // Index into array; where to store the character

void setup() {
Serial.begin(9600); //Bauidos de comunicacién serial
pinMode(7, OUTPUT); //Puerto para controlar XCLR al sensor BMP085

pinMode(8, OUTPUT); //Puerto para controlar XCLR al sensor BMP085

Serial.println("BMP085 + Ping))) sensors over serial by FM ");
}

En las lineas anteriores del programa se incluyen las librerias del protocolo 12C
de Panasonic, del sensor BMPO085 y del sensor Ping))), se crean variables donde
almacenar lo enviado por el puerto serial, se inicia el puerto serial en 9600 bauidos,
finalmente se configuran los pines digitales 7 y 8 como salidas, los cuales controlan los

sensores de presion.

char Comp(char* This){ //Funcién que compara un cardcter enviado por serial.
while(Serial.available() > 0) // Don’t read unless

// there you know there is data

if(index < 19) // One less than the size of the array
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inChar = Serial.read(); // Read a character
inData[index] = inChar; // Store it
index++; // Increment where to write next

inDatal[index] = ’\0’; // Null terminate the string

if (strcmp(inData,This) == 0){
for(int i=0;i<19;i++){
inDatal[i]=0;
}
index=0;

return(0);

}
elseq{

return(l);

void readbmp(Adafruit_BMP085 bmp){
delay(100);
Serial.print (bmp.readTemperature()) ;Serial.print(", ");
Serial.print (bmp.readPressure()); Serial.print(", ");

Serial.print(bmp.readAltitude()); Serial.println("");

En las instrucciones anteriores se declaran la funciones para leer del puerto serial y la
funcién que entrega formateadas las lecturas de temperatura, presion y altura respecto al
nivel del mar entregadas por el sensor BMPO085. Finalmente, en el cédigo siguiente se

declaran las cuatro respuestas que el controlador entrega por serial.

void loop() {
if (Comp ("h")==0){ //Retorno de ayuda.
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Serial.print(" Help: \n");

Serial.print("7,8 -> BMP085 sensor XCLR on pin 7, 8. Returns: Temp *C, Press Pa,
Serial.print("d -> returns distance in cm of PING))) sensor. \n");
Serial.print("h -> returns this help message. \n");

Serial.print("by Franco Milanese.\n"); //SUPPORT.

Serial.println("");

if (Comp ("7")==0){ //Retorno del BMP con XCLR on pin 7
digitalWrite(7,HIGH); // ACTIVAMOS XCRL del sensor
digitalWrite(8,L0W); // APAGAMOS XCRL del otro sensor

delay(100); // ESPERAMOS UN POCO
bmp.begin() ; // INICIAMOS NUEVAMENTE EL SENSOR
readbmp (bmp) ; // LEEMOS E IMPRIMIMOS LAS LECTURAS

digitalWrite(7,L0W);  // APAGAMOS EL SENSOR

if (Comp("8")==0){ //Retorno del BMP con XCLR on pin 8
digitalWrite(8,HIGH);
digitalWrite(7,L0OW);
delay(100);
bmp.begin() ;
readbmp (bmp) ;
digitalWrite(8,L0OW) ;

if (Comp ("d")==0){ //Retorno del PING)))

//ACTIVAMOS XCLR BMP085 en el pin 8
digitalWrite(8,HIGH);
digitalWrite(7,L0OW);
delay(100);
bmp . begin() ;

double temp= (double) bmp.readTemperature();
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digitalWrite(8,L0W);

//
Ping ping = Ping(9,0,0,temp); //0bjeto ping.
ping.fire();
Serial.print(ping.centimeters());

Serial.println("");
}

Por ejemplo, cuando el controlador reciba por serial un 7 respondera una cadena con
las mediciones del sensor BMPO085 conectado al pin digital 7. Cuando reciba por serial
la letra d responderd la distancia en centimetros medida por el sensor Ping))), ademds

cuando reciba una h entregara una cadena explicando sus funciones.

5.2.2. Cbdigo de MATLAB para el manejo por puerto serial

Se presenta a continuacién un objeto MATLAB que tiene por objetivo establecer
la comunicacion a través de puerto serial con el microprocesador y recuperar los datos

monitoreados por este.

classdef reometro
properties

puerto_serial; %% Puerto a conectar el arduino

id; %% Primer mensaje del serial
Sys; %% Nombre del fichero donde guardar los datos de sensor
nCOM=-1; %% Numero del COM ingresado por el usuario (windows)
end
methods

function r=reometro(sys,nCOM)
T
b r=reometro (sys)
% Crea un objeto reometro para el sistema operativo sys, puede

% ser ’UNIX’ o ’WINDOWS’.



74

end

CAPITULO 5. IMPLEMENTACION EN LABORATORIO

if strcmp(sys,’UNIX’)

HLINUX

unix(’sudo 1ln -s /dev/ttyACMO /dev/ttyUSBO’);
delete(instrfind ({’Port’},{’/dev/ttyUSB0’}));
puerto_serial=serial(’/dev/ttyUSB0’);
puerto_serial.BaudRate=9600;
puerto_serial.Terminator=’"CR/LF’;

fopen(puerto_serial);

elseif strcmp(sys,’WINDOWS’)

end

if (nCOM==-1)

nCOM=input (’ Ingrese numero de COM del arduino
end
r.nCOM=nCOM;
coM=[’COM’, nCOM];
delete(instrfind(’Port’,COM));
puerto_serial=serial (COM) ;

fopen(puerto_serial);

r.puerto_serial=puerto_serial;

%Pido la id (primeros mensajes del aparato).
fprintf (puerto_serial,’*IDN?7’);
r.id = fscanf(puerto_serial);

I.Sys=sys;

function [temp,press,alt]=readBMP(obj,pin)

b
b

[temp,press,alt]=readBMP(obj,pin)

Z’,’S));

% Returns temperature pressure an altitude measure from the

% BMP085

if ("isstr(pin)) %Convierte a cadena
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end

pin=num2str (pin);

end

obj.puerto_serial.Terminator=""; %Protocolo de transferencia
fprintf (obj.puerto_serial,pin);
obj.puerto_serial.Terminator=’"CR/LF’;

str=fscanf (obj.puerto_serial);

ind=strfind(str,’,’); Y%Extrae datos de la cadena
temp =str2num(str( 1 :ind(1)));
press  =str2num(str(ind(1)+1 :ind (2)));

alt =str2num(str(ind(2)+1  :length(str)));

function distance=readPING(obj)

end

obj.puerto_serial.Terminator=""; %Protocolo de transferencia
fprintf (obj.puerto_serial,’d’);
obj.puerto_serial.Terminator=’"CR/LF’;

str=fscanf (obj.puerto_serial);

distance=str2num(str);

function getHelp(obj)

end

b getHelp()

/» Retorna el mensaje de ayuda entregado por serial.
obj.puerto_serial.Terminator=""; WProtocolo de transferencia
fprintf (obj.puerto_serial,’h’);
obj.puerto_serial.Terminator=’CR/LF’;

fscanf (obj.puerto_serial)

function kills(obj)

% kills()
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% Elimina la conexion por puerto Serial.
fclose(obj.puerto_serial)
delete(obj.puerto_serial)
end
end

end

Los métodos y variables en el objeto detallado anteriormente son autoexplicativas, se
deja al lector la comprensién de estas. A continuacion se adjunta el cédigo utilizado para

manejar y procesar los datos recibidos desde el controlador en MATLAB.

dumpFile= [datestr(now,’dd_mm_HH_MM’),’.csv’]
fid = fopen(dumpFile,’a’);
fprintf (fid,’%s \n’,’time , temp7 ,

press7 , alt7 , temp8 , press8 , alt8 , distance’);

numero_mediciones=7000

for (i=1:numero_mediciones)

time=now() ;

r=reometro (’UNIX’,’5’);
[temp7,press7,alt7]=r.readBMP(7);
r.kills();
r=reometro(’UNIX’,’5’);
[temp8,press8,alt8]=r.readBMP(8);
r.killsQ);
r=reometro(’UNIX’,’5°);
distance=r.readPING() ;

r.kills();

% Dump2file
fprintf (fid,’%14f , %10.2f , %10.2f , %10.2f , ¥%10.2f ,
%10.2f , %10.2f , %10.3f \n’,

[time,temp7,press7,alt7?,temp8,press8,alt8,distance]);
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end

Las lecturas se hacen a través del objeto reometro, las cuales son recibidas y grabadas

en un archivo con formato de separados por comas.

5.3. Resultados obtenidos

Se presentan a continuacién los resultados de 10 experimentos llevados a cabo en
el Laboratorio de Ingenieria Hidraulica Ambiental de la Universidad de Concepcion. Se
interpola a partir de los desplazamientos de los pistones la curva de velocidad de estos y

asi se estima la velocidad media del fluido en funcién de los distintos datos de presion.

Discharges
350 - . . . .

*  measured discharge

Interpolated discharge

300

cal

200

u:rn3fs

150

1001

a0

A pressure Pa 4

Figura 5.4: Resultados de las experiencias de laboratorio.

Se observa en la Figura 5.4 que la diferencia de presion a la que empieza a moverse el
fluido es alrededor de 3 - 10* [Pal, lo que hace estimar como parametro de cedencia para

el experimento G = 30[kg/cm?s?).
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5.4. Simulaciéon numérica

Se ejecuta el c6digo expuesto en las paginas anteriores, en un dominio [0, 20] x [0, 144],
considerando los datos f(x,y) = 0, proveniente de la ecuacién de continuidad, h(z,y) = 0
en [0,20] x {0,144}, condicién de impermeabilidad en los lados horizontales y funcién de

pr stz =10
presién manométrica g(x,y) = )

pg six=0
donde p7 y ps son distintas magnitudes cercanas a las monitoreadas en los experimentos

por sensores BMPO085.

Como resultado se obtienen los campos de presiones y el multiplicador del problema.

Se calcula a partir de ellos, el campo de velocidades del fluido, ver Figura 5.5.

N=159(0.98939) M=13(2.7). Potencial aproximado
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Figura 5.5: Aproximacién numérica de la situacién de laboratorio utilizando p; = 4 * 104,

ps = 1 % 103 y pardmetro de perturbacién o = 0,05.
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5.5. Comparacion

En el grafico de las Figuras 5.6 y 5.7 se muestran los datos monitoreados de caudal y

aproximaciones numéricas para distintos niveles de presiones en la frontera Dirichlet.
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Figura 5.6: Comparacion entre el resultado numérico y el experimental interpolado,
considerando como parametro de perturbacion a = 0,05, se muestran las respuestas para

distintas mallas desde 50 hasta 35000 DOF.
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Figura 5.7: Comparacion entre el resultado numérico y el experimental interpolado,
considerando como parametro de perturbacion o = 0,02, se muestran las respuestas para

distintas mallas desde 50 hasta 35000 DOF.
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Conclusiones y trabajos futuros

En esta memoria se trabajé un modelo propuesto en los anos noventa para modelar el
flujo de un fluido viscoplastico en un medio poroso. Este modelo, propuesto en [28], tiene la
peculiaridad de inducir un operador monétono, con lo que no alcanza a probar unicidad de
solucion. Sin embargo, en el presente trabajo se prueba existencia de solucion. El problema
original es perturbado, con el objetivo de obtener unicidad de solucién, introduciendo un
operador fuertemente monoétono. Este método perturbado depende de un parametro, y se
muestra que este es influyente en el orden de convergencia del método.

Luego se introduce el problema del dique para este tipo de fluidos. Se presenta un
método de fronteras de prueba el cual muestra ser convergente en situaciones ideales. En
busqueda de un método més robusto se introduce un método de dominio fijo, usando
una formulacién en desigualdades variacionales, siguiendo lo publicado en [19], [17] y
referencias en ellos. Se prueba que una solucion de tal problema es en efecto solucion del
problema fuerte y se muestran condiciones de compatibilidad de los datos del problema.
Intentando probar existencia de solucién se introduce un problema auxiliar y se presenta
un esquema para demostrar la existencia de solucién del problema original. Como no existe
unicidad de solucién de este problema, el operador solucion es a valores en conjuntos, por
lo que se hace uso de la teoria de funciones a valores en conjuntos para analizar este
problema.

A futuro se contempla, chequear el método de perturbacién para obtener fuerte
montonia con otros operadores mondétonos, desarrollar la forma propuesta para obtener
existencia de solucién para la desigualdad variacional no lineal (4.9) e introducir un
algoritmo que permita resolver eficientemente el sistema de desigualdades no lineales
propuesto al discretizar el esquema (4.9), el cual deberia contemplar una perturbacién
como el problema perturbado.

En lo que respecta al experimento de laboratorio, se requiere de un viscémetro y
permeametro para agregar adecuadamente estos valores al modelo, los cuales se extrajo

de datos publicados para arcillas en Egipto, las cuales pueden poseer naturalezas fisico-
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quimicas muy distintas al material disponible. Se replantea el disenio del reométro en
materiales que soporten mayor presiéon para poder visualizar el fenémeno a mayores

presiones y caudales.
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