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Resumen

En el presente trabajo se trataré el problema elastodinamico de vigas de Timoshenko, par-
tiendo de una caracterizacién constructiva de las ecuaciones que describen el comportamiento
de la viga en elastodinamica, adaptando resultados de existencia, unicidad, regularidad y com-
portamiento en el limite, en un sentido a precisar, de nuestro problema (siguiendo la linea de
[8]). Posteriormente, se hara un estudio experimental del fenémeno de bloqueo (fenémeno que
sera descrito mas adelante), a través del uso de un método numeérico apropiado y de la inter-
pretacion de los resultados de la implementacién de éste.

Inicialmente, se desarrolla una breve introducciéon en que se manifiesta la necesidad del
estudio de este problema.

Luego, se introduce la versiéon estética de las ecuaciones a estudiar mediante una construc-
cion basada en métodos de energia y principios variacionales, para asi establecer el problema
variacional dindmico que estudiaremos en lo que sigue.

Posteriormente, se presentan resultados de existencia, unicidad y regularidad, basados en
métodos de estimacion a priori para ecuaciones hiperbolicas (usando herramientas como la
desigualdad de Gronwall) y un resultado en que se establece la relacion entre una familia de
problemas (cada uno de ellos el ya estudiado pero asociado a un espesor fijo, como parametro)
con un problema limite de dicha familia, a saber, los problemas elastodindmicos de la viga de
Timoshenko y Euler-Bernoulli, respectivamente.

A su vez, se formula un método de elementos finitos para modelar el problema evolutivo
de Timoshenko, con el uso de integracion reducida, que permitira tratar el problema sin sufrir

de bloqueo numérico.

Continuamos con una primera aproximacion a la estimacion a priori del error de método,
la de la semidiscretizacion temporal.

A modo ilustrativo, se presentan experimentos numeéricos para la validacion del método
libre de bloqueo y determinacién experimental de los érdenes de convergencia para el mismo
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RESUMEN VIII

método.

Por ultimo, se presentan conclusiones de este trabajo y trabajo futuro. Se incluye ademas
un breve apéndice en que se justifica, de manera experimental, el uso de un método libre de
bloqueo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién para el estudio del bloqueo

La principal motivacién de este proyecto es hacer un aporte al analisis numérico de métodos
de elementos finitos para problemas dindmicos de estructuras elasticas delgadas en régimen
transitorio.

Los problemas elasticos estacionarios para estructuras delgadas (modelo de Timoshenko
para vigas y arcos, modelo de Reissner-Mindlin para placas, modelo de Naghdi para ldminas,
etc.) involucran formas bilineales continuas y elipticas para las que, en principio, los métodos
de elementos finitos estandar serian adecuados para su soluciéon numérica. Sin embargo, estos
métodos sufren del asi llamado fenomeno de blogueo (“locking”). Este fenémeno se manifiesta
en que las soluciones numéricas obtenidas no aproximan en absoluto a la soluciéon verdadera,
hasta que el tamafio de la malla sea inferior a un cierto umbral (el cual, tipicamente, resulta
prohibitivamente pequeno). La razon de este comportamiento es el que el cuociente entre las
constantes de continuidad y elipticidad de la forma bilineal es proporcional al reciproco del
espesor de la estructura al cuadrado. Este cuociente puede ser muy grande para estructuras
delgadas y afecta la constante de las estimaciones del error del método. El fenémeno de blo-
queo fue estudiado en detalle en [2].

Por esta razom, se han disenado diversos métodos que no sufren de bloqueo y que brindan
buenas aproximaciones de la solucién para estructuras delgadas, atin para mallas groseras. El
estudio analitico y experimental de métodos libres de bloqueo para problemas estacionarios
de placas es un tema profundamente estudiado desde hace muchos afios. Una muy buena pre-
sentacion del anélisis de estos métodos, en el caso de placas de Reissner-Mindlin, aparece en
la monografia [5].
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1.2. Acercamiento a los problemas dinamicos

Recientemente, se ha extendido el analisis de métodos libres de bloqueo a problemas dina-
micos armonicos (determinacion de modos libres de vibracion [3]) y al estudio de estabilidad
(pandeo [6]). En cambio, el estudio de problemas elastodindmicos en régimen transitorio ape-
nas se ha iniciado, pese a que los métodos analizados en régimen estacionario son ampliamente
utilizados en la practica ingenieril también en estos problemas. Aparentemente, las tinicas re-
ferencias para el problema elastodinamico son las de Shen R. Wu [8, 7|, cuyos resultados para
los elementos MITC4 no resultan concluyentes. En efecto, si bien Wu presenta estimaciones
del error con constantes que no degeneran cuando el espesor de la placa es muy pequeiio, estas
estimaciones también dependen de normas de la solucién que no se sabe que sean indepen-
dientes de este espesor.

El objetivo de este proyecto es contribuir al analisis de la solucién numérica del problema
elastodinamico de estructuras delgadas. En particular, se estudi6 el problema elastodinamico
de vigas de Timoshenko. Este es un problema unidimensional cuyo anélisis en el caso estético
[1] constituy6 el primer aporte al estudio de los métodos libres de bloqueo. En este contex-
to unidimensional, se demostré el buen planteo del problema elastodindmico y se estudié su
comportamiento asintotico cuando el espesor se hace pequeno. Luego, se introdujo un método
numérico basado en la discretizacion espacial por elementos finitos de [1] combinado con el
esquema de Newmark para la discretizacion temporal. Se estudié tedricamente la semidiscre-
tizacion y experimentalmente la discretizacion total.

En lo que sigue, se describe el contenido de los restantes capitulos de esta memoria.

El segundo capitulo introduce la versiéon estética de las ecuaciones a estudiar mediante una
construccién basada en métodos de energia y principios variacionales. El capitulo 3, siguiendo
la linea del capitulo 2, termina estableciendo el problema variacional dindAmico que estudiare-
mos en lo que sigue.

En los capitulos 4 y 5 se presentan resultados de existencia, unicidad y regularidad, basados
en métodos de estimacion a priori para ecuaciones hiperbolicas (usando herramientas como la
desigualdad de Gronwall) y un resultado en que se establece la relacion entre una familia de
problemas (cada uno de ellos el ya estudiado, pero asociado a un espesor fijo como parametro)
con el problema limite de dicha familia, a saber, los problemas elastodindmico de la viga de
Timoshenko y Euler-Bernoulli, respectivamente.

A su vez, en el capitulo 6 se formula un método de elementos finitos para modelar el pro-
blema evolutivo de Timoshenko, con el uso de integraciéon reducida, que permitiré tratar el
problema sin sufrir de bloqueo numérico.
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El capitulo 7 exhibe un primer acercamiento a la obtencién de una estimacién a priori para
el error del método: la estimacién a priori del error para la semidiscretizacion espacial.

En el capitulo 8, se presentan experimentos numéricos para la validacién del método libre
de bloqueo y determinacion experimental de los 6rdenes de convergencia para el mismo método.

Por dltimo, en el capitulo 9 se presentan conclusiones de este trabajo y trabajo futuro.
Se incluyen, ademas, dos breves apéndices: uno donde se justifica, de manera experimental,
el uso de un método libre de bloqueo y otro con un algunos resultados utilizados durante el
desarrollo de esta memoria.



Capitulo 2

Teoria de vigas

Una viga es un elemento estructural eléstico tridimensional con una dimensién significa-
tivamente mayor a las otras dos, que ademés estd sujeto a cargas que producen en él un
fenémeno llamado flexion. Conocer las tensiones y esfuerzos producidos por dicha flexion es
de suma importancia en ingenieria estructural para calcular qué cargas puede soportar una
viga, con determinados parametros fisicos y geométricos, sin colapsar.

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de una viga pueden ser derivadas de la mecé-
nica vectorial, o bien via métodos de energia y principios variacionales. En mecéanica vectorial,
las fuerzas y momentos presentes son sumados para obtener ecuaciones de equilibrio o movi-
miento. En métodos de energia, los principios de trabajo virtual o sus derivados, tales como
el principio de minima energia potencial o energia complementaria, son usados para obtener
las ecuaciones. Si bien ambos métodos pueden entregarnos las mismas ecuaciones, los métodos
de energia tienen la ventaja de proporcionar informacién sobre la forma de las condiciones de
contorno.

Comenzaremos tratando el problema estatico, cuyas ecuaciones se sustentan en el principio
de trabajo virtual. Para el problema dinamico, la deduccién se sigue de la versién dindamica
del principio de trabajo virtual: el principio de Hamilton.

Para describir una teoria de vigas, que nos permitira representar la cinematica de las de-
formaciones, introducimos el siguiente sistema de referencias: la coordenada x es tomada a lo
largo de la viga, la coordenada z a lo largo del espesor (la altura) de la viga y la coordenada y
es tomada a lo ancho de la viga. En general, en una teoria de vigas, todas las cargas aplicadas
y la geometria son tales que los desplazamientos (u”,uY,u*) a lo largo de las coordenadas
(x,y, z) son solo funciones de las coordenadas x y z. Aqui asumimos que el desplazamiento u?
es idénticamente cero.

La méas simple de las teorias de vigas es la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, la cual esté
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basada en el campo de desplazamientos

x dwo
Ug (QS‘,Z) = _ZE7
uf (z,2) = wo (), (2.1)

donde wy es el desplazamiento transversal del punto (x,0), que representa un punto sobre el
plano medio de la viga (z = 0), y el subindice 0 denota que las cantidades son referentes a la
teoria de Euler-Bernoulli. El campo de desplazamientos en la ecuacion (2.1) implica que las
fibras normales al plano medio antes de la deformacién permanecen normales al plano medio
después de la deformacion. Este supuesto nos indica que no estamos considerando deforma-
ciones transversales normales ni de corte.

La siguiente teoria de vigas a considerar es la de Timoshenko, que es la més cercana en
complejidad a Euler-Bernoulli, la cual se basa en el campo de desplazamientos

ug’ (x,2) = —2B¢ (x),
ug (w,2) = w¢ (), (2.2)

donde w¢ denota el deplazamiento tansversal del punto (x,0), 3¢ la rotacion de la seccion
transversal y el subindice ¢ denota que las cantidades refieren a la teoria de Timoshenko (en
las siguientes secciones, ¢ denotara el espesor de la viga). En la teoria de vigas de Timoshenko
el supuesto de normalidad de la teoria de Euler-Bernoulli es relajado, y se incluye una defor-
macion transversal de corte constante respecto de la coordenada del espesor (y su esfuerzo de
corte obtenido de la ecuacion constitutiva). La teoria de vigas de Timoshenko requiere factores
de correccién para compensar el error debido a suponer que el esfuerzo de corte es constante.

2.1. Teoria de vigas de Euler-Bernoulli

Dada una deformacién virtual de la viga, la energia potencial §U de la misma esta dada
por

L
oU = J f OO dAdT, (2.3)
0 JA
donde 0§ es el simbolo de variaciéon, A el area de la seccion transversal de la viga uniforme, L el
largo de la viga, 0., la tension axial y €., la deformaciéon normal. Notamos que la energia de

deformacion asociada a la deformacién de corte es nula en la teoria de vigas de Euler-Bernoulli.

Usando la relacién lineal de deformacién-desplazamiento,

oug d?wy
Tr — = - y 2.4
¢ ox & dx? (2.4)
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en la ecuacion (2.3), obtenemos

L 2
d 5’LUO
6U = — 0 d 2.5
R (25)
donde M2, es el momento flector
M2 = f 2045 dA. (2.6)
A

Asumiendo que la densidad de carga volumétrica ¢ (x) acttia sobre el centroide de la viga y
que no se aplican més cargas, el trabajo virtual realizado por la densidad de carga volumétrica
q esta dada por

L
oV = —f qAdwodz. (2.7)
0

El principio de desplazamientos virtuales establece que si un cuerpo esta en equilibrio,
entonces 0U + dV = 0. Asi, tenemos

L 2
6U + 6V = — J (ng d d&go + qA6w0> dx = 0. (2.8)
0
Integrando por partes dos veces el primer término en la ecuacion (2.8) llegamos a
L 2270 0 L
d= M, dowg  dM,
— —qA | 5w'dz + | M) — 5wy | = 0. 2.9
I L e T =
De la arbitrariedad de dwp en (0 < x < L), obtenemos la ecuacion de equilibrio
d?M})
—?2” =qA para0 <z < L. (2.10)

Es ttil introducir la fuerza de corte QY y reescribir la ecuacién de equilibrio (2.10) de la
siguiente forma:

dMO
Cdr

La forma de las condiciones de contorno de la teoria de Euler-Bernoulli est4 dada por el
término de frontera en la ecuaciéon (2.9). Es claro que el desplazamiento wg es conocido o
la fuerza de corte es especificada en un punto sobre la frontera. Ademés, la inclinacion %

es especificada o el momento flector es conocido en un punto de frontera. Asi, tenemos que

especificar
wo QO = ez
. 2.12
{ duo } ’ { M, } (212)

o _dQ:

+Q) = o= aA. (2.11)
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Especificar wgy o dd% es conocido como una condicién de contorno esencial, cinematica o
geométrica mientras que especificar Q2 o M0, es conocido como una condiciéon de contorno
natural, estatica o de fuerza.

De la ley de Hooke, podemos escribir

d?wy
donde E, es el modulo de Young. Asi, tenemos

con Dy, = E;Jyy, donde Jy,, = SA 22d A es el segundo momento de area con respecto al eje y y
A es el area de la seccion transversal de la viga. Insertando (2.14) en (2.11) y (2.12), llegamos
a

(L d
dx? A2

) =qgA para0 <z <L, (2.15)

dados

{m] { & (Preti?) 210

- 0
dx Mac:c = _Dawc dz2

en la frontera.

Para mayor informacién sobre condiciones de contorno estandar asociadas con las teoria
de vigas de Euler-Bernoulli, ver, por ejemplo, [16].

2.2. Teoria de vigas de Timoshenko

Dado el campo de desplazamientos (2.2), las relaciones de deformacion-desplazamiento
quedan dadas por

ou¥ dg,
¢ ¢
oy = — = —p—2 21
c ox dz (2.17)
outr  ou dw
B S S el
Oaz = - + P Be + I (2.18)

Notamos que la deformacién transversal de corte es no nula. Por lo tanto, la energia
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potencial virtual 6U incluye la energia virtual asociada a la deformacion de corte, es decir

L
oU = f f (042030 + 022064,) dAdx

f f [ d55¢+am( 5B + dé;uc)]d/lda:

:f [M;Cdj& +Q<< 58¢ + d(S:C)}dm (2.19)
0

Aqui, 0., es la tensién normal, 0., la tensiéon transversal de corte y M 2z Y QI son el
momento de flexién y la fuerza de corte, respectivamente:

Magac = ,[4 ZwadAa ng = J;q O':rsz‘ (220)

Como antes, asumimos que la densidad de carga volumétrica ¢ (x) actta sobre el centroide
de la viga de Timoshenko. El trabajo virtual asociado a la densidad de carga volumétrica ¢
estd dada por

L
oV = —J qAdwedz. (2.21)
0

Sustituyendo las expresiones para U y dV en 6W = 6U + §V, e integrando por partes,

obtenemos
do do
0 =J {MC BC + Qc (—6& + :C> — 6quA] dx
0

xTrxr d
L ¢ ¢

:f [( djf”+@¢> 55<+< dQs >5w<] dx
0

L
+ [M£m5ﬁ< + Q§5w<]0 . (2.22)

Poniendo los coeficientes de dw¢ y 03¢ iguales a 0 en 0 < x < L, obtenemos las siguientes
ecuaciones de equilibrio:
dMz,
dx

dQs
dx

+Q5 =0, = qA. (2.23)

Las condiciones de contorno de la teoria de vigas de Timoshenko son de la forma

{r)al 2t 220
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Usando las relaciones constitutivas
Oze = Exere, 02z = Gro€az, (225)

donde G, es el médulo de corte, podemos expresar el momento de flexion y la fuerza de corte
en términos de los desplazamientos generalizados (w¢, B¢)

d
M, = f 20pdA = fpmﬁ, (2.26)
A da:
d
Qg = RJ OpdA = kAL, <—Bg + w<> , (2.27)
A dl‘
donde
D,y = f E,2%dA = E Jy, A, = f GardA = Gy A, (2.28)
A A

v K es el factor de correciéon de corte que introducimos para compensar el error cuasado por
suponer una distribuciéon de esfuerzo de corte constante a través del espesor de la viga.

Sustituyendo MS, y QS de las ecuaciones (2.26) y (2.27) en (2.23) y (2.24), obtenemos las
ecuaciones y condiciones de contorno en términos de los desplazamientos generalizados:

d dﬂc dwc B
0 (Dm dx) + KAy < . —&) =0, (2.29)
d dwc
_@ {Hsz (d:v - Bg>} = qA, (2-30)

para0<zxz <Ly

d'UJC
w¢ KAzz z _/BC
{ Py } o { lgddﬂc ) } (2.31)

especificados en la frontera.

Sobre condiciones de contorno estandar asociadas con las teorfa de vigas de Timoshenko
se puede encontrar mayor detalle en, por ejemplo, [16].



Capitulo 3

Viga de Timoshenko en elastodinamica

3.1. El principio de Hamilton

Como se mencionaba en la seccién anterior, para obtener las ecuaciones del problema elas-

todinamico modelado por la teoria de vigas de Timoshenko, usamos el principio de Hamilton:
to

0 (U+V —K)dt =0, (3.1)

t1

donde K es la energia cinética, en nuestro caso, dada por

1

L ) . 9
K= 2J | pAw? + pJy 8 | da (3.2)
0

De aqui en adelante, los puntos sobre una funciéon denotaran derivadas temporales: w y
denotaran la primera y segunda derivada de u, respectivamente.

Si dicho término se incluye en la deduccion de las ecuaciones, integrando por partes con
respecto a la variable temporal y notando que

(5’11)(1’,t1) = (5’11)({1},t2) = 518(:U7t1) = 66($,t2) = O)

obtenemos:

t2 L
f { pAw + — [RGWA (dwg ,6’<>] + qA} dwedxdt

t1 0

to
+J J { Pl + < d (E Ty 54) + kG A (d 54)]554613;@
tr Jo d

_LQ [K (dwC 5<> 5w<} dt — K KE Jyy‘if )554] dt = 0. (3.3)

10
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Dado que dw¢ y 03¢ son arbitrarios, salvo donde se prescriban condiciones de contorno
geométricas, la ecuacion (3.3) nos conduce a las siguientes EDPs de movimiento:

= d dg dw
pIyyBc — Az (EmJyyd;) — kG A (dxc - ﬁg) =0, (3.4)
a2 — L aca (2% _5)] = qa (3.5)
PENC ™ gy | P dz A '

sujetas a condiciones iniciales y de contorno prescritas.

3.2. Formulacién variacional del problema elastodindmico

En adelante, omitiremos los subindices de las cantidades asociadas a propiedades fisicas

de la viga, pues las supondremos constantes, y denotaremos por v/, u”, ... las derivadas de u
respecto de z. Reescribiendo (3.4)-(3.5), obtenemos:

pJBc — EJBL — M (w) — B¢) =0, (3.6)

pAisc — NA (w — B¢) = qA, (3.7)

bajo condiciones iniciales y de contorno conocidas, donde E es el médulo de Young, J el mo-
mento de area, A el area de la seccion transversal y p es la densidad. Denotamos A = Gk, con
G el modulo de corte y k un factor de correcciéon para el moédulo de corte, introducido para el
balance del esfuerzo de corte nulo en la superficie de la viga.

Por simplicidad, consideramos las ecuaciones definidas sobre un intervalo I en R, con
condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas, es decir,

Be (t,0) = Be (t,L) = w¢ (t,0) = we (t,L) =0, (3.8)

y condiciones iniciales

Be (0,2) = B (x), e (0,2) = W' (z). (3.9)

Adoptaremos la notacion usual de espacios de Sobolev. El método de Galerkin nos lleva al
siguiente problema:
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Problema elastodinamico de Timoshenko

Hallar B¢, we : [0,T] =V = H} (I) tales que

pJ <5<;7 n> + pA (g, v)

+EJ (ﬂé,n’) + )\ (w’c — B¢, v — 77) = (qA,v),
Vn,veV, ctp te|0,T],

bajo las condiciones iniciales

donde (-, -) denota el producto interior usual en L? (I) y {-,-) denota la dualidad V' x V.

Es un hecho conocido que los métodos de elementos finitos estandar aplicados a proble-
mas como el de Timoshenko elastodinamico sufren del fenémeno de bloqueo numérico, lo que
nos lleva a resultados que estan lejos de describir lo que estamos modelando en el caso de
estructuras muy delgadas, a menos que el tamano de la malla sea excesivamente pequeno.
Este fenémeno se debe a las diferentes escalas a las que estan, respecto del espesor de la viga,
los términos de flexion y de corte (los dos ultimos términos del lado izquierdo de la ecuacion
elastodinamica de Timoshenko).

Un marco de trabajo adecuado para el analisis matematico del bloqueo se obtiene rees-
calando las ecuaciones con el fin de obtener una familia de problemas con un limite bien

definido cuando el espesor se hace infinitamente pequenio. Para ello, introducimos el siguiente
pardmetro adimensional, caracteristico del espesor de la viga:

==, (3.10)

Haciendo abuso de notacion, nos referiremos a este parametro simplemente como espesor.
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Por tltimo, dado un espacio de Banach X, con norma ||| i, usaremos la siguiente notacion
para los espacios funcionales:

L*(X)=L*(0,T; X)
T 1/2
= {v 10,T] = X | ol p20.7,x) = (L (!le)zdt> < OO},

L*(X) = L®(0,T; X)

= {U 1[0, T] — X | [0l oo o,1,x) = esssup (vl x) < oo} : (3.11)

<t<



Capitulo 4

Existencia, unicidad y regularidad

Haciendo uso del escalamiento definido en el capitulo anterior, reescribimos nuestro pro-

blema, introduciendo cantidades auxiiares p y g tales que

p=pC vy q=g¢

(4.1)

Esta reescritura permite obtener una familia de problemas que tendra un limite cuando ¢ — 0.

Asi, obtenemos el siguiente problema:

Problema elastodinamico de Timoshenko (versiéon escalada)

Hallar B¢, we : [0,T] = V = HJ (I) tales que

3¢ (Bemy + plic, v
+ E (B%,m) + A7 (wg — B, v’ —n) = {g,v),
Vn,veV, ctp. tel0,T]

y condiciones iniciales

Durante las demostraciones, omitiremos el subindice ¢ por comodidad.

14
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4.1. Existencia y unicidad

Para garantizar la existencia y unicidad de solucién para el problema escalado, utilizaremos
el método de estimaciéon a priori para ecuaciones hiperbodlicas lineales de segundo orden en el
tiempo.

Teorema 4.1.1 (Existencia y unicidad).

Sige L?(L*(I)); B°, W° e Hj(I); y BY, W' € L?(I), ewiste una tnica solucion
(Be,we) del problema escalado, que satisface

B¢, we € L® (HY (1)), Be, we € L® (L2 (D)), y Be, e € L® (H-1(I)). Mds an, existe
una constante C' > 0, independiente de los parametros materiales, tal que

.12
52 Be| 1y + P ary + B IBelyry + 2 e = el
PN 2 A 2
<C (PC2 HBlHLz(I) +p HWIHL2(I)
2 _ 2
+E HBOHHg(I) + AT W — BOHL?(I)
+77 g2 zaay ) (4.2)

Demostracion. Encontraremos una solucién del problema escalado mediante la construccion
de cierta aproximacion finito-dimensional de orden n, del mismo, y luego pasando al limite en
n. El conocido método de Galerkin.

Mas precisamente, sean 1; (), i = 1,..., funciones suaves tales que
{1; ()}~ es una base ortogonal de Hy (1) (4.3)
y
{1; ()}~ es una base ortonormal de L? (I). (4.4)

(Por ejemplo, podemos tomar {1; (x)}; como el conjunto completo de autofunciones, apro-
piadamente normalizadas, del operador —A en H} (I): ver subseccién 6.5.1. de [13]).

Ahora, fijamos n € Z*, y buscamos funciones 3, wy, : [0,7] — V,, de la forma

B (tx) = Y 81 (D) s (x) , wn (8,2) = Y w), (8) &5 (@), (4.5)

Jj=1 Jj=1
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y resolveremos su problema asociado:
Hallar 3, w, : [0,T] — V,, == span {¢1, ..., ¢y} tales que
P62 Bnsm )+ iy ) + B (Bl) + A2 (w), = Byt =1) = (9,0),
Vn,v e V. (4.6)

El problema de aproximacion (4.6) nos lleva al sistema lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden

PRI (t) + pid, (t) — EBY () + AC™2 (wi! (t) — B (1)) = (g (t), %)) ,
0<t<T, j=1,..,n, (4.7)

donde g : [0,T] — L?(I) esta definida por [g(t)] (z) = g(z,t), sujeto a las condiciones
iniciales

8, (0) = (B%4)  (j=1,.m),
B1(0) = (B 45) (G =1,....m),
wl (0)= (W) (j=1,...n),
Wl (0) = (W) (5=1,...n). (4.8)

De acuerdo a la teoria estandar para ecuaciones diferenciales ordinarias, existe una tnica
funcion (B} (t), ..., 87 () ,w) (t),...,w? (t)) que satisface las condiciones iniciales y el sistema
de EDOs para 0 <t < T.

Ahora, usando 1) = 8, (t, ) y v = 1y (£,2) en (4.6), tenemos
5C2 s B ) + 9, oy + B (8, 8,) + A (), = B,y — B
= (9,1n) - (4.9)

Como (4, u) = % [% HuH%Q(I)], tenemos que

- [; {ﬁ@ |5

7 plinl 72y + E Hﬁfzui?(n +AC? [, - B”“i?(f)}]

= (g, wn) - (4.10)

2
L2(1

Usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y Cauchy con € (B.2) tenemos:
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1d ~2 | 5 2 ~p e 12 2 ) 2
>d {PC Bn L +0wnlz2y + E Hﬁ%”mm + A |y, - ﬁnHLQ(I)}
<lglzzcry ltonl 2(ry
L
<3 {7 ngLz + Bl 2(r)
2 N
{PC /Bn e TP [nllz2ny
2 2
FE 0oy + A2 [ = Bal oy
ngm} - (4.11)
Asi, para todo t € [0,T], gracias a la desigualdad de Gronwall (B.1), obtenemos
~o s |12 s _ 2
P<2 Bn L2 +p HwnH%2 1) +E HBnH?{g(I)"F)‘C 2 Hw;z - /BnuLz(I)
n p i (0)]7
<3| ), + Pl >an(1>
2 2
+E Hﬁ HL2 + A |, (0 )”L2(1)
¢
[ |\g\\%2(1) g
<et|acelg o, + ot <o>uizm
2
+E B2 Oz 1y + A2 [l (0) = B O
#7912y (4.12)
Notamos ademés que, para todo t € [0,T]
H’wnHHg(l) S Hw;z - 5nHL2(1) + HﬁnHH(}) : (4.13)

Por otro lado, sean ¢,& € H}(I) fijos, tales que HSDHH(% 0o 1€lm s

y < Ly escribimos
p=p' +¢’yE=¢ 4+ con

n n 1
Leledurtiny v @t e (utpo W,
Notamos que, gracias a la ortogonalidad de {wk}zzl en H& (1),

2 2 2 2
I ey + 1%y = 100ty v 16Ny + 16 = 1€l (4.14)
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de donde
HWIHH(}(I) ’ Hflqu(I) <1 (4.15)

Luego, usando (n,v) como (¢,0) y (0, &) respectivamente en (4.6) , tenemos que

562 (s @) = 562 (B 0) =562 (Bus 0" ) == (Bhs0") = AT (= B, ")

y
P, © = P (i, €) = 7 (i, €1) = (9,61) + A2 (], ~ ). (1.16)
Asi, gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz y a (4.16), tenemos
[Ba )| < 27672 (B Wallgany + 2672 [ = Bl oy
y

o, )1 < 57 (gl oty + A2 [ = Bul o)) (4.17)

para casi todo tiempo t € [0,T].

Como {Bn}n 1,{wn}n 19 {,Bn} » {wn}n 19 {ﬁn} y {wn}n , son acotadas, a pares,

en L* (HO (I)) , L* (L2 (I)) y L® (H*1 (I)) respectlvamente y L® (X) es el dual de L' (X)
(con X = H}(I),L*(I) 6 H1(I)), que es un Banach separable, existen subsucesiones tales
que

Bn, = Bywn, — w  débil-x en L* (H& (I )

By = Bytig, — b débil-x en L (L2 (1)) ,

By = By, — 6 débil-x en L (H™(I)), (4.18)

que junto con (4.12) y la Proposicion 3.13 (iii) (B.3) de [15], nos permiten concluir (4.2).

Se puede probar que (8¢, w¢) satisface las condiciones iniciales y la formulacion variacional
(ver por ejemplo [13]), asi (8¢, w¢) es una solucion del problema elastodinamico de Timoshenko
escalado.

Para la unicidad, si consideramos g = 0, B = W% = B! = Wl = 0, de (4.2) se tiene que
Be = we = 0, es decir, (B¢, w¢) es la Gnica solucién del problema escalado . O
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4.2. Regularidad
A continuacion, presentamos un resultado de regularidad adicional:
Teorema 4.2.1 (Regularidad adicional).

Bago las condiciones del Teorema 4.1.1, si ademds g € L* (L*(I)); B°, W% e H?(I);
y B, W' e Hol (I), entonces la solucion del problema escalado satisface f¢, we €

L™ (H2 (I)), ﬁ.g, we € L™ (H& (I)), Bg, we € L™ (L2 (I)), y se verifica la siguiente
estimacion a priori

ol
PC H L2(1

+ 2 =B
(e (EQHBOH;(I)* AQC*ZLHWOI_BOHL2<I>>

+p ! ()@ - HWO'—BOHfW )+\|g(0)\|%2(1))
+ BBy + 2 W = Bl

+ 5! ngHLz(LzU))) , (4.19)
B¢l grary < C(ﬁc2 iy F A et = 5c|L2U)> : (4.20)
X2 el gagry < C (B 1c agry + A2 18l gy oy + l9lzay) (4.21)

donde las cotas de Hu/C =

@ Yy HﬁCHHl(I) estan establecidas en el Teorema 4.1.1.
0

Demostracion. Aplicamos el método para ecuaciones hiperbolicas demostrado en [13] Del
Teorema 4.1.1,8) 4 € H ([0,T]). Derivando (4.6) con respecto a ¢, obtenemos que [, @, €

L2 ([0,T]). Una estimacion a priori como (4.2) nos dice que
.2
Bn

A2
pC 2

+ PHwnHL2

+Ac*2‘ i

g

0[5421ﬁn< )

e + pllin (0)1Z2p)

2 2

+E‘Bn(0)‘

£ ACT il (0) = B (0)

H(I) L2(I)

#7113y ) (4.22)
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De (3.6) y (3.7), obtenemos que 3 (0), 1 (0) € L2 (),

72| 8 (0)

L2(1) < E[BO0)| g2 + A2 |w' (0) — B (O)HLQ(I) (4.23)

Pl (0) 2y < ACT2 |w' (0) = B O g2y + 19 O g2y - (4.24)

_ Un argumento de acotamiento y compacidad nos lleva a concluir que
Bn — B, Wy, — W débil-k en L* (L*(I)). Por lo tanto, (4.22) implica (4.19).

Por otro lado, reescribimos (3.6) y (3.7):

—EB" = —pC*B + A2 (v — B) (4.25)
N2 = g — pi— N3P (4.26)
Para algtin tiempo fijo ¢, los lados derechos de las ecuaciones (4.25) y (4.26) estan en L (I).

Como en ambas ecuaciones el operador del lado izquierdo es H& (I)-eliptico, de acuerdo a la
teoria de ecuaciones elipticas, con un dominio suave I, 3,w € H? (I), tenemos las estimaciones

B 16l <€ (623

-2 /
X = Bl
A2 ol gy < C (Pl ey + A2 1Bl + 19l o) - (4.27)
]

Ahora, estamos en condiciones de extender el Teorema 4.1.1 a mayores regularidades. Por
simplicidad, la dependencia de los parametros materiales no se expresara de manera explicita.
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Teorema 4.2.2 (Regularidad de mayor orden).

Asumamos para algin p = 0,

B W e HPTY(I) ~ H} (1),

BYWle HP (I) n H} (I),
k
% e L2 (Hp—k (I)) L k=0,1,..,p (4.28)

Yy que para para p = 2 se tienen las siguientes condiciones de compatibilidad:

B2 — 571¢=2 (BB + ACT (WV - B*)) e HY (D),

1 (g (0 - / !
Wh+2 = 5 1< agtl(f ) +AC Q(Wk _Bk>>eH&(I)7 (4.29)

k=0,1,....,p— 2.

Entonces, para k =0,1,...,p — 1, la solucion del problema escalado satisface:

Zf, 5;: e L (Hpﬂ—’f (1)) (4.30)
Y
-
Ot |gprnry || O ek
<0 (S5, * Pl * P
1B oty + 17 o)) - (4.31)

Demostracion. Los casos de p = 0 y p = 1 fueron probados en los Teoremas 4.1.1 y 4.2.1,
respectivamente. Para p > 2 procedemos por induccién sobre p. Asumimos que el teorema es
valido para p < ¢ y asumimos que las condiciones (4.28) y (4.29) son validas para p = ¢ + 1.
Denotamos

B:Ba WZU}, g:g’
BF = BFL Wk — w1l =0,1,...,q. (4.32)

Luego, Bk,VNVk,Nk = 0,1,...,q, satisfacen las condiciones de compatibilidad (4.29) para
p=gq, B"=B'y WO =W!e HI" (I) n H} (I).
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Para k =0,1,...,q,

kg otk = gF+1g/oth+l ¢ [2 (Hq*k (I)) . (4.33)
De (4.28) y (4.29) con p = g + 1,
Rl _ 2
HB Ha(l) |2 HHq(f)
< C (CQ HBOHHq#»Q(I) + HWOHHQ+1(I) + HBOHH‘I([)) , (434)
11 _ 2
HW Ha(I) [w ”Hq(f)
< (lg Ollsrary *+ W2 sy + 1B s ry) (4.35)

Por lo tanto B¥, W*, con k = 0,1, satisfacen (4.28) para p = q.

Aplicamos la hipotesis de induccion y de (4.30) y (4.31) con p = ¢, para k =0,1,...,q + 1,
obtenemos
*B oW

S e l” (Hq“—’*c (1)) (4.36)

oFw

o*p o
otk

tk

Ha+1-k(])
g
ot

Ha+1-k(])

o8

3=0

BO WO

+
L2(Ha=3(I))

) (437)

Hq+1([) Hq+1([)

3 gy + 1

Esto implica que, para k =1,...,q + 2,
kB oFw

Sropel” (Hq“—’f (I)) (4.38)

okw

B o w
otk

otk

Ha+2-k(I)

q+1
<C (2

j=0

Ha+2-k(])
g

gy, 1B gorr iy + IV granay

L2(Ha+1=3 (1))

1B oy + W (4.39)

lersn) -
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Como I c R, H' (H?(I)) et co (HY9(I)) (ver, por ejemplo, [15]), y asi

lg O ey < Clgllcomay <€ (HQHLQ(HQ(I)) + HQHL?(Hq([))) ; (4.40)

de donde podemos obtener estimaciones para B2y W? en (4.39), que a su vez nos ayudaran
a estimar (4.39).
Por lo tanto, (4.31) es cierta parap =g+ 1y k = 1,...,q + 2. Ademas, tenemos que

Bl savary < C 3625 = 22 (' = B)|

Ha(I)
<O (|8 oy *+ 10l + W) (4.41)
y
W] graveqry < € |5 + A¢26" ~ gHHq(I)
<C (Hw“H‘I(I) + 1Bl grar(ry + ||9||H<1(I)> ) (4.42)
de donde,

180 ra+2ry + 1wl ras2(ry

<o(j§0 2y 1B ey + W o

L2(Ha+1-3(I))

+[wt

+|B! (4.43)

o1 laze) -

Asi, (4.31) se verifica para p = g+ 1 y k = 0, concluyendo la demostracion. O



Capitulo 5

Relacion con la viga de Euler-Bernoulli

Para problemas estaticos, tenemos que, cuando ¢ — 0, la solucién de la viga de Timoshenko
empotrada en ambos extremos se aproxima a la soluciéon de la viga de Euler Bernoulli (ver,
por ejemplo, Lema 2.1 en [10]). Como antes, ¢ = ¢%g. En tal caso, se demuestra que

B¢ = Bo, w¢ oo

donde By = w(, y wo es la solucion de la viga de Euler-Bernoulli

"

FEwy, =g en (0,L),
wo (0) = wp (0) = wo (L) = wp (L) = 0.

Gracias al escalamiento de la carga, las ecuaciones de Euler-Bernoulli son independientes
del espesor.

Para problemas dinamicos, la presencia del término de inercia, que contribuye a la energia
cinética, hace que la ecuacion de Euler-Bernoulli ya no sea independiente del espesor. Para
tener a la viga de Euler-Bernoulli como referencia es que introdujimos el escalamiento de la
densidad de masa dado por (4.1) junto con el de la carga.

Consideramos el problema elastodinamico Timoshenko escalado, con condiciones iniciales
nulas, para presentar el siguiente resultado:

24
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Teorema 5.0.3 (Problema limite).

Asumimos g € H' (L* (1)) ,g € L* (L* (1)), y sea
(Beswe) € L% (Hg (1)) x L* (Hg (1)) la solucion del problema escalado con condiciones
wiaciales nulas. Entonces, cuando ¢ — 0, tenemos que

we — wy débil-* en L” (H? (1)),
Be — Bo, ¢ — o débil-x en L* (H' (1)),
e — 1o débil- % en L (L* (1)) . (5.1)

Ademds,
Bo = wy (5.2)

y wo es la solucion de un problema elastodindmico de viga de Fuler-Bernoulli con con-
diciones de empotramiento

pog + Ewy' =g (5.3)
vale decir
p (o, v) + E (wg,v") = (g,v), Vve Hi(I),
wol 5 = w’0|01 =0,

wp (0, z) = wp (0,z) = 0. (5.4)

. J

Demostracion. Gracias a los Teoremas 4.1.1 y 4.2.1, tenemos una tnica solucion (f¢, we) €
L* (Hg (1)) x L* (H?(I)) del problema elastodindmico de Timoshenko escalado, donde la
constante genérica C' > 0 de la estimacion a priori es independiente de los parametros mate-
riales. Con las condiciones iniciales nulas, la estimacién a priori del Teorema 4.1.1 se reduce
a

\/;C H@f

) + \/EHwCHp([) + \/EnﬂcHHé([) + /A2 Hw,g - 5CHL2(I)
< C HgHL2(L2(I)) . (55)

L2(1

Por su parte, de la primera estimacién del Teorema 4.2.1, se sigue
= - . . Sl
VI, ,, + Vol + VB[l VAR i =B

<C(lgOle + l3l2gzay) - 656)

L2(1
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A su vez, de las estimaciones (4.21), (4.19), (4.20) y la desigualdad Poincaré, tenemos que

el gaqry < € (PN el pagry + 182y + X lglzqr))
< C (licl oy + 18l zqry + 1912y ) » € incluye a mase¢
< O (19 Olzaqry + 19122y + 1922z + 192
= C (19 O a1y + 19l 2y + 19l o))

< C (lg O)lgaqr) + Il sz (5.7)

donde la tltima desigualdad se tiene del hecho que [g]2¢;) < 9l (r2()) en c.t-p. ¢y que
para I ¢ R, H' (L? (1)) 45 L* (L2 (I)).
Ademas, se tiene que

oy < © (el agry + 9 o))

<0 (Ml + it - e

L2<1>> . (5.8)

Por lo tanto, los acotamientos de w¢ en L® (HQ(I)), B¢, BC, we en L® (Hl(I)) y CBC, W en
L* (L2 (I )) son todos uniformes respecto del espesor. De lo anterior, podemos extraer subsu-
cesiones convergentes

2 Hﬂc

we — wo débil- x en L* (H? (1)),
Be — Bo, Be — Bo, toe — g débil- x en L (H' (1)),
te — o débil- x en L (L? (1))

(Por simplicidad, denotamos de la misma forma a las subsucesiones que a las sucesiones).

Las condiciones iniciales wq (0, z) = wp (0,2) = 0 son consecuencia del uso de condiciones
iniciales nulas en nuestro problema elastodinamico. A su vez, la ecuacion (5.5) implica

\/Xlec - ﬁC”y([) < ¢ H9||L2(L2(1)) — 0, (5.9)
de donde wj — By = 0. Mientras, de las condiciones de contorno sobre (¢, w¢), se sigue
Bolor = wolor = w(/)’a] = 0. (5.10)

La ultima ecuacion implica que, para un dominio suave, %\ = 0.

ol
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Por otro lado, de (5.6), ¢? Hﬁg

. — 0. Asi, (3.6) nos dice que

—BB{ = A2 (wf = B¢) = 0,
o equivalentemente
(—EB! = A2 (wf = B¢) yn) — 0 ¥ne Hg (D).
De la convergencia de los f3,
(—=B¢.n) = (B,1') = (B, 1) = (=Bg,m) Vne Hy (I),
esto es, 8/ — B débil-* en L* (H=1(I)), y por tanto,
A2 (wp — B¢) — —EpBy débil- % en L* (H (1))
Por otro lado, de (3.7), para v € HZ (I) tenemos que
(pirc,v) = (A2 (wf = ) v) = (9,0).
Integrando por partes y tomando ¢ ™\, 0 se obtiene
(p%bo,’[))—i- (_Eﬁ(l)lvvl) = (g,'U) V’UEHg (I)
Usando que Sy = wy, e integrando por partes nuevamente, llegamos a

(piig, v) + (Ewy',v) = (g,v) Yve HS (1),

nm

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

es decir, pwo + Ewy' = g, en el sentido débil. Argumentos similares nos permiten concluir en

el caso de la formulacion variacional.

O



Capitulo 6

Discretizacion del problema

Para la resolucion del problema elastodinamico de Timoshenko escalado formularemos un
nuevo problema resoluble computacionalmente, discretizando las cantidades continuas pre-
sentes en nuestro problema. Para ello, procedemos por etapas: la semidiscretizacion espacial,
siguiendo la linea de [1], y posteriormente, la introducciéon del método de Newmark para la

discretizacién de la variable temporal.

6.1. Semidiscretizacién espacial

Consideramos la familia de particiones Ty del intervalo I :

Th:0=xg<z1 <" <zxp=1L
con M > 1, I; = (vj_1,x;) para j = 1,..., M y tamano de malla
h= max (xj_1—xj).
A su vez, introducimos el siguiente espacio:
— T) - oy|— T 5 — ) 1
Vi, = {v eC():vlpe b)), j=1,.n, Ije n} A HE (D),

donde P (E) es el espacio de polinomios de grado a lo méas k, con k > 1.

Notamos que Vj, =V x V), c V=V, x V, pues V), c V = H& ().

(6.3)

28
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6.1.1. Discretizacion estandar

Dados Bg, B}L, W,?, W,% € V3, consideremos el siguiente problema:

Problema semidiscreto

Hallar Bp,wp, : [0,T] — V = HE (I) tales que

5C (Bn (®) )+ (i (£), on)
+Ap ((Br () , wr (t)) 5 (Mh,va)) = (g (t),vn),  Vnu,vn € Vi,
Br(0) = By, wp(0) =Wy,
Br(0) = Bh, wn(0) =W,,  (64)

donde
A (B (8) ,wn (1), (nn, on)) = E (By (£) s nf) + AC2 (wh, (8) = Br, () ,v), — mn) - (6.5)

Introducimos una base {1;,i = 1,2, ...,d = dim V}} del espacio V}, y escribimos

d d
B (t) = Y37 (8, wp () = > w (t) 4. (6.6)
j=1 j=1
Si ademas escribimos
d } d y
By =Y\ BYv;, B =) B,
j=1 J=1
d ‘ d y
Wi = YWy, Wi = Y W74y, (6.7)
j=1 j=1

con
t
)

B = (8 (1), .5 0)

x(0) = (X! (1), (0) 0 (1) = (90 ). (63)
el problema anterior toma la forma
PCEMB (t) + pMi (t)
—EKB(t) + X ? (Kw (t) — Plw (t) — PB(t) + MB (1)) = x (),
B(0)=BY,B(0) =B}, w(0) =W w0)=W;,. (6.9)
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Podemos formular lo anterior a través del siguiente problema:

Problema matricial

Hallar B, wp, : [0,T] - V = H} (I) tales que:

<ﬁ€2M 0 )( B(t) )
0 pM b (t)
EK + X(2M -\ %P!
+< _ACEP A 2K )(

>= ( ‘;3 ) , (6.10)

con M = ((¢j7¢i))1<i,j§dimvh 7K = (< ;’¢;>>1<i7j§d ((¢]7¢ ))1<’L]<d y ’Bn w" 0'

y 7" denotando las aproximaciones de 3 (t,,),w (t,), 8 (tn) y W (t,) respectivamente.

6.1.2. Integraciéon reducida

Si implementasemos el método presentado en la subsecciéon anterior, como se comentaba
en el capitulo 3, sélo podriamos resolver problemas asociados a vigas de un espesor no muy
pequeno, pues en dicho caso no se presentaria bloqueo numérico (como se mostrara en el apén-
dice). En situaciones en que el espesor es exageradamente pequeno, la cantidad de elementos
necesarios en la discretizacion espacial para obtener una solucién que no sufra de bloqueo
numérico puede llegar a ser prohibitivamente pequena, en el sentido de los recursos compu-
tacionales.

Para evitar esto, consideramos un caso especial de discretizacion espacial:

Sean 0 < & < & < ... < &'y W1, 42, -,k los nodos y pesos asociados a la regla de
cuadratura de Gauss de k puntos sobre [0, 1]. Ahora, definimos el producto interior aproximado
en L2 (I)

(m,0), = X (@i — wic1) D g () [mica + (23 — 2im1) &), (6.11)
=1

7=1

para n,v € V. (Recordemos que 0 = 21 < 29 < ... < x, = 1 denotan los nodos de la particion
Tr.) Un método de elementos finitos con integracion reducida, en el término de corte, es el
dado por:
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Problema semidiscreto con integraciéon reducida

Hallar Bp,wp, : [0,T] — V = H{ (I) tales que

5c (Bn (®) m )+ (i (£), vn)
A (B (8) w0 (9)) (o, 00)) = (9 (8), 00), Vi, vn € Vi,
Br(0) = By, wy, (0) = Wy,
B (0) = By, wn (0) = Wy, (6.12)

donde

A (B (), wp, (), (,vn)) = E (B, () ,mp,)
HACTZ (W) (1) = Br (), vh — ma), - (6.13)

De manera analoga al método (6.10), obtenemos el siguiente problema:

Problema matricial con integracién reducida

Hallar B,w : [0,T] — R? tales que
< peiM - 0 > < A1) )
0 pM w (t)

(PN () - ()

B
L (Z((?)))>:<?v§ ) <w((%))>:<:§> (6.14)

con M, K,B8" w" " y ™" como antes y M, = ((wj,wi)h)

1<i,j<dim V3,
K, = <( g,wg)h)lqqu y P, = ((¢j7¢;)h)1<i7j<d las matrices asociadas presentes en el

término de corte.

Notamos que, dado que la regla de cuadratura de Gauss de k puntos calcula de manera
exacta integrales de polinomios de grado 2k — 1, si usamos polinomios de grado k en la discre-
tizacion espacial, el producto interior aproximado coincidira con el de L? (I) en los casos de
las matrices K, y P,, es decir, K, = Ky P, = P.
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6.2. Discretizaciéon temporal

Ahora introducimos, para la discretizacion temporal, una particién uniforme del intervalo

[0,T]:
O=toy<t1 < ---<tny=T (6.15)

con ty =kAt, k=0,...,N, y At = %,paraN>1.

6.2.1. Método de Newmark

Aplicamos ahora el método de Newmark, ver por ejemplo [14], a la resoluciéon numérica
del problema matricial con integracién reducida.

Supongamos que g € C° (O,T; L? (I)), de manera que la funcion ¢t — x () sea continua
sobre [0, T']. Denotando

() (E)re(h) o

obtenemos:
Sﬁn+2 (U) + RQn+2 (U) _ Qn+2 (F), 0<n< N,
y
9 (U) + Ro' (U) = o' (F) (6.17)
donde
U’ﬂ+2 _ 2Un+1 +U”
n+2 __ .
T (U) = A ,n=0,.. N,
U'-U" - AtVO
9t =
) At? ’

1
Qn+2 (U) — 9Un+2 + (2 —920 + ,}/) Un+1

1
+ <2+0—'y> U", n=0,..,N,

ol (U) = 0U" + (; - 9) U°, (6.18)

con  y v parametros que definen el método particular que usaremos, y

pC2M 0 EK + XXM, —X\ 2P
§= < 0 /M ) k= < ~X2P MT2K > (6.19)
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son las matrices de masa y rigidez globales respectivamente.

Para su implementacién, reescribimos el sistema matricial de la siguiente forma:

(S+0APR) U™ = <2S — (; —20 + 7) At2R> U"tt

— <s+ <;+0—’y> AtZR) U"

+ 0" (F),
paran=0,...N -2y
1
(S+0AR)U' = <S —~ <2 — 9) At2R> U’
+ AtSVO + A2t (F). (6.20)

El método recién descrito se presenta en el siguiente algoritmo:

Algoritmo Método de Newmark

Dados U°, VO, hacer
U (S+0(a°R) { (s— <; _ 9) (A1)? R> o
+ALSVO + (At)? 0! (F)}
Luego, paran = 0,1,.., N — 2
U™ (S+0(A)PR) { (2 S- @ 20+ 7> (At R> gl

— <s+ <; —20 + 7> (At)? R) u"

+(A1)? g+ (F) (6.21)




Capitulo 7

Estimacion de error a priori para el
esquema semidiscreto

Primero, se verificara que nuestro problema cae en el marco de la Seccion 8.2 de [14], para
asi poder disponer de los resultados que alli se presentan. Para nuestro caso, los espacios a
considerar son

V = HY (1) x HY (1) y H = L2 (I) x L2(I),

ambos sobre R, y provistos, respectivamente, de los productos interiores (y sus normas indu-
cidas)

((B,w), (n,0))g = ¢ (B,m) + 5 (w,v) y (7.1)
(B, w), (m,0)y = ((B ), (',0) ) -

Notamos que ambas normas son claramente equivalentes a las normas usuales en cada
espacio, si bien con constantes que dependen del espesor.

Observamos que:
» HY(I)— L?(I) y H} (I) es denso en L?(I), de donde V < H y V es denso en H.

= (B,w),(n,v) = A((B,w),(n,v)) = E(B,7) + 2 (w — B,v" —n) es continua sobre
V x V, ver [1].

34
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Consideremos el siguiente problema:

Dados B, WY € Hj (I), B}, W' € L*(I) y g € L* (L?(I)), encontrar funciones 8, w que
verifiquen
B,weC (Hy (1)) nC (L* (1)), (7.3)

% ((ﬁ (t) » W (t)) ’ (777 v))H +A ((5 (t) » W (t>) ’ (7777)» = ((0,9 (t)) ’ (777U))H )

en el sentido de las distribuciones sobre [0, 77,

V(n,v)eV, (7.4)
8(0) = B, 45 (0) = B', w(0) = WP, dw (0) =w. (7.5)
dt dt
Notamos ademas que:
A(-,-) es simétrica, (7.6)
A(-,-) es V-eliptica, ver [1], (7.7)

La inyecciéon canénica de V en H es compacta, pues

HE (1) “5P L2 (I) (Teorema de Rellich). (7.8)

Por sencillez, nos restringimos al caso k& = 1. En este caso, consideramos el problema
discreto con la siguiente reescritura en el término de corte

Ar ((ﬁh (t) » Wh (t)) ) (nha Uh)) =K (51/17 772)
+ )‘<_2 (w;L — 11, By, v;l - Hrnh) )

donde I, : H} (I) — L2 (I) es la proyeccién ortogonal sobre las constantes a trozos en Tp,:
1
(ILv)| ::uyf v, Vj=1,...,M,Yve H} (I). (7.9)
il Ji;

Es bien sabido [12] que II, satisface la siguiente propiedad de aproximacion:
(7 = 18 €l gy < ChIE o (7.10)
para cada & € H{ (I). Notamos también que
A, es simétrica, (7.11)

y ademas, se tiene el siguiente resultado:

A, (-,) es continua y Vy-eliptica.
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Demostracion. Sea K € T;, un elemento de la discretizacioén.

Primero, probaremos la continuidad. Denotemos por ||y, x a la norma definida por

1Ot o) 35 = P I e ey + PR e - (7.12)

De las propiedades del proyector II, y la desigualdad de Poincaré, tenemos

E [ ) + A< [0 = o7,
2
< Bl agsey + A2 (bl ooy + 1Tl

< E |20, + 220 (}|vz|(i2m+unmhu%z )

:@ﬁCQH%Him 2 ookl Fa e + C4pc2unmhum

E ;12 2)\C_

< @pﬁ H”hHm(K) thHH(K g pCZ thHN

P E A 2\
< max{<ﬁC2 C4> )= 2} ( ¢’ thH,;z + pHUhHLQ(K ) (7.13)

Sumando sobre K € Tj llegamos a

Ar (M, vn) , (nson)) = E HU;LHiQ(I) + AT ok — Hmh“i?(f)
([ E A\ 20/ R
S e {<ﬁc2 c4> '3 2} (”CQ [ 22y +2 ““;LH;(D)

E A 2\
— i {( 25+ 5 ) oo (7.14)

Para la elipticidad, nuevamente gracias a las propiedades de proyector y a la desigualdad
de Poincaré, se tiene
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s o) 1 = 6 [ 2200y + 2 1h ]2 )
= p¢? thHm(K) + 7 on, = Tomy + Hrﬁh“i2(K)
<A iy + 2 ([0 = T | + [TLml) o,
< ¢’ H%HLz(K) +2p (HU;L - Hrnh||2Lz(K) + HE%H%%K))

<3¢ [l G2 + 2p th T ) + Qﬁ\\nhl\iQ

< 26 I e 42 2 Jof - A +2p I ey
2p -
< ZE 7200 {AC oh, = o2 )
< 2pmax{ B~ A (B oy + A2 b = Tomfaey) - (7.15)

Sumando sobre K € T}, tenemos que

s o) I% = AC [0ty + 20l 22y
< 2pmax{E A7} (E thHL2 + A2 v, — r77h||i2(1))
= 2p maX{E 1, AT 1}Ar ((Uh, 'Uh) y (’I]h, 'Uh)) . (7.16)

O

Observacion 7.0.2.

Notar que la constante de elipticidad de A, es independiente de {, no asi su constante
de continuidad.

Por ltimo, para estudiar los errores 5 — B, vy w — wy, supondremos que 8 y w son solu-
ciones suficientemente regulares (3, w € C? (H (I))) del problema escalado, e introducimos el
operador de proyeccion eliptica IIj, € £ (V, V},) definido por

vnhu Up € th AT‘ (Hh (Baw) - (ﬁvw) ) (nha Uh)) = 07 (717)

y asi, tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 7.0.3 (Convergencia del esquema semidiscreto).
Consideremos las condiciones iniciales
(BY, W) = 11, (B W), (BA W) = Ty (B, ). (1.18)
Entonces, si B, w e C? (H& (I)), existe C' > 0 independiente de h y de ¢ tal que
(), w (t) —wn ()]

1(8 () — Bn
IR r

t H

<C{K1fﬂw@%ﬂﬂﬂﬂﬂv+

t
v
+@L<Mhau+ﬁd

ds
H

) ds} (7.19)
12(1)

Demostracion. De la definicién de la proyeccion eliptica y de los problemas continuo y discreto,

d2
(I=Tp) 5 B(s) , w(s))

2

2"

tenemos que para todo np, vy € Vi

(B (). 0n () ~TTh (3 0). () e )
+A; ((Bn (), wr () =1 (B (), w (1)) , (Nn, vn))

G RN

A (=TI (B(0) 0 (1) (1)

FAB )0 0 Gmoon) = A (8 6) 0 (1) (s en)
2
= S (=) (B0, w (5). (mon)

+A((B @), w (@), (mh,vn)) = Ar ((B(2) ,w (£), (mh,vn))  (7.20)

Notamos que, al introducir 7 (t) = A\(~2 (w' (t) — B (t)), obtenemos que

A(B ), w (@), (n,v) = Ar (B (), w (1)), (1, v))
= A2 (w' (8) = B(t) o — T
= (v (@), (I —IL)mn) - (7.21)
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Como B, w € C? (Hé (I)), tenemos que

2
O (= 11) (8 1), w (1)), O o)
2
= (1= T0) S (B (8) 0 (1)) o) (7.22)

Utilizando el analogo del Teorema 8.2-3 de [14] para dicho problema, y que

(v (@), (I =) mn) = (I =1L) v (8) , (T = L) mw) = (1 = 1Le) v (£) , 1m) (7.23)

obtenemos

{Ar ((Bn (8) , wn () — T (B (), w (£)) , (Bn (8), wn (£)) — T (B (£), w (1))

5 (O (0,00 () = T (8 (0)w (1) (B (1), n (6) — Ty (8 1), (1)

9\ 1/2
H}

t d2
<[ (Ja-m) 5z 66w
0 H
I =T0) 7 ()] 2r) ) ds. (7.24)
De (7.10) y (3.7) tenemos que
H(I - HT) 7HL2(1) <Ch H/}/HLQ(I)

2

< Ch | |g| +p|-mw (7.25)
( L2(1) 2" | )

que junto a la elipticidad de A, nos llevan a

wn (8)) — Ty (8 (5, w () |y
jﬁht 0) = T 5 (0 (1)

“e{l.(

H
d2
(1 =10) g (B 5)w )|

+h (Ing(I) + w )) ds} : (7.26)
L2(1)

De la desigualdad triangular, aplicada a los 2 primeros términos de (7.19), se deduce dicha
estimacion. O

2

Plae
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Observacion 7.0.4.

Si en el teorema anterior se consideran condiciones iniciales arbitrarias, de manera
andloga, podemos obtener la siguiente estimacion:

1B (t) = B (), w (t) —wp, ()]
d d

< c{|(BY, WD) -1, (B, W9)],
+ [[(BE, W) — 10, (B, W)
+](I - Hh)(ﬁ() w (t))lv

e geo.wo),

N O<WI—IM);;@%$7w@»

‘ H

>>@} (7.27)
L3(1)

En este caso, la constante C' sigue siendo independiente de h, no asi de C.

A &
+h (ol + 7| gz

Si ademas consideramos la hip6tesis de aproximacion

V(n,v) eV, lim inf |[(n—nnv—up)l|y =0, (7.28)

h—0 (nh 7Uh)e‘/h

tenemos el siguiente corolario:

Corolario 7.0.5.

Bajo las condiciones de aplicacion del Teorema 7.0.3 y las hipdtesis suplementarias
(7.28) y

tim | (B — B, W) - W), =0, Jim |(B} - B', W} ~W')|, =0, (720)

se tiene que

Vee 0,71, lim {I(5 () = B (8),wn (6) —w () ly

+ H <jtﬁh (t) — %5 (t), %wh (t) - %w (t)> HH} =0 (7.30)
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Demostracion. Sin,v:[0,T] — H} (I) son funciones continuas, la familia de funciones
(I =T0y) (m,v) = [0,T] — Hy (1) x Hy (1) (7.31)
es equicontinua. De (7.28) y el Lema de Cea tenemos que

vee [0,T], lim (I = IIx) (n (t),v (t))]v = 0. (7.32)

Gracias al Teorema de Arzela-Ascoli podemos deducir que

¥ (1,0) €C°(V), }ngg)oi?gT (T =T0n) (n () ,v () |lv = 0, (7.33)

de donde el término integral de (7.19) converge a 0.

Bajo estas condiciones, (7.30) es una consecuencia inmediata de (7.19), (7.29) y (7.33).
O

Por ultimo, presentamos el siguiente resultado

Corolario 7.0.6.

Si ,w e C? (H2 (I)) y si a las hipdtesis del Teorema 7.0.3 le agregamos la siguiente:
para toda (n,v) € H? (I) x H? (I)

inf A0 =m0 = vn)lg + 20 = nns0 = o)y}

(h,vR)EVR
< CR? ([, 0) | 2y w2 (1) (7.34)
tenemos que
—Br (), w () —wn ()lv
15 B0 5000 - un )
H

< Ch {||(5 @) s w @)l mrz2(ryx a2y
d
Haeowol

N (IS

d2
dt?

H2(I)x H2(I)

w > ds} . (7.35)
L2(I)

+ Lol + pH
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Demostracion. Si f,w € C? (H2 (I)), de manera anéloga a lo que se hace para el problema
fuente en el Teorema 5.2 de [1], para la proyeccion eliptica podemos establecer, con constantes
independientes de (, que

17— T08) (B (1) w (0) 5 < CRIB (1) w (O | garysr2r)

d d
(-1 S 60.w0) <onE60.00) ,
t H t H2(I)x H2(I)
d? d?
(-1 G (30w )] < Ch g (56)w(e) (7.6)
t H t H2(I)x H2(I)
Asi, basta aplicar la mayoracion (7.19) para obtener (7.35). O

Observacion 7.0.7.

Notamos que C sigue sin depender de C.




Capitulo 8

Experimentos numeéricos

En este capitulo, presentaremos ensayos numéricos, efectuados con rutinas de elaboraciéon
propia en MATLAB, que consisten en la implementaciéon de elementos finitos de Lagrange de
orden 1 para la discretizacién espacial y el método de Newmark para la discretizaciéon temporal
(con pardmetros 6 = i vy = %, que corresponden a un método incondicionalmente estable de
orden 2 en tiempo).

Con el fin de validar dichas rutinas, observar el fenémeno de bloqueo numérico en la
estructura cuyo comportamiento queremos modelar y la determinaciéon experimental de los
ordenes de convergencia del método implementado, introduciremos un par de ejemplos con
solucién analitica conocida.

8.1. Herramientas para validar la implementacion

La estructura que tendremos en cuenta a lo largo de este capitulo sera una viga de acero de
largo L = 1m y seccién transversal cuadrada de lado 0,1m, es decir, con drea A = 10™%2m?, J =
%10*4m4 y factor de correccion de corte k = 5/6, sujeta en ambos extremos, y con parametros
fisicos:

E =144 x 10"'N/m?,
v = 0,35,
p =177 x10°%kg/m’. (8.1)

Consideremos el problema de calculo de los modos de vibracion libre de una viga elastica
sujeta en ambos extremos, cuya formulacién variacional es la que sigue:

Hallar (0,0) # (B,w) € V y w > 0 tales que:

L L L L
J EJB’U’—FJ kGA (5 — w/) (77 — U’) = w? (J pJpn + J pva), Y (n,v)eV, (8.2)
0 0 0

0

43
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0, equivalentemente,

Hallar (0,0) # (8,w) € V y w > 0 tales que:
Ay 0) = b (u,0), ¥ (,0) €V, (.3)
donde:

» w es la frecuencia de vibracion y (8, w) las amplitudes de la rotacion y el desplazamiento
respectivamente.

u=(fw)eVywv:=(nuv)eV.
» La forma bilineal A es la definida por el lado izquierdo de (8.2).

= La forma bilineal b : V x V — R esta definida por:

L

L
b(u,v) = L pJ Bn +f0 pAwv. (8.4)

Sea wp la menor frecuencia de vibracion asociada al problema (8.2) y U? (z) un modo de
vibracién asociado a ésta. Definimos ahora el siguiente problema:
Hallar w : [0,7] — H tal que:
b(u,v) =A(u,v) =0 YveH,
w(0,2) =U%(z) enl,
w(0,z) =0 enI. (8.5)
Notamos que u (x,t) = cos (wot) U° () es solucion del problema (8.2). En efecto, u (0, z) =
U%(z) y 4 (0,2) =0y i (x,t) = —wd cos (wot) U (z), de donde
b (i, v) = —wd cos (wot) b (u, v)
= cos (wot) (—wgb (u,v))
= cos (wot) A (U, v) = A(u,v).
Por tanto, un buen candidato para el estudio del bloqueo numeérico en el problema evoluti-

vo de la viga de Timoshenko es el problema (8.5), pues conocidos una frecuencia de vibracion
y su modo asociado podremos visualizar la evolucién temporal de nuestra solucion.

Esto nos lleva a [9], que nos presenta valores analiticos para las frecuencias y modos de
vibracién que buscamos. A saber, dada una frecuencia de vibracion w, sus modos propios
normales, las componentes de U = (B, W), son:

L
W = cosh ba& + (6 sinh ba& — cos bBE — § sin b€, (8.6)

gt {(O‘Q ;‘ 52)()\(6 cosh bag + sinh bag)— (52 ; 52)(5 cos bBE — sin bﬁf)},
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donde ¢ = z/L es una longitud adimensionalizada, b una raiz real positiva de la ecuacion
trascendente

2 — 2 cosh ba cos b3

+ (1()21)22)1/2 [b252 (r2 _ 82)2 —+ (352 — 7“2)] sinh ba sin bﬁ = 0, (87)
— 0°r<s

a 'y B estan dados, respectivamente, por

\2{$(r2+32) + [(r2—32)2+4/b2]1/2}1/2, (8.8)

1/2
(asumiendo que [(r2 — 32)2 + 4/b2] > (r2 + 52)), r y s son constantes que dependen de los

parametros fisicos de la siguiente forma
§f=—-= (8.9)

v A, ( y 6 estan dadas por

a
.
—s
=55
- ol sl 10
A su vez, resolviendo (8.7) usando la rutina fzero de MATLAB, obtuvimos el valor
wo = 9,674491926437338 x 103. (8.11)

8.2. Determinacion experimental de los 6rdenes de convergen-
cia

En esta seccién, presentaremos los resultados numéricos obtenidos para la rotacion 3 y el
desplazamiento w utilizando integraciéon reducida en el término de corte. Los cédlculos fueron
realizados para un tiempo final
T = 7/wg. Los errores fueron calculados en norma L? (0, T;L* (I )), definida por

1/2

T
P ( | |v<t>|im) | (8.12)

Una de las principales razones del analisis de estos resultados es la determinacién experi-
mental de los 6rdenes de convergencia del método. En las Tablas 7.1 y 7.2 se presentan los
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errores en norma, L? (0, T;L* (I )) para los desplazamientos y las rotaciones, respectivamente.
En ambos casos se us6 integraciéon reducida en el término de corte para evitar el bloqueo
numeérico.

En la altima columna de cada tabla se muestran los cuocientes entre los errores asociados
a un paso espacial y a su refinamiento (para un paso temporal fijo suficientemente pequeno
en relacion a los pasos espaciales que se consideraron para los cuocientes), mientras que en la
ultima fila de cada tabla se muestran los cuocientes entre los errores asociados a un paso tem-
poral y a su refinamiento (anédlogamente, para una paso espacial fijo suficientemente pequeno).
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Para la determinacién del orden de convergencia espacial, a;, consideramos dos pasos espa-
ciales arbitarios, h y h, tales que h es el refinamiento de h y un paso temporal At suficiente-
mente pequeno en comparaciéon a h 'y h (en particular, consideraremos los valores sombreados
en el borde derecho de cada tabla).

Sean ademas uy, y uy las soluciones del problemas discreto obtenidas con h y iz, respecti-
vamente, y u la solucion exacta del problema continuo. Sabemos que

lw—=unlg20:02(ry) = Ch (8.13)

lw—=an g2 02:L2(1y) = Ch™ (8.14)
Como la razoéon entre h y h es 2, tenemos que

u—u . @
lv = w2y _ b _ o (8.15)

lw—tnl 2072201y  h*

Asi,

U—Uu )
lu = unll g2 o220 (8.16)

a = log — ,
lu— UhHL2(0,T;L2(1))

que nos entrega los valores experimentales de «:

1.987036 | 1.997342 | 2.001626 | 2.009609 |

Tabla 8.3: Orden de convergencia experimental para el desplazamiento (discretizacion espa-
cial).

1.968040 | 1.991395 | 1.999462 2.006544‘

Tabla 8.4: Orden de convergencia experimental para la rotacion (discretizacion espacial).
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De manera anéaloga (considerando los valores sombreados en el borde inferior de cada
tabla), para el orden de convergencia temporal, oy, obtenemos:

’1.990842 1.999476 | 2.006760 2.02961‘

Tabla 8.5: Orden de convergencia experimental para el desplazamiento (discretizacion tempo-
ral).

1.990891 | 1.999701 | 2.007671 ‘ 2.033248 ‘

Tabla 8.6: Orden de convergencia experimental para la rotacion (discretizacion temporal).

De esta manera, determinamos que tanto en espacio como en tiempo tenemos convergencia
cuadrética, tal como lo predice la teoria (ver, por ejemplo, [14]), validando asi el método.

De lo anterior, obtenemos las siguientes curvas de error para el desplazamiento y rotaciéon:

Figura 8.1: Curvas de error para los desplazamientos y rotaciones usando integracion reducida
en el término de corte.



Capitulo 9

Conclusiones y trabajo futuro

De lo realizado en la presente memoria, podemos concluir que:

4.

. Se demostré existencia y unicidad de soluciéon para el problema elastodindmico de la

viga de Timoshenko, ademas de regularidad de mayor orden bajo hipétesis de suavidad
en los datos y ciertas condiciones de compatibilidad.

Tras la introducién de un escalamiento de masa, cuando el espesor de la viga se aproxima
a cero, la solucién de la viga empotrada de Timoshenko se aproxima a las solucién de la
viga de Euler-Bernoulli.

Para la semidiscretizacion espacial, se tienen estimaciones a priori del error independien-
tes del espesor al considerar como datos iniciales las proyecciones elipticas de los datos
iniciales del problema continuo.

Experimentalmente se observa que el método totalmente discreto es libre de bloqueo.

En eventuales trabajos futuros se podrian abordar las siguientes tareas:

. Uso de nuevas técnicas para obtener estimaciones genuinamente libres de bloqueo para

el esfuerzo de corte presente en el problema mixto evolutivo asociado.

Estimaciones de error a priori y a posteriori, libres de bloqueo, para el esquema total-
mente discreto.
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Apéndice A

Justificacion experimental del método
libre de bloqueo

En este apéndice presentamos un ejemplo que justifica el uso de integraciéon reducida en
el término de corte, para asi evitar el bloqueo numérico (como mencionamos en el capitulo
anterior). Para ello, consideramos una leve variacion del ejemplo presentado al comienzo del
capitulo, con A = 10~8%m?, J = %10*16m4. Dichos parametros describen una viga con un
espesor mil veces més pequeno que la viga que consideramos al comienzo.

Figura A.1: Curvas de error para los desplazamientos y rotaciones sin uso de integracion
reducida en el término de corte.

En la figura anterior, mostramos como se comporta el error en funcion de la cantidad de
elementos empleados en las discretizaciones espacial y temporal cuando no usamos integraciéon
reducida.
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Observamos que el error se estanca aunque refinemos la discretizacién espacial, siendo
necesaria una gran cantidad de elementos para que se observe un comportamiento favorable
en los errores.



Apéndice B
Algunos resultados

A continuacioén, se presentan resultados usados en la memoria para facilitar la comprension
de ésta. No se incluyen las demostraciones.

Lema B.0.1 (Desigualdad de Gronwall).

Sea 1 (+) una funcion no negativa y absolutamente continua sobre [0,T] que satisface
para casi todo punto t la desigualdad diferencial

m () <o®)n)+v (), (B.1)
donde ¢ (t) y 1 (t) son funciones no negativas y sumables sobre [0,T]. Entonces
\ t
10 <2 |y ) + [ w(s)as|.
0

para todo 0 <t < T.

En particular, si

n' < ¢n sobre [0,T] y 7 (0),
entonces

n =0 sobre [0,T].
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o4

Desigualdad de Cauchy con ¢

bQ
ab<€a2+4—€ (a,b>0,e>0). (B.2)

Teorema B.0.2 (Proposicion 3.13 (iii) de [15]).

Sean E un espacio de Banach y (f,) una sucesion en E*, donde E* denota el dual de
E. Luego

Si fn, — f débil- , entonces (| fn]) es acotada y || f|| < lminf | f,]. (B.3)
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- Qué te parece desto, Sancho? — Dijo Don Quijote —
Bien podrdn los encantadores quitarme la ventura,
pero el esfuerzo y el dnimo, serd imposible.

Sequnda parte del Ingenioso Caballero
Don Quijote de la Mancha
Miguel de Cervantes

—Buena estd — dijo Sancho —; firmela vuestra merced.
—No es menester firmarla — dijo Don Quijote—,
sino solamente poner mi ribrica.

Primera parte del Ingenioso Caballero
Don Quijote de la Mancha
Miguel de Cervantes
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