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Resumen

En el presente trabajo se tratará el problema elastodinámico de vigas de Timoshenko, par-
tiendo de una caracterización constructiva de las ecuaciones que describen el comportamiento
de la viga en elastodinámica, adaptando resultados de existencia, unicidad, regularidad y com-
portamiento en el límite, en un sentido a precisar, de nuestro problema (siguiendo la línea de
[8]). Posteriormente, se hará un estudio experimental del fenómeno de bloqueo (fenómeno que
será descrito más adelante), a través del uso de un método numérico apropiado y de la inter-
pretación de los resultados de la implementación de éste.

Inicialmente, se desarrolla una breve introducción en que se manifiesta la necesidad del
estudio de este problema.

Luego, se introduce la versión estática de las ecuaciones a estudiar mediante una construc-
ción basada en métodos de energía y principios variacionales, para así establecer el problema
variacional dinámico que estudiaremos en lo que sigue.

Posteriormente, se presentan resultados de existencia, unicidad y regularidad, basados en
métodos de estimación a priori para ecuaciones hiperbólicas (usando herramientas como la
desigualdad de Gronwall) y un resultado en que se establece la relación entre una familia de
problemas (cada uno de ellos el ya estudiado pero asociado a un espesor fijo, como parámetro)
con un problema límite de dicha familia, a saber, los problemas elastodinámicos de la viga de
Timoshenko y Euler-Bernoulli, respectivamente.

A su vez, se formula un método de elementos finitos para modelar el problema evolutivo
de Timoshenko, con el uso de integración reducida, que permitirá tratar el problema sin sufrir
de bloqueo numérico.

Continuamos con una primera aproximación a la estimación a priori del error de método,
la de la semidiscretización temporal.

A modo ilustrativo, se presentan experimentos numéricos para la validación del método
libre de bloqueo y determinación experimental de los órdenes de convergencia para el mismo
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Resumen viii

método.

Por último, se presentan conclusiones de este trabajo y trabajo futuro. Se incluye además
un breve apéndice en que se justifica, de manera experimental, el uso de un método libre de
bloqueo.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación para el estudio del bloqueo

La principal motivación de este proyecto es hacer un aporte al análisis numérico de métodos
de elementos finitos para problemas dinámicos de estructuras elásticas delgadas en régimen
transitorio.

Los problemas elásticos estacionarios para estructuras delgadas (modelo de Timoshenko
para vigas y arcos, modelo de Reissner-Mindlin para placas, modelo de Naghdi para láminas,
etc.) involucran formas bilineales continuas y elípticas para las que, en principio, los métodos
de elementos finitos estándar serían adecuados para su solución numérica. Sin embargo, estos
métodos sufren del así llamado fenómeno de bloqueo (“ locking”). Este fenómeno se manifiesta
en que las soluciones numéricas obtenidas no aproximan en absoluto a la solución verdadera,
hasta que el tamaño de la malla sea inferior a un cierto umbral (el cual, típicamente, resulta
prohibitivamente pequeño). La razón de este comportamiento es el que el cuociente entre las
constantes de continuidad y elipticidad de la forma bilineal es proporcional al recíproco del
espesor de la estructura al cuadrado. Este cuociente puede ser muy grande para estructuras
delgadas y afecta la constante de las estimaciones del error del método. El fenómeno de blo-
queo fue estudiado en detalle en [2].

Por esta razón, se han diseñado diversos métodos que no sufren de bloqueo y que brindan
buenas aproximaciones de la solución para estructuras delgadas, aún para mallas groseras. El
estudio analítico y experimental de métodos libres de bloqueo para problemas estacionarios
de placas es un tema profundamente estudiado desde hace muchos años. Una muy buena pre-
sentación del análisis de estos métodos, en el caso de placas de Reissner-Mindlin, aparece en
la monografía [5].

1



1.2. Acercamiento a los problemas dinámicos 2

1.2. Acercamiento a los problemas dinámicos

Recientemente, se ha extendido el análisis de métodos libres de bloqueo a problemas diná-
micos armónicos (determinación de modos libres de vibración [3]) y al estudio de estabilidad
(pandeo [6]). En cambio, el estudio de problemas elastodinámicos en régimen transitorio ape-
nas se ha iniciado, pese a que los métodos analizados en régimen estacionario son ampliamente
utilizados en la práctica ingenieril también en estos problemas. Aparentemente, las únicas re-
ferencias para el problema elastodinámico son las de Shen R. Wu [8, 7], cuyos resultados para
los elementos MITC4 no resultan concluyentes. En efecto, si bien Wu presenta estimaciones
del error con constantes que no degeneran cuando el espesor de la placa es muy pequeño, estas
estimaciones también dependen de normas de la solución que no se sabe que sean indepen-
dientes de este espesor.

El objetivo de este proyecto es contribuir al análisis de la solución numérica del problema
elastodinámico de estructuras delgadas. En particular, se estudió el problema elastodinámico
de vigas de Timoshenko. Éste es un problema unidimensional cuyo análisis en el caso estático
[1] constituyó el primer aporte al estudio de los métodos libres de bloqueo. En este contex-
to unidimensional, se demostró el buen planteo del problema elastodinámico y se estudió su
comportamiento asintótico cuando el espesor se hace pequeño. Luego, se introdujo un método
numérico basado en la discretización espacial por elementos finitos de [1] combinado con el
esquema de Newmark para la discretización temporal. Se estudió teóricamente la semidiscre-
tización y experimentalmente la discretización total.

En lo que sigue, se describe el contenido de los restantes capítulos de esta memoria.

El segundo capítulo introduce la versión estática de las ecuaciones a estudiar mediante una
construcción basada en métodos de energía y principios variacionales. El capítulo 3, siguiendo
la línea del capítulo 2, termina estableciendo el problema variacional dinámico que estudiare-
mos en lo que sigue.

En los capítulos 4 y 5 se presentan resultados de existencia, unicidad y regularidad, basados
en métodos de estimación a priori para ecuaciones hiperbólicas (usando herramientas como la
desigualdad de Gronwall) y un resultado en que se establece la relación entre una familia de
problemas (cada uno de ellos el ya estudiado, pero asociado a un espesor fijo como parámetro)
con el problema límite de dicha familia, a saber, los problemas elastodinámico de la viga de
Timoshenko y Euler-Bernoulli, respectivamente.

A su vez, en el capítulo 6 se formula un método de elementos finitos para modelar el pro-
blema evolutivo de Timoshenko, con el uso de integración reducida, que permitirá tratar el
problema sin sufrir de bloqueo numérico.
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El capítulo 7 exhibe un primer acercamiento a la obtención de una estimación a priori para
el error del método: la estimación a priori del error para la semidiscretización espacial.

En el capítulo 8, se presentan experimentos numéricos para la validación del método libre
de bloqueo y determinación experimental de los órdenes de convergencia para el mismo método.

Por último, en el capítulo 9 se presentan conclusiones de este trabajo y trabajo futuro.
Se incluyen, además, dos breves apéndices: uno donde se justifica, de manera experimental,
el uso de un método libre de bloqueo y otro con un algunos resultados utilizados durante el
desarrollo de esta memoria.



Capítulo 2

Teoría de vigas

Una viga es un elemento estructural elástico tridimensional con una dimensión significa-
tivamente mayor a las otras dos, que además está sujeto a cargas que producen en él un
fenómeno llamado flexión. Conocer las tensiones y esfuerzos producidos por dicha flexión es
de suma importancia en ingeniería estructural para calcular qué cargas puede soportar una
viga, con determinados parámetros físicos y geométricos, sin colapsar.

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de una viga pueden ser derivadas de la mecá-
nica vectorial, o bien vía métodos de energía y principios variacionales. En mecánica vectorial,
las fuerzas y momentos presentes son sumados para obtener ecuaciones de equilibrio o movi-
miento. En métodos de energía, los principios de trabajo virtual o sus derivados, tales como
el principio de mínima energía potencial o energía complementaria, son usados para obtener
las ecuaciones. Si bien ambos métodos pueden entregarnos las mismas ecuaciones, los métodos
de energía tienen la ventaja de proporcionar información sobre la forma de las condiciones de
contorno.

Comenzaremos tratando el problema estático, cuyas ecuaciones se sustentan en el principio
de trabajo virtual. Para el problema dinámico, la deducción se sigue de la versión dinámica
del principio de trabajo virtual: el principio de Hamilton.

Para describir una teoría de vigas, que nos permitirá representar la cinemática de las de-
formaciones, introducimos el siguiente sistema de referencias: la coordenada x es tomada a lo
largo de la viga, la coordenada z a lo largo del espesor (la altura) de la viga y la coordenada y
es tomada a lo ancho de la viga. En general, en una teoría de vigas, todas las cargas aplicadas
y la geometría son tales que los desplazamientos pux, uy, uzq a lo largo de las coordenadas
px, y, zq son sólo funciones de las coordenadas x y z. Aquí asumimos que el desplazamiento uy

es idénticamente cero.

La más simple de las teorías de vigas es la teoría de vigas de Euler-Bernoulli, la cual está

4



2.1. Teoría de vigas de Euler-Bernoulli 5

basada en el campo de desplazamientos

ux0 px, zq “ ´z
dw0

dx
,

uz0 px, zq “ w0 pxq , (2.1)

donde w0 es el desplazamiento transversal del punto px, 0q, que representa un punto sobre el
plano medio de la viga (z “ 0), y el subíndice 0 denota que las cantidades son referentes a la
teoría de Euler-Bernoulli. El campo de desplazamientos en la ecuación (2.1) implica que las
fibras normales al plano medio antes de la deformación permanecen normales al plano medio
después de la deformación. Este supuesto nos indica que no estamos considerando deforma-
ciones transversales normales ni de corte.

La siguiente teoría de vigas a considerar es la de Timoshenko, que es la más cercana en
complejidad a Euler-Bernoulli, la cual se basa en el campo de desplazamientos

uxζ px, zq “ ´zβζ pxq ,

uzζ px, zq “ wζ pxq , (2.2)

donde wζ denota el deplazamiento tansversal del punto px, 0q, βζ la rotación de la sección
transversal y el subíndice ζ denota que las cantidades refieren a la teoría de Timoshenko (en
las siguientes secciones, ζ denotará el espesor de la viga). En la teoría de vigas de Timoshenko
el supuesto de normalidad de la teoría de Euler-Bernoulli es relajado, y se incluye una defor-
mación transversal de corte constante respecto de la coordenada del espesor (y su esfuerzo de
corte obtenido de la ecuación constitutiva). La teoría de vigas de Timoshenko requiere factores
de corrección para compensar el error debido a suponer que el esfuerzo de corte es constante.

2.1. Teoría de vigas de Euler-Bernoulli

Dada una deformación virtual de la viga, la energía potencial δU de la misma está dada
por

δU “

ż L

0

ż

A
σxxδεxxdAdx, (2.3)

donde δ es el símbolo de variación, A el área de la sección transversal de la viga uniforme, L el
largo de la viga, σxx la tensión axial y εxx la deformación normal. Notamos que la energía de
deformación asociada a la deformación de corte es nula en la teoría de vigas de Euler-Bernoulli.

Usando la relación lineal de deformación-desplazamiento,

εxx “
Bux0
Bx

“ ´z
d2w0

dx2
, (2.4)
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en la ecuación (2.3), obtenemos

δU “ ´

ż L

0
M0
xx

d2δw0

dx2
dx, (2.5)

donde M0
xx es el momento flector

M0
xx “

ż

A
zσxxdA. (2.6)

Asumiendo que la densidad de carga volumétrica q pxq actúa sobre el centroide de la viga y
que no se aplican más cargas, el trabajo virtual realizado por la densidad de carga volumétrica
q está dada por

δV “ ´

ż L

0
qAδw0dx. (2.7)

El principio de desplazamientos virtuales establece que si un cuerpo está en equilibrio,
entonces δU ` δV “ 0. Así, tenemos

δU ` δV “ ´

ż L

0

ˆ

M0
xx

d2δw0

dx2
` qAδw0

˙

dx “ 0. (2.8)

Integrando por partes dos veces el primer término en la ecuación (2.8) llegamos a
ż L

0

ˆ

´
d2M0

xx

dx2
´ qA

˙

δw0dx`

„

M0
xx

dδw0

dx
´
dM0

xx

dx
δw0

L

0

“ 0. (2.9)

De la arbitrariedad de δw0 en p0 ă x ă Lq, obtenemos la ecuación de equilibrio

´
d2M0

xx

dx2
“ qA para 0 ă x ă L. (2.10)

Es útil introducir la fuerza de corte Q0
x y reescribir la ecuación de equilibrio (2.10) de la

siguiente forma:

´
dM0

xx

dx
`Q0

x “ 0, ´
dQ0

x

dx
“ qA. (2.11)

La forma de las condiciones de contorno de la teoría de Euler-Bernoulli está dada por el
término de frontera en la ecuación (2.9). Es claro que el desplazamiento w0 es conocido o
la fuerza de corte es especificada en un punto sobre la frontera. Además, la inclinación dw0

dx
es especificada o el momento flector es conocido en un punto de frontera. Así, tenemos que
especificar

"

w0
dw0
dx

*

o

#

Q0
x ”

dM0
xx

dx
M0
xx

+

. (2.12)
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Especificar w0 o dw0
dx es conocido como una condición de contorno esencial, cinemática o

geométrica mientras que especificar Q0
x o M0

xx es conocido como una condición de contorno
natural, estática o de fuerza.

De la ley de Hooke, podemos escribir

σxx “ Exεxx “ ´Exz
d2w0

dx2
, (2.13)

donde Ex es el módulo de Young. Así, tenemos

M0
xx “

ż

A
zσxxdA “ ´Dxx

d2w0

dx2
, (2.14)

con Dxx “ ExJyy, donde Jyy “
ş

A z
2dA es el segundo momento de área con respecto al eje y y

A es el área de la sección transversal de la viga. Insertando (2.14) en (2.11) y (2.12), llegamos
a

d2

dx2

ˆ

Dxx
d2w0

dx2

˙

“ qA para 0 ă x ă L, (2.15)

dados
"

w0
dw0
dx

*

o

#

Q0
x ” ´

d
dx

´

Dxx
d2w0
dx2

¯

M0
xx “ ´Dxx

d2w0
dx2

+

(2.16)

en la frontera.

Para mayor información sobre condiciones de contorno estándar asociadas con las teoría
de vigas de Euler-Bernoulli, ver, por ejemplo, [16].

2.2. Teoría de vigas de Timoshenko

Dado el campo de desplazamientos (2.2), las relaciones de deformación-desplazamiento
quedan dadas por

εxx “
Buxζ
Bx

“ ´z
dβζ
dx

, (2.17)

σxz “
Buxζ
Bz

`
Buzζ
Bx

“ ´βζ `
dwζ
dx

. (2.18)

Notamos que la deformación transversal de corte es no nula. Por lo tanto, la energía
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potencial virtual δU incluye la energía virtual asociada a la deformación de corte, es decir

δU “

ż L

0

ż

A
pσxxδεxx ` σxzδεxzq dAdx

“

ż L

0

ż

A

„

σxxz
dδβζ
dx

` σxz

ˆ

´δβζ `
dδwζ
dx

˙

dAdx

“

ż L

0

„

M ζ
xx

dδβζ
dx

`Qζx

ˆ

´δβζ `
dδwζ
dx

˙

dx. (2.19)

Aquí, σxx es la tensión normal, σxz la tensión transversal de corte y M ζ
xx y Qζx son el

momento de flexión y la fuerza de corte, respectivamente:

M ζ
xx “

ż

A
zσxxdA, Qζx “

ż

A
σxzdA. (2.20)

Como antes, asumimos que la densidad de carga volumétrica q pxq actúa sobre el centroide
de la viga de Timoshenko. El trabajo virtual asociado a la densidad de carga volumétrica q
está dada por

δV “ ´

ż L

0
qAδwζdx. (2.21)

Sustituyendo las expresiones para δU y δV en δW “ δU ` δV , e integrando por partes,
obtenemos

0 “

ż L

0

„

M ζ
xx

dδβζ
dx

`Qζx

ˆ

´δβζ `
dδwζ
dx

˙

´ δwζqA



dx

“

ż L

0

«˜

´
dM ζ

xx

dx
`Qζx

¸

δβζ `

˜

´
dQζx
dx

´ qA

¸

δwζ

ff

dx

`

”

M ζ
xxδβζ `Q

ζ
xδwζ

ıL

0
. (2.22)

Poniendo los coeficientes de δwζ y δβζ iguales a 0 en 0 ă x ă L, obtenemos las siguientes
ecuaciones de equilibrio:

´
dM ζ

xx

dx
`Qζx “ 0, ´

dQζx
dx

“ qA. (2.23)

Las condiciones de contorno de la teoría de vigas de Timoshenko son de la forma

"

wζ
βζ

*

o

#

Qζx
M ζ
xx

+

. (2.24)
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Usando las relaciones constitutivas

σxx “ Exεxx, σxz “ Gxzεxz, (2.25)

donde Gxz es el módulo de corte, podemos expresar el momento de flexión y la fuerza de corte
en términos de los desplazamientos generalizados pwζ , βζq

M ζ
xx “

ż

A
zσxxdA “ ´Dxx

dβζ
dx

, (2.26)

Qζx “ κ

ż

A
σxzdA “ κAxz

ˆ

´βζ `
dwζ
dx

˙

, (2.27)

donde

Dxx “

ż

A
Exz

2dA “ ExJyy, Axz “

ż

A
GxzdA “ GxzA, (2.28)

y κ es el factor de correción de corte que introducimos para compensar el error cuasado por
suponer una distribución de esfuerzo de corte constante a través del espesor de la viga.

Sustituyendo M ζ
xx y Qζx de las ecuaciones (2.26) y (2.27) en (2.23) y (2.24), obtenemos las

ecuaciones y condiciones de contorno en términos de los desplazamientos generalizados:

´
d

dx

ˆ

Dxx
dβζ
dx

˙

` κAxz

ˆ

dwζ
dx

´ βζ

˙

“ 0, (2.29)

´
d

dx

„

κAxz

ˆ

dwζ
dx

´ βζ

˙

“ qA, (2.30)

para 0 ă x ă L y

"

wζ
βζ

*

o

#

κAxz

´

dwζ
dx ´ βζ

¯

Dxx
dβζ
dx

+

, (2.31)

especificados en la frontera.

Sobre condiciones de contorno estándar asociadas con las teoría de vigas de Timoshenko
se puede encontrar mayor detalle en, por ejemplo, [16].



Capítulo 3

Viga de Timoshenko en elastodinámica

3.1. El principio de Hamilton

Como se mencionaba en la sección anterior, para obtener las ecuaciones del problema elas-
todinámico modelado por la teoría de vigas de Timoshenko, usamos el principio de Hamilton:

δ

ż t2

t1

pU ` V ´Kq dt “ 0, (3.1)

donde K es la energía cinética, en nuestro caso, dada por

K “
1

2

ż L

0

”

ρA 9wζ
2 ` ρJyy 9βζ

2
ı

dx. (3.2)

De aquí en adelante, los puntos sobre una función denotarán derivadas temporales: 9u y :u
denotarán la primera y segunda derivada de u, respectivamente.

Si dicho término se incluye en la deducción de las ecuaciones, integrando por partes con
respecto a la variable temporal y notando que

δwpx, t1q “ δwpx, t2q “ δβpx, t1q “ δβpx, t2q “ 0,

obtenemos:
ż t2

t1

ż L

0

"

´ρA :wζ `
d

dx

„

κGxzA

ˆ

dwζ
dx

´ βζ

˙

` qA

*

δwζdxdt

`

ż t2

t1

ż L

0

„

´ρJyy :βζ `
d

dx

ˆ

ExJyy
dβζ
dx

˙

` κGxzA

ˆ

dwζ
dx

´ βζ

˙

δβζdxdt

´

ż t2

t1

„

κGxzA

ˆ

dwζ
dx

´ βζ

˙

δwζ



dt´

ż t2

t1

„ˆ

ExJyy
dβζ
dx

˙

δβζ



dt “ 0. (3.3)

10
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Dado que δwζ y δβζ son arbitrarios, salvo donde se prescriban condiciones de contorno
geométricas, la ecuación (3.3) nos conduce a las siguientes EDPs de movimiento:

ρJyy :βζ ´
d

dx

ˆ

ExJyy
dβζ
dx

˙

´ κGxzA

ˆ

dwζ
dx

´ βζ

˙

“ 0, (3.4)

ρA :w 2
ζ ´

d

dx

„

κGxzA

ˆ

dwζ
dx

´ βζ

˙

“ qA, (3.5)

sujetas a condiciones iniciales y de contorno prescritas.

3.2. Formulación variacional del problema elastodinámico

En adelante, omitiremos los subíndices de las cantidades asociadas a propiedades físicas
de la viga, pues las supondremos constantes, y denotaremos por u1, u2, ... las derivadas de u
respecto de x. Reescribiendo (3.4)-(3.5), obtenemos:

ρJ :βζ ´ EJβ
2
ζ ´ λA

`

w1ζ ´ βζ
˘

“ 0, (3.6)

ρA :wζ ´ λA
`

w1ζ ´ βζ
˘1
“ qA, (3.7)

bajo condiciones iniciales y de contorno conocidas, donde E es el módulo de Young, J el mo-
mento de área, A el área de la sección transversal y ρ es la densidad. Denotamos λ “ Gκ, con
G el módulo de corte y κ un factor de corrección para el módulo de corte, introducido para el
balance del esfuerzo de corte nulo en la superficie de la viga.

Por simplicidad, consideramos las ecuaciones definidas sobre un intervalo I en R, con
condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas, es decir,

βζ pt, 0q “ βζ pt, Lq “ wζ pt, 0q “ wζ pt, Lq “ 0, (3.8)

y condiciones iniciales

βζ p0, xq “ B0 pxq , wζ p0, xq “W 0 pxq ,

9βζ p0, xq “ B1 pxq , 9wζ p0, xq “W 1 pxq . (3.9)

Adoptaremos la notación usual de espacios de Sobolev. El método de Galerkin nos lleva al
siguiente problema:
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Problema elastodinámico de Timoshenko

Hallar βζ , wζ : r0, T s Ñ V “ H1
0 pIq tales que

ρJ
A

:βζ , η
E

` ρA x :wζ , vy

` EJ
`

β1ζ , η
1
˘

` λA
`

w1ζ ´ βζ , v
1 ´ η

˘

“ xqA, vy,

@η, v P V , c.t.p. t P r0, T s ,

bajo las condiciones iniciales

βζ p0, xq “ B0 pxq , wζ p0, xq “W 0 pxq ,

9βζ p0, xq “ B1 pxq , 9wζ p0, xq “W 1 pxq ,

donde p¨, ¨q denota el producto interior usual en L2 pIq y x¨, ¨y denota la dualidad V 1 ˆ V .

Es un hecho conocido que los métodos de elementos finitos estándar aplicados a proble-
mas como el de Timoshenko elastodinámico sufren del fenómeno de bloqueo numérico, lo que
nos lleva a resultados que están lejos de describir lo que estamos modelando en el caso de
estructuras muy delgadas, a menos que el tamaño de la malla sea excesivamente pequeño.
Este fenómeno se debe a las diferentes escalas a las que están, respecto del espesor de la viga,
los términos de flexión y de corte (los dos últimos términos del lado izquierdo de la ecuación
elastodinámica de Timoshenko).

Un marco de trabajo adecuado para el análisis matemático del bloqueo se obtiene rees-
calando las ecuaciones con el fin de obtener una familia de problemas con un límite bien
definido cuando el espesor se hace infinitamente pequeño. Para ello, introducimos el siguiente
parámetro adimensional, característico del espesor de la viga:

ζ2 –
J

A
. (3.10)

Haciendo abuso de notación, nos referiremos a este parámetro simplemente como espesor.
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Por último, dado un espacio de Banach X, con norma }¨}X , usaremos la siguiente notación
para los espacios funcionales:

L2 pXq “ L2 p0, T ;Xq

–

#

v : r0, T s Ñ X | }v}L2p0,T ;Xq “

ˆ
ż T

0
p}v}Xq

2 dt

˙1{2

ă 8

+

,

L8 pXq “ L8 p0, T ;Xq

–

"

v : r0, T s Ñ X | }v}L8p0,T ;Xq “ ess sup
0ďtďT

p}v}Xq ă 8

*

. (3.11)



Capítulo 4

Existencia, unicidad y regularidad

Haciendo uso del escalamiento definido en el capítulo anterior, reescribimos nuestro pro-
blema, introduciendo cantidades auxiiares pρ y g tales que

ρ “ pρζ2 y q “ gζ2. (4.1)

Esta reescritura permite obtener una familia de problemas que tendrá un límite cuando ζ Ñ 0.
Así, obtenemos el siguiente problema:

Problema elastodinámico de Timoshenko (versión escalada)

Hallar βζ , wζ : r0, T s Ñ V “ H1
0 pIq tales que

pρζ2
A

:βζ , η
E

` pρ x :wζ , vy

` E
`

β1ζ , η
1
˘

` λζ´2
`

w1ζ ´ βζ , v
1 ´ η

˘

“ xg, vy,

@η, v P V , c.t.p. t P r0, T s

y condiciones iniciales

βζ p0, xq “ B0 pxq , wζ p0, xq “W 0 pxq ,

9βζ p0, xq “ B1 pxq , 9wζ p0, xq “W 1 pxq .

Durante las demostraciones, omitiremos el subíndice ζ por comodidad.

14



4.1. Existencia y unicidad 15

4.1. Existencia y unicidad

Para garantizar la existencia y unicidad de solución para el problema escalado, utilizaremos
el método de estimación a priori para ecuaciones hiperbólicas lineales de segundo orden en el
tiempo.

Teorema 4.1.1 (Existencia y unicidad).

Si g P L2
`

L2 pIq
˘

; B0, W 0 P H1
0 pIq; y B

1, W 1 P L2 pIq, existe una única solución
pβζ , wζq del problema escalado, que satisface
βζ , wζ P L8

`

H1
0 pIq

˘

, 9βζ , 9wζ P L
8
`

L2 pIq
˘

, y :βζ , :wζ P L
8
`

H´1 pIq
˘

. Más aún, existe
una constante C ą 0, independiente de los parámetros materiales, tal que

pρζ2
›

›

›

9βζ

›

›

›

2

L2pIq
` pρ } 9wζ}

2
L2pIq ` E }βζ}

2
H1

0 pIq
` λζ´2

›

›w1ζ ´ βζ
›

›

2

L2pIq

ď C
´

pρζ2
›

›B1
›

›

2

L2pIq
` pρ

›

›W 1
›

›

2

L2pIq

`E
›

›B0
›

›

2

H1
0 pIq

` λζ´2
›

›W 01 ´B0
›

›

2

L2pIq

`pρ´1 }g}2L2pL2pIqq

¯

, (4.2)

Demostración. Encontraremos una solución del problema escalado mediante la construcción
de cierta aproximación finito-dimensional de orden n, del mismo, y luego pasando al límite en
n. El conocido método de Galerkin.

Más precisamente, sean ψi pxq , i “ 1, . . ., funciones suaves tales que

tψi pxqu
8
i“1 es una base ortogonal de H1

0 pIq (4.3)

y

tψi pxqu
8
i“1 es una base ortonormal de L2 pIq . (4.4)

(Por ejemplo, podemos tomar tψi pxqu8i“1 como el conjunto completo de autofunciones, apro-
piadamente normalizadas, del operador ´∆ en H1

0 pIq: ver subsección 6.5.1. de [13]).

Ahora, fijamos n P Z`, y buscamos funciones βn, wn : r0, T s Ñ Vn de la forma

βn pt, xq “
n
ÿ

j“1

βjn ptqψj pxq , wn pt, xq “
n
ÿ

j“1

wjn ptqψj pxq , (4.5)
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y resolveremos su problema asociado:

Hallar βn, wn : r0, T s Ñ Vn – span tψ1, ..., ψnu tales que

pρζ2
A

:βn, η
E

` pρ x :wn, vy ` E
`

β1n, η
1
˘

` λζ´2
`

w1n ´ βn, v
1 ´ η

˘

“ pg, vq ,

@η, v P Vn. (4.6)

El problema de aproximación (4.6) nos lleva al sistema lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden

pρζ2 :βjn ptq ` pρ :wjn ptq ´ Eβ
j1
n ptq ` λζ

´2
`

wj1n ptq ´ β
j
n ptq

˘

“ pg ptq , ψjq ,

0 ď t ď T, j “ 1, ..., n, (4.7)

donde g : r0, T s Ñ L2 pIq está definida por rg ptqs pxq – g px, tq, sujeto a las condiciones
iniciales

βjn p0q “
`

B0, ψj
˘

(j “ 1, ..., n),
9βjn p0q “

`

B1, ψj
˘

(j “ 1, ..., n),

wjn p0q “
`

W 0, ψj
˘

(j “ 1, ..., n),

9wjn p0q “
`

W 1, ψj
˘

(j “ 1, ..., n). (4.8)

De acuerdo a la teoría estándar para ecuaciones diferenciales ordinarias, existe una única
función

`

β1n ptq , ..., β
n
n ptq , w

1
n ptq , ..., w

n
n ptq

˘

que satisface las condiciones iniciales y el sistema
de EDOs para 0 ď t ď T .

Ahora, usando η “ 9βn pt, xq y v “ 9wn pt, xq en (4.6), tenemos

pρζ2
A

:βn, 9βn

E

` pρ x :wn, 9wny ` E
´

β1n,
9β1n

¯

` λζ´2
´

w1n ´ βn, 9w
1
n ´

9βn

¯

“ pg, 9wnq . (4.9)

Como p 9u, uq “ d
dt

”

1
2 }u}

2
L2pIq

ı

, tenemos que

d

dt

„

1

2

"

pρζ2
›

›

›

9βn

›

›

›

2

L2pIq
` pρ } 9wn}

2
L2pIq ` E

›

›β1n
›

›

2

L2pIq
` λζ´2

›

›w1n ´ βn
›

›

2

L2pIq

)ı

“ pg, 9wnq . (4.10)

Usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y Cauchy con ε (B.2) tenemos:
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1

2

d

dt

"

pρζ2
›

›

›

9βn

›

›

›

2

L2pIq
` pρ } 9wn}

2
L2pIq ` E

›

›β1n
›

›

2

L2pIq
` λζ´2

›

›w1n ´ βn
›

›

2

L2pIq

)

ď}g }L2pIq } 9wn}L2pIq

ď
1

2

!

pρ´1 }g}2L2pIq ` pρ } 9wn}
2
L2pIq

ď
1

2

"

pρζ2
›

›

›

9βn

›

›

›

2

L2pIq
` pρ } 9wn}

2
L2pIq

`E
›

›β1n
›

›

2

L2pIq
` λζ´2

›

›w1n ´ βn
›

›

2

L2pIq

`pρ´1 }g}2L2pIq

)

. (4.11)

Así, para todo t P r0, T s , gracias a la desigualdad de Gronwall (B.1), obtenemos

pρζ2
›

›

›

9βn

›

›

›

2

L2pIq
`pρ } 9wn}

2
L2pIq`E }βn}

2
H1

0 pIq
`λζ´2

›

›w1n ´ βn
›

›

2

L2pIq

ď et
„

pρζ2
›

›

›

9βn p0q
›

›

›

2

L2pIq
` pρ } 9wn p0q}

2
L2pIq

`E
›

›β1n p0q
›

›

2

L2pIq
` λζ´2

›

›w1n p0q ´ βn p0q
›

›

2

L2pIq

`

ż t

0
pρ´1 }g}2L2pIq ds



ď eT
„

pρζ2
›

›

›

9βn p0q
›

›

›

2

L2pIq
` pρ } 9wn p0q}

2
L2pIq

`E }βn p0q}
2
H1

0 pIq
` λζ´2

›

›w1n p0q ´ βn p0q
›

›

2

L2pIq

`pρ´1 }g}2L2pL2pIqq

ı

. (4.12)

Notamos además que, para todo t P r0, T s

}wn}H1
0 pIq

ď
›

›w1n ´ βn
›

›

L2pIq
` }βn}L2pIq . (4.13)

Por otro lado, sean ϕ, ξ P H1
0 pIq fijos, tales que }ϕ}H1

0 pIq
, }ξ}H1

0 pIq
ď 1, y escribimos

ϕ “ ϕ1 ` ϕ2 y ξ “ ξ1 ` ξ2 con

ϕ1, ξ1 P xtψku
n
k“1y y ϕ2, ξ2 P xtψku

n
k“1y

KH1
0 pIq .

Notamos que, gracias a la ortogonalidad de tψkunk“1 en H1
0 pIq,

›

›ϕ1
›

›

2

H1
0 pIq

`
›

›ϕ2
›

›

2

H1
0 pIq

“ }ϕ}2H1
0 pIq

y
›

›ξ1
›

›

2

H1
0 pIq

`
›

›ξ2
›

›

2

H1
0 pIq

“ }ξ}2H1
0 pIq

, (4.14)
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de donde
›

›ϕ1
›

›

H1
0 pIq

,
›

›ξ1
›

›

H1
0 pIq

ď 1. (4.15)

Luego, usando pη, vq como pϕ, 0q y p0, ξq respectivamente en (4.6) , tenemos que

pρζ2
A

:βn, ϕ
E

“ pρζ2
´

:βn, ϕ
¯

“ pρζ2
´

:βn, ϕ
1
¯

“´E
`

β1n, ϕ
11
˘

´ λζ´2
`

w1n´βn, ϕ
11
˘

y

pρ x :wn, ξy “ pρ p :wn, ξq “ pρ
`

:wn, ξ
1
˘

“
`

g, ξ1
˘

` λζ´2
`

w1n ´ βn, ξ
1
˘

. (4.16)

Así, gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz y a (4.16), tenemos
ˇ

ˇ

ˇ

A

:βn, ϕ
Eˇ

ˇ

ˇ
ď pρ´1ζ´2

´

E }βn}H1
0 pIq

` λζ´2
›

›w1n ´ βn
›

›

L2pIq

¯

y

|x :wn, ξy| ď pρ´1
´

}g}L2pIq ` λζ
´2

›

›w1n ´ βn
›

›

L2pIq

¯

(4.17)

para casi todo tiempo t P r0, T s.

Como tβnu8n“1 , twnu
8
n“1 ,

!

9βn

)8

n“1
, t 9wnu

8
n“1 ,

!

:βn

)8

n“1
y t :wnu8n“1 son acotadas, a pares,

en L8
`

H1
0 pIq

˘

, L8
`

L2 pIq
˘

y L8
`

H´1 pIq
˘

, respectivamente, y L8 pXq es el dual de L1 pXq
(con X “ H1

0 pIq , L
2 pIq ó H´1 pIq), que es un Banach separable, existen subsucesiones tales

que

βnl Ñ β,wnl Ñ w débil-‹ en L8
`

H1
0 pIq

˘

,
9βnl Ñ

9β, 9wnl Ñ 9w débil-‹ en L8
`

L2 pIq
˘

,
:βnl Ñ

:β, :wnl Ñ :w débil-‹ en L8
`

H´1 pIq
˘

, (4.18)

que junto con (4.12) y la Proposición 3.13 (iii) (B.3) de [15], nos permiten concluir (4.2).

Se puede probar que pβζ , wζq satisface las condiciones iniciales y la formulación variacional
(ver por ejemplo [13]), así pβζ , wζq es una solución del problema elastodinámico de Timoshenko
escalado.

Para la unicidad, si consideramos g “ 0, B0 “ W 0 “ B1 “ W 1 “ 0, de (4.2) se tiene que
βζ “ wζ “ 0, es decir, pβζ , wζq es la única solución del problema escalado .
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4.2. Regularidad

A continuación, presentamos un resultado de regularidad adicional:

Teorema 4.2.1 (Regularidad adicional).

Bajo las condiciones del Teorema 4.1.1, si además 9g P L2
`

L2 pIq
˘

; B0, W 0 P H2 pIq;
y B1, W 1 P H1

0 pIq, entonces la solución del problema escalado satisface βζ , wζ P
L8

`

H2 pIq
˘

, 9βζ , 9wζ P L
8
`

H1
0 pIq

˘

, :βζ , :wζ P L
8
`

L2 pIq
˘

, y se verifica la siguiente
estimación a priori

pρζ2
›

›

›

:βζ

›

›

›

2

L2pIq
`pρ } :wζ}

2
L2pIq ` E

›

›

›

9βζ

›

›

›

2

H1
0 pIq

` ζ´2
›

›

›
9w1ζ ´

9βζ

›

›

›

2

L2pIq

ď C
´

pρ´1ζ´2
´

E2
›

›B0
›

›

2

H2pIq
`λ2ζ´4

›

›W 01´B0
›

›

2

L2pIq

¯

` pρ´1
´

λ2ζ´4
›

›W 01 ´B0
›

›

2

H1
0 pIq

` }g p0q}2L2pIq

¯

` E
›

›B1
›

›

2

H1
0 pIq

` λζ´2
›

›W 01 ´B0
›

›

2

L2pIq

` pρ´1 }g}2L2pL2pIqq

¯

, (4.19)

E }βζ}H2pIq ď C

ˆ

pρζ2
›

›

›

:βζ

›

›

›

L2pIq
` λζ´2

›

›w1ζ ´ βζ
›

›

L2pIq

˙

, (4.20)

λζ´2 }wζ}H2pIq ď C
´

pρ } :wζ}L2pIq ` λζ
´2 }βζ}H1

0 pIq
` }g}L2pIq

¯

, (4.21)

donde las cotas de
›

›

›
w1ζ ´ βζ

›

›

›

L2pIq
y }βζ}H1

0 pIq
están establecidas en el Teorema 4.1.1.

Demostración. Aplicamos el método para ecuaciones hiperbólicas demostrado en [13]. Del
Teorema 4.1.1, 9βjn, 9wjn P H1 pr0, T sq. Derivando (4.6) con respecto a t, obtenemos que ;βjn, ;w

j
n P

L2 pr0, T sq. Una estimación a priori como (4.2) nos dice que

pρζ2
›

›

›

:βn

›

›

›

2

L2pIq
` pρ } :wn}

2
L2pIq`E

›

›

›

9βn

›

›

›

2

H1
0 pIq

` λζ´2
›

›

›
9w1n ´

9βn

›

›

›

2

L2pIq

ď C

„

pρζ2
›

›

›

:βn p0q
›

›

›

2

L2pIq
` pρ } :wn p0q}

2
L2pIq

` E
›

›

›

9βn p0q
›

›

›

2

H1
0 pIq

` λζ´2
›

›

›
9w1n p0q ´

9βn p0q
›

›

›

2

L2pIq

`pρ´1 } 9g}2L2pL2pIqq

ı

. (4.22)
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De (3.6) y (3.7), obtenemos que :β p0q , :w p0q P L2 pIq,

pρζ2
›

›

›

:β p0q
›

›

›

L2pIq
ď E }β p0q}H2pIq ` λζ

´2
›

›w1 p0q ´ β p0q
›

›

L2pIq
(4.23)

y

pρ } :w p0q}L2pIq ď λζ´2
›

›w1 p0q ´ β p0q
›

›

H1
0 pIq

` }g p0q}L2pIq . (4.24)

Un argumento de acotamiento y compacidad nos lleva a concluir que
:βn Ñ :β, :wn Ñ :w débil-‹ en L8

`

L2 pIq
˘

. Por lo tanto, (4.22) implica (4.19).

Por otro lado, reescribimos (3.6) y (3.7):

´Eβ2 “ ´pρζ2 :β ` λζ´2
`

w1 ´ β
˘

(4.25)

´λζ´2w2 “ g ´ pρ :w ´ λζ´2β1. (4.26)

Para algún tiempo fijo t, los lados derechos de las ecuaciones (4.25) y (4.26) están en L2 pIq.
Como en ambas ecuaciones el operador del lado izquierdo es H1

0 pIq-elíptico, de acuerdo a la
teoría de ecuaciones elípticas, con un dominio suave I, β,w P H2 pIq, tenemos las estimaciones

E }β}H2pIq ď C

ˆ

pρζ2
›

›

›

:β
›

›

›

L2pIq
` λζ´2

›

›w1 ´ β
›

›

L2pIq

˙

,

λζ´2 }w}H2pIq ď C
´

pρ } :w}L2pIq ` λζ
´2 }β}H1

0 pIq
` }g}L2pIq

¯

. (4.27)

Ahora, estamos en condiciones de extender el Teorema 4.1.1 a mayores regularidades. Por
simplicidad, la dependencia de los parámetros materiales no se expresará de manera explicita.
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Teorema 4.2.2 (Regularidad de mayor orden).

Asumamos para algún p ě 0,

B0,W 0 P Hp`1 pIq XH1
0 pIq ,

B1,W 1 P Hp pIq XH1
0 pIq ,

Bkg

Btk
P L2

´

Hp´k pIq
¯

, k “ 0, 1, ..., p (4.28)

y que para para p ě 2 se tienen las siguientes condiciones de compatibilidad:

Bk`2 “ pρ´1ζ´2
´

EBk2 ` λζ´2
´

W k1 ´Bk
¯¯

P H1
0 pIq ,

W k`2 “ pρ´1
ˆ

Bkg p0q

Btk
` λζ´2

´

W k1 ´Bk
¯1
˙

P H1
0 pIq , (4.29)

k “0, 1, ..., p´ 2.

Entonces, para k “ 0, 1, ..., p´ 1, la solución del problema escalado satisface:

Bkβ

Btk
,
Bkw

Btk
P L8

´

Hp`1´k pIq
¯

(4.30)

y

›

›

›

›

Bkβ

Btk

›

›

›

›

Hp`1´kpIq

`

›

›

›

›

Bkw

Btk

›

›

›

›

Hp`1´kpIq

ď C

˜

p
ÿ

j“0

›

›

›

›

Bjg

Btj

›

›

›

›

L2pHp´jpIqq

`
›

›B0
›

›

Hp`1pIq
`
›

›W 0
›

›

Hp`1pIq

`
›

›B1
›

›

HppIq
`
›

›W 1
›

›

HppIq

¯

. (4.31)

Demostración. Los casos de p “ 0 y p “ 1 fueron probados en los Teoremas 4.1.1 y 4.2.1,
respectivamente. Para p ě 2 procedemos por inducción sobre p. Asumimos que el teorema es
válido para p ď q y asumimos que las condiciones (4.28) y (4.29) son válidas para p “ q ` 1.
Denotamos

B̃ “ 9β, W̃ “ 9w, g̃ “ 9g,

B̃k “ Bk`1, W̃ k “W k`1, k “ 0, 1, ..., q. (4.32)

Luego, B̃k, W̃ k, k “ 0, 1, ..., q, satisfacen las condiciones de compatibilidad (4.29) para
p “ q, B̃0 “ B1 y W̃ 0 “W 1 P Hq`1 pIq XH1

0 pIq.
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Para k “ 0, 1, ..., q,

Bkg̃{Btk “ Bk`1g{Btk`1 P L2
´

Hq´k pIq
¯

. (4.33)

De (4.28) y (4.29) con p “ q ` 1,
›

›

›
B̃1

›

›

›

HqpIq
“

›

›B2
›

›

HqpIq

ď C
´

ζ2
›

›B0
›

›

Hq`2pIq
`
›

›W 0
›

›

Hq`1pIq
`
›

›B0
›

›

HqpIq

¯

, (4.34)
›

›

›
W̃ 1

›

›

›

HqpIq
“

›

›W 2
›

›

HqpIq

ď C
´

}g p0q}HqpIq `
›

›W 0
›

›

Hq`2pIq
`
›

›B0
›

›

Hq`1pIq

¯

. (4.35)

Por lo tanto B̃k, W̃ k, con k “ 0, 1, satisfacen (4.28) para p “ q.

Aplicamos la hipótesis de inducción y de (4.30) y (4.31) con p “ q, para k “ 0, 1, ..., q` 1,
obtenemos

BkB̃

Btk
,
BkW̃

Btk
P L8

´

Hq`1´k pIq
¯

(4.36)

y
›

›

›

›

›

Bkβ̃

Btk

›

›

›

›

›

Hq`1´kpIq

`

›

›

›

›

Bkw̃

Btk

›

›

›

›

Hq`1´kpIq

ď C

˜

q
ÿ

j“0

›

›

›

›

Bj g̃

Btj

›

›

›

›

L2pHq´jpIqq

`

›

›

›
B̃0

›

›

›

Hq`1pIq
`

›

›

›
W̃ 0

›

›

›

Hq`1pIq

`

›

›

›
B̃1

›

›

›

HqpIq
`

›

›

›
W̃ 1

›

›

›

HqpIq

˙

(4.37)

Esto implica que, para k “ 1, ..., q ` 2,

Bkβ

Btk
,
Bkw

Btk
P L8

´

Hq`2´k pIq
¯

(4.38)

y
›

›

›

›

Bkβ

Btk

›

›

›

›

Hq`2´kpIq

`

›

›

›

›

Bkw

Btk

›

›

›

›

Hq`2´kpIq

ď C

˜

q`1
ÿ

j“0

›

›

›

›

Bjg

Btj

›

›

›

›

L2pHq`1´jpIqq

`
›

›B1
›

›

Hq`1pIq
`
›

›W 1
›

›

Hq`1pIq

`
›

›B2
›

›

HqpIq
`
›

›W 2
›

›

HqpIq

¯

. (4.39)
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Como I Ă R, H1 pHq pIqq
cont
ãÑ C0 pHq pIqq (ver, por ejemplo, [15]), y así

}g p0q}HqpIq ď C }g}C0pHqpIqq ď C
´

}g}L2pHqpIqq ` } 9g}L2pHqpIqq

¯

, (4.40)

de donde podemos obtener estimaciones para B2 y W 2 en (4.39), que a su vez nos ayudarán
a estimar (4.39).

Por lo tanto, (4.31) es cierta para p “ q ` 1 y k “ 1, ..., q ` 2. Además, tenemos que

}β}Hq`2pIq ď C
›

›

›
pρζ2 :β ´ λζ´2

`

w1 ´ β
˘

›

›

›

HqpIq

ď C

ˆ

›

›

›

:β
›

›

›

HqpIq
` }w}Hq`1pIq ` }β}HqpIq

˙

, (4.41)

y

}w}Hq`2pIq ď C
›

›

pρ :w ` λζ´2β1 ´ g
›

›

HqpIq

ď C
´

} :w}HqpIq ` }β}Hq`1pIq ` }g}HqpIq

¯

, (4.42)

de donde,

}β}Hq`2pIq`}w}Hq`2pIq

ď C

˜

q`1
ÿ

j“0

›

›

›

›

Bjg

Btj

›

›

›

›

L2pHq`1´jpIqq

`
›

›B0
›

›

H2`1pIq
`
›

›W 0
›

›

Hq`2pIq

`
›

›B1
›

›

Hq`1pIq
`
›

›W 1
›

›

Hq`1pIq

¯

. (4.43)

Así, (4.31) se verifica para p “ q ` 1 y k “ 0, concluyendo la demostración.



Capítulo 5

Relación con la viga de Euler-Bernoulli

Para problemas estáticos, tenemos que, cuando ζ Ñ 0, la solución de la viga de Timoshenko
empotrada en ambos extremos se aproxima a la solución de la viga de Euler Bernoulli (ver,
por ejemplo, Lema 2.1 en [10]). Como antes, q “ ζ2g. En tal caso, se demuestra que

βζ ÝÑ
ζÑ0

β0, wζ ÝÑ
ζÑ0

w0,

donde β0 “ w10 y w0 es la solución de la viga de Euler-Bernoulli

Ew
4

0 “ g en p0, Lq ,
w0 p0q “ w10 p0q “ w0 pLq “ w10 pLq “ 0.

Gracias al escalamiento de la carga, las ecuaciones de Euler-Bernoulli son independientes
del espesor.

Para problemas dinámicos, la presencia del término de inercia, que contribuye a la energía
cinética, hace que la ecuación de Euler-Bernoulli ya no sea independiente del espesor. Para
tener a la viga de Euler-Bernoulli como referencia es que introdujimos el escalamiento de la
densidad de masa dado por (4.1) junto con el de la carga.

Consideramos el problema elastodinámico Timoshenko escalado, con condiciones iniciales
nulas, para presentar el siguiente resultado:

24
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Teorema 5.0.3 (Problema límite).

Asumimos g P H1
`

L2 pIq
˘

, 9g P L2
`

L2 pIq
˘

, y sea
pβζ , wζq P L

8
`

H1
0 pIq

˘

ˆL8
`

H1
0 pIq

˘

la solución del problema escalado con condiciones
iniciales nulas. Entonces, cuando ζ Ñ 0, tenemos que

wζ Ñ w0 débil-‹ en L8
`

H2 pIq
˘

,

βζ Ñ β0, 9wζ Ñ 9w0 débil-‹ en L8
`

H1 pIq
˘

,

:wζ Ñ :w0 débil-‹ en L8
`

L2 pIq
˘

. (5.1)

Además,

β0 “ w10 (5.2)

y w0 es la solución de un problema elastodinámico de viga de Euler-Bernoulli con con-
diciones de empotramiento

ρ̂ :w0 ` Ew
4
0 “ g (5.3)

vale decir

ρ̂ p :w0, vq ` E
`

w20, v
2
˘

“ pg, vq , @v P H2
0 pIq ,

w0|BI “ w10
ˇ

ˇ

BI
“ 0,

w0 p0, xq “ 9w0 p0, xq “ 0. (5.4)

Demostración. Gracias a los Teoremas 4.1.1 y 4.2.1, tenemos una única solución pβζ , wζq P
L8

`

H1
0 pIq

˘

ˆ L8
`

H2 pIq
˘

del problema elastodinámico de Timoshenko escalado, donde la
constante genérica C ą 0 de la estimación a priori es independiente de los parámetros mate-
riales. Con las condiciones iniciales nulas, la estimación a priori del Teorema 4.1.1 se reduce
a

a

Îζ
›

›

›

9βζ

›

›

›

L2pIq
`
a

ρ̂ } 9wζ}L2pIq `
?
E }βζ}H1

0 pIq
`
a

λζ´2
›

›w1ζ ´ βζ
›

›

L2pIq

ď C }g}L2pL2pIqq . (5.5)

Por su parte, de la primera estimación del Teorema 4.2.1, se sigue
a

Îζ
›

›

›

:βζ

›

›

›

L2pIq
`
a

ρ̂ } :wζ}L2pIq `
?
E
›

›

›

9βζ

›

›

›

H1
0 pIq

`
a

λζ´2
›

›

›
9w1ζ ´

9βζ

›

›

›

L2pIq

ď C
´

}g p0q}L2pIq ` } 9g}L2pL2pIqq

¯

. (5.6)
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A su vez, de las estimaciones (4.21), (4.19), (4.20) y la desigualdad Poincaré, tenemos que

}wζ}H2pIq ď C
´

ρ̂ζ2λ´1 } :wζ}L2pIq ` }βζ}L2pIq ` ζ
2λ´1 }g}L2pIq

¯

ď C
´

} :wζ}L2pIq ` }βζ}L2pIq ` }g}L2pIq

¯

, C incluye a máx ζ

ď C
´

}g p0q}L2pIq ` } 9g}L2pL2pIqq ` }g}L2pL2pIqq ` }g}L2pIq

¯

“ C
´

}g p0q}L2pIq ` }g}H1pL2pIqq ` }g}L2pIq

¯

ď C
´

}g p0q}L2pIq ` }g}H1pL2pIqq

¯

, (5.7)

donde la última desigualdad se tiene del hecho que }g}L2pIq ď }g}L8pL2pIqq en c.t.p. t y que

para I Ă R, H1
`

L2 pIq
˘ cont
ãÑ L8

`

L2 pIq
˘

.
Además, se tiene que

} 9wζ}H1
0 pIq

ď C
´

} 9wζ}L2pIq `
›

› 9w1ζ
›

›

L2pIq

¯

ď C

ˆ

} 9wζ}L2pIq `

›

›

›
9w1ζ ´

9βζ

›

›

›

L2pIq
`

›

›

›

9βζ

›

›

›

L2pIq

˙

. (5.8)

Por lo tanto, los acotamientos de wζ en L8
`

H2pIq
˘

, βζ , 9βζ , 9wζ en L8
`

H1pIq
˘

y ζ :βζ , :w en
L8

`

L2pIq
˘

son todos uniformes respecto del espesor. De lo anterior, podemos extraer subsu-
cesiones convergentes

wζ Ñ w0 débil-‹ en L8
`

H2 pIq
˘

,

βζ Ñ β0, 9βζ Ñ 9β0, 9wζ Ñ 9w0 débil-‹ en L8
`

H1 pIq
˘

,

:wζ Ñ :w0 débil-‹ en L8
`

L2 pIq
˘

.

(Por simplicidad, denotamos de la misma forma a las subsucesiones que a las sucesiones).

Las condiciones iniciales w0 p0, xq “ 9w0 p0, xq “ 0 son consecuencia del uso de condiciones
iniciales nulas en nuestro problema elastodinámico. A su vez, la ecuación (5.5) implica

?
λ
›

›w1ζ ´ βζ
›

›

L2pIq
ď Cζ }g}L2pL2pIqq Ñ 0, (5.9)

de donde w10 ´ β0 “ 0. Mientras, de las condiciones de contorno sobre pβζ , wζq, se sigue

β0|BI “ w0|BI “ w10
ˇ

ˇ

BI
“ 0. (5.10)

La última ecuación implica que, para un dominio suave, Bw0
Bn

ˇ

ˇ

BI
“ 0.
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Por otro lado, de (5.6), ζ2
›

›

›

:βζ

›

›

›

L2pIq
Ñ 0. Así, (3.6) nos dice que

´Eβ2ζ ´ λζ
´2

`

w1ζ ´ βζ
˘

Ñ 0, (5.11)

o equivalentemente

`

´Eβ2ζ ´ λζ
´2

`

w1ζ ´ βζ
˘

, η
˘

Ñ 0 @η P H1
0 pIq . (5.12)

De la convergencia de los βζ ,
`

´β2ζ , η
˘

“
`

β1ζ , η
1
˘

Ñ
`

β10, η
1
˘

“
`

´β20 , η
˘

@η P H1
0 pIq , (5.13)

esto es, β2ζ Ñ β20 débil-‹ en L8
`

H´1 pIq
˘

, y por tanto,

λζ´2
`

w1ζ ´ βζ
˘

Ñ ´Eβ20 débil-‹ en L8
`

H´1 pIq
˘

. (5.14)

Por otro lado, de (3.7), para v P H2
0 pIq tenemos que

pρ̂ :wζ , vq ´
´

λζ´2
`

w1ζ ´ βζ
˘1
, v
¯

“ pg, vq . (5.15)

Integrando por partes y tomando ζ Œ 0 se obtiene

pρ̂ :w0, vq `
`

´Eβ20 , v
1
˘

“ pg, vq @v P H2
0 pIq . (5.16)

Usando que β0 “ w10 e integrando por partes nuevamente, llegamos a

pρ̂ :w0, vq `
`

Ew40 , v
˘

“ pg, vq @v P H2
0 pIq , (5.17)

es decir, ρ̂ :w0 ` Ew
4
0 “ g, en el sentido débil. Argumentos similares nos permiten concluir en

el caso de la formulación variacional.



Capítulo 6

Discretización del problema

Para la resolución del problema elastodinámico de Timoshenko escalado formularemos un
nuevo problema resoluble computacionalmente, discretizando las cantidades continuas pre-
sentes en nuestro problema. Para ello, procedemos por etapas: la semidiscretización espacial,
siguiendo la línea de [1], y posteriormente, la introducción del método de Newmark para la
discretización de la variable temporal.

6.1. Semidiscretización espacial

Consideramos la familia de particiones Th del intervalo I :

Th : 0 “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xM “ L (6.1)

con M ą 1, Ij – pxj´1, xjq para j “ 1, ...,M y tamaño de malla

h– máx
j“1,...,M

pxj´1 ´ xjq . (6.2)

A su vez, introducimos el siguiente espacio:

Vh –

!

v P C
`

I
˘

: v|Ij P PkpIjq, j “ 1, ..., n, Ij P Th
)

XH1
0 pIq , (6.3)

donde PkpIjq es el espacio de polinomios de grado a lo más k, con k ě 1.

Notamos que V h – V ˆ Vh Ă V – Vh ˆ V , pues Vh Ă V – H1
0 pIq.

28
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6.1.1. Discretización estándar

Dados B0
h, B

1
h,W

0
h ,W

1
h P Vh, consideremos el siguiente problema:

Problema semidiscreto

Hallar βh, wh : r0, T s Ñ V “ H1
0 pIq tales que

pρζ2
´

:βh ptq , ηh

¯

`pρ p :wh ptq , vhq

`Ah ppβh ptq , wh ptqq , pηh, vhqq“pg ptq, vhq, @ηh, vh P Vh,

βh p0q “ B0
h, wh p0q “W 0

h ,

9βh p0q “ B1
h, 9wh p0q “W 1

h , (6.4)

donde

Ah ppβh ptq , wh ptqq , pηh, vhqq– E
`

β1h ptq , η
1
h

˘

` λζ´2
`

w1h ptq ´ βh ptq , v
1
h ´ ηh

˘

. (6.5)

Introducimos una base tψi, i “ 1, 2, ..., d “ dimVhu del espacio Vh y escribimos

βh ptq “
d
ÿ

j“1

βj ptqψj , wh ptq “
d
ÿ

j“1

wj ptqψj . (6.6)

Si además escribimos

B0
h “

d
ÿ

j“1

B0j
h ψj , B1

h “

d
ÿ

j“1

B1j
h ψj ,

W 0
h “

d
ÿ

j“1

W 0j
h ψj , W 1

h “

d
ÿ

j“1

W 1j
h ψj , (6.7)

con

β ptq “
´

β1 ptq , ..., βd ptq
¯t
,

w ptq “
´

w1 ptq , ..., wd ptq
¯t
,

χ ptq “
´

χ1 ptq , ..., χd ptq
¯t
, χi ptq “ pg ptq , ψiq , (6.8)

el problema anterior toma la forma

pρζ2M :β ptq` pρM :w ptq

´EKβ ptq ` λζ´2
`

Kw ptq ´ P tw ptq ´ Pβ ptq `Mβ ptq
˘

“ χ ptq ,

β p0q “ B0
h,

9β p0q “ B1
h,w p0q “W

0
h, 9w p0q “W 1

h. (6.9)
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Podemos formular lo anterior a través del siguiente problema:

Problema matricial

Hallar βh, wh : r0, T s Ñ V “ H1
0 pIq tales que:

ˆ

pρζ2M 0
0 pρM

˙̂

:β ptq
:w ptq

˙

`

ˆ

EK ` λζ´2M ´λζ´2P t

´λζ´2P λζ´2K

˙̂

β ptq
w ptq

˙

“

ˆ

0
χ ptq

˙

,

ˆ

β p0q
w p0q

˙

“

ˆ

β0

w0

˙

,

ˆ

9β p0q
9w p0q

˙

“

ˆ

σ0

τ 0

˙

, (6.10)

con M “ ppψj , ψiqq1ďi,jďdimVh
,K “

´´

ψ1j , ψ
1
i

¯¯

1ďi,jďd
,P “ ppψj , ψ

1
iqq1ďi,jďd y β n,wn,σn

y τn denotando las aproximaciones de β ptnq ,w ptnq , 9β ptnq y 9w ptnq respectivamente.

6.1.2. Integración reducida

Si implementásemos el método presentado en la subsección anterior, como se comentaba
en el capítulo 3, sólo podríamos resolver problemas asociados a vigas de un espesor no muy
pequeño, pues en dicho caso no se presentaría bloqueo numérico (como se mostrará en el apén-
dice). En situaciones en que el espesor es exageradamente pequeño, la cantidad de elementos
necesarios en la discretización espacial para obtener una solución que no sufra de bloqueo
numérico puede llegar a ser prohibitivamente pequeña, en el sentido de los recursos compu-
tacionales.

Para evitar esto, consideramos un caso especial de discretización espacial:

Sean 0 ă ξ1 ă ξ2 ă . . . ă ξk y µ1, µ2, . . . , µk los nodos y pesos asociados a la regla de
cuadratura de Gauss de k puntos sobre r0, 1s. Ahora, definimos el producto interior aproximado
en L2 pIq

pη, vqh –

n
ÿ

i“1

pxi ´ xi´1q
r
ÿ

j“1

µj pηvq rxi´1 ` pxi ´ xi´1q ξjs, (6.11)

para η, v P Vh. (Recordemos que 0 “ x1 ă x2 ă . . . ă xn “ 1 denotan los nodos de la partición
Th.) Un método de elementos finitos con integración reducida, en el término de corte, es el
dado por:
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Problema semidiscreto con integración reducida

Hallar βh, wh : r0, T s Ñ V “ H1
0 pIq tales que

pρζ2
´

:βh ptq , ηh

¯

`pρ p :wh ptq , vhq

`Ar ppβh ptq , wh ptqq , pηh, vhqq“pg ptq, vhq, @ηh, vh P Vh,

βh p0q “ B0
h, wh p0q “W 0

h ,

9βh p0q “ B1
h, 9wh p0q “W 1

h , (6.12)

donde

Arppβh ptq, wh ptqq, pηh, vhqq– E
`

β1h ptq , η
1
h

˘

`λζ´2
`

w1h ptq ´ βh ptq , v
1
h ´ ηh

˘

h
. (6.13)

De manera análoga al método (6.10), obtenemos el siguiente problema:

Problema matricial con integración reducida

Hallar β,w : r0, T s Ñ Rd tales que
ˆ

pρζ2M 0
0 pρM

˙ˆ

:β ptq
:w ptq

˙

`

ˆ

EK ` λζ´2M r ´λζ´2P t
r

´λζ´2P r λζ´2Kr

˙̂

β ptq
w ptq

˙

“

ˆ

0
χ ptq

˙

,

ˆ

β p0q
w p0q

˙

“

ˆ

β 0

w0

˙

,

ˆ

9β p0q
9w p0q

˙

“

ˆ

σ0

τ 0

˙

. (6.14)

con M ,K,β n,wn,σn y τn como antes y M r “
`

pψj , ψiqh
˘

1ďi,jďdimVh
,

Kr “

´´

ψ1j , ψ
1
i

¯

h

¯

1ďi,jďd
y P r “

`

pψj , ψ
1
iqh

˘

1ďi,jďd
las matrices asociadas presentes en el

término de corte.

Notamos que, dado que la regla de cuadratura de Gauss de k puntos calcula de manera
exacta integrales de polinomios de grado 2k´ 1, si usamos polinomios de grado k en la discre-
tización espacial, el producto interior aproximado coincidirá con el de L2 pIq en los casos de
las matrices Kr y P r, es decir, Kr “K y P r “ P .
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6.2. Discretización temporal

Ahora introducimos, para la discretización temporal, una partición uniforme del intervalo
r0, T s:

0 “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN “ T (6.15)

con tk – k∆t, k “ 0, . . . , N, y ∆t– T
N , para N ą 1.

6.2.1. Método de Newmark

Aplicamos ahora el método de Newmark, ver por ejemplo [14], a la resolución numérica
del problema matricial con integración reducida.

Supongamos que g P C0
`

0, T ;L2 pIq
˘

, de manera que la función t ÞÑ χ ptq sea continua
sobre r0, T s. Denotando

Un “

ˆ

β n

wn

˙

,V n “

ˆ

σn

τn

˙

,F n “

ˆ

0
χ ptnq

˙

, (6.16)

obtenemos:

Sϑn`2 pUq `R%n`2 pUq “ %n`2 pF q , 0 ď n ď N,

y

Sϑ1 pUq `R%1 pUq “ %1 pF q (6.17)

donde

ϑn`2 pUq–
Un`2 ´ 2Un`1 `Un

∆t2
, n “ 0, ..., N,

ϑ1 pUq–
U1 ´U0 ´∆tV 0

∆t2
,

%n`2 pUq– θUn`2 `

ˆ

1

2
´ 2θ ` γ

˙

Un`1

`

ˆ

1

2
` θ ´ γ

˙

Un, n “ 0, ..., N,

%1 pUq– θU1 `

ˆ

1

2
´ θ

˙

U0, (6.18)

con θ y γ parámetros que definen el método particular que usaremos, y

S “

ˆ

pρζ2M 0
0 pρM

˙

, R “

ˆ

EK ` λζ´2M r ´λζ´2P t

´λζ´2P λζ´2K

˙

(6.19)
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son las matrices de masa y rigidez globales respectivamente.

Para su implementación, reescribimos el sistema matricial de la siguiente forma:

`

S ` θ∆t2R
˘

Un`2 “

ˆ

2S ´

ˆ

1

2
´ 2θ ` γ

˙

∆t2R

˙

Un`1

´

ˆ

S `

ˆ

1

2
` θ ´ γ

˙

∆t2R

˙

Un

` %n`2 pF q ,

para n “ 0, ..., N ´ 2, y

`

S ` θ∆t2R
˘

U1 “

ˆ

S ´

ˆ

1

2
´ θ

˙

∆t2R

˙

U0

`∆tSV 0 `∆t2%1 pF q . (6.20)

El método recién descrito se presenta en el siguiente algoritmo:

Algorítmo Método de Newmark

Dados U0,V 0, hacer

U1 Ð

´

S ` θ p∆tq2R
¯´1

"ˆ

S´

ˆ

1

2
´ θ

˙

p∆tq2R

˙

U0

`∆tSV 0 ` p∆tq2 %1 pF q
)

Luego, para n “ 0, 1, ..., N ´ 2

Un`2 Ð

´

S`θ p∆tq2R
¯´1

"ˆ

2 S´

ˆ

1

2
´ 2θ ` γ

˙

p∆tq2R

˙

Un`1

´

ˆ

S`

ˆ

1

2
´ 2θ ` γ

˙

p∆tq2R

˙

Un

`p∆tq2 %n`2 pF q
)

(6.21)



Capítulo 7

Estimación de error a priori para el
esquema semidiscreto

Primero, se verificará que nuestro problema cae en el marco de la Sección 8.2 de [14], para
así poder disponer de los resultados que allí se presentan. Para nuestro caso, los espacios a
considerar son

V “ H1
0 pIq ˆH

1
0 pIq y H “ L2 pIq ˆ L2 pIq ,

ambos sobre R, y provistos, respectivamente, de los productos interiores (y sus normas indu-
cidas)

ppβ,wq , pη, vqqH – pρζ2 pβ, ηq ` pρ pw, vq y (7.1)
ppβ,wq , pη, vqqV –

``

β1, w1
˘

,
`

η1, v1
˘˘

H
. (7.2)

Notamos que ambas normas son claramente equivalentes a las normas usuales en cada
espacio, si bien con constantes que dependen del espesor.

Observamos que:

H1
0 pIq ãÑ L2 pIq y H1

0 pIq es denso en L2 pIq, de donde V ãÑ H y V es denso en H.

pβ,wq , pη, vq ÞÑ A ppβ,wq , pη, vqq – E pβ1, η1q ` λζ´2 pw1 ´ β, v1 ´ ηq es continua sobre
V ˆV, ver [1].

34
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Consideremos el siguiente problema:

Dados B0,W 0 P H1
0 pIq, B1,W 1 P L2 pIq y g P L2

`

L2 pIq
˘

, encontrar funciones β,w que
verifiquen

β,w P C0
`

H1
0 pIq

˘

X C1
`

L2 pIq
˘

, (7.3)
d2

dt2
ppβ ptq , w ptqq , pη, vqqH `A ppβ ptq , w ptqq , pη, vqq “ pp0, g ptqq , pη, vqqH ,

en el sentido de las distribuciones sobre r0, T s,
@ pη, vq P V, (7.4)

β p0q “ B0,
dβ

dt
p0q “ B1, w p0q “W 0,

dw

dt
p0q “W 1. (7.5)

Notamos además que:

A p¨, ¨q es simétrica, (7.6)
A p¨, ¨q es V-elíptica, ver r1s, (7.7)
La inyección canónica de V en H es compacta, pues

H1
0 pIq

comp
ãÑ L2 pIq (Teorema de Rellich). (7.8)

Por sencillez, nos restringimos al caso k “ 1. En este caso, consideramos el problema
discreto con la siguiente reescritura en el término de corte

Ar ppβh ptq , wh ptqq , pηh, vhqq “E
`

β1h, η
1
h

˘

` λζ´2
`

w1h ´Πrβh, v
1
h ´Πrηh

˘

,

donde Πr : H1
0 pIq Ñ L2 pIq es la proyección ortogonal sobre las constantes a trozos en Th:

pΠrvq|Ij –
1

|Ij |

ż

Ij

v, @j “ 1, . . . ,M,@v P H1
0 pIq . (7.9)

Es bien sabido [12] que Πr satisface la siguiente propiedad de aproximación:

}pI ´Πrq ξ}L2pIq ď Ch
›

›ξ1
›

›

L2pIq
(7.10)

para cada ξ P H1
0 pIq. Notamos también que

Ar es simétrica, (7.11)

y además, se tiene el siguiente resultado:

Lema 7.0.1.

Ar p¨, ¨q es continua y Vh-elíptica.
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Demostración. Sea K P Th un elemento de la discretización.

Primero, probaremos la continuidad. Denotemos por }¨}V,K a la norma definida por

}pηh, vhq}
2
V,K “ pρζ2

›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` pρ

›

›v1h
›

›

2

L2pKq
. (7.12)

De las propiedades del proyector Πr y la desigualdad de Poincaré, tenemos

E
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` λζ´2

›

›v1h ´Πrηh
›

›

2

L2pKq

ď E
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` λζ´2

´

›

›v1h
›

›

L2pKq
` }Πrηh}L2pKq

¯2

ď E
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` 2λζ´2

´

›

›v1h
›

›

2

L2pKq
` }Πrηh}

2
L2pKq

¯

“
E

pρζ2
pρζ2

›

›η1h
›

›

2

L2pKq
`

2λζ´2

pρ
pρ
›

›v1h
›

›

2

L2pKq
`

2λ

ζ4
pρζ2 }Πrηh}

2
L2pKq

ď
E

pρζ2
pρζ2

›

›η1h
›

›

2

L2pKq
`

2λζ´2

pρ
pρ
›

›v1h
›

›

2

L2pKq
`
λ

ζ4
pρζ2

›

›η1h
›

›

2

L2pKq

ď máx

"ˆ

E

pρζ2
`
λ

ζ4

˙

,
2λ

pρζ2

*

´

pρζ2
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` pρ

›

›v1h
›

›

2

L2pKq

¯

. (7.13)

Sumando sobre K P Th llegamos a

Ar ppηh, vhq , pηh, vhqq “ E
›

›η1h
›

›

2

L2pIq
` λζ´2

›

›v1h ´Πrηh
›

›

2

L2pIq

ď máx

"̂

E

pρζ2
`
λ

ζ4

˙

,
2λ

pρζ2

*

´

pρζ2
›

›η1h
›

›

2

L2pIq
`pρ

›

›v1h
›

›

2

L2pIq

¯

“ máx

"̂

E

pρζ2
`
λ

ζ4

˙

,
2λ

pρζ2

*

}pηh, vhq}
2
V . (7.14)

Para la elipticidad, nuevamente gracias a las propiedades de proyector y a la desigualdad
de Poincaré, se tiene
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}pηh, vhq}
2
V,K “ pρζ2

›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` pρ

›

›v1h
›

›

2

L2pKq

“ pρζ2
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` pρ

›

›v1h ´Πrηh `Πrηh
›

›

2

L2pKq

ď pρζ2
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` pρ

`›

›v1h ´Πrηh
›

›` }Πrηh}
˘2

L2pKq

ď pρζ2
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` 2pρ

´

›

›v1h ´Πrηh
›

›

2

L2pKq
` }Πrηh}

2
L2pKq

¯

ď pρζ2
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` 2pρ

›

›v1h ´Πrηh
›

›

2

L2pKq
` 2pρ }ηh}

2
L2pKq

ď pρζ2
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
`

2pρ

ζ2
›

›v1h ´Πrηh
›

›

2

L2pKq
` 2pρ

1

2

›

›η1h
›

›

2

L2pKq

ď
2pρ

E
E
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
`

2pρ

λ
λζ´2

›

›v1h ´Πrηh
›

›

2

L2pKq

ď 2pρmáxtE´1, λ´1u
´

E
›

›η1h
›

›

2

L2pKq
` λζ´2

›

›v1h ´Πrηh
›

›

2

L2pKq

¯

. (7.15)

Sumando sobre K P Th tenemos que

}pηh, vhq}
2
V “ pρζ2

›

›η1h
›

›

2

L2pIq
` pρ

›

›v1h
›

›

2

L2pIq

ď 2pρmáxtE´1, λ´1u
´

E
›

›η1h
›

›

2

L2pIq
` λζ´2

›

›v1h ´Πrηh
›

›

2

L2pIq

¯

“ 2pρmáxtE´1, λ´1uAr ppηh, vhq , pηh, vhqq . (7.16)

Observación 7.0.2.

Notar que la constante de elipticidad de Ar es independiente de ζ, no así su constante
de continuidad.

Por último, para estudiar los errores β ´ βh y w ´ wh, supondremos que β y w son solu-
ciones suficientemente regulares (β,w P C2

`

H1
0 pIq

˘

) del problema escalado, e introducimos el
operador de proyección elíptica Πh P L pV,Vhq definido por

@ηh, vh P Vh, Ar pΠh pβ,wq ´ pβ,wq , pηh, vhqq “ 0, (7.17)

y así, tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 7.0.3 (Convergencia del esquema semidiscreto).

Consideremos las condiciones iniciales
`

B0
h,W

0
h

˘

“ Πh

`

B0,W 0
˘

,
`

B1
h,W

1
h

˘

“ Πh

`

B1,W 1
˘

. (7.18)

Entonces, si β,w P C2
`

H1
0 pIq

˘

, existe C ą 0 independiente de h y de ζ tal que

}pβ ptq ´ βh ptq , w ptq ´ wh ptqq}V

`

›

›

›

›

d

dt
pβ ptq ´ βh ptqq ,

d

dt
pw ptq ´ wh ptqq

›

›

›

›

H

ďC

"

}pI ´Πhq pβ ptq , w ptqq}V `

›

›

›

›

pI ´Πhq
d

dt
pβ ptq, w ptqq

›

›

›

›

H

`

ż t

0

›

›

›

›

pI´Πhq
d2

dt2
pβpsq , wpsqq

›

›

›

›

H

ds

`h

ż t

0

˜

}g}L2pIq ` pρ

›

›

›

›

d2

dt2
w

›

›

›

›

L2pIq

¸

ds

+

(7.19)

Demostración. De la definición de la proyección elíptica y de los problemas continuo y discreto,
tenemos que para todo ηh, vh P Vh

d2

dt2
ppβh ptq, wh ptqq ´Πh pβ ptq, w ptqq , pηh, vhqqH

`Ar ppβh ptq, wh ptqq ´Πh pβ ptq, w ptqq , pηh, vhqq

“
d2

dt2
ppI ´Πhq pβ ptq , w ptqq , pηh, vhqqH

`Ar ppI ´Πhq pβ ptq , w ptqq , pηh, vhqq

`A ppβ ptq , w ptqq , pηh, vhqq ´Ar ppβ ptq , w ptqq , pηh, vhqq

“
d2

dt2
ppI ´Πhq pβ ptq , w ptqq , pηh, vhqqH

`A ppβ ptq , w ptqq , pηh, vhqq ´Ar ppβ ptq , w ptqq , pηh, vhqq (7.20)

Notamos que, al introducir γ ptq “ λζ´2 pw1 ptq ´ β ptqq, obtenemos que

A ppβ ptq , w ptqq , pηh, vqq ´Ar ppβ ptq , w ptqq , pηh, vqq

“ λζ´2
`

w1 ptq ´ β ptq , ηh ´Πrηh
˘

“ pγ ptq , pI ´Πrq ηhq . (7.21)
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Como β,w P C2
`

H1
0 pIq

˘

, tenemos que

d2

dt2
pI ´Πhq ppβ ptq, w ptqq, pηh, vhqqH

“ pI ´Πhq
d2

dt2
ppβ ptq , w ptqq , pηh, vhqqH . (7.22)

Utilizando el análogo del Teorema 8.2-3 de [14] para dicho problema, y que

pγ ptq , pI ´Πrq ηhq “ ppI ´Πrq γ ptq , pI ´Πrq ηhq “ ppI ´Πrq γ ptq , ηhq , (7.23)

obtenemos

tAr ppβh ptq , wh ptqq ´Πh pβ ptq, w ptqq , pβh ptq, wh ptqq ´Πh pβ ptq, w ptqqq

`

›

›

›

›

d

dt
ppβh ptq, wh ptqq ´Πh pβ ptq, w ptqq , pβh ptq, wh ptqq ´Πh pβ ptq, w ptqqq

›

›

›

›

2

H

+1{2

ď

ż t

0

ˆ›

›

›

›

pI ´Πhq
d2

dt2
pβ psq , w psqq

›

›

›

›

H

`}pI ´Πrq γ psq}L2pIq

¯

ds. (7.24)

De (7.10) y (3.7) tenemos que

}pI ´Πrq γ}L2pIq ď Ch
›

›γ1
›

›

L2pIq

ď Ch

˜

}g}L2pIq ` pρ

›

›

›

›

d2

dt2
w

›

›

›

›

L2pIq

¸

(7.25)

que junto a la elipticidad de Ar nos llevan a

}pβh ptq, wh ptqq ´Πh pβ ptq, w ptqq}V

`

›

›

›

›

d

dt
pβh ptq, wh ptqq ´Πh pβ ptq, w ptqq

›

›

›

›

H

ď C

"
ż t

0

ˆ›

›

›

›

pI ´Πhq
d2

dt2
pβ psq , w psqq

›

›

›

›

H

`h

˜

}g}L2pIq ` pρ

›

›

›

›

d2

dt2
w

›

›

›

›

L2pIq

¸¸

ds

+

. (7.26)

De la desigualdad triangular, aplicada a los 2 primeros términos de (7.19), se deduce dicha
estimación.
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Observación 7.0.4.

Si en el teorema anterior se consideran condiciones iniciales arbitrarias, de manera
análoga, podemos obtener la siguiente estimación:

}pβ ptq ´ βh ptq , w ptq ´ wh ptqq}V

`

›

›

›

›

ˆ

d

dt
pβ ptq ´ βh ptqq ,

d

dt
pw ptq ´ wh ptqq

˙›

›

›

›

H

ď C
 ›

›

`

B0
h,W

0
h

˘

´Πh

`

B0,W 0
˘›

›

V

`
›

›

`

B1
h,W

1
h

˘

´Πh

`

B1,W 1
˘
›

›

H

` }pI ´Πhq pβ ptq , w ptqq}V

`

›

›

›

›

pI ´Πhq
d

dt
pβ ptq , w ptqq

›

›

›

›

H

`

ż t

0

ˆ›

›

›

›

pI´Πhq
d2

dt2
pβpsq , wpsqq

›

›

›

›

H

`h

˜

}g}L2pIq ` pρ

›

›

›

›

d2

dt2
w

›

›

›

›

L2pIq

¸¸

ds

+

(7.27)

En este caso, la constante C sigue siendo independiente de h, no así de ζ.

Si además consideramos la hipótesis de aproximación

@ pη, vq P V, ĺım
hÑ0

ı́nf
pηh,vhqPVh

}pη ´ ηh, v ´ vhq}V “ 0, (7.28)

tenemos el siguiente corolario:

Corolario 7.0.5.

Bajo las condiciones de aplicación del Teorema 7.0.3 y las hipótesis suplementarias
(7.28) y

ĺım
hÑ0

›

›

`

B0
h ´B

0,W 0
h ´W

0
˘›

›

V
“ 0, ĺım

hÑ0

›

›

`

B1
h ´B

1,W 1
h ´W

1
˘›

›

H
“ 0, (7.29)

se tiene que

@t P r0, T s , ĺım
hÑ0

t}pβh ptq ´ β ptq , wh ptq ´ w ptqq}V

`

›

›

›

›

ˆ

d

dt
βh ptq ´

d

dt
β ptq ,

d

dt
wh ptq ´

d

dt
w ptq

˙›

›

›

›

H

*

“ 0. (7.30)
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Demostración. Si η, v : r0, T s Ñ H1
0 pIq son funciones continuas, la familia de funciones

pI ´Πhq pη, vq : r0, T s Ñ H1
0 pIq ˆH

1
0 pIq (7.31)

es equicontinua. De (7.28) y el Lema de Cea tenemos que

@t P r0, T s , ĺım
hÑ0

}pI ´Πhq pη ptq , v ptqq}V “ 0. (7.32)

Gracias al Teorema de Arzelà-Ascoli podemos deducir que

@ pη, vq P C0 pVq , ĺım
hÑ0

sup
0ďtďT

}pI ´Πhq pη ptq , v ptqq}V “ 0, (7.33)

de donde el término integral de (7.19) converge a 0.

Bajo estas condiciones, (7.30) es una consecuencia inmediata de (7.19), (7.29) y (7.33).

Por último, presentamos el siguiente resultado

Corolario 7.0.6.

Si β,w P C2
`

H2 pIq
˘

y si a las hipótesis del Teorema 7.0.3 le agregamos la siguiente:
para toda pη, vq P H2 pIq ˆH2 pIq

ı́nf
pηh,vhqPVh

t}pη ´ ηh, v ´ vhq}H ` h }pη ´ ηh, v ´ vhq}Vu

ď Ch2 }pη, vq}H2pIqˆH2pIq , (7.34)

tenemos que

}pβ ptq ´ βh ptq , w ptq ´ wh ptqq}V

`

›

›

›

›

d

dt
pβ ptq ´ βh ptq , w ptq ´ wh ptqq

›

›

›

›

H

ď Ch
!

}pβ ptq , w ptqq}H2pIqˆH2pIq

`

›

›

›

›

d

dt
pβ ptq , w ptqq

›

›

›

›

H2pIqˆH2pIq

`

ż t

0

˜

›

›

›

›

d2

dt2
pβ psq , w psqq

›

›

›

›

H2pIqˆH2pIq

` }g}L2pIq ` pρ

›

›

›

›

d2

dt2
w

›

›

›

›

L2pIq

¸

ds

+

. (7.35)
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Demostración. Si β,w P C2
`

H2 pIq
˘

, de manera análoga a lo que se hace para el problema
fuente en el Teorema 5.2 de [1], para la proyección elíptica podemos establecer, con constantes
independientes de ζ, que

}pI ´Πhq pβ ptq , w ptqq}H ď Ch }pβ ptq , w ptqq}H2pIqˆH2pIq ,
›

›

›

›

pI ´Πhq
d

dt
pβ ptq , w ptqq

›

›

›

›

H

ď Ch

›

›

›

›

d

dt
pβ ptq , w ptqq

›

›

›

›

H2pIqˆH2pIq

,

›

›

›

›

pI ´Πhq
d2

dt2
pβ ptq , w ptqq

›

›

›

›

H

ď Ch

›

›

›

›

d2

dt2
pβ psq , w psqq

›

›

›

›

H2pIqˆH2pIq

. (7.36)

Así, basta aplicar la mayoración (7.19) para obtener (7.35).

Observación 7.0.7.

Notamos que C sigue sin depender de ζ.



Capítulo 8

Experimentos numéricos

En este capítulo, presentaremos ensayos numéricos, efectuados con rutinas de elaboración
propia en MATLAB, que consisten en la implementación de elementos finitos de Lagrange de
orden 1 para la discretización espacial y el método de Newmark para la discretización temporal
(con parámetros θ “ 1

4 y γ “ 1
2 , que corresponden a un método incondicionalmente estable de

orden 2 en tiempo).
Con el fin de validar dichas rutinas, observar el fenómeno de bloqueo numérico en la

estructura cuyo comportamiento queremos modelar y la determinación experimental de los
órdenes de convergencia del método implementado, introduciremos un par de ejemplos con
solución analítica conocida.

8.1. Herramientas para validar la implementación

La estructura que tendremos en cuenta a lo largo de este capítulo será una viga de acero de
largo L “ 1m y sección transversal cuadrada de lado 0,1m, es decir, con área A “ 10´2m2, J “
1
1210´4m4 y factor de corrección de corte κ “ 5{6, sujeta en ambos extremos, y con parámetros
físicos:

E “ 1,44ˆ 1011N/m2,

ν “ 0,35,

ρ “ 7,7ˆ 105kg/m3. (8.1)

Consideremos el problema de cálculo de los modos de vibración libre de una viga elástica
sujeta en ambos extremos, cuya formulación variacional es la que sigue:

Hallar p0, 0q ‰ pβ,wq P V y ω ą 0 tales que:
ż L

0
EJβ1η1`

ż L

0
κGA

`

β ´ w1
˘`

η ´ v1
˘

“ ω2

ˆ
ż L

0
ρJβη `

ż L

0
ρAwv

˙

, @ pη, vqPV, (8.2)

43
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o, equivalentemente,

Hallar p0, 0q ‰ pβ,wq P V y ω ą 0 tales que:

A pu, vq “ ω2b pu, vq , @ pη, vq P V, (8.3)

donde:

ω es la frecuencia de vibración y pβ,wq las amplitudes de la rotación y el desplazamiento
respectivamente.

u– pβ,wq P V y v – pη, vq P V.

La forma bilineal A es la definida por el lado izquierdo de (8.2).

La forma bilineal b : V ˆVÑ R está definida por:

b pu, vq–

ż L

0
ρJβη `

ż L

0
ρAwv. (8.4)

Sea ω0 la menor frecuencia de vibración asociada al problema (8.2) y U0 pxq un modo de
vibración asociado a ésta. Definimos ahora el siguiente problema:

Hallar u : r0, T s Ñ H tal que:
b p:u, vq “ A pu, vq “ 0 @v P H,

u p0, xq “ U0 pxq en I,
9u p0, xq “ 0 en I. (8.5)

Notamos que u px, tq “ cos pω0tqU
0 pxq es solución del problema (8.2). En efecto, u p0, xq “

U0 pxq y 9u p0, xq “ 0 y :u px, tq “ ´ω2
0 cos pω0tqU

0 pxq, de donde

b p:u, vq “ ´ω2
0 cos pω0tq b pu, vq

“ cos pω0tq
`

´ω2
0b pu, vq

˘

“ cos pω0tqA
`

U0, v
˘

“ A pu, vq .

Por tanto, un buen candidato para el estudio del bloqueo numérico en el problema evoluti-
vo de la viga de Timoshenko es el problema (8.5), pues conocidos una frecuencia de vibración
y su modo asociado podremos visualizar la evolución temporal de nuestra solución.

Esto nos lleva a [9], que nos presenta valores analíticos para las frecuencias y modos de
vibración que buscamos. A saber, dada una frecuencia de vibración ω, sus modos propios
normales, las componentes de U “ pB,W q, son:

B “
b

L

"̂

α2 ` s2

α

˙

pλζδ cosh bαξ ` sinh bαξq´

ˆ

β2 ` s2

β

˙

pδ cos bβξ ´ sin bβξq

*

,

W “ cosh bαξ ` λζδ sinh bαξ ´ cos bβξ ´ δ sin bβξ, (8.6)
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donde ξ “ x{L es una longitud adimensionalizada, b una raíz real positiva de la ecuación
trascendente

2´ 2 cosh bα cos bβ

`
b

p1´ b2r2s2q1{2

”

b2s2
`

r2 ´ s2
˘2
`
`

3s2 ´ r2
˘

ı

sinh bα sin bβ “ 0, (8.7)

α y β están dados, respectivamente, por

1
?

2

"

¯
`

r2 ` s2
˘

`

”

`

r2 ´ s2
˘2
` 4{b2

ı1{2
*1{2

, (8.8)

(asumiendo que
”

`

r2 ´ s2
˘2
` 4{b2

ı1{2
ą

`

r2 ` s2
˘

), r y s son constantes que dependen de los
parámetros físicos de la siguiente forma

r2 “
J

AL2
y s2 “

EJ

κAGL2
, (8.9)

y λ, ζ y δ están dadas por

λ “
α

β
,

ζ “
β2 ´ s2

α2 ` s2
,

δ “
´ cosh bα` cos bβ

λζ sinh bα´ sin bβ
. (8.10)

A su vez, resolviendo (8.7) usando la rutina fzero de MATLAB, obtuvimos el valor

ω0 “ 9,674491926437338ˆ 103. (8.11)

8.2. Determinación experimental de los órdenes de convergen-
cia

En esta sección, presentaremos los resultados numéricos obtenidos para la rotación β y el
desplazamiento w utilizando integración reducida en el término de corte. Los cálculos fueron
realizados para un tiempo final
T “ π{ω0. Los errores fueron calculados en norma L2

`

0, T ;L2 pIq
˘

, definida por

}v}L2p0,T ;L2pIqq –

ˆ
ż T

0
}v ptq}2L2pIq

˙1{2

. (8.12)

Una de las principales razones del análisis de estos resultados es la determinación experi-
mental de los órdenes de convergencia del método. En las Tablas 7.1 y 7.2 se presentan los
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errores en norma L2
`

0, T ;L2 pIq
˘

para los desplazamientos y las rotaciones, respectivamente.
En ambos casos se usó integración reducida en el término de corte para evitar el bloqueo
numérico.

En la última columna de cada tabla se muestran los cuocientes entre los errores asociados
a un paso espacial y a su refinamiento (para un paso temporal fijo suficientemente pequeño
en relación a los pasos espaciales que se consideraron para los cuocientes), mientras que en la
última fila de cada tabla se muestran los cuocientes entre los errores asociados a un paso tem-
poral y a su refinamiento (análogamente, para una paso espacial fijo suficientemente pequeño).
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Para la determinación del orden de convergencia espacial, α, consideramos dos pasos espa-
ciales arbitarios, h y h̃, tales que h̃ es el refinamiento de h y un paso temporal ∆t suficiente-
mente pequeño en comparación a h y h̃ (en particular, consideraremos los valores sombreados
en el borde derecho de cada tabla).

Sean además uh y ũh las soluciones del problemas discreto obtenidas con h y h̃, respecti-
vamente, y u la solución exacta del problema continuo. Sabemos que

}u´ uh}L2p0,T ;L2pIqq “ Chα, (8.13)

y

}u´ ũh}L2p0,T ;L2pIqq “ Ch̃α. (8.14)

Como la razón entre h y h̃ es 2, tenemos que

}u´ uh}L2p0,T ;L2pIqq

}u´ ũh}L2p0,T ;L2pIqq

“
hα

h̃α
“ 2α. (8.15)

Así,

α “ log
}u´ uh}L2p0,T ;L2pIqq

}u´ ũh}L2p0,T ;L2pIqq

, (8.16)

que nos entrega los valores experimentales de α:

1.987036 1.997342 2.001626 2.009609

Tabla 8.3: Orden de convergencia experimental para el desplazamiento (discretización espa-
cial).

1.968040 1.991395 1.999462 2.006544

Tabla 8.4: Orden de convergencia experimental para la rotación (discretización espacial).
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De manera análoga (considerando los valores sombreados en el borde inferior de cada
tabla), para el orden de convergencia temporal, αt, obtenemos:

1.990842 1.999476 2.006760 2.02961

Tabla 8.5: Orden de convergencia experimental para el desplazamiento (discretización tempo-
ral).

1.990891 1.999701 2.007671 2.033248

Tabla 8.6: Orden de convergencia experimental para la rotación (discretización temporal).

De esta manera, determinamos que tanto en espacio como en tiempo tenemos convergencia
cuadrática, tal como lo predice la teoría (ver, por ejemplo, [14]), validando así el método.

De lo anterior, obtenemos las siguientes curvas de error para el desplazamiento y rotación:
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Figura 8.1: Curvas de error para los desplazamientos y rotaciones usando integración reducida
en el término de corte.



Capítulo 9

Conclusiones y trabajo futuro

De lo realizado en la presente memoria, podemos concluir que:

1. Se demostró existencia y unicidad de solución para el problema elastodinámico de la
viga de Timoshenko, además de regularidad de mayor orden bajo hipótesis de suavidad
en los datos y ciertas condiciones de compatibilidad.

2. Tras la introdución de un escalamiento de masa, cuando el espesor de la viga se aproxima
a cero, la solución de la viga empotrada de Timoshenko se aproxima a las solución de la
viga de Euler-Bernoulli.

3. Para la semidiscretización espacial, se tienen estimaciones a priori del error independien-
tes del espesor al considerar como datos iniciales las proyecciones elípticas de los datos
iniciales del problema continuo.

4. Experimentalmente se observa que el método totalmente discreto es libre de bloqueo.

En eventuales trabajos futuros se podrían abordar las siguientes tareas:

1. Uso de nuevas técnicas para obtener estimaciones genuinamente libres de bloqueo para
el esfuerzo de corte presente en el problema mixto evolutivo asociado.

2. Estimaciones de error a priori y a posteriori, libres de bloqueo, para el esquema total-
mente discreto.
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Apéndice A

Justificación experimental del método
libre de bloqueo

En este apéndice presentamos un ejemplo que justifica el uso de integración reducida en
el término de corte, para así evitar el bloqueo numérico (como mencionamos en el capítulo
anterior). Para ello, consideramos una leve variación del ejemplo presentado al comienzo del
capítulo, con A “ 10´8m2, J “ 1

1210´16m4. Dichos parámetros describen una viga con un
espesor mil veces más pequeño que la viga que consideramos al comienzo.
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Figura A.1: Curvas de error para los desplazamientos y rotaciones sin uso de integración
reducida en el término de corte.

En la figura anterior, mostramos como se comporta el error en función de la cantidad de
elementos empleados en las discretizaciones espacial y temporal cuando no usamos integración
reducida.
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Observamos que el error se estanca aunque refinemos la discretización espacial, siendo
necesaria una gran cantidad de elementos para que se observe un comportamiento favorable
en los errores.



Apéndice B

Algunos resultados

A continuación, se presentan resultados usados en la memoria para facilitar la comprensión
de ésta. No se incluyen las demostraciones.

Lema B.0.1 (Desigualdad de Gronwall).

Sea η p¨q una función no negativa y absolutamente continua sobre r0, T s que satisface
para casi todo punto t la desigualdad diferencial

η1 ptq ď φ ptq η ptq ` ψ ptq , (B.1)

donde φ ptq y ψ ptq son funciones no negativas y sumables sobre r0, T s. Entonces

η ptq ď e
şt
0 φpsqds

„

η p0q `

ż t

0
ψ psq ds



,

para todo 0 ď t ď T .

En particular, si

η1 ď φη sobre r0, T s y η p0q ,

entonces

η ” 0 sobre r0, T s.
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Desigualdad de Cauchy con ε

ab ď εa2 `
b2

4ε
pa, b ą 0, ε ą 0q . (B.2)

Teorema B.0.2 (Proposición 3.13 (iii) de [15]).

Sean E un espacio de Banach y pfnq una sucesión en E‹, donde E‹ denota el dual de
E. Luego

Si fn Ñ f débil- ‹ , entonces p}fn}q es acotada y }f} ď ĺım ı́nf }fn}. (B.3)
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–¿Qué te parece desto, Sancho? – Dijo Don Quijote –
Bien podrán los encantadores quitarme la ventura,

pero el esfuerzo y el ánimo, será imposible.

Segunda parte del Ingenioso Caballero
Don Quijote de la Mancha

Miguel de Cervantes

–Buena está – dijo Sancho –; fírmela vuestra merced.
–No es menester firmarla – dijo Don Quijote–,

sino solamente poner mi rúbrica.

Primera parte del Ingenioso Caballero
Don Quijote de la Mancha

Miguel de Cervantes
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